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EDITORIAL 

~ Associac~o Brasileira de Ciincias ~ecinicas lAnça nesta oportunid~de a sua primeira re
vista. Este e~preendiwento representa o coroamento do trab~lho de uma re1uena mas representa
tiva pa~cela da comunidade técnico-científica brasileira, ooe hã vários anos vem trabalhando 
ativamente na implantaçao e no desenvolvimento da resquis~ e tecnolooia nas ãreas de ciências 
"'ecãnicas. 

A história desta revista estã intimamente li gada a histõriil da ABC!l; constituindo aquela, 
de fato, numa consequ~ncia da consolidacio das ativid~des das ciincias m~c~nicas no ~rasil ou 
seja da próp ria ABCM. Todavia, ambas exiqem o envolvimento , o cowpronísso, a participaçao 
franca de todos os associados da PBC~; e crescerao na medida em que esta pa rtici~ar~~ cr,.sce r 
e se consolidar. 

Nio obstante o entusiasmo oara a sua realiz~rao, este trabalho fni precedido de uma avali 
ado realista da produç.áo técnico-científica brasil,.iril nas ãre~ts de interesse di! /II'!Ct•. Os 
trabalhos apresentados e publicados nos anais dns Conoressos Brasileiros ~e Enoenh~ri~ ~ecani
ca, realizados em 1973, 1975, 1977, e o próximo a ~P realizar no final deste ano, atin~~M u~ 
total de 450 títulos com um bom nível ~êrlin de ~uali1ade . Estes números constitu~~ indicado
re s positivos da nossa orodurão na ãr~a. Esta~os cortns , nnrt~nto, de nue com obietivns bem 
d~'1n1dos os resultados deste enpreendi~ento serão altamente re lev~ntes e conpen~~rlnrPs. 

O objetivo central desta revista é o de servir lle veiculo dP inçormarão rias nes11uisas e 
de~envolvimentos científicos nu tecnnl~qicos rPaliz~dos, princioalmentP, n~s ln~tituirnes n~ci 
o~ais; a revista deverã se constituir numa verdadeira iilnel~ aberta p~r~ o interinr das nossas 
Universidades, Institutos e Centros de Pesquisas e Fmnresas. roMo conseouencia, dever~ ncnr
rer um intercambio mais efetivo entre as divers~s instituir~es ativas neste orncessn. 

N~o se restrinqindn i ennenharia Pecinica, ~ revist~ nrncura ser um paln de convcrnincta 
de todos os ramo s da engenharia que tenham nas ciencias mecãnic~s uma ãre~ de interseçao. ~s
sim, ela poderã retrata r de form~ fiel e atual a produção nesta ~rea e se constitvir num ins
trumento de defesa da nossa tec~looia, tornando ~üblic n as ca~acid~des reais de um imoortante 
seomPnto da comunidade ticnico-cientifica brasil~ira. 

Para atingir estes objetivos e necessário que se mantenha n padrão de ~ualidade dos arti
qos apresentados. ( indispensãvel que se conte com a colaboracão de todas as instituições e 
oessoas que se dedicam seriamente ã pesquisa e ao rlesenvolvimento. n Editor e o Cnnselho Edi
torial estarão continuamente a serviço desta comunidade. 

A revista estã lancada. Neste nunero procurou-se aoresentar senmentos característicos do 
espectro de assuntos abertos ã public~cão. 

Convidamos a todos 11 aoresentar sua colaboracãn com coranem e humildade, dispostos a ou
vir, compreender: aceitar e responder críticas con~trutivas ao~ seus tra ba lhos, vis~ndo o ape! 
feicoamento cont1nuo da fnrma e do conteúdo da aoresentar.~o dos resultados. 

Os numeras senuintes virio cn~ frequincia se~estral 11ti nuP n volume de trabal~n~ iu~tifi 
l'}ue uma redução no período rla llublicarão. Eshmos convicte1s r1e que esta revist'l "'elle ele ·alou':" 
m~ forma a produção de atividade cri'ldor~ no nosso meia tPcnicn e cientifico. Ela dP.ver~. ~nr 
tantn, refletir, dentro de o;ua ãrea de atuar?:"o, a seriedade nu n descaso com que a educac;:ão i 
o desenvolvimento cientifico e tecnolÕqico estã sendo conduzido no nosso naís . 

finalmente que ro exprPssar as Meus anradeci"'entns a to~as as oessoas que col~borA raM na 
realizacão desta revista. Tanto nas tarefas ~e oro~nizac~o rla m~tiria escrita, ~ ivu lna c~o 
di strfbuicio e datiloorafi~, comn na tdealiz~cio e redaci~ r1~s trabalhos~ n~tici~ ~ - Tndos sP 
ernnenhara111 com dedicação e desoreendimento pa ra que turlo nurlesse SPr levado a tprrnn dnntro dos 
nadrões estabelecidos e no devido ternoo. 

~~q':;r-
Editor 
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PROJETO DE SUPORTES DISSIPADORES DE 
ENERGIA PARA TUBULAÇÕES 

MANUEL AMêRICO O. SILVA 

PROMON ENGENHARIA, RIO OE JANEIRO. RJ 

SUMARIO 
A \u.p:tu.lta di! tu.bulaçÕ<'~ de. alta. ~ne1tg.i.a pode OJtig.il'la/1. uma \i?4po~ ta d.c.,,~m<ra c:.au.~ado'Ul 

de S'l.ctve• p'l.cju~:o~ ao equipamento e es~~u~u\aa vi:iuho6. Uma dal t~ç~cca) pc~a~vel• 

do.: conoote dr44C 111ovütentc CC'Il~ütt. na li!Ontage"'• ene locaü apt opHa.:h ), d~ dopoa.c.~ 

VC'I qu düuptm a tnr'lgta cc.nitici1 da tu.bulaçã<', geltaC.tcrltc po 'l de o ~ut«çii,, plâ~.tic.a. 

O objct.c.vo d~at t'labac.hc ~ tc5e'lit 01 ~.ipo~ de dt~po6itcvol ~ccinc ca~ ~aia u)adci , 

calactt'l.i:ã-loa 1ob o p(lnto de vi1t.t de p.'lOJt.to UtJLutu.uC r cnd,ca~ c Ct'ltJJ4\4"õ. •itE_ 

do• de auâlüe qcH' tem Hdo I)'I.OPC!Itoa. A.p\I!Hnta•-6t ctútda a)ptctol ca'lacte~(lt.c.caa 

da in,luincca Cttlt~ida 114 te~prlta doa dia6ipadotea pela vatc.aç~Q Jr J)i1\i~tct~o) iden 

ti6tcado~ como de 'ttlt\'aHtc impo'ltânci.a.. 

lNTROOUÇ~O 

Um dos itens do projeto de tubulações nu-
' cleares é o dimensionamento de suportes desti 

nados a amortecer o moviménto de tubulações 
que neles impactem apõs a ruptura acidental 
daquelas. 

A proteção de equipamento e/ou estruturas 
essenciais i segurança do funcionamento de 
centrais nucleares e i saúde publica exige , 
por vezes, o estudo de tais dispositivos para 
garant1r o desempenho normal daqueles compo
nentes mesmo que ocorra a ruptura acidental 
de tubulações de alta energia. 

Essa proteção e, sempre que possível, ass~ 
gurada pela inclusio de elementos Intercepta
dores ou pela adoçio de SIStemas redundantes. 
Estes métodos sio 1nv1abil1zados, frequente
~ente, por llaitações de espaço e recorre-se 
ã 1nstalaçao de restriçoes que apenas atuam 
se houve r ruptura da tubulação. 

A carallPrlzação mec5nica destas restri-
çóes ou suporl~~ e o onilise do sistema 

tubulação-suporte sob o ponto de vista estru
tural são obJeto deste trabalho. 

O conceito de tubulações de alta energia, 
implicitamente usado acima, esti associado a 
condições de press;o e temperatu ra que depen
dem-do regulàmento definidor; nos Estados Uni 
dos da América o atual critério classi fi cati
vo baseia-se numa pressao inte rna P;~ 275 psi 
e/ou numa temperatura de operação ~ 200°F (lJ. 

A ruptura das tubulaçoes produz- se mais 
provavelmente em pontos de ocorrência de ten
sões ou fad1ga relativa mais altas e os reg~ 

lamentos postulam essa localização e pontos 
onde essas condições se verificam sob carga 
sís•ica e co• a ustlfa e operação [(: 

A ruptura pode ser long1tud1nal ou circun
ferencial 3 ; admite-se na sequência do pre
sente estudo que e ver1fica o ultimo caso e 

que O SeC(IOnan~nto da tubulacao e total (ti 
po guilhotina). 

A força F induz1da pelo escoamento do fl~1 

do, correntemente chamada "Blowdown", p0de 
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Em ~] descrevem-se diversos testes, em 
condições quase estáticas, que sugerem a apli 
cabilidade destes suportes e o bom comporta
mento de anéis comprimidos entre placas rígi 
das na dissipação da energia cinética da 
tubulação. 

A Fig. 5 reproduz resultados descritos em 
[1] para tubos de ~ 3• - Sch. 80 servindo de 
apoio, mostrando a influência do comprimento 
L do apoio e do diâmetro da tubulacão na rela 
ção força-deslocamento. 

o,e 1,0 1,1 ap • ·• 
DESLOCAMENTO IJ. (pol.) 

10 ~i' 
til 

100 

1,0 2,0 :1,0 

DESLOCAMENTO A { pol.l 

FIG. 15 -INFLUÊNCIA OE J'À2L/ O E 00 
DIÂMETRO DA TUBUL.Aç:Ão EN F~A . 

O esmagamento de um tubo entre placas rigi 
das estã estudado analítica e experimen~almen 
te [8] ten.do sido estabelecida a carga d; 
plastificação inicial e a lei de deformação 
de que se mostram exemplos tipicos na Fig . 6. 

Um traba lho extensivo sobre dispositivos 
amortecedores de choque em pontes, desenvol
vido por N. Perrone [9] , oferece dados sobre 
o esmagamento de anêis e suge re leis constit~ 
tivas simplificadas (Fig. 7). 

A infl uên cia de out ros parâmetros, e.a . a 
própria plast ificação local da tubulação-pro
jétil, encont ra-se estudada na literatura 
podendo modificar-se relações analíticas ba
seadas em modelos simples para os levar em 
conta. 
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••• 
1.1 

OA 

0.4 

FIG. 6 - ESMAGAfoiEMTO DE TUBO ENTRE PLACAS RIGIOAS 

p 

I 
Po • CfyL t/R 

DESLOCAMENTO A 
tR O lldTULAI ~LiiTICA 

L • •eOM~~t~oto" 01 ""' 

FIG. T - DIAGRAMA FORÇA-OESLOCAM€NTO """" ANEL PLÁSTICO [I 

d) Apo ios de concreto 
A utilização de concreto cel ular para di 

sipar a energia cinética tem merecido algun 
atencão , encontrando-se resul~ados de testf 
e curvas F • 6. em [a]. A Fi g. 8 é adapta c 

de fl o] e ilustra o tipo de resultados obt i 
Aos para suporte 
cel ular. 

semi -anelar de concre l 
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··~--·~-

"'· I · C()MPIIIUS1o Ol CONCitr:TO Cf:UIUit 

Vigas de concreto armado podem usar-se t~ 
béa cono a•ortecedores, conjugando baixo cus-
to coa grande inércia. desde que haja espaço 
suficiente disponível. 
rizada desta classe de 
[11] . 

Uaa descrição poraen~ 
apoios acha-se e.g. em 

e ) Estruturas metilicas dücteis 
Este tipo de suporte em aço carbono ê pro

jetad~ de modo a abso rver a energia at ravés 
da formação de rõtulas plisti cas. O projeto 
desta classe de apoios baseia-se em conceitos 
correntes da anãlise plãst1ca de estruturas 
podendo encontrar-se exeaplos da aplicação d! 
reta ao caso de suportes co• folga na refe-
rêncu [12] . 1 

As leis força-deslocamento para elementos 
respondendo essencia l mente sob esforço axia l 
ou ã flexão são esquematizadas na F1g . 9 ca
racterizando funções de resistência bilinea-
res. 

Hos aateriais dücteis o valor peraitido P~ 
ra a aíx1aa deforaação &aax durante o fenõme
no transiente é SOl da deforaaçio alntaa de 
ruptura cu achada experimental •ente ou SOl de 
valor especificado pa ra &u se for provado que 
esse valor i suficieRtemente conservativo [4]. 

, E
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

• 

~ O[ILOCAMt:lclO A ., C~TUU c. I 
,lt, t•AI"'ttt o0cTIII A COIPJtllslo I A 'LidO 
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f) Tirantes de aço inoxidivel . 
Barras de aço inoxidível capazes de dlssi-

par energia atravês de defor~ação inelãstica 
de tração são tombem util izadas. U~a.con:tg~ 
ração posslvel destes disposi tivos e l lus ro-

da pela Fig . 10. 

··-··-00 -"· 
"'-AC.tt ~--.-. 

,. .. 10 • TlltAMTl .cT~liOO lllllf'lll 

MOOELO MATEMATICO 
Gene ralidades. As caracterTsticas da for

ça de •blowdown•, a localização postulada dos 
pontos de ruptura e a configuração típica das 
tubulações pe rmitem que e anãlise das t ensões 
e deformações seja feita na vizinhança de 
seção em que ocorre e ru ptura [13], embora 
haja anãlises menos recentes e• que a repre
sentação .do siste11a ê aais estendida [1 4]. ~ 
ruptura tipo guilhotina associa-se, por aque
las razões, um •odelo •ecinico simples de vi· 
ga cantil ever coa suporte dissipador prÕx1ao 
do ponto de r uptura postulado . 

A avaliação rigorosa dos efeitos das não
- linearidade$ ~ateriais e geométricas e da V! 
locidade de deformação não e , em geral, nece! 
síria para projeto. A folga e a deformab1li
dade do suporte permitem que se despreze a 
não-linearidade geométri ca; por outro lado, o 
ganho e• rigor coa a introdução da taxa de d! 
for•açio i pouco significativo do ponto de 
vista de engenhar;a para os ~ateriats corren· 
temente usados. Deve, porem, veri ficar- se que 
a capacidade de absorção de energia não seja 
dimlnuida pela menor deformação de ruptura 
causada pelo endureciaento do material . 

A não-linearidade aater1a1 do suporte re
presenta-se através das leis constituti vas, 
adotando-se frequente•ente diagraaas bilinea
res que aproximam as curvas reais jâ referi
das na descrição de ·tipos de suportes disponi 

vels. 
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o comportamento do tubo tem sido consider! 
do eluto-plistico Lls] ou rTgido- plistico 
[16], confotme o t1po de anilise que se esc~ 
lhe. A seleção do método de anãlise condici~ 
na o modelo matemit1co e deve ser baseada nos 
parâmetros que regem as decisões de projeto 
de engenharia: disponibilidade de analistas 
e computad~r. rigor exig1vel, custos mínimos. 
Ma seçao seguinte faz-se uma descr1çio resum! 
da dos •étodos usados ma1s frequentemente, 
comparando-se os resul tados para o caso mais 
simples do suporte ser colocado na seção ea 
que atua a força reat iva F e estendendo algu
mas conclusões apresentada s em [11] . 

Integração Numérica. A escolha do método 
de integração numérica merece tratame nto sep~ 
rado e tem sido objeto de numerosas cont r ibui 
ções, e.g. [18, 19] , nao cabendo neste text-;; 
uma referenc1a aprofundada. Parece Inte res 
sante, porém, 1nclu1r conclusões de S. W.Key 
[zo) no que resptti ta ao acophaento entre a 
escolha do método de integração no tempo e a 
d1scretizaçao da massa. Em sistemas Simples 
foi encontrado, por exemplo , que massa consi! 
tente com d1ferenças cen trais, massa diagonal 
coa aétodo incondicionalmente estãvel de 
Newmark, massa consistente com New~ark 

S•l/12, são combinações desaconselhive1s em! 
nos convenientes do que os pares de massa 
dlftgonal com diferenças centrais ou massa 
consistente co~ a técnica ~e Newmark com 
~ .. 1/6. 

Resulta do exposto que não ê fundamentada 
a ideia de que a utilização de massa consis
tente conduz sempre a resultados ma1s confiã
vels do que a massa diagonal. 

M(TOOOS DE AN~ltSE 
Neste capitulo apresenta~-se de forma su

cinta os principais métodos de anillse que 
tem sido propostos , bem como a comparação de 
resultados obtidos ao aplicã-los a sistemas 
representativos. 

Modelo Hassa-Hola .• ~este modelo auito Sl! 
ples, esquematllado foJ F1g. 11, o s1stema re
presenta-se po r uma barra de comprimento L0 e 
massa l1near m que roda em torno de uma rótu
la fixa onde atua um momento My; o comprimen-
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to l 0 representa a distância i extremidade li 
vre a que se forma uaa rõtula plistica , de 
acordo com um •odelo rfgido-plãstico ~] . e 
vale l 0 • 3 H1 /F. 

y 

, 

Tt:IWO 

"' 11 • UQU€MA O« MOOCLOI CINIMhiOO 
! MAS IA · MOl.A 

Ut1l1zando os sfebolos definidos na 
Fi!). 11, a equação de conservação de energia , 
ent re o ~omento i ni cial e o de deformação mi
Xlma da mola u,, assume a forna: 

(2) 

com 

A equação (2) pode deduzir-se ~~ualmente a 
partir do movimento tia haste r12~. A resolu-

• :.J 

ção de (2) perMlte obter a deformação mãxima 
na mola e o fator FA que multtpltcado por F 
1nd1ca qual a força max1ma que o suporte 
transm1te ã estrutura em que se apoia: 

( 3) 
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Os parâmetros adimensionais introduzidos 
acima sio indicadores preliminares de quanti 
dades que influenciam de ~odo importante a 
res pos t_a do sistema. 

Modelo cine•it1co. No •odelo cineaãtico a 
rõtula plistica nio i fixa, podendo propaga r
-se ao longo do eixo do tubo. O modelo estã 
explicado por enorizadamente ea [3] e o ~ovt
mento num instante ea que a mola esti a ser 
deformada no trecho K•K1 e essencialmente 
traduzido pelo sistema de equações diferen
ciais seguinte: 

mL(L.e+2Lé )+O. 5mL 2 ~ê•F 
0 

-K( Le-g) {4a) 

0.5mL2(L6+2Le)+mL3e;3• [F0-K(L6-g}J L-My (4b) 

com L • distância instantânea da rõtula ã 
extremidade ltvre da haste . 

A aassa fnstantinea da haste (ml) e uma 
função crescente do teapo [11] o que amortece 
o noviaento. 

O aodelo ê cfneait1co e a solução do siste 
•• ea L e e permite obte r o fator de amplifi~ 
cação FA e a deformação mixima u,. As mudan
ças de variãve i s adeq uadas ao tratamento do 
sistema de equações e a integração deste 
acham-se descri tas em [16] . ~ 

Observa-se que ã propagação da rõtu1a plã~ 
tica não se podem aplicar conceitos desenvol
vidos na década de 50 para descontinuidades 
do tipo fraco, e.g. [2 1]. No modelo apresen
tado a velocidade na rõtula i descont1nua, 
descontinuidade que tem lugar numa derivada 
de ordem inferior i segunda e ê, portanto, do 
tipo forte. A descontinuidade sõ desaparece 
quando o rõtula peraanece estacionária o que 
ocorre apenas antes do fechamento da folga 
)] . 

Modelo clissico de viga. O apoio é nova-
aente representado por uaa aola de lei consti 
tutiva não linear, enquanto o tubo i nodelado 
por segmento de viga com comportamento elas
to-plásti co. Utiliza-se o método dos elemen
tos finitos, com duas incógnitas por nõ (teo
ria clissica de viga), t admite-se descarga 
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As equações de movimento podem ser estabe
lecidas a partir do principio dos desloca•en
tos v1rtua1s na sua forma incremental. A 
plastifitaçio do tubo, através da altura de 
uma seçio reta, estuda-se dividindo-o ea ele
aentos longi tudi nat s r221 

A influencia da pressão interna na res pos
ta pode inclu1r-se no •odelo como foi feito, 
por exe•plo, no CBPF (23J . 

Este ~odelo permite a anâl1se da histõria 
no tempo da resposta do sistema e tonduz a 
resultados que tomparam favoravelmente com os 
obtidos por métodos mais elaborados, como se 
refer1ri adiante. 

Modelo plano de tensão. O suporte é repr! 
sentado por uma treliça plana de rigidez cor
respondente ã do protõtfpo. A tubulaçio ê 
modelada por uma placa retangular de altura 
igual ao diametro do tubo e espessura tal que 
a tensão de escoame"to (como viga) seja 
ay=Hy/W, e• que W é o aõdulo da seção do t~ 

bo. O crltér1o de escoamento seguido usual
aente i o de Yon Mises. As descargas do tubo 
e da aola são do tipo elistico. 

A placa é subdividida ea elementos retang~ 
lares de tensão plana , quadráticos, que se
gue• uma ~ei constitutiva elasto-plãstica . E~ 
te modelo ê computacionalmente dispendioso, 
mas tem motivado numerosas referências e en
contra-se descri to em ~ s] e aplica do ao que 
se designará, aqu1 e na sequência deste est~ 
do, como problema de Ma-Bathe. Na COPPE tam 
bem tem s1do ' feitos trabalhos baseados neste 
modelo [24]. 

Programas comercializados. Em trabalho 
desta natureza convem referir programas come~ 
cializados que permitem a resolução de probl! 
aas de chicoteamento. Resu~idamente citem-se 
o ADINA (ainda nio disponfvel no Brasil) de
senvolvido no HIT [1s], o PIPERUP desenvolvi
do pela Nuclear Serv1ces Corporation e imple 
aentado pela CDC e o ANSYS. A experiência 
coa estes prograaas, neste tipo de problemas 
e no Brasil, ê reduzida e ne• sempre ê poss1-
vel evitar difi culdades numéricas, atê por 
não se saber como funcionam as rotinas de cã} 
cul o e pe 1 a mane1 ra ·hermiti ca como o ANSYS es 
tã documentado. 
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Comparação de métodos. O problema de ten
são plana (+30", t • 1. 125", L • 360•) Ha
·Bathe foi usado para estudo preliminar. O 

progra•a ANSYS para •ooelo de segmentos de t~ 

bo fornece resultados l i ge i ramente superio
res aos de ~a-Bathe e custos de US$75.00 e 
USS135.00 para intervalos de te•po dt = Z x 
x lo-4s e ôt•10·4s respectivamente (Ha -Batne 
usaram dt•Jo-Ss). O mesao progra~a. sobrem~ 
delo de tensio plana, deu resultados mais pr~ 
ximo dos de Ha-Bathe Mas a u• custo ainda 
mais eleudo. 

O modelo de viga clissica, resolvido por 
gentileza dos autores de [22] no seu Centro 
de Cãlculo , deu resultados também coinciden
tes com os de Ma·Bathe e a custo mais baixo. 

A coincidência desses resultados predispôs 
a que a comparação dos modelos se fize sse ap! 
nas para os modelos (i) massa-mola, {ii) cin~ 
mãtico e (111) viga clissica. Os resultados 
achados fora~ consistentes e reportam-se os 
obtidos para tubos de dii•etro +24• Sch. 60 e 
•6• Sch . 80, cheios dt igua. Os fatores de 
a•plificação co•para•-se co• os obtidos por 
(iii) que sio considerados •exatos• 

TAl I 

CO .. MitAÇÁo O( 'ATOitU ~ A .. ~.,ICAÇÂO NltA Olr:EilOITES FOLGAS 

1 ••··u" ao, o1• •o••t ... , '•1<14•• ·"o' t •••. ' • 1• 1• 0 .1 > 

'OLGA AMPLIFICAÇlO 
EllltO ERRO 

( Cl!l l , .. IMASSA• MOLAl (CIN[MÁTICGI 

(%1 1%1 

I • 2 7 I. I I 1. a - 6 . 3 
2.' 4 I , ) S - 9,0 -I 8 . 8 ' ·o. I , 4 4 - 7 . 1 - I 9 . 4 

TAI. 2 

COMf'Ait.&çlo OE 'ATOilU OE A .. I'U1"!CioÇJo N1tA OW'UEMTU fORÇ.A.S 

t • a•·· ac•ao . ,. r u- . •1• - . .. , . , ~··- · 'a la,• o.JI 

Aloll'l i,ICAçlo 
EltltO ERRO 

rORÇA 
( loiASSA· .. OlA) ( CINEMÁTICOI ( .H ) , .. • 

t%1 1%1 

2 o 4 o I ' I I . 6 - 2. 6 
2 720 I ) . -I •' -I 4 . ' 
4 o e o I ) ) -11 . 2 -2 11 . ' 
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Observa-se que erros se verificam tanto 
para linhas de pequeno como de grande diâme
tro; qu~ o modelo cinenitico dã resultados 
siste•at1cam nte in feri ores aos •exatos• e 
que FA aumenta co 
força r, co o se 
adiante. 

a folga e diminui co~ a 
1Justrari grafica ente 

Hais i~portente i constatar que os métodos 
Slcplfficados exigem u~ fator de correção pa
ra serem cons rvat1vos e que este fator depe~ 
de fortemente no parâmetro Ã

1
:(f

0
/K

1
u

0
) con

forme 1ndtcam os res ulta dos obtidos. 

Outro parãmetro característico identific~ 
dO e Àz (g/0)1/Z que e proporcional ao quoci
ente da velocidade angular ao fechar a folga 
pela frequên cf a fundamental do tubo engastado 
de comprimento L

0
. 

Nos casos estudados foi possivel achar um 
fator de co rreção ~que torna conservativos 
os valores obtidos pelo método cinemãtico e 
que ê apenas funçã~ de Ã1 : c~l+(1/3)Ã 1 • 

' 
IHTERPRETAÇ.O DE RESULTADOS 

Parece util incluir algumas conclusões QU! 

litativas sobre a resposta do sistema e que 
poderão contribuir para ajudar a projetares
clare~idamente os dissipadores de energia. 

A infl uência da folga g e evidenciada na 
Fig . 12 que ~ostra a histõria no tempo do de~ 

locamento na extremidade, Ymax• adimensiona
lizado por u0 (deformação mãxima linear da m~ 
la, Fig. 11). Se a duct11idade l1 for defini
da pelo quociente da deformação u da mola por 
u0 tem-se u•(Ymax/u0 )-(g/u0 ) e a figura i ndi
ca qual a duct111dade que seria exigida do s~ 
porte pa ra o desenvolvimento da resposta. O 
andamento da resposta é essenci almente parab~ 
11co ate y•g co~o se espe rar ia. horizontali
zando-se rapida~ente para ~>1. 

O teMpo que o tubo leva a atingir a Dola 
{1.4, 2.3 e 3.5 •s ~ sobreestimado pelo mod! 
lo cine•âtico (1.8. 2.8 e 3.9 as) que, no en
tanto, prevê u~a reversão do movi~ento para 
tempos (4.7 , 5.3 e 6.7 •s) substancialmente 
11a1s curtos que os rea1s (7 .• 16.2 e 17.8 11s). 
Este coMportamento at r ibui-se a um amorteci
mento exagerado que L int rod uz no modelo ci ne 
m~tirn . 
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8. 

6. 

2. 

o 

O Tl.eO I'ECHA FOLGA 

e I( MUOA PAJtAo I( 2 

I I' • 20<6 kN I 

lO 
TEMPO ( x IOae) 

I~ 

FIO. 12 - INI'LUfHCIA OA I'OLOA t INICIAL. NA f'LI!CHA MÁlCIIIIIA 

A fig. 13, ~ostra a influencia da força f 
no co•portaaento do sis~e~a para uma folga 
constante ( g•7 .62ca). Observa-se que. eabora 
(Yaax/u0 ) au•ente coa f, o fator de a•plific! 
ção diainui. como se 11ostrou na hb. 2. O 

teapo de fechanento da folga df•inui com F 

aas ·o instante 
(21.6, 23.1 , 
40801tH). 

e11 que y•y11ax e muito prõxi110 
?6.6 ~s para F•2040, 2720, 

12 

lO 

• 
• 
4 

t 

V• Y111 01 /Uo 

-~ •• ... 

I 

1'• 4 080 t<N 

IC o IC1 (JI • l+t / .. • ~IS) 

Yo til' t / .. ot,&) 

10 to 
TlNPO (a 10

1
1 ) 

I'IG. lll • INI'LUhCIA DA I'OitÇA UTPINA 
NA ltiiPOISTA lt .. ltA f"OLGA INICIAL. 
OONITANTf ( t o' T,U om) 

J 

final~ente a Fig. 14 mostra diversas confi 
gurações da haste ati atingir a configuração 
de flecha •ixf~a. Verifica-se que o sinal 
do ca•po de velocidade i função de ponto, fa
to que o •odelo cfne•itfco não pode. traduzir. 

.OI 

. OI 

.OI 

.OI 

Y/Lt 

, •• ·- 10 
I' • 20<6 ICN 
K1 • tO KN/coa 

I'OLGA o t,04 om 

t<a/l<t • 0,1 

L 1 • a,om 

ri I . 14 • COWl~l DO ,.,., 

COHCLUSOES 
O desenvolvi•ento de suportes dissipadores 

de energia esti ainda nu11a fase inicial quer 
de concepção, quer de definição das propried! 
des caraçterlstfcas. 

A definição da lei constitutiva dos supor 
tes pode ser feita por métodos de anilise, 
mas exige-se que inicialmente estes se façam 
preceder de numero ace1tivel de testes experi 
mentais que afiram o rigor da representação 
analítica. 

Definida a lei força-deslocamento do supo! 
te hi vãrios metodos possíveis para dimensio
namento dos suportes. A menos que haja ra
zões especiais para anilfse mais rigorosa 
(quando se poderi usar o modelo de~ viga). o 
•odelo cfne11itico co rrigido ou ate o modelo 
11assa-11ola fornece• valores utilizáveis para 
projeto. 

A eventual necessidade de introduzir efei
tos coeo os de ova11zaçio do tubo e pressão 
interna e obter resultados rigorosos e compu
taciona l ~ente a custo aceitãveis , aconselha o 
desenvolv1~ento de procedimento baseado em 
modelo misto de el ementos finitos (funcional 
de Reissner modificado) em conjunção com a 
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lei momento-curvatura do 
estã a ser desenvolvido, 
autores de . [3] . 

tubo. Este método 
rio momento, pelos 
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canal crftico da pri~eira divisão do núcleo. 
Este canal crltico i, agora, subdividido e• 
canais •enores e o procedi•ento i repetido, e 
ass i• por diante, ati atingir-se o subcanal 
•afs quente. Conhecendo-se as caracterTst1• 
cas deste subcanal, u•a adequada correlaçio 
e•pfrtca de fluxo crftico de calor i, entio, 
utilizada . 

O cilculo ter•ohidriulico, efetuado desta 
forma, de•anda um grande teepo de computação, 
sendo portanto bastante dispendioso, devendo 
apenas ser aplicado em estígios avançados de 
projeto de elementos combustfve1s. 

Por outro lado, tomando-se o subcanal nomi 
nal mais quente e assumindo fronteiras fecha
das, isto é, desprezando-se os processos de 
•istura turbulenta e escoamento transversal, 
resultando em vazio em masse constante ao lo~ 

go do co•pri•ento, leva a resultados 1rreal1! 
ta, u•a vez que •assa e energia sio trocadas 
co• os canats vizinhos devido as •atores va
riações tir•tcas que ocorre• nas propriedades 
do refrigerante no subcanal •ais quente, par
ttcular•ente densidade e entalp i a . . 

O presente trabalho propõe u• •odelo si•
plificado de anilise de subcanal •ais quente, 
se• as 11•1tações da anilise co• fronteiras 
fechadas e evitando o rigorismo da deter•1na
ção de canal mais quente e esco,mento trans
versal adotada pelos programas COBRA e THINC. 
A aplicação do mitodo, no entanto, exige red~ 
zido tempo de computaçio, pequena capacidade 
de memõrta, fornecendo resultados bastante S! 
t1sfatõr1os para um estig1o preliminar de pr~ 
jeto 

MODELO TEOR I CO 

o •odelo proposto assu•e que as condições 
crft1cas do núcleo ocorre• no subcanal no•i
nal •ais quente, dtter•tnado si•Ples•ente por 
tnspeçio da d1stributçio radial de potênci a 
do núcleo, obtida pela anilise neutrõnica. E! 
te ~anal é considerado acoplado a u• canal ·~ 
d1o no•inal apenas por escoa•.nto transversal 
Os canais sio div id idos em volu~es de contro
le. conforme F1g. 3. 

O escoamento transversal ê obtido atravês 
da 1mpos1çio de que a d1str1bu1çio axial de 

2 
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Ffg. 3 Acopla•ento entre os canais aafs 
quente e •idio no•1na1s 
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pressão, ao longo do canal aafs quente, seja 
a •es•a que aquela do canal •id1o no•inal, 1s 
to i, 

, . , 
c n (1) 

onde 

(2) 

e 

(3) 

As seguintes h1pÕteses são cons1deradas no 
desenvolviaento do •odelo: 

(a) o canal •idio no•fnal i to•ado co•o sendo 
o nücleo do reator co•portando-se de ••
ne1ra ho•ogenizada. Desta for•a,todas as 
propriedades do refrigerante, neste canal, 
nio sio afetadas pelo acopla•ento co• o 
canal •ais quente. Isto justifica-se no 
grande nüeero de subcanais existent~ no 
núcleo de u• reator; 

{b) o refrigerante i tido co•o co•pleta•ente 
homogenizado na entrada do núcleo, devido 
a existência da câmara plena 1nferior,te~ 
do, portanto, as mesmas propriedades nos 
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jo quadrado (Fig. 1) e são presas em grupos 
por grades espaçadoras dispostas ao longo do 
comprimento. formando os elementos combustl
veis . A região formada entre quatro barras ê 
chamada de subcana1 tipico, por onde escoa 
agua leve e pressurfzada executando as 
ções de refrigerante e moderador. 

D 

s 

F1g . 1 Arranjo quadrado das barras 
de combustlvel 

I 

fun-

A potência de operação de um PWR ê limita
da, princ i palmente, pela ocorrência de fluxo 
critico de calor, usualmente chamado de DNB 
(Departure from Nucleate Boiling), na superf! 
cie externa do r~vestimento, podendo , desta 
forma, provocar danos na barra de combustivel. 

A fim de se avaliar o fluxo critico de ca 
lor em deter~nado canal do núcleo do reator, 
ê indispensivel conhecer-se as condições lo
~ais do refrigerante ta i s como vazão. ental
pi~. pressão, titul o do escoamento, etc . Di
versos métodos de cilculos, colocados na for
•• de programas de computador, foram desenvo! 
vidos atê a presente data com o intuito de o~ 
tenção destas informações. tai s como o COBRA 
[1] • programas da 1f nha TH IN C [z] da 
West i nghouse etc. Estes programas apresentam 
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em comum o fato de dividire~ o núcleo em ele
mentos combustiveis, ou em grupos de elemen
tos combustiveis, considerados como canais. 
Os canais são divididos em volumes de contro
le axiais e as proprie~ades do refrigerante 
são assumidas como uniformes em cada elevaçã~ 
As leis de conservação de massa, quantidade 
de movimento e energia são aplicadas para os 
volumes de controle, obtendo-se, assim, o de
~empenho te rmo-h idriulico dos diversos canai~ 
embora nio se conheça o desempenho dos subca
nais individuais. Dois mecanismos de mistura 
entre canais adjacentes são considerados: (1) 
mistura turbulenta (mixing), causando distri
buição de entalpia entre os canais, sem aue 
ocorra troca Hquida de massa entre os mesmos; 
e (Z) escoamento transversal {crossflow). de
vido ãs ca r acterist1cas das grades e diferen
ça de pressão entre os canais. Esta intera
ção entre canais e mostrada na Fig . 2. Dife
rentes programas consideram diferentes mode
los teõricos para estes mecanismos. 

f í,2 Vi.2 f J,Z VJ,2 

' H t p I t 1,2 1,2: 1 HJ,2 P1,2 
2 -- -- - ____ I_ - - - -

I 
I 

-L- W;l 
I 
I 
I 

Canal I Conol 
I 

I • 
--'- t.ljj 

--r- w'Jl 
I 
I 

------- ..J----
I 

t I t 

Escoamento 
T rQ/lsversol 

(crossflow) 

Misturo 
Turbulenta 

(mhdng) 

Fig. Z Interação entre dois canais 
adjacentes 

Este procedimento permite determinar-se o 
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dois canais; 
(c) a ~istura turbulenta entre os canais e 

desprezada. Na situação real, o canal 
mais quente encontra - se em contato com '! 
nais bem prÕxi•os de sua situatio térmica. 
Des ta for• a, o efeito redistri buidor de 
entalp i a devido ao ~1xing é pequeno comp! 
rado com o escoamento transversal imposto. 
Ainda , tal mistura turbulenta tenderia a 
remover flu ido com maior entalpia do que 
aquele que i traz i do para dentro do subc! 
nal crftico, ca usando, assim, uma redução 
na entalp ia medi a do canal. Trata-se, PO! 
tanto, de uma hipótese conservadora . 

As equações de conservação, em regime per
manente , para o canal mais quente, subdi vid i
do em volumes de cont rol•, podem ser escritas 
na forma : 

a . Conservação de massa 

A v 1~ 1 + w • Acvc,2~c.2 • c c , c, nc ( 4 ) 

onde 

Wnc • vazio em massa transve~sal do canal ( n) 
pa r a o canal (c). Ob viamente, Wncc - Wcn· 

; 

b. Conservação de energia • 

( 5) 

onde 

Q • taxa de geração térmica no volume de con c 
trole considerado; 

H* • ental pi a Media no vo1u•e de controle do 
canal doador do escoamento transversal, 
dada por 

H + Hn,2 lT* . lTn 
• n,l se wnc ~o, 2 

H + H c ,2 H* • H • C I 1 se w < o. c 2 nc 
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c. Conse r vação de quantidade de movimento 

v2 
A P + A o ~ - W V* • cc,l cc ,l gc ncg, 

v2 - -2 
• A p .. A o ~ + f àZ A PC v, + 

c c , 2 c c , 2 gc c Ui c~ 

(6) 

onde 

o c ! 1 + ~c 1 2 ~, • 
2 

v 
C I 1 

.. v c 1 2 v, • 
2 

4A 
De • di âmetro hidrãul fco do canal (• ~ , 

onde Pw pe rTmetro molhado do canal), w 
fc • coeficiente de atrito . 

v• O ter•o Wnc 9c representa a contribuição 

do escoamento transversal ao balanço de quan
tidade de movimento, sendo v• dada por 

'\ 

v n1 1 + v n,2 v• . vn . se w ~ o, 2 nc 

v .. v v· • v, • C I 1 c 12 se w < o. 2 nc 

Na equaçio (6) , devem ser acrescentados 
t e rmos de perda de carga localizada, quando 
os volumes de cont role contive rem var i ações 
de ãrea causadas por grades espaçadoras, bo
cais de entrada e saTda, etc. De maneira ge-

- -z 
PC V ral, são termos do t1po K ~,onde K i 

. y 4:9c v 

uma constante ca ra cterfst fca da variação ocor 
r fda na geometria . 

O primeiro passo , para a aplicação do pre-
• 

sente modelo, consiste na determi nação das 
condições do escoamento no canal médio nomi
nal. Estas condiçÕes são obtidas a pa r ti r 
das equações ( 4) , (5) e (6) , substituindo-se 
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o indice c pelo Tndice n e impondo-se wcn· o, 
de acordo com a hipótese (a). 

Com as condições no canal médio nominal d~ 

terminada s, a aplicação das equações (4), (5) 

e (6), para o canal critico requer o conheci 
mento de Wnc' o que ê feito iterativamente. 
lmp ondo-se, inicialmente, wn c • w~c. o, de
termina-se as condições no volume de controle 

- 1 -cr1tico, em particular Pc,2 . Atraves da equ~ 
ção (Z), e, então, calculado P~. o escoamen
to transversal ê estimado, para o pr imeiro 
passo, pela expressão 

wl 
nc 

p - pl 
• wo + n c 

nc cnc 
( 7) 

onde Cnc ê uma constante genérica. Combinan
do-se as equações (4) e (5). obtê•-se 

1 
H 2 • c . 

wl 
H n, 1 + 'H 

( n, 2) 
nc 

+ 
AcPc,lvc,l + w nc 

para wl 
nc ). o. ou 

r 

A p V H + o, • w~c Hc,l 
l c c ,l c ,l c,l -r 

Hc,2 • w1 

AcPc,lvc,l 
+ nc -r 

1 para Wnc < O. 

Avaliando-se p 2 a partir de H1 
2 e c, c. 

pressão, usando-se correlações emplricas 
tabela s , obtêm-se 

1 v 2 • c. 
Acvc,lPc,l + w~c 

AcPc, 2 

(8) 

( 9) 

da 
ou 

(lO) 

Obviamen te, efeitos de escoamento bifásico, 
quando presente. devem ser incluídos nas equ! 
ções 

Com est~s novos valores dos parâmetros, na 

saida do volume de controle, a pressão 
e recalculada através da equação (6). 
amento transversal ê, agora, dado por 
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p2 
c,2 

O esco 

( 11 } 

e o procedimento ae~c ritl repete-se iterat iva 
mente. Após i i te~ações , o ~ scoamento trans· 
versal ê dado por 

( 12) 

Este proces s.1 é 1f"l te rromp i do quando 

.., 
·r. p~l < & • ( 1 3) 

sendo c u111 • r • a J.,. ;sive l , previamente defi
nido. 

Após a obter.- ~J de convergência, pode-se 
passar para o c~Jculo do vólume de controle 
seguinte. Observe que a constante C não nc 
tem in fluên cia no valor de W obtido apõs a nc 
constatação dP convergência. Sua influência 
- " - -e apenas notada no numero de iteraçoes neces-
sã ri o. 

O procedimento descrito prossegue ate ati~ 
gir-se o topo dos canais e pode ser visua11z! 
do através da Fig. 4. 

RESULTADOS 
O presente mitodo foi aplicado para o nu

cleo do reator da Central Nuclear Almirante 
Alvaro Alberto , unidade Angra-1 , descrito no 
Relatõrto Final de Anilise de Segurança{FSAq) 
[3]. Os dados de projeto pertinentes são a· 
presentados na Tabela 1. 

As principais co ~re lações empíricas ut i1i-
zadas ao l ongo da aplicação são aquelas do 
progr1111a NAIHYORO-P [4]. Para as quedas de 
pressão localizadas, foi utilizado Kv • 1,029 
e 2,276, para as grades se~ aletas (p rimeira 
e últf~a) e para as grades tntermedfârias{co~ 
aletas mistu r adoras), respectivamente, assim 
como Kv • 0,4 e 1,0 para contração e expansão 
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bruscas. Cada canal foi dividido em 35 volu
mes de controle, na direçio do es~oa•ento. 

ColldlçGu no MlrGdG 

do IIÚCIIO 

c-1• t&o divldi l!oa -
VOIVIIIU 4e Ulllroll 

.. 11111111 AZ 

01Ufll1110tlo ... COIIdf ... t H 

COMI ~!Mil t1011tllllll JIVI tMOI 
11 'IOIVIIIII 4e 011111!"111 

Fig. 4 Procedimento para aplicação do método 

Figura 5 apresenta a queda de pressão ao 
longo dos canais. A queda total de pressão 
obtida foi de 31, 5 psia. Fig. 6 mostra o co~ 
portamento da entalp i a ao longo dos canais. 
Na Fig. 7 são apresentados o tltulo termodin! 
mico, o tltulo do escoamento e a fração de va 
zios para o cana l critico. A partir de r: 
0 ,30, o escoamento começa a ser bifisico, em
bora a enta lp ia seja menor do que a entalpia 
de saturação , na pressão local, devido a in-
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TABELA 1. Parimetros de Projeto da Usina 
Nudear Angra-1 

PARAMETRO 

Potência térmica. Mwt 
~azão total do refrig., lbm/hr 
~azão efetiva de refrig., lbm/hr 
Pressão na salda do núcleo . psia 
Fluxo térmico médio, BTU/hr.ft2 

ator de pico axial de potência 
Fator de pico radia 1 de potência 
Altura dos canais, ft 

Comprimento ativo da$ barras. ft 
Diâmetro externo das barras de 

combustível, in 
Passo entre barras. in 
~emperatura do refrigerante na 

entrada, °F 
~rea efetiva de escoamento, ft2 

Numero de grades espaqadoras 
Distribuição axial de potência 

VALOR 

1876 
11,1x106 

67,9)(106 

2250 
l,871xt05 

1 • 51 

1 • 55 
12.63 3 

12 

0,374 
0.485 

549,5 
26,4 

8 
cosenoidal 

c1p1ênc1a de ebulição local. F1g . 8 mostra 
que, apõs a 1nc1piência de ebulição local. a 
vazio de massa, n.o canal quente, começa a di
minuir dewido ao aumento do volume especlfico 
do refrigerante, provocando sua expulsão do 
canal na forma de escoamento transversal. Es 
te fato pode ser observado na Fig. 9. No pr! 
sente trabalho, foi adotado o mesmo valor de 
Kv• nas quedas de pressão localizadas. seja 
para escoame~to monofãsico ou para escoamento 
bifãsico. sendo que. nesta ultima situação. 
assumiu-se o modelo homogêneo. Assim, obser
va-se na Fig. 9, que, na região das grades, 
surgem picos no valor do escoamento transver
sal exata~ente devido a estas quedas diferen
ciadas de pressão em canais com diferentes r! 
gimes de escoament~. Não hã evidências se 
tal observação ~orresponde a situação real. 

. No entando, refinamentos no tratamento das 
grades podem ser facilmente incorporados ao 
método . 

Figura 10 apresenta a distribuição do DNBR. 
definido como a relação entre o fluxo critico 
de calor para as condições locais. obtido a
través da correlação W-3 [5] corrigida para 
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grade •R• {a ser ut11fzada no carregamento do 
reator Angra-1), e o fluxo de calor local. 

o 0.1 cu cu Q4 o.a '" 0.1 o.a o• • 1.0 
1/L 

Fig. 5 Queda de pressio ao longo dos canais 

, , , , 

, , 
, 

, , , , 

-- f.llt ... "-J ...,. 
--- [ntll,.t llt c.tl .Mdoo 

F1g. 6 01str1bu1ção de entalpia ao 
longo dos cana1s 

o.to---------------~ 

-0.011 

tlr• tor.MW•IDe 

,.. • •u•• 

I 

I 

I 
I 

I 

, , 

I f 
I 

I 
I 

-o~ o L---------~~----~ 
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F1g. 7 11str1butções do tftulo do escoaaento, 
tl tu lo teraodfniafco e fração de va
zios no canal. quente 

I.OOt------, 

o O.t I. O 

F1g. 8 Vazão em massa no canal quente 
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Ffg. 9 Escoa•ento transversal do canal 
•edfo para o canal quen t e ' 

~ 4 
lt 
a 

o 

Fig. 10 Df,trfbufçio de DNBR ao longo do 
canal quente 

Co•paraçio entre o~ principais resultados 
obtidos no presente trabalho e aqueles oo FSAR 
(3] sio dados na Tebela 2. 

Co o o ~ONBR representa o fator preponde
rante no projeto termohfdriulico de um PWR . 
pode-se observar que a utilização do modelo 
simp lificado condut a resultados bastante pr~ 
x1mos daqueles apresentados no FSAR . Consfde 
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rando-se a inda que a anílise ter•ohfdrãul i ca 
i fundada em co rrelações e•pTrfcas obtidas a
traves de dados ex perf•entafs, o desvio ora 
obtido, certame nte, i irrelevante di ante das 
incertezas inerentes is correlações utiliza
das . 

TABELA 2. Co•paraçio entre Resultados 
FSAR e do Presente Modelo 

do 

PAR~METRO FSAR PRESENTE 
TRABALHO 

Fator de acresci mo de en -
ta 1 pia 1 • 55 1 • 59 

Aumento médi o de tempera-
tura do refrfgerante,°F 69,1 71 

~emperatura externa mãxi-
ma do revestf••nto, o F 660 657,9 

pueda de pressão no nu· 
clto, ps fa 28 ,2t5,6 31,5 

l:raçio de vazios na saTda 
do canal quente 19 , 3 16,8 

~Tnf•o ONBR (MDNBR) 2,08 2,06 

COMENTAR IOS 

A utilização de complexas ferramentas de 
cilculo i uma pritfca adotada na indústria nu 
clear para, praticamente, todos os estágios 
de projeto e anilise de projeto. Tal prãt ica, 
no entanto, carece de uma anil fs e mais profu~ 
da dos custos e benefTcfos daquilo que se es
pera obter. O •odelo, aqui apresentado, de· 
•onstra que é possfvel. co• sensTveis redu
ções de esforço hu•ano e de tempo de computa
ção, obter-se resultados de mesmo nível de 
qualidade e maior s1mplfc1dade de inte rpreta
ção. Ainda, o presente modelo pode ser ut111 
zado na anílise de canal quente e• programas 
de sf•ulaçio do co•portamento dfnimico de nú
cleos de PWR, durante transftÕrfos operacio
nais . 
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SOBRE O TENSOR CONDUTIVIDADE TÉRMICA EM 

MEIOS POROSOS RIGIDOS 

GJ1.8ERTO MEDEIROS ICREMER 

OEPTO. FISICA, UFPr, CUAITIBA/PR E COPPE/UFRJ 

RUBENS SAMPAIO FILHO 

ESCOLA DE OUIMICA E COPPE/UFRJ- RIO DE JANEIRO, RJ 

SUMARIO 
P~opõt-4t um novo modelo ttE~co p~~ a condu~ão dt ealo~ t~ ~~o• po~o•o• ~ido• ·~ 
~u~ado4 e dtte~~ina-6t co~plttaMtntt o vtto~ &luxo dt ealo~ a pa~ti~ dt ~ti• 6un~Õt4 
•att~~a~. Co•pa~a-6t 4 p~t6tntt tto~a co• out~44 tX~4ttntt4 na litt~atu~ t 6ugt
Jtt-4t algu•u upt~ineiot4 pa.Jta coMpltov11ção d.iJttta da não vat.idadt da Upôt.ut dt. que 
g • v • O .U.pl.ic.a h • v • O. 

1 . 1 HTRODUÇAO 
Usando a Teoria de Misturas, Telles e Mas 

sarani propuseram em [lJ um modelo para a con 
dução de calor em meios porosos rigidos e sa 
turados. Apesar desse modelo ser bem mais 9! 
ral que os então ex1stentes n1 literatura, al 
gumas de suas prevfsoes estavam em desacordo 
com experi ênc1 as (2, 3] fe1 t~s para testar o 
modelo. 

Para explicar os resultados encont rados em 
[2,3] Telles e Massaran1 apresentaram em [4] 
um novo modelo bHeado nas seguintes hipÓteses: 
1) O fluxo de calor h sõ depende da velocida 

de v e do gradiente de temperatura g, i.e., 

h " h(v,g)~ 
2) ti ê tsotrõpica, i.e., se Q ê um tensor or 

togonal então h(Qv, Qg) • Q h(v,g); 
J) h ê uaa funçio ho oginea do lQ grau em g, 

i. e., para todo escalar ~ ~O, h(v, Ag) = 

=Ah(v,g); 
4) Se g • v • O entio h • v • O. 

No presente trabalho ~ostraremos · que a hl 
pÕtese 4) e 1ncompativel com as hipÕteses 1 ) -3 ) 
e na verdade ela nao é fisicamente correta, ~ 
lem disso mostraremos porque a nao validade de 
4) ainda nao foi detectada experimentalmente e 

sugerire•os experiências onde sera poss1vel a 
comprovação direta da nio validade de 4). 

Notação. 
Seja V um espaço vetorial com produto in 

terno " · "· LinV e o conj unto de todos os en 
domorfismos de V, cujos elementos serão cham~ 
dos de tensores. Ort representa o conjunto 
dos tensores ortogonais de LinV. Os elementos 
de V e L 1 nV 'sao denotados respectivamente por: 
a,b,c, .. . , e A,B ,C, .... enquanto que os esc!_ 
lares por: o,S,y,(,... . ! representa a iden 
tidade de LfnV, AT a transposta de u" tensor 
A e lbl a norma do vetor b. O produto tenso 
ri a 1 de dois vetores a, b f: V ê o tensor de fi nl 
do por: (a • b)c • (b • c)a YcE.Y. Seja f: wcy ... y 

(W aberto de V) de classe C1 entao grad f(a) e linY 
e a derivada de frechet de f no ponto a~ v. 
i.e., f(a +h~ • f(i) + (grad f(a))h + O(a;h) 
onde ~~ ~ • O. Se f depender de vãrias 
variãveis denJtare~os a der1vada em relação a 
uma var1ãvel (b por exe11plo) raantendo as ou 
tras fixas por: ab f. 
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2. ALGUNS RESULTADOS PARA FUNÇOES VETORIAIS 

HOMOGENEAS E ISOTROPICAS 
Apresentaremos a seguir alguns resultados 

para funções vetoriais homogêneas e isotrõpi 
cas dependentes apenas de variãvei s vetoriais : 
porêm u~ número qualquer de variãveis escala 
res (independentes das varfãvefs vetoriais), 
pode• ser adicionados se~ alterar os teoremas 
que se seguem. 

As demonstrações dos teoremas podem ser en 
centradas no Apêndice. 

Teorema 1. 
se h: V x V + V i uma função diferenciáve l 

e homogênea do lQ grau na segunda variãvel 

h(a , Ab} • Ah(a , b) Ya, bEV, À ;.0 ( 2. 1 ) 

então existe KE L1nV tal que: 
\. 

Kb • h(a,b), K(a,b) • {ilbh)(a , b). (2.2) 

Teorema 2. 
Nas condições do Teorema 1. se À ~ O, então: 

K(a.b) • K(a . >.b) . 

Teorema 3. 
Nas condições do Teorema 1, se h e uma f uh 

ção vetorial 1sotrõp1ca então K ã uma fu nção 
tensorial isotrõp1ca , i.e. 

Q h{a .b) • h(Qa, Qb) + K(Qa. Qb) • Q K(a .b)QT 

VQ E: Ort. 

Se lbl l O, podemos escolher no Teorema 2 

À = 1 /I b I e sendo K uma função tensor i a 1 i s~ 
trÕpica, sua representação , segundo [6] . serã 
dada por: 

b b K(a,b) • K( a' ibl) • o. I + O. a e -
1 - I lb I 

b + o. a e a + a -e a • ~ lbl 
b b 

( 2 . 3) + a -e-• I b I I b I 

onde os coefic i entes o.
1

, ... . a
6 

são f unções 
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escalares de lal e (a • b)/ lbl. 

Teore•a 4. 

Os coeficientes ai satisfazem as relações : 

a + ( o. • o 
' ~ 

a • ilt Q 

' 1 

il( a + ( il( Q • o 
2 I 

onde ( . (a·b)/lbf . 

3. O TE NSOR CONOUT I VIDADE TERMI CA 
Nessa seção procuraremos exp l orar os resul 

tados obtidos nos capítulos anterio res. O no! 
so objetivo ê estudar o processo de condução 
de calor quando fluidos 1ncompress1veis escoam 
através de matrizes porosas r1gfdas e usanuos 
u•a notação semelhante a de [4]: 

e temperatura da mistura, 
h fluxo de calor, 
v velocidade do fluido (pode ser pensada ou 

como velocidade interstichl ou superficial); 
g gradiente de te•peratura (grade), 
K tensor condutfvfdade térNica. 

Os Teoremas 1 e 4 nos fornecem que: 

h(O,v,g) • K(e , v,g)g 

9 K(&,v ,g) • a 1 + (8- /1(3
1 

Cl )d!)v 8-
1 - ' 19 I 

+ a v e v + (il a ) _g_ 8 v 
a ( 1 fg! 

- t(il Q ) ...!.. 8 ..!__ (3. 1) 
t • 191 19 I 

onde_t• (v·g)/lgl, a 1 • ~1 (e , fvf,(), =1 , 3, 
~ • 8(9 , lvl). 

Através das equações (3.1) podemos escrever 
que: 

h(9,v,g) • a g + (8- /1(il. a )d1 + ( Cl } fgiV. 
1 ... ' J 

(3.2) 

Ooravante , para facilitar a comparação com 
os res ultados de [4l , suporemos que os coefi 
cientes ai independem de C e defi ni r emos uma 
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familia de grandezas esca lares ICr• denominada 
r- conduti vi'dade term1 c a por: 

onde r • _L • 
lg I 

v 

(h • g) 

191 2 

-. 
I v I 

r fãcil de ver que l(r i bea definida e de 
pende apenas de e e lvj. Chamare~os IC,, ~~: 1 e 

~~:. 1 de condutividade ortogonal , paralela e an 
tiparalela, res~ectivamente. 

Podemos então escrever (3. 1) e (3 . 2) caoo: 

I( - IC 

K • - IC 1 - ( 1 -, )(2- e g 
o 2 I v I "j;j) 
IC + IC - 2 K 

( 1 -· '> v v -e 
2 I v I I v I 
K - IC IC + IC - 2 K 

h • - l ., I 
·t a •)lgiV K g - ( + t o 2lvl 2lvl (3. J) 

Estas expressões podem ser coaparadas com 
as correspondentes K* e h*, de (4] que e. nos 
sa notação sio escritas na foraa: 

I( - I( 

1 - (--·----· 9 v K* " - IC 
o >-•-2 lg I I v I 
IC + IC • 2 IC 

(-'----• __ __;,•) _v_ 8 _v_ 

2 lvl lvl 

Vemos então que K* • Kt. 

Teore11a 5. 

(3 . 4) 

9 • v " O i~p11ca que h· v • O se e sõ se 

!Cl = "-·· 
Prova: Basta •ulttp11car (3.3) escalarme~ 

te por v e levar e• conta que g. v • o. 
Coao a evidência experiaental obtida ea (5) 

nos aostra que IC 1 ~ ~~:_ 1 , concluT111os queg•v=O 
não i11pl ica em h ·v • O. Outra iapl i cação ;. 
portante i a nio simetria de K. 

A seguir mostraremos que os resultados ob 
ti dos em [5] usando o modelo proposto em [4] 
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provar diretaMente atravis de experiências de 
que g • v • O nio iaplica e11 h • v • O. 

Se nas equações (3.3) e (3.4) considerarwos 
que IC•• IC 1 e IC. 1 são independentes de e e~ 
a velocidade do fluido i constante, o terao 
div h que aparece na equação de balanço de e 
nergh da ai stura toaa a foraa, respectivaeente: 

div h • - IC • dtv g -

d1v 

• (grad 

• (grad 

g 
g) - -

lg I 
v 

g) ~ 

I( - I( v 
h • • - I(. d1v g - ( 1 -1) 

2 'M . 
• ( Cgradg)..L + g dtv(-9->) 

lg I lgl 
IC1 + IC.1 - 2 ICt V V 

- ( ) - • (grad g) -
2 lvl lvl 

Veaos então que se, alia das hipõteses ji 
feitas, supuseraos que g·v •O e/ou d1v{g/lgi)=O, 
tereaos que div h • d1v h* e os dois modelos 
fornecem a aesaa soluçio para a equação da e 
nergia. 

Considere11os agora uma 11atriz porosa c111n 
drica e sejam (r, •• z) as coordena das cilin 
dricas. As exp~riincias descritas abaixo es 
tão enquadradas nos casos di scutidos no par! 
grafo anterior. 

1) escoamento de fluido no sentido axial e 
campo de temperatura satisfazendoe=e{r); 

ii) escoamento de fluido no sentido axial e 
ca~po de temperatura variando apenas axi 
a lme n te , 1 • e. , e • i ( z ) . 

Considerando a geoaetria esfir~a. pode-se 
verificar que a solução da equação da energia 
ta11bea seria Nesaa, ao utilizar-se h ou h*, 
quando: 

iii) escoaaento radial co• o caapo de tempera 
tura variando apenas radialmente. 

As experiências de (5] são todas do tipo 
i), ii) e 1i1). 

Nossa previsão, utilizando-se ainda a ge~ 

metria cilfndrica, ~ que as soluções da equ! 
ção da energia serão diferentes, quando tiver 

são corretos e daremos sugestões de como com mos: 
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a) fluido escoando no sentido axial e campo de 
temperatura e • ã(r,z); 

b) fluido escoando no sentido radial (com ve 
locidade var iãvel) e campo de temperatura 
e = ê(z). 
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Prova do Teorema 1: Se derivarmos parcialmente a equação (2.1) em relação a~ obtemos: 

((aÀb h)(a, Àb))b = h(a,b) 

e se fizermos À • 1 na equação acima, temos: Kb = h(a,b), onde K • (ab h)(a,b). 
Prova do Teorema 2: Pela equação {2.2}J tem-se: 

h(a, Ãb} ~ (K(a, Ãb))Ãb = À(K(a,b)}b 

Ãh(a,b) • Ã(K(a , b))b 

e, através da equação (2 . 1): Ã(K(a , b))b = Ã(K(a, Ãb))b, consequentemente se À ; O, K(a,b) 
K(a, H}. 

Prova do Teorema 3: Pela equação {2.~)1 tem-se: 

h(Qa, Qb) e {K(Qa , Qb)}Qb 

Qh(a,b) • Q(K(a,b})b 

consequente•ente se h e 1sotrõp1ca: 

(K(Qa, Qb))Qb a Q(K(a , b))b e K(Qa, Qb)Q • Q K(a,b) 

ou Q K(a,b)Qt = K(Qa, Qb). 

Prova do Teorema 4: Se substituirmos a equação (2.3) na equaçlo (2.2) 1 tem-se: 

h(a,b) • (tt + ( tt + tt )b + (tt + (a )lbla 
1 .. 5 1 • 

A derivada parcial . em relação a b, da eq uacão acima recai em: 
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ab h • (Cl + t a + a )1 + (c - t at at - (2 at Q )a • _!._ I - 5 - 2 
• I b I 

+ {a + at a + t at a,)a e a + (a + at a
1 

+ t at J 2. 

' 
+ ( -( Cl .. - ( 

2 
at a - t a Cl )--b-- • __ b __ 

' ( ' lbl lbl 

quando faze•os uso das relações: 

d c: (a a ) .. a 8 a c a + Cl a c a 

ac{a•b)" (ac a )T b + (ilc b)T a. 

b 
(I + ata )- • 
- s lb I 
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a 

Se compararmos a eq~ação (2.3) com o valor de ab h calculado acima, obtemos um sistema de 
cinco equações esca lares dado por: 

(I • Cl + a t + a 
I I ' 5 

a • Cl - t at a - (2 at a 
2 2 2 • 

Q • a + a Q + t a (I • I ( 2 ( J 

Cl • a + a a + t a a + a Cl .. .. t t - c • 
- ( - ( 3 

2 
Cl • a a - t a a - t a Cl s .. ( I ( .. ( • 

Apenas três das eauações acima são independentes e podemos reescrevi-las co~o: 

r 
+ ( .. o a a 

( .. 
Q • at a 
~ 1 

a( a + t(at ~,> .. o ou Q • sela!) -/.t(a.t Q )d.t, 
2 2 • 

provando-se~ teore~a. 
Observações: 

(i) se h(&,v,g) for continua na segunda variável e ficil verfffclr que: 

• 11• ICi • 1C {8) 
v-.o ' 

i •0,1, -1. 

K*(e) i deno•1nado de condutivid~de ten~ica na estagnação. Esse resultado ê iaportanteP!_ • 
ra a verificação da consis tência dos dados experi•tntafs. Podemas reescrever as funções 
IC. (8 , lVI) COliO! 

1 

(ii) os valores IC 0 IC 
o 1 

e te determinam a familia _, 

onde 1111 ;i(e, lvl) • 1. 
v +o 

"r de condutfvfdade térmica. 
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TRANSIENT W A VEFORMS FOR THE SIMULA TION 
OF SHOCK ENVIRONMENTS ON VIBRATORS 

S. N. YOUSAI GEAOES 

CENTRO TECNOLOGICO, UFSC, FLORIANOPOLIS, SC 

SUMARIO 
1n ll.tcen.t ytc:tll.4 thtll.e hu been c:tn útc.Jt.tu.i.ng tendtnc.y to u4t v.ibltc:ttoll.4 ll.athe.Jt .tltc:tn 
4hoc.~ maehint4 , 6o~ 4hoc~ te4.ting and thu4 .takt c:tdvc:tntagt o6 commo n v.i.bll.atoll.4 c:tnd 
6~xtull.t~ 6011. both vibll.at.i.on and 4hock tt4.t4. Wo.t only dot4 th.i.4 \tduct .i.n~tial 
tqu~pRent eo4t4; it al4o co ple-tn.t4 .tht 4ophi4~eattd d~g.(.tal contllol 4Y4.tt*4 

.cuJtlttntly ava~lablt and 4~gni5ican.tly ll.tduct4 4t.t-up and bll.tatdo~n ~~t in .tht 
laboll.atoll.y. Thi4 paptll. p1tt4tnt4 a ll.tvi~ o6 .tht 4tatt o6 c:tll.t on pt~6o~tming 4hock 
tt4t On V'bll.atOil.4 and 4~ulating a 6hock tnvill.on•tn.t w,th vibll.atOit t~itation4. 

INTRODUCTION 
The primary advantage of using a shaker 

instead of a shock machine to simulate a 
shock field envlronment ls ~e saving in 
test preparation time, thereby resulting in 
a reduction in the cost of rout i ne testing. 
The need to purchase spec1a 1 s ho ck test 
equipment can be avolded by simply adding 
the necessary instrumentat ion to existing vi 
bration test equipment to provide a shock 
test capabilfty. The inherent lfmftatfons of 
commercial shock machines, in terms of the 
allowable size and wefght of the test speci
•ens, are also overcome. 

Most of the motion observed in shock 
trials have waveforms that are genera lly os
cillatory in character since these are the 
results of si~pler waveforms which have un
dergone time-spreading and f iltering by 
being transmitted through complex structures. 
The simple waveforms produced by classical 
shock machlnes generally result in a good 
match of field shock response spectra over a 
1im1ted frequency range and severely overtest 

and/or lndertest over the rest of the fre
quency range of interest. 

This paper summarized the type of wave
forms for sfmulating a shock response spec
trum envelope on vfbrators, and the techni
ques for producing them with the vibrator 
physical limitations. A simple experimental 
investigation is presented to illustrate the 
techniques. 

LITERATURE SURVEY 
Several different pri~ciples and techni

ques have been developed for using vibrators 
for shock tests 1 - 101. Two major types of 
limitation are imposed; First, the input wa
veforms have to sat1sfy the shaker 's physi
cal lillitations (e.g. zero inithl and final 
conditions) together wfth the attainable 
peak acceleration. Usually the shaker can 
perform 2-J times above i ts specification 
for short duration tre nsi ents. Seco nd ly, the 
effect of the system (vibrator + test item + 
amplifier) on the waveform has to be consid! 
red, that is the transfer function of the 
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test syste~ has to be accounted for. 
Digital control systems offer an attracti 

ve capabil1ty for transient wavefor~ testing 
on shakers, through the use of high speed 
transfer function measurements and subsequent 
shaping techniques. These syste~s are capable 
of proddt1ng high qual f ty and reproducfble w~ 
vefor•s w1th m1nfmu• set-up ti•e. The process 
used to g~nerate the wavefor• involves excit! 
tion with a pulse havfng a short rfse time, 
followed by an exponential decay 11- J!, 
response measurement, and transfer function 
computation. A compensation waveform is then 
generated which has a signature whfch, when 
operated on by the measured transfer function, 
produces the desired waveform on the shaker 
111. 121. Thfs digital control system is con
sidered to be the most versat11e type of 
shoclc tes t avaf lab le. 

Moser and Carner 14 1 proposed ~ frequency
compensated clrcu1t for the shaker amp,ifier 
such that, to achieve the same pulse at tne 
output, only the required real-time pulse at 
the system 1nput is needed. They only consid~ 
red the use of half-sine and full sine wave
for•s. 

Severa! analog technfques 15- 8 ' were de 
veloped which would produce time histories 
whose shock spectra would match a wide varie
ty of specified shock spectra. These techni
ques are genel"ally difficult . to set up and 
usually requfre the applfcatlon of many low
level pulses foi" system equalfzation. Digital 
generation of a transient as proposed by Le 
Brun and Favour 11 revolutfonised the thin
klng concer n1 ng the shock and vf bratfon tes-

• 
ting techn1ques. 

Snallwood 19 1, 110 1 presents a method for 
match1ng fleld shock spectra by modiffed de
cayfng perfodfc pulses whtch can bt generated 
digitally and compleeents the work of Le Brun 
and Favour fll· Young 111 1 proposed a sine 
pulse waveform bounded by a sine bell, which 
has a sf~ple relationshfp to 1ts shock spec
tru• and therefore s1ap11ffed the problem of 
match i ng the f i eld shock spectra. 

The work published in refs. 112 1 to 1201 
deals with the slmulat1o" of shock environ
ment on shakers and complements the work men-
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tfoned in refs. 111 to 1111. 

SHOCK WAYEFORM TESTING ON YIBRATORS 

Yfbratfon Cenerator. The type of vibration 
generator used fn a vfbration or shock test 
depends on (f) the •agnftude of force to be 
generated, (if) the frequency range, (iii)the 
sfze, and weight of the specf~en and (iv) the 
test location. 

Electrodynamfc (or electromagnetic) and h~ 

draultc vfbrators are the most wfdely used t~ 
pes of excftor. A force of up to 100,000 N 
can be produced on shakers wlth a velocity of 

up to 2 m/s and displacement 0.03 m. The arma 
ture stroke lfmfts the peak acceleration for 
a 9iven input waveform, and it may be necess~ 
ry to mechanfcally or electrically bias the 
armature In orde' to utilise the full stroke 
capab11ity 121 1, 122 1. A revfew article has 
been wrftten by Tust1n 123 1 on the comparison 
of technfques and equ1pment for generating vi 
bratfon. Also fn reference 124 1; full details 
are presented on different shaker characteris 
tics and performance. 

Shock waverorms. Hany dífferent time his
tor i es can bt generated which will match the 
same shock spectrum. Those waveforms can be 
quite dffferent in appearance and it is not 
clear they wfll produce equivalent test item 
damage fn the laboratory. However, since 
ffeld envtronment can also produce time his
tories whfch are quite different fn appearan
ce, it has not been shown that a single me
thod for generating t1me histories is supe
rlor for Slmulating all environments. Many 
methods should be •ade ava i lable and the par
tlcular method chosen should depend on the 
general characteristics of the f1eld time 
histories. 

The type of waveform which can be produced 
on a vfbrator is li.ited to that which yields, 
for both fnitial and final condltions, zero 
values for the ~agnftude of acceleration. ve-
1oc1 ty and dfsplacement. In add1 tion ·uximum 
force~ velocf ty and displa cement of the vi br! 
tor armature are limfted by the vibrator de
sign. To achfeve the f1nal end conditions,the 
waveform should be conditioned. The following 
are some types of waveform and the shaker 



RevBrGMec V.l Set 711 

capability for prloduc1ng them. 
1-S i ~ple ~avefor~.To achteve the physical li 

mitation of the vfbrator a pre-pulse and pos! 
pulse should be added to the waveform. Frain 
125 1 has derived expressfons for the •aximua 
accelerat1on a vibrator can achieve for a 
nu•ber of si•ple wavefor•s (half-stne, trian
gular, rectangular and ter•fnal sawtootb) by 
add i ng half-slne pre- and post-pulse of the 
proper a~plftude and durat1on such that the 
total area under the acceleration ti•e dia 
gram is zero to ensure zer o final velocity. 
See Figure 1. 

o 
~ 
~7.0 
:X 
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40 
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Fig. 

/\. TRIANGULAR 
c:> C> 

0 .2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 
p 

Shaker capab111ty for cond1tioned s i m 
ple waveforms (O • shaker stroke) 

2-Sine pulse bounded by s1ne bell. This wav! 
form was proposed by Young and Saffel in 1972 

111 1. The accelerat1on x of a single wavefor~ 
is given by 

i • A s 1n ( • t / T) S 1 n ( •H t/T) ( 1 ) 

Where T is the pulse duratfon 
A is the pu 1 se amplitude 
t is the thte 
H is the number of half-waves. 

To satisfy the v1brator physfcal limita-
tions, N should be an Odd number greater than 
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one. Figure 2 shows the var1at1on of the maxi 
mum accelerat1on Xe a vfbrator can produce 
(for a shaker stroke O, and maxfmum armature 
velocfty Y) as a functfon of H. The advanta 
ges of thfs faafly of wavefor•s is that its 
response shock spectra can easily •atch a gi 
ven design spectra and the ••pliffcation ra
t1o and phase relat1onshfp of each of the co~ 
ponents approxfmates to the specified values; 
this will be shown later in sect1on 3. 

1 0° r---------------------------~ 

X T/V 

ACca..ERATION • A.sil (ft).sin(~ t ) 

3 li 19 27 :3e 43 51 59 
MM3ER 0: HALF·YAVESiN 

Ffg. 2 Shaker capabi11ty for conditioned si
ne pulse bounded by s1ne bell. 

3-0ecay per1odfc pulse superf•posed on cosi
ne bell. Thfs wavefor• was proposed by 

Seallwood in 1973 19 1 and tn a •odffied fora 
in 1974 1101. lhe acceleratfon fs .gfven by 

where t is the decay rate 
w is the radfal frequency 
T fs the pulse duration 
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A is the pulse am~litude 

This fa~1ly of waveforms can match a shock 
spectra over a very w\de range of frequency. 
lhe accelerat1on, veloc1ty and dlsplacement 
characterlstlcs meet the li•ttation imposed 
by the phystcal capab111liu of the vibrator. 
Figures 3 and 4 provide the •aximum accelera
tion a shaker can produce, x. being normalt 
zed co the vlbrator stroke O and the vibrator 
maximum velocity Y respectively. 

o 2rr 4n eo en 1on 120 140 16n 

Fig. 3 

~ 
' E 
:x 
1.6 

L4 

L2 

LO I 

wT 

s~aker capability for conditlone~ ~e 

cay per1odic pulse superimposed on a 
coslne bell , normalized to shaker 
stroke O. 

l. 
2 

~! 
2lT 4lT en en 1011 12rr 1411 1611 

wT 

Fig. 4 Shaker capability for conditioned de
cay period1c pulse superimposed on a 
cosine bell , normalized to shaker ma 
ximum velocity V, 
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Effect of waveform condit10n1ng on the 
shock response spectra . Figures 5,6,7 and 

8 drawn fro• ref. 125 1 show the chanqe of 
shock response spectra of the four simple wa
veforms due to the pre- and post-pulses added 
to satisfy the physical lim1tation of the vi
brator. A marked change 1n the shock response 
spectrum occurs as p tncreases (p is a frac
tlon of the peak a•plitude for the pre- and 
post-pulses) espec1ally at the •1ddle freque~ 
cy range. In general p should not exceed 0.1 

to preserve a reasonable match to the shock 
response spectra. lf the vibrator stroke 1i

m1 ts proh1 b1 t a tes l w1lh p c O. 1, arma tu r e 
bias1 ng s hould be considered instead of in
creasing p. 

o30 
~ 
<I) 

a: 
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Fig. 5 

o3.0 

~ a: 
<1)2.0 
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.1 7 10 
f / f o 

~ax1mam shock response spectra SRS, 
norMal1zed to gra v1ty acce l e r at i on G

0 
for co nd1tioned half-sine pulse. 

4 f 7 10 
f/ o 

Fig. 6 Max1mam shock response spectra SRS, 
~ormalized ~o graviLy acceleration G

0
, 

for co nditioned rectangular pulse. 
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Fig . 7 Hax i mam s hoc k re s ponse spectra SRS, 
normalized t o grav1ty ac celeration G

0
, 

for cond1t ioned ter•inal peak saw
tooth pulse . 

I. 

2 
t i fo 

I 

4 680 

Fig. 8 Max1mam shock response spectr a SRS , 
normalized to gravity acce l erat i on 
G , for condit1oned l r i a ng ul ar pul se . o 
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lt is interesting to note that fo r the wa
veform proposed by Young and Saffel 1111 the 
overall shock response spectra have a maximum 
value nearly equal to N (the number of half 
wavelengths, see equation (1)), and the norm! 
lfzed frequency at which the axi•u• response 
spectra occurs 1s equal to 1/N (see Fig. 9). 
This simple relatfonship simplifies the cons
truction of the field shock spectra. 

The shock response spectrum of Smallwood's 
pulse SHOC 191 is shown in f1gure 10 for di f
ferent values of decay rate . This waveform 
has severa! interestfng po1nts to note; its 
normalized s hock spectrum leve l of up to l O 
can be obtained (simple pulses result in maxi 
mum value of shock spectra of 2), its maximum 
spectrum level decrease with 1ncreasing decay 
rates, and finally lts shock spectrum for a 
decay rate of ' • 0.5 approaches the shape of 
that obtained when uslng a half-sine waveform. 

Shock spectra •atch i ng. The method of 
•atchfng f i eld shock spectra consists of ad
ding several waveforms such as decay perio
d1cs hav i ng frequencies, decay rate and ampll 
tude necessary to produce a composite shock 
spect r um ~losely matching the field spectra. 

a. Oecay sinusoids to match field spectra. 
To match a specified shock spectrum, a nu~ 

ber of frequencies on the field spectra ha ve 
to be specified, these freq uencies may be t he 
critica l frequencies of t he specimen under 
test. Then for each frequency w, a decay rate 
' and damping ~ (equal to the field spectra 
damp i ng) are selected with the ai d of the 
decaying sinusoids shock spectra shape shown 
in figure 11, whfch can be approxfmated by 
the follow i ng equat f on derived by Galef f 27 j . 

.I 2 2 R(w , n . ~ . c) • A/ (1 - ~) 
Tl/ ( n - C) 2 

f~ c/ ( n-r;,J 
• •• ( 3 ) 

whe r e R 15 the r espo nse spect r um 
1\ is the o se 1 I la t o r damp I ng 

c i s t he eKcitatf on darnpi ng 
w i s the osd 11 ator f r equency 
n i s the el(c ftat i on frequen cy 
A is the ex ci tation amplitude 

Figure 12 can be used to determine the am-. 
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Fig. 9 Normalized maxi•am response spectra 
for a sine pulse bounded by a sine 
bell 

RESPO'IISE SPECTRA USIII«3 3 "• 
OAMPING 
wT •600 

I. 10. 
NOOMAUZED FREQ.ENCY ~J\) 

Ffg. 10 Nor•altzed shock spectra for SKOC 
pulses 

p11tude required for each co~ponent. Assuaing 
each component vfll act independentty, then 
these spectra can be added to gfve the resul
tant spectrum for comparison wf th the field 
spectra. ff the dffference is outside an 
allowable tolerance, then decay rate t can be 
changed and the process repeated . Note tha t 
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the vatue of the spectru• at inter•ediate fre 
quencfes can be changed by changing the signs 
of the amplitudes 128 1. 

b. Sine pulse bounded by sine bell to . 
match field spectr~. lhis waveform has 

a sf~pte relationship wfth its shock spectrum 
na~ely; the maximu• nor•atfzed response spec
tru~ fs very nearty equal to the number of 
hatf wavetengths, H (s ee f!g. 9) , and that 
vatue occurs at frequency ~· N/2T where T is 
the wavefor• duratfon. Voung and Saffel 11 1 
have developed MWAVSVN , a computer program 
129 1 wh fc h performs the 1terat1ons necessary 
to ensure that the response spectrum of the 
composfte waveform matches the field spectra 
w1th1n an assigned tolerance. The program se
lects a number of frequen cf es for matching a 
certaln fleld spectru•. These frequencies lie 
on (1) a tine of constant retattve displace-

ent in the low frequency range, (2) a cons 
tant pseudo-velocfty for mid-frequency range. 
(3) a constant acceleratfon for the high fre
quency range. This fs because a f1eld spec
trum fs usually trapezofdal when plotted in 
four co-ordinate paper . 

EXPERIMENTAL INVESTIGATIOH 
The af• of this fnvestfgation is to show 

that 1 trans fent wavefor• can be produced ac
curately on a vi brator by generating the 
waveform digitatly on a computer and recor 
dfng the converted digital sfgnal on a tape 
recorder 130 I· When generat1 ng the waveform 
dfgitatly, the followfng factors have to be 
consfdered : 

(1) the wavefor• must satl5fy the vibrator's 
physfcal lf•itatfons, that 1s , the mo
t fon of the ar~ature must have zero va 
lues of acceleratíon, velocfty and dis
ptacement . 

(ff) the transfer f~nctfon of the system (vi
brator + test item+ amp11ffer) has to 
be accounted for . 

A LING 407 shaker together with a TOP 100 
LING power amplif1er wa s used with a O.OZ kg 
mass mounted on the vfbrator ar•ature to si
mutate a test specimen. The armature respons e 
wa s measured usfng a B & K 8309 accelerometer 
together with a 8 & K 2635 charge amplifier. 
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Ffg . 11 Horaalfzed shock spectra for a 
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The transfent acceler1tion signal was stored 
on a digital oscflloscope and subsequentl1 r! • 
corded on an x-y plotter. 

Three tests were perfor•ed to deaonstrate 
the effect of condftfonfng the wavefor~ in O! 
der t o satfsfy the vfbrator's physfcal li•it! 
tfons, and the effect of the syst~ transfer 
funct ,n. 

1. T ~ acceleratfon response of the vibrator 
o~ ·mature to a sfmple uncondft1oned half
sf ne wavefor~ (voltage f nput ) 

2. The acceleratfon response of the vfbrator 
armature to 1 half-sfne cond1t1oned wav~ 

form (voltage input) 
3. The acceleration re&ponse of the vibrator 

armature to 1 half-sfne cond1tfoned wave
form corrected for the system transfer 
function (1.e. what voltage-time transfent 
f nput fs needed to produce a specified ac
ce1eratfon-tiae output on the vlbrator 
ar11ature?). 
TEST 1. Figures 13,14 and 15 show the half 

sfne voltage fnput wavefora as obta1ned from 
Functfon Generator TWG 500 and the shaker ar
mature acceleratfon response. The fnput wave
fora dura-tfons were 0.1. 1, 10 m.sec. res
pectively, and these produced d1fferent arma
ture response. due to: 
a. the half-sine wavefor~ had the following 
fnftfal condftfons: 

x(o) . xcr) • o 

xco) • o. x(T> ~ o. 

x(O) • o. x(T) ~ o. 

T fs the wavefora duratfon; where X• x and x 
are the acceleratfon, velocfty and displace
aents respectively. 

The final values .for the veloc1ty and dfs
p1ace•ent do not satfsfy the vfbrator armatu
re physical 11•1tatfon and therefore the vi
brator exhfbfted a residual accelerat fon (as • 
shown i n figure 14) . 
b. The resonant frequency of the v1brator oc
curs at approxfmate1y 8.0 kHz whfch i s in the 
frequency band of the 0.1 m.sec. half-sine 
waveform, there fore figure 13 shows resonance 
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of the vibrator armature. Figure 14 shows 
that the vibrator armatu re f.óllows the input. 
This is because the input waveform ban dwi dth 
occurs wi thi n the 1 f1 at 1 freque·ncy b.and o f 
the vibrator characteristic. These output wa
veforms a re not accepted for shock test since 
their shock response spectrum is different 
from that of half-sine waveform . 

0 .1 m.s. 

! - Time 

i' --.--++-IH-++-++++-++-+-~~~ 
~ 

Fig. 13 Shaker armature response to 0.1 m.s 

half-sine waveform. 

5 
§ -Time 

i'~----r-;;.....___ __ _ 
~ 
~ 

Fig. 14 Shaker armature response to 1.0 m.s 
half-sine waveform. 
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Fig. 15 Shaker armature response to 10 m.s 
half-sine waveform. 

TEST 2. The firs"t effect mentioned in test 
{that is, 'a') ;tv~as corrected by conditio

ning the half-sine waveform by adding pre
and post- half-sine waves of the correct du
ration and amplitude to ensure that the final 
velocity and displacement were zero. 

The half-sine conditioned waveform was ge
nerated digitaly on a POP 11 digital computar 
and the converted analog signal was recorded. 
The magnetic tape was p1ayed back to the vi
brator amplifier. Although the initial and fi 
nal conditions are zero, the acceleration wa
veform was distorted due to the effect of the 
system's transfer function as shown in figs. 
16 and 17. 

TEST 3. The vibrator was driven, via the 
power amplifier by a Hewlett Packard random 
signa l generator which produced a Gauss\an 
signal with a flat spectrum from zero freque~ 
cy to a variable upper limit. lhe accelera
tion response spectrum of the vibrator armat~ 
re was measured using a EMR Schlunberger real 
time analyser and t~e modulus of the vibrator 
transfer function is shown in figs. 18 and 
19. It is seen that the system transfer func
tion is nearly flat from 80 Hz to approximat~ 
ly 2500Hz, {a theoretical phase has been 
used), thus explaining why a 1 m.sec half
sine ~nput waveform produces a good half-sine 
acteleration response as shown in figure 14. 
Below 80Hz the systems transfer function 
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i 

ª' !~---1 · ~-
~,1 - Time 

~~~~~ 

Fig. 16 Shaker armature response to 5 m.s 
ha1f-sine conditfoned wavefor~. 

Fig. 17 Shaker ar•a ture response to 20 • .s 
ha1f~sine conditioned waveform. 
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produces a frequency dependent attenuatioh 
thus exp1a1ning the vibrator's response obta1 
ned in figure 15. A co•puter program has been 
written to ca1culate the input wavefor• requ1 
red to ensure that the vibrator armature res
ponse 1s a conditiona1 ha1t-s1ne waveform. 

(dB} 

~(.,j 
-ro 

~0~-----L------------~--------------~ 2 1!50 220 
Frequency(Hz} 

Fig. 18 Shaker transfer function 
(2 - 200 Hz) 

(da 

H(t.J 

-4() ' 

6COO oo:x> 
Frequency(Hz) 

Fig. 19 Shaker transfer function 
(40 - 9000 Hz) 

The Nottingham A1gor1thms Group {HAG) sub
routine (C06AAF) were used for computing the 
Fast Fourier Transfnrm . The required waveform 
is g1ven by 

I(w} • O(w)/H(w) 

where O(w} 1s the FFT of the conditioned ha1f 
s1ne waveform; H(w) . is the system transfer 

1 t( ) 15 the FFT of the required funct on; w 

waveform. 
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I(t) was obta1ned by taking the inverse 
transform of l(w). The analogue sivnal of 
I(t) was recorded on a aagnetic tape and used 
to drive the v1brator via its power amplifier 
figure 20 shows the voltage tnput waveform 
and the vibrator armature acceleration respo~ 
se which 1s a cond1t1oned half-sine waveform. 

Th1s experiaental 1nvest1gat1on shows 

that by tak1ng account of the physical 
lim1tat1ons of the v1brator and 1ts transfer 
function, a half-s1ne waveform can be produ
ced for the shock test1ng of equ1pment . Th1s 
technique ts 1n pr1nc1ple applicable to a 
number of other test tnputs. 

-IOft'lt. 
' 

Time -

F1g. 20 Cond1t1oned half-sine waveform pro
duced on the shaker. 

CONCLUSIOHS 
Th1s paper atte~pts to review the recent 

techn1ques for s1Mulat1ng a f 1eld shock res 
ponse spectra on vibrators. The shock test 
~ethod described here has been found to be 
highly practical and entirely co•pat1ble with 
com erc1ally ava11able shake table systems. 
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UM PROBLEMA DE MAXIMO ENVOLVENDO 

M/\ TRIZES E A DECOMPOSIÇÃO POLAR 

LUIZ C. MARTINS 

OEPTO ENGENHARIA MECANICA. COPPE/UFRJ, RIO DE JANEJAO, AJ 

SUH~RIO 

Hã algu"4 ano4, G.G~~ol~ p~opo4-4t a e"con~a~ a dt6o~ação ~Zgida Ide uma bolai cuja 
dl4tância (eM tt~mo4 da no~ma Lt do4 deÃlocamento4) a uma dada de6o~maçâo ho~ogê"ea 

6o44t MZniMa. Elt p~ovou que a 4olução ~ dett~mlnada pelo 6ato~ o~togo nat na decompo
•~ção pota~ do g~ad~t"tt da dada dt6o~~açio . Ao 4e ~econ4~dt~a~ o t~abatho dt G~ioti 
te~-•e in4pitação pa~a u•a p~ova tl~tnta~ do tto~e~a da dtco•po4ição pola~. ~o ca4o 
dt Upaçe6 vt.to.tia.i• c:o ptuo• , J. vo" flw~~tartn, ~ .t~abath.o que Atpudu~w• p~c..iat

Mtntt, qua4t chegou tã. Aqui ~o4~4M04 c.o•o 4t 6az nt.4tt c:a40 t pa.ta o c:a4o ~tal a 
pAova, a.(.nda maü e!e~rentall, pode. 4eJt. vl4ta em 131. 

INTROOUÇAO 
Uma prova elementar do Teorema da Decompo 

sição Polar, em espaços vetori~1s reais, foi 
re centemente obtida num trab~lho conjunto com 
P.Pod1o Guidugli 131. Apõs ter sido completa
do o trabalho, os autores tomaram conhecimen
to de um artigo de J. von Neumann 121 em que 
este obtem a e xistência da decomposição polar, 
utilizando outras ticn1cas e no contexto dos 
espaços vetoriais !Õbre os complexos, ao reso.!_ 
ver um prob lema de máximo. Neste trabalho re
traçaremos os passos de J. von Neumann objeti
vando u•a prova el e•enter daquele teore•a pa
ra o caso co•plexo. E•bora von Neu•ann, util! 
zando o t eore•a espectral, tenha obtido a~ 
~j...n..~!! de tal deco•postçio, êle não chaea ate!!_ 
ção para este ponto. 

Como motivação para o problema de mãximo 
que i remos tratar, considere uma esfera 8, ce!!_ 
trada na origem do R1 , e que sofra uma defor
mação homogênea de gradiente F. Isto e, cons! 
dere f : B• R' dada por f(x)•Fx, det F>O. Nosso 
propósito é encontrar uma deforma ção rígida 

de 8 que melhor aproxima f no seguinte senti
do: determine min /( Fx-Qx) 2 dY , onde Rot ê a 

Q&Rot 8 

coleção das rotações prÕpr1as . 
Este problema, como foi observado por Grioli 

11 1. é equival.ente a resolver a questão abai
xo: 

Problema : determ1 ne max F .Q , 
Q€Rot 

onde . denota o produto escalar F.Q= tr(FQT). 
Adra1tindo-se a deco•pos ição polar de F(=YR), 

de• onstra-se faci laente que o probleaa te s~ 

luçio única dada por Q•R. E i nspirados por e! 
te fato, ana1 1se•os aquele proble•a co• mais 
atenção. 

EXJSTENCJA DA DECOHPOSIÇAO 
Seja um espaço vetorial complexo com prod~ 

to interno, de dimetlsão fin1ta.se u,vc\1 , u.v 
denota seu produto i nte~ no e Lin é a coleção 
das transformações lineares de~em\1. Conside 
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remos lin como espaço com proou~o onterno def! 
n1ndo, para A,B lin , A.B• tr(AB*),onde tr d!. 
nota o traço e B* ê I adjun~a de B. 

Se z ê UID nü111ero co•plexo, z•a+bi COIQ a,be R, 

então z• a-b' e Rez• a. 

Quando A ltn ê hermtteana (isto é, A=A*) 
A é dita ~~!!!!!~! se Av. v~ O para todo v e'\1 

(na realidade tal condiçao implica A bermite~ 
na). Observemos que tr A .. • trÃ e tr (AX)=O pa
ra todo X 6 lin implica A•O. Alem disso .. tr(AB)" 
= tr (B.P 

Se U ~ Lin ê 1nvcrsl vel e U- 1 = U*, então U 
é di ta ~Q.i S~r.ia. Denotdl"emos por ''\.L a co 1 eção 
das transformaçoes unitãrias de lin. 

Reproduzimos agora 11 parte do trabalho 121 
de von Neumann que nos interessa. 

lema 1 -- ............. 
\. -Se tr(AB )•O para todo 8 her•fteano , entao A"O 

Prova : C0110 X• t (X+X•) +},;(X-X*) e conao 

i (X+X•) e t; (x-x•) sio her11iteanos, conclui 
mos que tr(AX) •O para todo X & Lin. Logo,A=O. 

h~'!!L~ 

Seja A a lin. Entao tr(AX) é real para todo X 
hermiteano se e sõ se A i hermiteano. 

Prova: tr(AX)• tr(AX)• tr(AX)* • tr(XA*) .. tr(A*X). 
Então tr((A-A*)X)•O para todo X hermiteano, e, 
pelo lema anterior,A•A*. A volta e imediata. 

h~'!!L~ 

Fixe A e L fn. Então 1ux Re tr(AU) existe. Se U=U0 
~\I 

ê ~m ponto de máximo , então A0 • AU 0 ê definida . 
(isto ê, todo A e lln pode ser escrito cogo o 
produto A• A0 Uô 1

, COG A0 def1nida e U0 - 1 uni
tãria). 

Prova: Pela co~aoat1cldade de\l, tal máximo e
xiste. Se U0 i ponto de eãxi11o, seja A0 = AU 0 . 

Então Re tr A0 ) Re tr(AU0 U) , para todo U e \1. 

Logo, 
Re tr(A0 ) .)Re tr (A0 U) (1) 

par a todo U e \J . 

Se X é hermi teana o 1 denota a i denti da de 
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de lln, então 1 + 1d e inversível para cre
al suficientemente pequeno. Considere o ele~~ 
to S•(1+1cX)(l-1cX)- 1 de lfn. Seu adjunto, 
(l+fcX)- 1 (1-icX) , ta•bé• se pode escrever co
IDO (1-itX)(l+itX)- 1 pois X COI:!Uta COII (l ... ;EX)-1 

Então i claro que SS*•l.Conclutllr)s que S E'U.e S= 

= 1 t2itX+O(c 2 ) .ASSlll, 
Re tr(A0S)• Re tr(A0 ) + 2cRe(i tr(A0 X))+O(c 2 ). 

Mas (1) vale por h1põtese. Logo, com c po
de ser positivo ou negativo, tr (A0 X) e real 
para todo X herm1te~no e, pelo lema 2, A0 ê 

herml teana. "' . ' • 
Resta mostrar oue A0 i definida. Neumann ~ 

tiliza o teorema espectral. E com êle a deco~ 
posiç~o polar i quase ~m simples exercic,o.D~ 
mos uma demonstraçao mais elementar . Defina , 
para todo vt>'\1, o elemento vev e lin dado por 
sua ação sobre; e'\Y:(vev) a• (a,v)v. rfãcil 
ver i fi c ar que v e v i hermi teana e que. se v 
tem •Õdulo un1tírio, 1- 2vev é unitário. Co
mo Re tr(A0 (1-2v e v))• tr A0 -2 Re tr (Ac,(v•v))• 
.:tr A0 -2Re(A v v)•tr A0 -2A0 v.v, concluicaospor 
(1) que Aov v)O e A0 i definida. 

UNICIDADE DA DECOHPOSIÇ~O 

Abandonando agora .... 
ja F e lln e F•VU VU 
defin1das e U,Ü c'\.l . 

a notação de Neumann, se 
-;: 

decomposições de F com V ,V 
E chro que VV*=FF* mostra 

que V i un1vocamente determinado como raiz qua 
drada de ~F*. Vamos obter uma prova mais ele
mentar deste fato. .. .. 

Por hipótese, tr(VUH)• tr(VUH) para todo 
He\\. Escolha H•Ho tal que Re tr(VUH) atinge o 
máximo para Hc\.l: Re tr(VUH)~ Re tr(VUH0 } .Ad
mita o seguinte leaa: 

Se A i deflnida, entao Re tr(AH)~ tr A para t~ 

He'U. Se para H•H0 , Re tr (AH0 )= tr A. então 
H~ A• A. 

Retomando h tr(VUH)'- Re tr(VUH0 )podernos ago-
ra conclutr que (UH0 )•v .v, e analogamente 

Â " ... • • • * ....... ,.. ( UH 0 ) •v V. Como V (UH o) *V•Ho U V"Hof = H0 U V= 
". (UHor'v v a unic,tdade estã demonstrada. 

Prova do Lema 4: ~e A ã definida, Re tr(AB*)~Re tr(AB) 
e se He\A, (H-l)(H-1)*•1-H+l-H*. Assim, 
2 Re tr{A(U-1))• - Re tr((H-l)"'A{H,-1)). Como 
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{H-l)~A(H-1) e def1n1da, concluímos que 
Re tr(A(H-1))~0. ou, equivalente Retr(AH)(trA. 

A igualdade uh se e sõ se tr((H·l)· A(H-1))=0. 

flá ittndo que para H•H0 a igualdade se verifl 
que, te os que (H0 ·1)• A(H-l)v.~•O, para to
co v~'\Y. Por hip6tcsc. Aw.w)O para todo we'iT. 

lct>sta desigualdade ponha wa. o(Ho-l)v .. A(Ho-l)v e~ 
~1lize a fgualdade anterior para obter: 
O~ w.Aw=2aA(Ho-1 )v .A(H0 -1 )v+A(Ho·l )v .AA(Ho-1 )v. par a 

todo o real. Entao A(H0 -l)v•O para todo ve~. 
ou melhor, AH0 •A. Tomando nesta ultima igual
dade o adjunlo em ambos os lados, temos a t~
se: H~A:A. 

•• 
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ADAPT AÇAO DO MODELO CLÁSSICO DE EKELUND 

AO CALCULO DA CARGA DE LAMINAÇAO A FRIO 
DE ALUMINIO COMERCIAL 
EDSON MONTEIRO 

OEPTO. ENGENHARIA MECANICA, PUC/ RJ. RtO OE JANEIRO. 

SUM~RIO 

~ pltopo~>ta , p.o11. analogia com o mod~lo de Eke.tund JJdiLa oi> aço~>, um~t ltei.aç.ão e.x.pedLta 

palta o c~culo da ca~go. ne.ce~4 ~~c.t i tam~nação plana 4 te.mpe.ltatu.lta amb.i.en~e de a.tumZ 
n~o come.~ciat de compoó.i.ção qulmica co nhecida. O empilt.i.l>mo da lte.lação plt opohta de 
coltJtcu dl!. expe.lt.im et~to.\ em co mpltU4âo platta 'Ledundando em pequcn~ ada.ptaçõu na e=. 

p![U ~ao clá.u <.c a de Ekelu..nd , palt~-<. c u.la~tmen.t~ na .6 ub - e.:(plte.6.6 tio que. de. 6ine a ltNÜ tin 

c<.a m~d~a ao e.6coamento em cond~ç.Õ~6 d~ de6oJtmação plana. ApaJtentemente, o~ conte~ 

do~ dr Mg, Si e Fe p\e4ente4 na t(ga em .teolte4 individualmente 4 u.p e.~ti.olte.6 a O,OBt i~ 
ó.tu.e.nci.am ~>.i.g ni 6 ... cati.varnente. ll Jte..6.(..6t~nc.i. a ao e~>coamen.to naquela~> eondiçÕ>!.6 1 e. poli. 

e x.te n~ ão 1 a cu .ga de laminação. 

SIMBOLOGIA 
R raio do cilindro l~minador (mm) 

espessura i ni ci a) do material (mm) 
espessura final do material (mm) 

minação da carga de laminação , desde Von Kar
man , passando por Smith e Tsel ikov, até Nada\ 
partem da equação diferencial de equ i libr1o de 
um elemento i nfinites i mal vertical situa do na 
porção do material comp~eendida entre os arcos 
de contato definidos pelos cilindros laminado 
res 11 I . 

hl 

hz 
àh=h.-h ~ 

A= '{R':iJl 
8=~ 
b 

l't 

Q 

JNTROOU ÇAO 

largura media do materi al (mm) 
ângulo do a rco de contato 
ângulo co rrespondente a qualq uer 
seção do t re cho material comp reendi 
do entre os a r cos de contato defi ni 
dos pelos cíl1 ndros lamina dores. 

trata-se de uma expressão inserida 
como fator na relação do critêrlo 
de Sims ~ que envolve apenas aspec
tos geométricos do processo de lami 
na çao. 

Os métodos teóricos emprega do s para deter 

Orowan, por sua vez, de senvo lveu estudos 
teó ri cos a partir da investigações feitas por 
Prandtl sobre a compressao de amostras entre 
duas superfTcies rugosas, planas e paralelas. 

Sims, reun indo conclusões das duas origens, 
estabeleceu a relação ( I ), na qual se reserva 
ao fator k a representatividade do material a 
laminar. 

P"k.b.Q.A ( 1 ) 

O fator k, denominado resi stência 
deformação plana homogênea, ê 
relação (2}. 

mêclia a 
pela def inido 
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k )." kp.de ( 2) a 

Nesta relação, kp ê a resistência ã deforma 
ção plana homogênea, que para materiais ísotrõ 
picos pode ser calculada a partir da equação 
(3) I 

2 
kp · - .kh 

(f 
( 3) 

sendo kh a resistência ã deformação homogênea 
do material isotrõpico quando submetido a um 
estado de tensões uniaxial. 

Dos mêtodos empíricos. nos quais se perfl 
lam os de Gubkins e Tselikov . tem sido mais em 
pregado o estabelecido por Ekelund em suas ve; 
sões corrigidas e adaptadas por Hojiljanskij : 
Witkowitz e Tschishikov 121. Nestes métodos • 
ao contrãrio do teõrico de Sims. o valor da re 
sistência ã deformação plana homogênea não pr~ 
vem dos resultados de ensaios mecânicos a que 
o material a laminar seja submetido, mas, de 
expressões empíricas cujas variãveis são a tem 
peratura do processo e a composição química 
parcial do material. 

~ evidente a vantagem oferecida pelo método 
emp1rico sobre o método teõrico. decorrente do 
fato de que aquele dispen~a custos acessõrios 
de experimentação e coleta de dados de compor 
lamento mecânico. Alem disso, mesmo que na~ 
fossem significativos tais custos, os resulta 
dos dos ensaios poderiam vir a ter pouca ou n; 
nhuma significação , visto a característica fo; 
temente anisotrÕpica dos materiais industriai; 
normalmente laminados , contraindicando o uso 
da relação (3). Trabalho anterior !JI jã consi 
derara exaustivamente sobre as limitações d~ 
uso desta ultima relaçã~ nos casos práticos, 
não somente devido a anisotropia citada, como 
tambem pelas inconveniências inerentes aos en 
saios uniaxiais quando se desejam obter valo 
res de tensões de escoamento em n1veis d·e de 
formaçao elevados, isto e, compat1veis com as 
reduções de espessura desejadas na laminação a 
tdda passe. 

Tais consi derações não afastam, contudo, o 
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i nte res se de de terminação e xpe n menta 1 do v a 
lor de kp . Certamente, como jã foi anteriorme; 
te afirmado 141, a prõpria laminação seria um 
veiculo capaz de definir o kp de cada material, 
não fossem as dificuldades que novos ensa ios 
impoem as condições industriais pre-estabeleci 
das e o caricter de conformação estacionãri; 
JSI inerente ao ~rocesso. Assim. o caminho ex 
perimental ma1s tentador ao se pretender bus 
car kp de cada material, e simular em escala 
de laboratõrio o comportamento do mesmo diante 
de estados de tensão e temperatura similares 
aqueles do processo real . São virias as con 
tribuiçÕes neste sentido, e pelo menos desde 
1'971 diversas simulações a partir do Ensaio 
Ford 161 têm permitido concluir sobre aquele 
parâmetro para alguns Aços lnoxidãveis J7J, 1!, 
gas de Alumínio comercial 141, ISJ, Zinco e 
Magnésio 181, todas realizadas i temperatura 
ambiente. 

Ocorre que, ainda Que tais ensaios tenham 
atingido um estado de perfeito domínio oper~ 

cional que lhes garanta fidelidade de resulta 
dos, não hã como negar que os mesmos são trab; 
lhosos. parecem exigir cuidados especiais na 
preparação dos corpos de prova 191, fatores 
que por si sõ se contrapoem as rotinas normais 
das âreas de processamento. Se, contudo, os 
~ateriais em geral se comportassem em deforma 
ção plana pouco sensíveis a pequenas modifica 
çoes da composição quimica peculiar as res 
pectivas famílias, possivelmente uma discreta 
amostragem ensaiada por compressão plana pudes 
se vir a revelar com sequrança aquele parãm! 
tro representativo oa f~mllia. Porem. como jã 

previra a formulação emplrica de Ekelund para 
os Aços, relação (4) , corrigida por Mojiljan~ 

k i .i • 

kp = (l8-0,012.T 0 C} (1,4+C'l+Mnt+0,3Cr%) ( 4} 

variaç5es toleradas na composição química de 
um Aço classificado normati vamente l l O 1. são 
capazes de impor valores de kp numa mesma fami 
lia, com diferenças pr6xima~ de 201, c~nforme 
atesta a Tabela 1. 

• 
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Tabela 1 - Valores de kp pa r a os li mites de C e Mn 
tol erados no Aço ABNT 1010, cal cu lados 
conforme Ek e l un d ( 4) pa ra a t emperatura 
de 30°C. 

Composição t olerada do Aço ABNT 1010 kp( lcgf /mm 2 ) 

c .. 0 ,08% • Hn = 0 , 30% 31 , 40 

c • 0,1 31 
' Mn = 0,60% 37 ,57 

Este último fato , pe l o menos quan to aos 
aços, descarta a idéia de amostragem . I s t o se 
tornou mais flagrante depois que Wi t kowitz co! 
provou, seg undo Tri nlcs )2 1, que o erro comet! 
do pelo critério de Ekelund modificado era in 
ferior a t 5~ . valor de menor amplitude que a 
diferença entre os valores de kp assina l ados 
no exemplo da Tabela 1. 

A evidência da vantagem do emprego do meto 
do de Ekelund para os aços, decorrente das ra 
zões acima, sugeriu a busca de um posslvel si 
milar comportamento no caso da laminação de li 
gas de alumlnio comercial , em relação as quais 
jâ se acumulara suficientes informações que 
permitissem com segurança a determinação expe 
rimental de kp através de simulaçô~s por En 

I 
saio Ford. No presente trabalho, três difere~ 
te s ligas de alumi nio comercial foram dosadas 
quimicamente, não apenas para sua identific~ 

ção, como também para que se tornasse possive1 
averiguar a influência da composição resulta~ 

te sobre o comportamento da liga em laminação. 
Tal influência se refletiria, caso existente e 
detetãvel, atravês de uma relação cujas variã 
veis fossem os teores de elementos químicos 
presentes, e cujo valor numérico resultante 
fosse a resistência ã deformação plana homog! 

nea, kp. A co nfi rma ção da va 1 i da de· de kp as 
sim determi nado decorreria de sua obte nção ex 
perime ntal at ravés ensaios de laboratório sim~ 
l ado res da l ami nação. 

T( CNICA EXPERIMENTAL 
A Tabela 2 ass inala a compos l çao quimica 

das ligas de alum1nio cômercial empregadas no 
experimento , que para cada liga representa o 
va l or médio entre vi nte de termi nações po r e l e 
mento. 

A fim de submeter as ligas a ensaios de com 
pressio ~ l ana, foram preparadas amostras com a 

" geometria revelada pela Figura 1, sendo suas 
superficies obtidas por torneamento. Todas as 
amostras das diferentes l igas fo r am recozidas 
a 450°C durante 90 minutos. 

Os ensaios de compressão plana foram reali 
zados conforme ticnica Ji empregada em traba 
lhos anteriores 191, tendo sido utilizado te 
flon em fitas com espessura de O, lmm como re 
curso lubrificante na interface ferramenta
amostra. A velocidade inicial dos diferentes 

-1 -1 ensaios foi de 3,5x10 s • e a ferramenta em 
pregada constitui a fotografia da Figura 2 . 

Tabela 2 Composição qulmica das ligas experimentadas , 
percentagens em peso. 

Ligas Mg St F e Mn Zn Al 

1 0,42 0,29 o. 18 o ,007 0,004 99,09 

2 0,32 o, 15 0,09 0,003 0,002 99,43 

3 0,21 0,32 0,09 0,004 0,003 99 , 37 
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Fi g. 

Fi g. 2 

Amostras para1elepipedais 
compressão plana. 

para 

Dispositivo empregado nos ensaios 
de compressão plana . 

RESULTADOS E DISCUSS~O 

A Figura 3 mos tra o resultado dos ensaios 
de compressão plana através as curvas ajust~ 

das pela equação (5), a partir dos valores ex 
perimentais de o e c. 

o • oo +K. c0 (5) 

~ sabido que aquela relação se ajusta bem 
aos resultados imediatos do experimento J3l, 
J4J, e no caso dos ensaios deste trabalho as 
equaç,ões de ajustagem redundaram em co~ficie n 
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tes de correlação de 99 • assumindo para cada 
liga os parâmetros constantes da Tabela 3, ate 
deformações verdadeiras na direção de compre! 
são da ordem de 10 •. 

Tabela 3 • Equações de ajustagem tipo 
o•oo+k.t0 para os ensaios 
de comoressio plana das 
ligas experimentais. 

Ligas Equação aj ustada 

1 (1 • 2,17+22 , 8 . ~:0 • 5680 

2 o • 1 ,45+16 , 4.~:0 • 52 4 5 

3 o • 1,23+12,7 . ~: 0 • 5030 

Do resultado das ajustagens decorre ter ha 
vido influência da composição química no com 
portamento mecânico, evidência mais sensivel 
caso sejam diretamente confrontados os valores 
de o para valores de c particulares (0,21 e 
3S), conforme a Tabela 4. 

Tabela 4 - Valores de a em fun 
ção de c a parti r 
das equações de 
ajustagem (kgf/mm 2 ) 

Ligas o(c•0,2%) o(e:=3%) 

1 2,91 5,28 

2 2,08 4,06 

3 1 t 79 3,41 

Em trabalho bem amplo, Taghvaipour e Mel lor 
IBI obtiveram para alum1nfo comercial recozido 
um valor de o igual a 5,68 kgf/111m2 para um 
&•31 , c~rca de 7% acjma do valor da liga 1 des 
te experimento. ~ poss1vel que os citados ex 
perimentadores tenham operado com amostras de 
superficie não torneada, isto podendo ter cau 
sado um resultado mais elevado para o , pelos 
motivos expostos em trabalho recente J9J. De 

qualquer forma não hi naquele trabalho IBI c~ 

tação a respeito da composição quimica da liga 

empregada, e pelo que demonstra a Figura J em 
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simultaneidade com os dados da Tabela 2, o co~ 
teúdo de Hg crescente tende a aumentar a resis 
têncla ã defor~açio plana homogênea, podendo 
ser esta a causa do valor mais elevado de kr 
encontrado naquela referência. 

2 3 4 

Fig. 3 - Curvas ajustadas dos ensaios de com 
pressão plana. Cada número (1,2 e 3) 
corresponde i liga de •esma ordem. 

Analisando a relação (4) de Ekelund para os 
aços, é constatada sua dependência de um fator 
térmico, que no atual trabalho ficaria reduzi 

; 

do a um simples número 17,64 , caso fosse ad~ 

t ado para temperatura ambienté um valor de 
30°C. A inconveniência desta adoção e irrel! 
vante se forem comparados os números ig ua lme~ 

te obtidos para as temperaturas de 20°C e de 
40°C, bem supostamente consideradas como limi 
tes da temperatura ambiente do presente experi 
mento . Para 20°C a diferença em relação a 
17,64 ê inferior a . 71 no fator (17 ,76) ,e fgua! 
mente para 40°C (17,52). Oeste posiciona~e~ 
t o, foram tentadas algu~as relações para kp 
anãl ogas ao modelo de Ekelund , sendo substitui 
da a expressão de seu pri~eiro fator,por 17,64 
o que pressupõe kp i temperatura ambiente. Os 
~alores de kp assi• tentados devem correspo~ 

er ao inlcio do bscoamento, aqui s uposto para 

=0. 2 13 J. 

I 
Das relações tentadas, resultou mais adequ! 

a a que se segue 
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kp • 17,64 [o . 3Mgi+0,1(E~íSFeS)J (6) 

onde estio ausentes Hn e Zn , por sua baixissi 
•a participação na liga. 

Os valores kp obtidos a partir da relação 
proposta constam da Tabela 5, onde são reprod~ 
zidos para fins de comparação, os o ajustados 
de cada liga para c•0 ,21. 

rabe l a 5 - Tensão limite de escoamento em 
condições de deformação plana, a 
partir da rel ação proposta 
Ckgf/mm 1

). 

Ligas o da relação o ajustado Oi ferença % 

1 3,05 2 ,91 4 , 6~ 

2 2,12 2 ,08 1,91 

3 1 ,83 r 1 , 79 2,21 

As diferenças encontradas parecem ser irre 
levantes quanto i inco rreção induzida pela re 
lação proposta sobre o valor de kp. Entretant~ 
como a relação de Ekelund abrange outros empi 
rismos, convinha testar em ensaios de lamin! 
ção reais, l igas como as deste experimento, vi 
sando quantificar o er ro que efetivamente se 
possa estar cometendo com a adoção da relação 
( 6). 

CONCLUSOES 
Em sendo atestado apõs experimentos reais 

de laminação , que o erro cometido pela adoção 
do modelo básico de Ekelund com kp calculado 
pela relação aqui proposta, i desprezível, tor 
na-se possfvel preve r a carga de laminação a 
temperatura a~biente de ligas de alu•Tnio co 
mercial sem a realização acessória de ensaios 
de coaporta•ento ~eoinico. 

Nas ligas ensaiadas no presente experimento 
o Hg pareceu seniibi lizar •ais intensamente o 
comportamento mecânico das mesmas , que os ele 
mentos Fe e Si. Dos resultados obtidos p~ra a 
resistincia i deformação plana homogênea decor 
reu que o aumento do conteúdo de Mg, no caso 
da ordem de 100~ entre as ligas 3 e 1, provo 
cou um acréscimo superior a 50S nas tensões de 
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escoamento respectivas, tomadas para c=0 , 2' e 
c caJl. 
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LIVROS 

PERIODICOS 

RELATORIOS 

J . V. Beck li .K . J. Arnold - ''Parameter Estima t ion in Engineering and Science", Wiley- Interscience. 
(1977) 

Na simulação matemática de fenômenos físicos, alguns parâmetros (ou propriedades) dos si! 
temas devem ser determinados a priori . Para tanto, informações sobre o processo de determina
ção são necessárias para o planejamento e análise das experiências . 

Baseado no trabalho do Prof. Beck, o livro apresenta m~todos para a determinação de para
metros, estimativas sobre a precisão destas determinações e dados para o desenvolvimento de m~ 
delos matemáticos mais representativos. Os fundamentos estatísticos necessários são abordados 
em dois capítulos. , 

Apesar do caráter geral do texto, os autores comentam com frequência dificuldades e carac 
terísticas dos problemas de transmissão de calor. 

No todo, o livro é Útil para todos os interessados na modelagem de fenômenos fisicos. 
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EDITORIAL 

Durante o V Cong r esso Brasileiro de Engenharia Mecânica , realizado em Dezembro passado na 
UN!CAMP, foram ~e l ecio n ados pe l os participantes al~uns dos trabalhos que despe r taram mai or in
teresse durante sua apresentaçao e que passam a ser publicados a partir deste número. o COBEM 
apresentou virias outras novidades, tendo deixado , de uma maneira geral, excelente 
tanto na sua parte t~cnlca quanto na social. Ele reuniu 322 pessoas, 171 trabalhos 
cos e de pesquisa de um total de 213 autores. Estiveram presentes participantes de 

imp ressão, 
tecnolõgi-

9 Estados 
do Brasil e pesquisadores de 9 outros países. Dos participantes, 100 eram estudantes de vârios 
Estados, •ostrando que a sens1bilidade que esta classe tea aos proble•as de desenvolvi•ento 
tecnológico e científico é frequentemente superior ã da lnstituiçao em que estudam. A distri
buição de 4 pr~~fos ABCM para estudantes de graduação que tenham feito u• bom trabalho de ini
ciaçao científica vefo coroar a part1cipaçao maciça de estudantes. 

Os trabalhos apresentados fora• publica4os e• 4 volu•es e ainda pode• ser solicitados a 
Secretaria da ABCH . Este conjunto de anais representa u~ r'!trato muito razoivel c!o potencul 
de pesquisa e desenvolvimento na ãrea de Engenharia Mecânica no Brasil. Quando juntados aos a
nais anteriores, eles permitem uma anãlise evolutiva interessante, mostrando, de um lado, o d! 
sabrochar e por outro lado, a ~orte da pesquisa nas Institulçoes brasileiras. Ho total 
um crescimento razoãvel nestes 10 anos de existência dos COBEM mas , paradoxalmente, o 
continua embrionario. Os grupos de trabalho tim normalmente condiçoes de sobrevivência 
a curto prazo, lornando d1ffceis extrapolaçoes e previsoes. 

houve 
estãgio 
apenas 

Com o fntu1to de analisar os problemas de financiamento ã pesquisa em Engenharia Mecânica 
foi realizada uma reuniao i qual foram convidados muitas das lnst1tu1çoes que suportam ou com
pram pesquisa no Brasil. O documento final serã apresentado em futu r o boletim da ABCH. Na rea-
ltdade. os problemas da classe são sobejamente conheci dos, veja-se o documento Avaliação e 
Perspectiva do CHPq e o Plano Nacional de Põs-Grad uaçao, docu•ento base para discussao, da 
CAPES. Se nada se faz e porque nada se deseja fa ze r . Quando decidire• liberar recursos para 
adquirir o re•edto, não vao encontrar nem mais o doente . 

" ... 
f1usto Rodrigues F9 Hans lngo Weber 

V COBE M 
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ESTUDO DA INFLUÊNCIA DE PARÂMETROS 
DO CHICOTEAMENTO DE TUBULAÇÕES 

JOiO N. C GUERREIRO 

ASIMAEL F. O. LOULA 

AUGUSTO C. N. R. GALElO 

LAB. DE CALCULO, CBPF, CNPq, RIO ~ JANEIRO, RJ. 

SUM1\Rt0 

(l l-"t•bl' t•mct 1ú1 ~llt C c•t r <~rt• •' ' ! C CJ em tubulaçc;c~ de afta ettt''tg(a (pipl'·ullttp) ê utudadc, o..d

nH fclldc· -.H Uhl l't> lllfJc•,fcllfll' llfC! ('(O..ó((t-pfá~t:iCC pa'la I' '114-li'\(Cl( dt1 tubO,(' ltvando-6e UI 

., ,, 11 ta c 1·~ 1· c tCt 1fa p~l.'.&'a" UIC"l' ·'tllc.t. A-6 'te.&tHç ~ ~~ l•lU Hmtdtr.da~ CUIII CJ mola6 b,(_linl!aJteó 

• amu'lt~c~rlt>\l'à via c u6P6 . Um p'tt>gtama gc1at, bal~adu 110 mitddo do6 ~lemento6 6.(.»ito~ 

\ ui drH•IV cdl•tdo J.' &Hit .wáfur ,t,, ~rllêlllt'ntl. A urótuincia doà pa!lâllltt'lo6: "gap", coc6:f 
cce•1rc dr tUJJ cl'l. Crt'411V 1l'· · ·.ig<de~. Pl'S.(.«:(.uuamrutil da !lt6t,.t.ço..o t pu.uào .i"tt tna do 
lub o , i l'$(udada. 

ltHROOUÇAO 

Crit~rios de nor•ds, relattvos i an~l1se es 
trutur"al de tubulaçoes nuclures (1] ,[2 "' , ad
mitem a possibilidade de rutura brusca em tub~ 

laçoes de alta energia, e exigem a an~lise da 
segurança da pld nta em pr ese nça deste t1po de 

ac1dente. A locallzaçao dos p6ntos provãve1s 
de rutura é feito seg undo crt'térlos espedf i 
cos , geralmente baseados em "lveis de tensio, 
fadiga, impcrleiçoés e pontos crlti cos da li
nha, tais como , loncxoes , joelhos e pontos ter
minais. Po r t anto, os ~ontos prováveis de rutu 
ra sõ podem ser loca li zados após uma anãlise 
global da tubulação [3] , l4J , e uma anãlise 
local de concen tra çao de tensoes eN 
cdt1 ças. 

regioes 

Co• a rutura c o ton~eqUente escapamento do 
fluido, surge a torça responsável pelo chicot! 
a•ento da Lubulaçao rompida (Nplpe-whip "} ; tor 
na-se, entao, necessir10 controlar os moviaen
tos da mesma de modo a ev1tar •aiores danos. 

A anãl1se estrutural do "p ipe-whip 0 consis
te JUStamente nn vcr1f1cacao da ef iciéncia dos 
dispositivos ( r u~t r ' l ~od) IHOJe tados com o ob-

jetivo de limitar o chicoteamento do tubo rom 
pido. GeralMente esta anâl1se é restrita a 
um pequen6 trecho da tubulaça~ vtz i nho i rut u
r a ( a n ~ 1 i se 1 o c a 1 ) [ 5 J • r 6 ] • [ 7 ] • entretanto • 
em cer tos cas os, pode ser ne cessãrio a cons id! 
racao de situaçoes mels gera1s . 

O presente trabalho tem como objetivo prin
cipa l a aná l ise da infl uência de alguns parã
metros relevantes do "pipe-whip", tais como 
pressao interna do tubo , rigidez, amo r tecimen
to~ posicionamento das rest r lçoes. Nas se
coes seguintes apresenta-se o problem~ na for
ma varfaclonal do principio dos trabalhos vir
tuais e obté•-se sol uçoes nuNeri cas usando o 
dlgor1t•o de Newmark (15) , para dis cretizac~o 

no teMpo e o ~étodo dos elementos fin1tos pa ra 
diS cr"eliraçao espãclal. Os resultados apresen 
lados fora~ ob t i dos utilizando um programa au
tomã tl ~ O d~senYolvido cspecifica•ente para es
te f1m ( J ] , [8] , [9 J. 

r:OOELO MEC ANI CO DO "PlPE-WHlP" 

Na análise est rutural des te problema, devem 
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s~r considerados os seguintes aspertos: 
- localização dos pontos provãveis de rutu-

ra > 

- tipos de rutura; 
- sol1citaçao dinimica (força de chi co tea-

men to); 
- restrições contra "pipe- whip"; 

modelo mecânico para o tubo. 
Uma vez realizada a anãlise elástica global 

da tu b u 1 a ç~ o e determinadas as tensoes atu 
antes sobre a mesma, um passo seguinte no 
projeto de tubul açoes nucleares é postular po~ 
tos prováveis de rutura. Para isto as normas 
L 1 I e l2 I adotam basicamente dois tipos 
de cri ter i os: 

a) critirios objetivos baseados em niveis 
de tens~es admissiveis e ciclos de carga e 
descarga a que a tubulaçao estarã sujeita du
rante a sua vida üti1. 

b) critérios que utilizam uma "base razoã -
vel" r 2j para localhaçao de pontos provã
veis de rutura. Estes critérios sao a~licâ 
ve1s quando, pelos criterios anteriores, ob -
tem-se menos de dois pontos provãveis de rut~ 
ra por ramal da tubulação, ou quando se cons! 
dera que as restrições impostas pelas ruturas 
previstas no item (a) nao são suficientes pa
ra produzirem a-dequada proteção contra o "pi
pe-whip ''. 

As ruturas podem ser longitudinais (parale
las ao eixo do tubo) e circunferenciais (per
pendiculares ao eixo do tubo). Admite-se que 
ruturas circunferenciais podem ocorrer em tu-
bulaç5es cujo diimetro i maior que 1~. Dada 
ã ausência de costuras em tubulações de ate 
4" de diâmetro, admite-se que a probabilidade 
de rutur~ longitudinal dest~s tubulaçoes é 
muito pequena e portanto nao i considerada. 

A força de chi coteamento r'blowdown force") I 

orig f nada pelo escapamento do fluido através 
da rutura, i determinada em função da geome -
trie da rutura e das condiçoes termo-hidriul! 
cas do fluxo. Na anilise estrutural do"pipe
w~ i~' admite-se que esta força é um dado do 
problema. 

Conforme ressaltado anteriormente, as res -
triçoes visam limitar os movimentos do tubo 
rompido, de modo a evitar que este atinja e~ 
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pamentos vitais ã segurança. Durante o func1 
onamento norm~l da planta, existe uma folga 
("gap") entre a tubulação e as restrições pa
ra permitir movimentos de origem térmica e 
não afetar o isolamento têrmico da linha,(Fig. 
1). Apõs a rutura di-se o choque do tubo con 
tra a restrição; neste momento espera-se que 
a restrição absorva o máximo de energia c iné
tica do tubo de sorte a parâ-lo antes de ati~ 
gir outros equipamentos. Tanto o tubo quanto 
a restrição devem experimentar deformações 
plásticas sfgnificativas, tendo em vista a n~ 
cessidade de dissipar a energia liberada pela 
rutura brusca da tubulação. Para maiores de
ta lhes ver referências [ 5) , [ 7 J , [13]. 

Fig. 1 - Restrição em forma de U. 

Diferentes modelos têm sido propostos para 
a anilise estrutural do "pipe-whipn. Em or
dem crescente de complexidade citam-se os se
guintesl 

- modelo massa-mola r 7]. 
-modelo cinemãtico (11], 
-modelo clãssico de Viga [3],[8J , [9], 
- modelo de estado plano de tensões L 7 I, 
- modelo de membrana cilíndrica [14]. 
A decis~o quanto i utilizaçio de um destes 

modelos iri depender do grau de precisao exi
gido n~ anãlise do problema. ( claro que mo 
delos bidimensionais (estado plano de tensoes 
ou membra na c i 1 indri ca), determinam de modo 
mais preciso a energia dissipada por plastif! 
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cação do tubo do que o modelo clãssico de vi -
ga, que po r sua V6Z e maiS preCiSO do que OS 

modelos cinemãtico e massa-mola. Enttetanto , 
do ponto de vista prãti co, uma dnâlise b1dime~ 
$lonal apresenta o sério inconveniente Qe ser 
computacionalmente demoradd e portanto antiec_2 
nõmica. 

Estudos comparativos, realizados anterior
mente (8 J, [12 J. deulonstraram uma boa concor
dancia entre soluçoes obtidas com o modelo de 
estado plano de tensões apresentado por Ma-Ba
lhe (7 J e o modelo clâssico de vigas desenvoj 
vido nas referências [3j e [8 ]. Portan~o 
dentro dos limites de precisao exigidos numa! 
nãlise de "pipe-whip" ,o tubo pode ser adequad_2 
mente s1mulado como uma viga. 

No presente estudo o tubo se r á modelado co
mo uma viga de comportamento elasto- plãstico 
bilinear, as restrições contra "pipe-whip'' são 
compostas de molas de comportamento tamb im ~ 

lasto-pl ãs tico bilinear, e amortecedores vísc_2 
sos. a força de chicoteamento, sempre conside
rada como um dado, i uma funçio seccionalmente 
linear com o tempo. Considera-se ainda a in -
fluência da pressão interna na plastifi ca çao(lo 
tubo . 

EQUAÇOES DO PROBLEMA 
Desprezando a deformação por cortante e a 

inircia de rotação, a eq uaçao do movimento, na 
turma do principio dos trabalho'~ virtuais, pa
ra uma viga de comprimento L,· seção transver -
!-.csl A e massa especTfica p, sujeita a N resttj 
ço es co mpostas de molas elasto-plisticas e a
mortecedores v1scosos,i 

L 

f pAi.iwdx + 

li 

+ 

( 1 ) 

onde w(x,t) i o campo de deslocamentos trahs
ve rsais da viga, w(x) representa o campo de 
~eslocameotos virtuais e w (t) i o deslocamen-r 
lO transversal no ponto onde atua a restrição 

cr, Fr e Gr são, respectivamente, o coefi
lente de amortecimento, a força na mola e a 
olga ( "gap•) da restriçio r. ~ ê o trabalho 
Htual da forçd de chicoteamento. ox=Clx(x,z,~) 

e a tensão 1 ongitudi na 1, e LX ê a de formação 
longitudinal do tubo dada por: 

sendo x e l ordenadas segundo as direçoes lo~ 

gítudinal e transversal resp.ectivamente. r~, 

deformação mêdia, e devida unicamente ã co nsj 
deração da inf luênc ia da pressão interna, e 
e determinada através de equilTbrio estãtico 
na direção longitudinal. A pressão inte rna 
desloca a linha neutra e provoca assimetria na 
plastificação da seção transversal da viga. 

Tendo em vista a folga Gr e o comport~ 
menta elasto-plãstico da mola da restrição, o 
grãfico de Fr com wr e do tipo mos~rado na fi 
gura 2. Deve-se notar que devi do a pl as ti fi
cação da restriçio, o "gap" Gr e variável em 
função da deformação plãstica. O limite elã! 
tico Fr é também função da deformação plãsti-e 
ca, quando a mola apresenta endurecimento 
(strain-hardening). 

F 

F' • 

w 

F ig . 2- furva força-deslocamento das restr2 : 

S2!.! 
A função H(s) e definida da 

maneira, 

{ 
O para s <. O 

H(s) = 1 paras ~O 

seguinte 

( 3) 

Desprezando a tensão cisalhante e con
siderando a tensao circunferencial oa gerada 
por uma pressão interna p, o critério de pla! 
ti fi c..a çao de von Mises, neste caso, fi c a redu 
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z ido a, 

F • (o - o ) ' + o o - ''s, X 11 Xtt 11 • (4} 

onde 

R ê o raio e h a 
Pa ra a le1 de 

çao constit ut iva 
te é 

corn, 

ou 

sendo, 

pR 
''o • h • 

espessura do tubo. 

( 5) 

fluénc la associativa, a rela 
elasto-plãstica corresponde~ 

( 6) 

F<O, (regime e tãs t ~co), ou 

F~o e (2ox-ot)~·O (descar
rega~ento elist ico) (7) 

(9} 

Ee e E1 são respect1vamcnte o ~Õdulo de Young 
do trecho elõstlco e o módulo tangente, e os 
e a tensao de escoamento correspondente a um 
ensaio uniaxial. No caso de plasticidade pe! 
feita u5 é constante; para materiais com endu 
recimenLo , o

5 
ê f unçao da deformaçao plistica 

EP. Nest e estudo co nsideram-se materiais e -
la sto-plãstfcos bilineares, cujo diagrama te~ 

sao e deformaçao e do t1po mostrado na figura 
3. 

Tendo em vista a nao linearidade do probl ~ 

ma proposto, tanto na equaçao consti tutiva e
ldslu-plãsttca quanto no t1po de restriçoes 
constderadas, propoe-se u~ esquema de soluçio 
in, remental e tleral1vo, no qual o problema 
or iginal e substituído por uma seqüência de 
problemas lineares. 

Para se obter a forma 1ncr emental do PT Y 
ent re duas conflgur.)çoes prõxfrus n e n+l , de 
finem-se, 
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w(n+l) c ~(n) + ~w . 

(lOa,b} 

e cons idera-se a expressao do PTV relativo a 
conflguraçao n+l, r 00(n+l );d, + j'r '•( n+IJ'"',]' ,dAd• ' 

H • • H 
r cr· A r Fr ... ... 1} 

r ~ lH ( n+l ) "'r(n+l )wr\~ 1 (n+l)"'r "Yn+l) (1 

F1,. 3 - Cur va tensao-deforaaçio do tubo 

Visando a lfnearizaçao do problema incre -
mental, admiteat-se as seguintes aproximaçoes: 

( l2a, c) 

onde, 
K r (n) • o para "'r (n) ( Gr' (13) 

• Kr rr(n) < 
r r ou 

K para s 
r(n) e 

rr (n ) - F r e '" ,;, .. O (14) s r r 

..: r • Kr para Fr(n)·F~ e wrc6r ~O, ( 15) ( n) p 

introduzindo as aproxilrl4çoes (124-c) na equa-
çao (11) obtea-se , entao, a express.,o linear_! 
zada do prfncfpfo dos trabalhos virtuais in -
cremental , 
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'·••cnol);,, • 1'1 E(n) •·~, dAdx • 
o o A 

N N ~ 

tr!lH(n)Cr~r(n+l)~r•r~lK~n)Awr;r- W(n+l) 

~~A"x( n) '•dAdx- ,l,•in);, , (16) 

que serã usada para delerminaçao de soluçoes~ 
proximadas do problema do plpe-whip. A solu
çao de (16) fornece uma prlrueira aproximaç~o 
dos incrementos de deslocamentos entre as co~ 

fi gurac:oes n e n+ 1; aproxi meções de ordem su
perior podem ser obtid~s fazendo-se iterações 
~e equilíbrio dentro de cada i ncremento. De
fine-se, entio, o seg uinte esquema iterativo, 

~,~( k+l) 9 0 ( k) + t\u( k) 
x(n+l) x(n+l) x (11a,b) 

ue conduz a equaçao de iteraçao, 

J lpAro(kil)~dx + fLJ E(k} 6~(k)~ dAdx + 
(n+l) (n·H) X x 

o o A 

+ ~ (k) r,- (k+l)"' ~ r(k) ( k} _~ _ 
r~lH(nt-l}C .,r(n+l)wr\~lK(n+l )t.wr wr-W(n+l) 

f
lf (k) ... N r(k) ... 

- ox(n+l)cxdAdx- ~'f(n+l)wr•(18) 
A r - 1 o • 

unde, k=O, l, 2 ... representa a ordem da ite
raç~P que esL~ se real11ando. Para k=O. faz-

*' • 

( n ) 
11 x( n+l) • 0 o<(n) (19a,b) 

.OLUÇM NUM( R I CA 
Por simplicidade apresenta-se apenas o al

orilmo co rrespondente ao esquema incre~ental 
·tmples (sem iteraçao). relativo a equaçao 
16) . 

rara soluçao deste problema utilizou-se o 
êtodo dos elementos ftnitos na di scretizaçao 
spacial da equaçao (16): o elemento utili~a
o foi o elemento cli• sico de v1ga. com dois 

5 

nós e dois graus de libefdade por nõ (função 
de interpolaçao cúbica de Hermite). Apõs a 
discretizaçao obtem-se o seguinte sistema de 
equaçoes diferenc1afs ordinarfas no tempo , 

onde ~e a matriz de massa global, constante. 
c(n) e a matriz de amortecimento no instante 
n, esta matriz é devida ao amortecimento das 
restriçoes, e pode também representar o amor 
tecimento estrutural do tub~. considerado co
mo sendo combinação linear das matri2es de 
massa e de rigidez elãstica. ~(n) e a matriz 
de rigidez tangente ã configuração o. O ( n+ 1 ) 
e o(ntl) sao os vetores de acelerações e velo 
cidades nodais na configuraçào n+l. àO e o 
vetor de incrementos de deslocamentos nodais, 
entre as configuraçoes n e n+l. O vetor de 

açoes ~( n•l) é obtido de w(n+l) e ~(n) é obtj_ 
do da discret1zaçao dos demais termos do se -
gundo membro de (16). 

Soluçoes numéricas de (20), num i ntervalo 
de tempo limitado (O,T], são calculadas usan
do o algoritmo impl ícito de Newmark. Adotou
se sempre os valores Y=l/2 e B= l / 4, que forn~ 

cem estabilidade incond ici onal f15]. Neste'! 
so as veloci dedes e aceleraçoes no instante 
n•l sao aproximadas por: 

Substituindo (21a,b) em(2~, obtem-se o sis 
tem;! de equações algébricas lineares, 

[ 4 2 
flt• ~ + Ôt C(o) + ~(n) ]A~ : ~{o+l)-P(n)+ 

cuja solução fornece os incrementos de deslo
camentos entre dois instantes próximos t(n) e 
l(n+l ) " t(n) + At As velocidades e aceler~ 
c;~e'> no instante t(n+l) sõo calculadas atr·a
ves da'> equaçoes (~ la.b ). 
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EXEMPLOS NUHERI COS 
Os resultados apresentados a seguir visam 

a anãlise da Influência de parâmetros do pip!_ 
whip e o estudo úc u~ exemplo geral que ilus
tra a versatil,dade do programa desenvolvido. 

Estudo da infl uencia de parâ•etros. 
Analisou-se o problc~a apresentado na fi

gura 4, var1ando·se a pressao 1nterna e o com 
primento do tubo , o posfctona~ento das restri 
çoes e os parâmetros relat1vos ã mola e ao a
mortecedor. Ne ~ta anãlt~e foram uti l í2ados 
se1• ~lemenLu~ lgurti\ 1 na dlscretizaçao de e

le?menlos lin1lCIS, exceto no eHudo relativo 
ao poslc1onamenLo dd ro~ Lrlçao, Ohde sao uti
ll zados se te e I omen 1 os. llll Lodos us casos, o 
1ntervalo de tempo de lnleyraçao utilizado 
foi ~ x I0- 5s. 

E • 2698J<XIJ lb/m2 p • OI.UJ721b lb~'tm• 

11 ~ 29!1D lbfln' 

:ti=_. 
c. ( 

I i 9. do exemplo analisado 

a) - InflUencia do gdp e do amottecimento da 
res l ri çao. 

Na figura 5 estoo apre~enLadas h i s tõri as 
no tempo do deslocdmento transversal da extr~ 

mtdade I ivrc do tubo, onde esti aplicada a 
força de chtcoleamento e postcionada a restr~ 
ç;H), correSJIOndentcs a rol!JaS (•gap•) de l.S 

e 3.0 polegad~s. e para diferentes coeficien
tes de a~o• te•im~nto da restr,çao; O ~oerici
enle IISctdO COIIIO rel ertncia é r aJ80 .27 lbf.S/in. 
Observa-se que a rtduçao do •gap• 1mplica em 
reduçao du deslocamento ~ãxi o do tubo, e do 
te1111JO de parada. Efetlo semelhante e verifi
cado com o c;rt!sumento do tOefu:iente de amor 
tec1menlo A força do amortectdor surge de 
forma brusca, urua vel que no instante do cho
que o Lubo pos~ul grande velocidade. Entre-

RevBrCMec V.2 Abr 80 

tanto, a ação isolada do aMortecedor. sem a 
mola, não ê capai de parar o tubo porque qua~ 
do a velocidade tende a zero, a reação no a
~ortecedor tambe• tende a tero, ficando a for 
ça de ch1coteamento para ser equilibrada ape
nas pelo tubo. 

60 

~ 5.0 
., 
~ E 4.0 

~ ., 
o 3.0 -
'O 

8 c 
., 20 
E 
§ 
-;; 
Cl 
'O 

-- oopa 3. 
·--- oop = 15

11 C=O 

C=C 

---C=3C 
---- C=5C 

"------ C=IOC 

-------- C=O --
/::: ___ _ ______ C=3C 

11., .. 

60 120 180 240 
t/51t 16'• 

b) - Influência da r1g1de7 da restrição. 
Resultados referentes a diferentes valores 

de r1gidcl elist1cn e do coeficiente de amor
teci 111en to da mola da res tri çao, s á o apres eht.! 
dos nus riguras 6 d 7. Da análise dos resul
tddos apesenlados nll flqura 6, conclui-seGUe 
aumenta ndo o coe fi ciente de endurecimento da 
restr1çao, dim1nu• o deslocamento miximo do 
tubo. Porem, o sistema passa a oscilar em 
to r no de um;s pos f ç ao f 1 na 1 , co111o conseqüênc 1 a 
de menores defor~açoes plã~tlcas da mola e 
portanto, de reduçao da sua tapaci dade de di~ 
s1pa~ao de ene r gia, Ma1or r1gidez eJãstica 
da mola, figura 7, 1mpltca em menores desloc! 
eentos 111i•1mos e nenores tempos de oarada, no 
P.nlar•to, co1110 seri visto na tabeld I, aument! 
rao as defotmaçoes re,atfva~ do tubo que pas
sa a absorv~t· u01a ma1 01 poi'C.entagem de ener
gia. 
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I<J. r,· Infl uência do C{)eficiente ~cure
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g. 7- ..!._!lf!_uén~~ d~_rigide_! elâstica da 
res tri çao 

- Variaçao da posição da restriçao e do 
comp r htento do tubo. 

Na figura 8, procura-se evidenciar a impo r 
t.ia que te1,, õ previsao dos pot~tos de r utu 
e o adequado posi,tonamento das restri çoes . 

7 

Para tanto, apr~senla-se o estado do tubo(cle~ 

locamentos e velocidades), para diferentes p~ 
sicionamentos da restriçio, no instante em 
que se anula a velocidõde do ponto onde ela 
estã colocada. Nota-se que ã medida em que 
cresce a distância entre o ponto de aplIca
ção da forçq e o ponto onde se encontra a re~ 

t ri çio, aumentam os deslocamenols do tubo, o 
que acarretarã numa redução da efic1ência da 
res tri çao. 

Foram analisados. ainda, tubos com as mes
mas r.aracteristicas daquele da figura 4, po
rém com diferentes comprimentos. As restri
çoes sao idênticas ãs anterióres,com Kp=O.lKe 
e C=O. Neste estudo , fig. 9, observa-se um 
deslo camento das regi5es plastificadas do tu
bo. em direção ao apoio. ã medida em que de
cresce o seu comprimento. Para os tres casos 
ana lisados, os deslocamentos miximos , tempos 
de parada e as reações mãx imas da mola . são 
praticamente iguais, e que significa que os 
três tubos absorVeram praticamente a 
quantidade de energia. 

'R' =t: .. :l 4 I,•ODI!I.s 

6 21<,1 
8 

\ 1200 

·R~ ®~ 4 t,•O.DlOI.s 

6 ~1<. 

2~15 ®f~ 4 1.-'00088!> 

2K. 

~ttro~>; 
6 11(., 

unf~Y 
desloC4mentos t In I velocidade& t ln/s I 

mesma 

rig . Deslocamentos e velocidades do tubo, para dif! 
rentes posicionamentos da restrição. 

[;::: - · lXl•n 

[ ::::::1 
21.0 Ir'\ 

=:I -- 18Jin 

c:tntocarnentos I '" I 

Fig. 9- R~gioes :Je plastificação e deformadas para t_11_ 

~de dj ferentes comprimentos. 
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d)- Influência da pressão intet•na 
Na figura 10 procura -se mostrar a infl uên

cia da co nside r açao da pressao inlarna , sobre 
os des l ocamentos do tubo. A tensao circ unfe
renc i a 1 gerada pela pressao in terna, torna ass.!_ 
mitrico o crftirio de plasticidade, reduzindo 
a rigidez da seçao e a sud capacidade de ab 
sorção de energia. O surgimento de regiões 
plásticas com men()res tensoes longiluclinais , 
implica em maiores deslocamentos do tubo con
forme mostrado na figura 10. A maior influên 
tia da distribuiçao trapezoidal de pressáo,d! 
ve-se ao fato de que no exemplo analisado, a 
regiaQ centra l do tubo, i aqUela que apresen
ta maior grau de plastificaç~o. 

80 

c 
10 

~ 
6.0 o 

~ 
E 
ou 5.0 ... ->C 
Cl 

o 40 2000pol 
"'O 

o 
E 30 ., 
E 
o 
v 2.0 o 

c;; 
Cl 

"'O 
1.0 

-- sem press!lo 

60 120 180 240 
t/5 x IÕ~s 

l tiJ. l u - Influên cia da pressao inte r na 

rara alguns dos casos anter1ormenle estuda 
dos, mantendo-se lixas as características do 
Lubo e a fo rça de c~ico te amento, e variando -
se a rigidez da mbla, o amortecimento, o gap 
e a pressao 1nterna, foram calculadas as por
{entagens de energia absonidu p.!la mola (EM) 

e ~elo amortecedor (EA) da restri çao , e as 
porlentagens de energia de deformaçao (E0 ) e 
c.tnetica (Ec) do tubo, no 1ostanLe de parada 
do ponto de ~plicaçao da força. Na prime ira 
linha da tabela I, estao apresentados os re-
sultados referentes ao caso em que G - 3", 
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Ke ~32391666 lbf/in, Kp=O. C=O e sem pressáo Ln 
terna. Os resvltados das linhas seguintes,f~ 
ram obtidos uti lizando-se estes mesmos dados, 
com a modificação indicada na coluna 1 da li
nha correspondente. 

Nas f iguras 11 e 12. sao apresentadas as 
histõrias no tempo, do balanço de energia pa
ra duas das situações apresentadas na tabela 
1. Nestes grãficos, fica e videnciado o funcl 
oname nto adequado di! res tri çao, notando-se uma 
queda brusca na energia cinêtlca do tubo, a 
partir do instante em que este encontra a res 
trição. 

TABEL A I - Balanço de energi~ 

.. RESTRIÇÃO " O A o o s . 
EM EA 

11=3 11 , Ke . Kp=O. 
C=O; p:O 65,0 0,0 

2Ke 45.1 0,0 

Kp = O,lKe 45,7 0,0 

c = ê 53,8 9,4 

c .. 10 r: 19,3 29,7 

G = 1 . 5" 64,1 0,0 

p ~ o. ~ 8~ .o 0,0 

p f. o. r--_ 69,8 0,0 

%E 

100 

~o 

' 
E o 

23 ,0 

43,0 

45,1 

24 ,6 

38,5 

21,7 

12,6 

23,3 

·-
TUBO 

E c -
12,0 

11 ,9 

12.2 

12,2 

12,5 

l 4 '2 

1 ,4 

6,9 

Ke 

Kp=O. 

c~ o. 
p =O 

------E,. 

60 100 140 180 220 260 300 
IJ!SxJÕ~ 

Fig . 11-0istribui çao da energ1a do s1stema , em di feren-
tes instantes. 
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Kp=O. 

C •IOC 

P •O. 

r1g. 12- 01stributçao da en_!!9la do sistema, 
e~ diferentes instantes 

!.!!!fl.!>-2.!!" a 1 • 
O exemplo apresentado a seg uir, te~ como 

finalidade ilustrar algumas caracteristicasdo 
proyrt~ma desenvolvido. Procurou-se simul ar 
um trecho de tubulaçao da qual terfa havido 
uma ruturtl longi tuiJinal. O Lrec.;ho considera
do LeA 16m de comprimentn e foi d1vid1do em 8 

elemento~ com 2m cada, Lomo mostrado na figu
r·a 13. O eleMento 6 é dg1do e 11relende sim~ 
lt~r uma valvula. No nó 9, foram Introduzidos 
apo1 os elar.t• co<> com constantes I!Juais a 
3? li''" e 1100 tf.cm/rd, e que• tem por fiM-
1 Idade \ imuldr a açao do restante da tubula -
ao, o;.uh t' f' o trecho a se r t~nallf.tldo. A histó 

r ia dt1 f<>r·ç a de ch1coteamento (em lf) estã 
lotadt~ na figura 13. As restriçoes 

ipe "'"''' · têll gap- 7,5cll, Ke 80lf/c11 

contra 

p • Hlf/tm , r: a I tf.s/cm e lt: 200 l.f. O 

t ubo analiSado te• diâ11etro igual a 60ca e es 
pessura de Jcm Adrui ttu-se para o material do 
tubo ue 10mportamento elasto-pl~stico biline
llr com ( í:'.lxi0 3tf/cm2 , ET· 0,5E,T 11 . 2tf/ c: m2 

9 ? •, 11 
m.,sc;a e'>JH•dfica 1a= 7x10- tf.s /c.m (pa ra 

to v<:tes muior). 
Na fiqura 13 estao ploladas as histõriasno 

e~po dos de,locamentos do nõ 6 (onde estia 
11cada a for~a) e do r.ó 5 onde se 
ma das restr1çoes. O comporla~ento 
o e semelhante ao que foi visto no 

encontra 
observa

exerllplo 

9 

anterior coa exceçao de que aqut. os desloca 
•entos destes pontos nao se mantém estacionã
rios o que se deve pr1nc1palment~ ao fato de 
ter Sido reduzido o grau de plastlflcação do 
tubo. restando portanto uma parcela ~ignific! 
t lva de energia elãstic6. Na figura 14, sao 
apresentadas as histórias no tempo do balanço 
de energia que tambiro apr~<>entam comportamen
to ~emel~ante ao observado anteriormente. A 
variaçao da energia do t uhn ( E

0
) , confír"a o 

que tol dito sobre os dcsl ocamenlni. 

240 

21.0 

Ê 180 
~ .. as o o -c; 

• E 120 o 
~ 
: 9.0 12136 t(Jlt) 
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6 .0 I' 
f l I 1 i •et, ~f e fi 

3.0 
hl ltl '''1 'ü '' tn " t•i 

g 18 27 36 .. 5 54 63 72 
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t/8110 • 

fig. 13 • História dos deslocamentos dos pon
tos 5 e 6. 

"1. E 

100 

___ ...__~ EA 

~----~~~~----~~~ EC 

75 

F1g. 14 - Oistribuiçao d!_encrgia do sistema. 
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CONCLUSOES 

a) A localitação dos provãveis pontos de ~~ 

lura e o adequado posicionamento das restri
çoes e fator Importante na limitaçãO dOS MOVi
ment oS do tubo. 

b) Aumen tando-se a rigidez da mola da res -
t ri çao . diminuem os desloca mentos do tubo, mas 
por outro lado d~cresce a porcentagem de ener
gia total, absorvida pela mola. 

c) A co nslderaçao do amorteciménto da res -
tri~dO reduz ~ensivelmente os deslocamentos do 
Lubo , entretanto, d açao isolada do amortece
dor nao i rapaz de para r o movimento do tubo , 
ume vez que a força de amorl ec imento ~ propor
tional ~ vel oci dade . 

d) A consi deraçao das tensoes ci r cunferenci 
~o~IS geradas pela pr·essão interna reduz a capa
rldade de absorçao de ener gia do tubo por pla! 
Líflcrlçao. 
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UM MODELO ELASTO-PLÁSTICO DE 
CHICOTEAMENTO DE TUBULAÇÃO 

JOSt EVOES LEITE OE ANDRADE 

~RGIO V. GUERREIRO RtBEIRO 

ANTÓNIO CARLOS 0E O. BARROSO 

OEPTO. OE REATORES, CNEN, RIO OE JANEJRO, RJ. 

SUI·f~R TO 

Nu tP t.11aballr o t>~tuda-u. o pit ob.t.CI.IIIa do elt.teott4llltn.to dt .tubutaçtio, anatü~utdo-t.e o 

tubo de ac.o11do r om q .tfloll i.a c..Câu.ica de v.l!14.4, adm.t.t.i..ndo-H. um c.ompoltta.mento ela.6,t;o

-r>€ii.6Uc. o b.i l.ii'IC'D.Jt pdlla o ma.te.-t.iat do tubo . !lt. JtU.tltlçõu t.tto t..i.mutnda4 eomo molu 
tJq c.ompo11..tamentn ela~>..to - plã4-tl.co b.il.inetVt., havendo a.i.ndt1 a po4J.lb.U .. J.dadt clt amolttec.:f 

mHtto v.i1.co4 o . () mêto d o intpl rmt>n.ta<lo .flr:a.ta de6{1Jtmctçõu ptá.J..t.i.c.a~> u ptc.1.6.i.c.a" como u 
c~ taçõu ( 61l'!Ç ct6 ou momtn.to41 equ.ivah.ntu, Jttduzútdo a anáti.t.e de uma utJtutuJta e

taJ.Co - pln.At.i cn à de uma ut.ttu.tull.tt t'lât..t.ica .i.dint.ica, com um conjunto a.d.i.c..ional de. u 

c.ita çõu ap fi radat.. AH .int, a ma.tJtiz d e llip .i.du do t.útV!Ia. t 04 au.tove.toJtU não va

, ittm c.om t' .tcmro , J>tltm.itútrlo qu" a Jt<P6 pn.attt da ~ ,i"tcm4 6tja c.omputttda, uJ.ando c.oe.6.i

<'-<. (ltt.f"U dP .in 6tu ênc.ia d.i.. tt<im.ic.c4, o b.U do " dtt ~ct'u~lio t'l.ii6.t.ic.~ .• 

JIITROO UÇ"'O 
Ver if i cando as posslvef s conse~uenc ias de 

urr. acidente com liberação de radioatividad e , 
~ indGst ria nuclear e os ~r ~io~ respon s ivei~ 
t~m cr i ado regulamentos especificas, de mod~ 

PUe a s centrais nucleares sejam rrojetada5 
cnm o nhj etivo de resistir em a certos tiros 
de aci dPntes po stulados. Um dos principais r! 
nu i sito s de um projeto para acidente postula
do ê gara ntir um seguro desli gamento ("Shut
downn) do reator, caso tal acidente ocorra . 

"' ru ptu r a da tubulação e um destes aciden
t es pos tulados. tio Jlrojeto de tais tu hulaçõest 
u t il i zam - se certos critirios es tabelecidos em 
nor mas , que permitem postula r nGm ero, tipo e 
l ocal i zação de possíveis rurtturas 11.21. Como 
as t ubulações em um reator a ãgua pressuriza• 
da (PWR) contêm fluidos a alta pressão, a co~ 
sequincia de uma ruptura i ~ue o tubo fica r! 
pc ntinamente sujeito a violento impu l so exter 
no. A r es posta do tubo rompido a làl força a-

carreta um fenômeno designado na literatura 
como Chtcoteamento de Tubulaçio (•Ptpe Whtp"~ 
r necessãrio, portanto, faz er uma anãlise pa
ra determinar se o tubo deforma a ponto de 
pôr em r1sco a integridade de equipamentos 
ess encia i s a uma condição segura de desliga
mento do reator. Se esta anilise demonstra a 

poss ibilidade de ocorrência desses danos , a 
dcflexio do tubo dev~ ser limitada atrav~s de 
re~triçõe s externas contra esses efeitos din~ 
m ico~ - Pestrições ao Chfcoteamento de Tubul! 
çio (•Ptpe Whir Restra1ntsu). 

Tratand~·se de uma ãrea relativamente re
cent~. alnuns mod~los te5ricos têm sido pro
ro c t oo;: S. M. Ma e K. Ba the IJI utilharam Ul'l 

morl ~lo htdfmen~ tonal ~ considerando um estado 
pl ano de tensões e admitindo, para o material 
do tubo e das restrições. um comportamento e

l as to-nlistico perfeito~ L. Oevi la cqua e M. 
~ i lva 141 utilizaram um modelo unt dil'lensinnal 
rlqfdo-rlistico; A. Loula. A. ~ale io e J . n. 



12 

Guerreiro 151 anal i saram o tubo de acol"tlo com 
a teoria de vi~as e ~imulara~ as restriçõ~s 

como n1olas, admitindo, f)<~ra amuos, um comror
tamenlo clasto-rlislico ~ ilincar. As restri
çõec; atlmi tem u ro~sil i I ic:adf> rlc amortecinento 
viscoso. 

A eQuaçio do movimento de una ~strutura e
lástica linear pelo "'êtodo dos t'lcmcntos fin..!_ 
Los, dPsrrezando o amortrcimento, rode seres 
cri ta cor•1o 

1'~1 { ü} ~ I K 1 {li} .. {R) I 

o11de [M] e [K] são i!S watrizes de massa e de 
ri9idez~ {R) o vrtnr de carregamento externo, 
(U} e {U) s~o o~ vetores de$locamento e acel~ 
r açio. Dois nilortos geri!lmente usados para r~ 
snlvPr esta enuaçao c;io inteqracio direta e 
super1•osiçao morlill 161. fm inte9raçio direta, 
as equaç5es ~cimn sio integri!das u~ando um 
prncedimcOl'O n\JIIIC ricn ra:sso il rasso,, COmo liS2._ 

dn ~m alguns mod~los de Chicntoamento de Tub~ 
lação, ji citados. ~o mitodo rte superposição 
moda!, as Pqupç~es do movi~Pnto sio desacnrl! 
das em cada modo. A superposiçio das solur~es 
J~ todos os modos di A resposta total do si~

ternll. 

llcste trauall.o ul!liza-se um r.têtodo matemã 
L i co que pcrmHe •• ual i sa r o tubo , de acordo 
com~ leoria clâ~sica de vi9as, admitin4o-se 
um tnn·t·ortamento elasto-r lâstico l'ilinear. As 
rl•strições são slmula('las como molas de compcr!:_ 
LamentrJ elastn-p lãstico bilinear, havendo ai~ 
da a possibfTidad~ de amortecimento viscoso. 
,\ ldstÕrii! no tem ,~o , da força de chicnteamcn
l n , ê considerada como um dado. ~lêm disso, a 
utilização do conceilo de ''força equivalent.e'' 
1'úrr1ite o uso do'i coeficíPntes de influênci a 
.l1nâmicos, oiJtidns da solução elâstica, mesmo 
tlt roi 'i que a deformnçno pl âst i ca tenha ocorr.:!_ 
do. r• o cãl cul o de.• um cawro de clefol"rnação esro~ 

cifica num corro elasto-plistico, mostl"a-se 
'lU!' () grad iente da deformação plãstiCI! espec.!_ 
fira tem o ~esmo efeito que uma força aplica
•l<l 171. 1\ analogia entre d,eformação plástica 
t·•.J ~;cltica e forças arlicildas reduz a anãl ís<: 
i11icial de um corpo elasto-rlãstico a de Ul'l 

corr•o elãsticn, i<1éntico ao inicial, com um 
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conjunto adtc1ona1 de forças aplicadas. Isto 
possibilita o uso de snlvções etãsticas conh! 
cidas para analisar a deformaçio esrecffica, 
tensio e, pnrtahto, os deslocamentos das es
truturas elasto-rlãsticas correspondentes. No 
uso combinado de deformação especffica inici
al e super)1osição modal, utilizando-se o con
ceito de "força equivalente", ji proposto ror 
c;, c. Liu e T. 11. lin 101 rart~ vigas de seção 
cheia e lajes biapoiadas, os cálculos são ba
seados na matriz de rigidez elistica e modos 
norA~is, que ji não variaM com o tempo, elimi 
nando o cãlculo dos autovetores a cada novo 
intervalo de tempo. Asc;im, do ponto de vista 
computacional, o método p·ropo<;to torna-se CO!)_ 

sideravelmente mais simples que outros mito
dos. 

o método de·superposição modal aplicado a 
análise dinâmica de estruturas elâstícas e 
bem conhecido. Para estruturas mais coMplica
das , onde ~s soluções elãslicas dinâmicas an~ 
llt1cas n;n são disponíveis, estas soluções 
elásticas rodem ser obtidas pelo mêtodo dos 
cl~mentos finitos. 

les te tral ,alho, o tubo ê analisado como vi 
ga hiapoiada, exemplificando o caso onde a s~ 
lu r,iio elâstica analitica é disponível, ou co
~o viga em balanço com ponto anguloso, caso 
onde tal solução não e disponível. 

finalmente, este trabalho permite que o tu 
l•o seji! analisado como uma e~trutura tipo vi
~n. COM virios arotos e admitindo a possibil! 
dnd~ de ponto an9uloso. Pode-~e. tambim, in
trndu?il" rest~ições ao chicote~mento em qual
ruvr ponto da tubu la ção . 

ft'flJSE DIN~111CII flASTO-PlfSTIC/1 DE Vlr.IIS 

nescrição do método. Considere-se uma vi 
~A rrismãtica submetida a um carregamento 
tr~nsversal por unfdade de comprimento q( x,t) 
e, ~ um momento por unidade de comprimento 
I (x,L), alrm do limite elistico. () deslocame~ 
to transversal em ~ual~uer ponto x e tempo t 
~ designado por w(x,t). Os ~Arimetros do sis
trPa são a mass11 por unidad~ de comprimento m 
v A rigidez i flexio FI, onde C é o mõdulo de 
ehsticidade ri~ 'foung, e I, o (llomento de iné,t 
ci~ cl~ ãrea da secio transver\al em torno dP 
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um eixo z normal a x e y, passando reto cen
tro de 9ravfdnde da ãren. Admite- se o uso da 

"teori a simples de vigas", na ~ual a rotaçio 
do elemento ê insignificante quando comparadA 
com a translação vertical, e a deformação por 
cisalhamento ~ pequena em relação ;quela pro
veniente da flexão. Fazendo-se estas consirle
raç~es, obtim-se a equação do movimento 

i\ 1 1'(x,t) + q(x ,t} _ âb(x,t) 
ax 2 ~X 

" m ( 1 ) 

on rle r~( x 1 t) representa o momento f1 e to r. 
Designando a deformação total especifica 

por E, a tensão longitud inal ror a e a defor
maçio plãstica especifica por cr , tem-se, en
tio, 

( 2) 

De acordo com a hfp~tese 

-(ul er, 
de flernoulli-

(3) 

onde y r~presenta a distincia da linha neutra 
~ n elemento de ir~~ . da seção transversal . d~ 
o~o. rod~-se escrevnr: 

N(x,t) "' .r,, ( 4) 

.. 
I u s ando as e q u 11 ç n c s ( 2 ) • ( 3 ) e ( 4 ) , tem- se • 

'\ ubst1tu1nd o (5) em (1). obtêm-se: 

El a~w(x,t) + m a2w(x,t) • 
ax " il t 1 

- q(x , t) - ~b(x,t) + F(x,t), 
:IX 

terr:n 

F(x,t) = -[ ~ f ~P y dA 
~X J !I 

(6) 

de ser considerado sol, dois aspectos. lima 

neira e consideri-to como um carregarcnto 
'ct1cio q(x.t). desde que este e e~uivalente 
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a q(x ,t) na equbção do movimento. Assim , o m~ 
vtmento de uma viga elasto-rlãstfca e anãloryo 
ao rle uma viga elistica ident1ca, cow um car
ren~mento adicional 

( 7 ) 

lima outra maneira e cQnsiderã-ln como um 
momento distribuido fictTcto b(x,t), pois o 
mesmo e e~uivalente a _ab(x,t) na eQuação do 

ax 
movimento. neste modn, o movimento de uma vi
ga e l a sto-rl~stica e anilogo ao de u~a viga 
el~stfca idêntica, com um momento ror unidade 
rle co~primento adicional 

b(x,t) =r~ f rP y rlft. 
ax " 

{8) 

ObservA-se ~ue, no método de deformação e~ 
fH~clfica inicial incremental 19 1 e,., textos de 
rleren tnS finitos, a excttaçio enutvalente, 
cau~arla pela deformação rlãsttca esrecífica 
incremental, ê aplicada a cada e lemento, en
nuftnto, no presente método. a resposta dinã
•·i c a da v i qi'l , causada por uma excitação f(x ,t}, 

ê e~crita ~nalttica~ente em forma de série, 
u~a vez ~ue a excitaçio equivalente i(x,t) i 
aplica~A a torla a ~strutura, e não a cada ele 
II'POt.O • 

Fo r ma incremental. Divide-se a viga em 

('1- 1 ) s e~mentos de com·rl"i men tos i gua t s a Al e 

o tempo t, em N incrementos iguais a At. Con
sirlcre- se1 genericamente, o coeficiente de i~ 

fl uiin cia dinâmico C( i ,j ,I ) , que e definido CE_ 

~n ~ qes locamento na direção do grau d~ li be! 
~arln i. no instante t=kht, causado por uma e! 
c1tacão (força ou moMento) unit~ria de~rau, ! 
rl ic ~d~ na direção do grau de liberdade j. no 
inst~~tP t c O. Desta forma, o deslocamento 
w(i ,n) do gr-au de 11 herdade i. no instante 
t~nAt, dP.vido ã excitação (força ou momento) 
deorau ~f(j , k), apli cada no grau de 1i~erdade 

j , no instante t:kàt , com ~ < n, e dado por: 

w(i,n) .. C(i , j.n-k) àf(j,k). 
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Quando ocorre a defor~ação plástica especT 
ffca, devemos considerar a excitação (ca rreg! 
mento ou ~o•ento distribufdo) equivalente 
f(x,t). Escrevendo-se (7) e (8) na forma in
cre~ental, tem-se: 

e 

onde 

ou 

Ab ( x, t) • [ il I A A c p y dA , 
ax 

(9) 

( 1 o) 

Na figura 1, mostra-se a curva excitação
-tempo, onde t.f(j,k), ou t.f(j ,k ) representam 
o incremento de (k-l)ht a kht. Na aproximação 
da curva da excitação no te~po, utiliza-se o 
valor no ponto ~êdio de cada Intervalo de t em 
po, significando que ~etade da excitação in
cre~ental, 6f(x,t) ou 6f(x,t), oco(re e~ 

t • (k-l)t.t e ~etade, em t • k6t. 

HJ,OI f 
tu 

l (J ,OI .6 ...._,__ ___ ......,__...__,__..._..._ __ __. 

O I I lk·l) k 111·1) " 

Fig. 1 - Curva excitação-tempo no gra u de 
liberdade "j". 

O desloca~ento do grau de liberdade f, no 
instante t•nàt , causado pel a excitação incre
l!ental IM(J ,k) + 6f(j ,k) l , i dado por: 

Aw(f,n) •.!. IG(f,j,n-k) + G(f,j,n-k-1)1 x 

2 

)t IM(j,k) + àf(j,k)l • 

• G( i,J ,n-l) IU(J ,k) + U(J,k)f. 

O deslocamento causado pela s excitações re 
a l e ffctTcift de t•O a t • nàt, aplicadas em 
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todos DS "L • graus de 1 fberdade da viga, ê 

L 
w(f,n) • r G(1,j,n) Jf(j , O) + f(j,O) J + 

j•l 
n-1 L 

+ t r CCI,J.n-k) IM(J ,k)+Af(j,k)l + 
k• l j•l 

L 
+ t G(f,J,l) JM(J. n)+61(j,n)l. 

2 j •1 
(11) 

Inicialmente, ~stima-se w(i ,n ), desprezan
do-se t.7(.f ,n) . Con este w(i,n) , calcula-se 

(12) 

e, portanto, 6FP(i,n) da relação tensão-defo~ 
mação esrecTf1ca do material. Deste 6EP(t,n), 
calcula-se llf(j,n) dP (9) ou (10). Agora, est_! 
tna-se um novo valor rara lo'(i,n), usando a 

equação (11), ~ .~m desprezar o termo àf(j ,n) . 
Com este novo valor de ~(1,n), calcula~·se n~ 
va11ente t.c(i ,n) e fie~'( I ,n) . Rerete-se este 
processo iterativo, ate que dois valores con
secutivo~ de w(i,n) seja~ suficientemente pr~ 
ximos . Observa-se que O Úni co termo a ser it! 
rado é o que contém àf(j,n), pois, todos os 
outros envolvem carr~ga11entos increnentais de 
intervalos de tempo anteriores e, portanto, 
já conhecidos . Além disso, este terno te~ so
matório si"ples, ~ue tambim contribui para 
u~a rãpida convergência. 

Considera-se ~uc a relação tensão-deforma
ção especifica do material c bilinear, confo~ 
~e mostrado na f1qura 2. ~ inclinação da cur
va é 1nual ao mõdulo de Plasticidade de Young 
E, no trecho el~stico, e a ttE, alêm do limite 
eli$tico, ond~ Q e o coeficiente de encruame~ 
to c·coefffcie!lt of strllin hardening"). Quan
do ocorre o descarregamento, admite-se que 
tal relação se~ue o rercurso BCDFG, onde BC e 
DF são paralelos a nA, e CO paralelo a AB. 

Observa-se que, para a cu rva tensão-defor
mação especffica do material, utilizou-se urn 
orocesso comumente conhecido coco ENCRUAMEUTO 
CI~E'IATtCO (•Ktnell'latlc hardening"), onde a 
curva de Huber-,fses de escoa~ento inicfal 
translac iona como u~ corpo rTgido; isto ê, a 
dfnensio e forma da superrfcfe de escoamento 
perm~nece inalterada durante o carregamento , 
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mas a orinem sofre uma translação. Este crit! 
rio não exerce nenhuma influência no metodo 
utilizado, concluindo-se que rorleria ter sido 
u~ado outro critério qualquer para a plastif! 
caçio, ror e~emplo, rncnun"ENTn rsoTR~rrco, 

corresnondendo ao crescinento unifor~e da su
re rficie de escoamento. 

Fig . 2 - Curva tensão-deforma ção especifica 
hi linear, para o materia l do tubo. 

Na figura 3, verifica-se 
~o ~at~rial da restrição. 

o comrortllmento 

F 

L-~------------~W 
eAP 

Fi~. 3 - Curva força-des locamento rara ~ 

matrri~ l da restrição. 

A força atuante n~ tubulação (vig a) , nriun 
a da restriçio, õ rl~da ror : 

r(w,w) ~ -R(w) - c 
. 

)( w • 

nde P(w) ê a força correspondente 
a ~ola, função do deslocamento w. 

a a tuaçãn 
e (C x w) 

n termo de força correspondente ao amorteci 
ento viscoso da restrf~ão. 
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Metodo de cãlculo numérico. Considera-se 
a vioa dividida em se~mentos de comprimentos 
iguais, e a seção transversal dividida em fi
bras. Para as estruturas, onde se conhecem as 
soluções elásticas analftfcas do~ deslocamen
tos, no cálculo das deformações especificas 

c(:x ,t ) 

as derivadn ~ s~nundas dos deslocamentos podem 
ser obtidas , usando a solução analítica ou, 
nos casos onde sõ se conhecem os deslocamen
tos transversais em pontos discretos da viga , 
o método das diferenças finitas. Para ~s es
truturas em que as soluções elásticas analit! 
cas não são disponíveis, as soluções são obtí 
das pelo método dos elementos finitos. O ele
mento finito utilizado e o elemento clâssico 
de vigas com 4 graus de 11~erdade por elemen
to. n solução pelo método dos elementos fini-
tos é obtida 
l'lutacinnal, 
Corporation, 

através do uso de um cÕdigo com
jã imp lantado na Control Data 
o EASE2. Est~ cõdigo gera os au-

tovalores e autovetores da estrutura . A rar
ttr d~i. calculam-se os coeficientes de in
fluinciA ~tnimfcos. Os deslocamentos dos ele
n~n t o s de viga são, neste caso, aproximados 
ror polinômios do 39 grau. ~gora, as curvatu-

ras (a
1

w) são obtidas das derivadas sequndas 
ax~ 

rl~stes polinômios. 
"(I cálcu lo de llf(x,t), cas o o ter111o seja 

cnns.dcrado como um carregamento distril uído 
equivalente llq(x,t), necessita-se calcular u
ma derivada senunda da integral de ~rea; se ~ 

considrrado como um momento distribuldo equi
v~lentP llb(x ,t ) , necessita-se calcular uma d! 
riv Ada rri~eira da integral de irea. Em ambos 
os casos , utiliza-se o método das diferenças 
finitas para o cálculo da derivada. 

Verifica-se que a prectsio ating1vel com o 
11i>todo das diferenças finitas, no cãlculo de 
h(x,t), deve ser maior que no cilculo de 
q(x,t), oois , no primeiro tem-se uma derivada 
primeira , enquanto no outro, uma derivada se
gunda, c~ncluindn-se que e preferível o uso 
de i(x , t) e~ lugar de i(x,t). 
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COEFICIENTES DE lt!FLUEtlCIA Olii~IIJC(I$ 

Vigas btaro1adas. A equação do Movimento 

ê 

Considare-s~ ema força unitir;a concentra
da no ronto ~·x .• aplicarl~ sutitamente no ins 

J 
t an te t • O, como sendo 

q(x,l) • l(t) 6(x-xj) , , 

ontle 6{x-xj) ~a função delta de Oirac. A r es 

no•ta rt~ vfuB 5 deda por; 

- snnl 111.!lil senln1rxll 
2 L I I L 

X 

IC (I - cos 8 k6t) . ( 13 } 
n 

" 
t•ndf• X 

I 
• (t-1)1\L • 

xj • (j-1 )lll • 

81 • [ l (~)'~. 
n 111 L 

n e um n~mero tnLeiro, l ~ o conprimento da 

vi•!<~ e r.(1,j , k) sio oo; co~>ficientes de in

fluência dinãmicos , dcr1n1dos como os desloc! 

mcnto5 nas ~;cçõcs x 1•(t-1)AL , no instant-e 
t•kAt, cousado ror uma força unitirfa degrau, 
a1'licada nas scçoes xj•(J-l)tal, no instante 
l ~ fi. 

Estrutu ra• onde l solução elistica anali
lt•a nio ~ disponfvel. As equ~ç~cs do ~ovi

n•ulo dt: Ul:lll C!)trutura P.IÍstica linear relo 
r ~ tudQ dos tlcmento~ ffnttO$, dlsprezando O 

,) " ' l et tnen lo, d~ve SI' r e!>cr1 ta co11o 

(H] {WI • (K] !~I • rr1, (14) 

""'li (M] e (K) sao .t s mH rizf' s de russa e de 
tl •:i úoH , {F} o vclQr úc carrcl)amtnto extert Cl, 
IWI ~ IW1 ~~o o~ vetor~~ deslocamento e ace;e 
r.;~çao. 
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Cons i derc-~e o s1stema vibrando no 1 - ~sifflo 

t.armõnico, cnlÃn os desloca~rentos serão: 

onde s1 e a 1-isfma fr~qu~nc1a natural de 
bração, e 

~ o 1-~simo autoveto r . 

vi -

A ma t r1z móda l 1•1 pctmt te desacop lar as 
equações (14) , em um si~tema de equações 
dorendcntes , onde • 

$u ~ st1tu1ndo-sc 

{W} • [+] {n) • 

in-

(15) 

onde {n} c a nova vartivcl, nas equações (1(), 

e rremultfplfcando-se 11111~os os lados da equa
ção por [•) 1 , obtim-sc 

["H!.,) { ii} + (' K t) { 11} • ( +) T { 1. ( t )} ( I G ) 
J 

onde ('t·1tJ c ["Kt] sao ma trt zes diagonais e 

o 
o 

{r(l)) . {lj(t)}. l(t) 

o 

~o carregamento aplicado no grau de liberda
d~ j. ~ ststena de equações (16) pode seres
crito cono "l" ~quações desacopladas, onde a 

so lução de qualq~er umt delas. por exemplo , • 
t -~s i na. i! 
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Agora , pijra ~determinação do dcsloc~mcnto 
1'1

1
, usa-se a equaçao (15), resultando 

G(i,j,l.} = 
N 
1: 

R.• I 

R. t v. v. 
_2__.1. 

nf~ fl I 
(1 - c os ~R. l) • 
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mesmo gra u de precisão, como se vê na fig. S. 

0.04 I MI 

o 
~ 
00,03 

o 

o~de n ~o numero de modos conside r~dos , v~ i o 
l w 

a componente na direção do grau de li berdade 2 

i, do t-isimo ~utovetor, e w. e o coeficiente 
1 

'é influ~ncia dinâmico G(i,j.k) definido como 
o úeslocamcnto na direção do grau. de 1 ilierd<~
dtJ i, no inst<~ntc t = klll, devido ã excitação 
dPgrau unttiria aplicada na direção j, no 
i fiStcln te l 0. 

PrSULTADOS [ CO~PARAÇOES 

V1gas biapoiadas. Pora efeito de ci lcu-
lo, considera-se , inicialmente, que a deforna 
ç~o plisttca i substftuTda por um ca rregomen
lo distribuTdo equival en te. Utiliz ando este 
'onceito, co ns 1dara-se uma viga hiapoiada, de 
scçio tubular, s ubmetida a um carrega~ento 

unlformemeuLa distrilwído igua l à 17 5130 1l /rl. 

~s rroprfedades do mate r ial da viga são: 
l .:. 1.36021 ~e 10 11 N/m 2 , a 0 c 2.00913 x 10 8 N/m 2 , 

r =7800 Nx 'f. 2 /m~. As dimensões da vi!!a são i_!! 
tlicadas na figura 4. Devido ã simetria ela C'O.Q 

f Í!Jur.tçâo t cdrregameuto da viga, s oru~nte um 
~uarto desta necessita ser analisadq. Pijra o 
dlcu l o das deformações especlf}cas, cons1cle

r d-se a viga dlvldid~ por 21 !eções igualmen
te espaçadas, sPndo cada seçao dividida em 50 
fil, ras. 

qla , ll/ 

a e 

a 
k-~~~~+-----~--~~-d ' 

0,0266 .. 

--rÓo.?u .. 

i~. 4 - OimPnsões dij viga e sua divisão 
em seções. 

Compa ra-se o presente m~todo com a referi_!! 
1<1 !SI, pa ra valores de c•0.5, q =-17513(1 N/m 
o intervalo de tempo âl "'6.00l>c1Q-"s, vrri

lc•ndo- se que ambos os milodos apresentam o 

go.oa 
o ... 
z 
LU 
:1 .. 
UO,OI 
o 
..1 
UI 
w 
o 

11 • lTIIliO 1! / a 
ot. 0,1 

Fig. 5 - Resultados de diferentes m~todos. 

~a figura 6 estuda-se a resposta da viga 
quando submetida a diferentes magnitudes 
de carregamentos. Para o carregam~nto 

q=l75130 N/~. usou-se At=6.00lx1o -~ s. Para o 
carregamento q•525390 N/m, variou-se o incre-

to de tempo, usando um 6t = 6.001 x lo-• s e 

depnis At=1.8003x10- 3 s. Desta forma, verifi
cou-se a influência do amortecimento e obser
vou-se qu~ a vartação em ât não alterou a pr! 
cis ão da resposta. Verificou-se, tambêm, que 
o rerfodo efetivo (tempo para alcançar a mix! 
n a deflexão) de vibração da viga elasto-plãs
tica aumenta com a intensidade do carregamen
to, devido a maior zona de plastificação. 

0,115 

o 

~ 
o o 
o 
~OJO 

o 
Q 

o 
1-
z 
w 
~0.0 
u o 
..1 
UI 

"' o 

lml 

Cr. 1.8003alo·'·} 
q • !125390 N/m 

a( •0.~ 

b.T a 6 .00lxl(f4 • 
[ q • 178130 Nlm 

TOIPO(a) 

o.otl014 

Fig. 6 - Viga biapoiada submetida a 
diferentes carregamentos. 
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rm s~guid~. estuda-se o 
menlo ("Strai11 ht~rtlcning") 
defl t!)ão da v iua , para 
q • 17!1130 fi/ f i. t.s respostH 

efeito do encru?.

do ma terial "' 
um carre~aMento 

dos desloct~~entos 

da v1ga no mL•io du v.,o t• ar ~ vall'res diferen
tes de o sao dadds na fi9ura 7. Verifi ca-se 
~u~ o perfodo efut1vo Jc viLroçio da vina de-

cr~sce com o llUMCIIlO do cocflCicnte d~ encrua 

lllt!nlO "· 
0,04 (M) 

o 
1'1 
> 
o 0,05 
o 
o 
i&i 
:E 

8 Of./2 

o ... z 
". 17~130 "'"' kl 

::l AI• 6 OOia 10-4 • c 
u < ,01 o 
...J 
11) 

"' o 

f1u. I - (feito do encru<~menlo Jo naterial 
nos dLslocanentos da viga. 

Ot!pOis part•u-sc rara obter resultados , no 
ca~o unde a deformação ~listlca é suLstitu1da 
ror un nomento distribuftlo equivalente. Neste 
Cd!IP, consid~:rou-~~: 11 v lga tio caso anterior, 

u 
IC( 

~ 

o 
o 
o w 0 ,10 
:li 

o o 

l m) 

• • e2e.s• o N/111 
Olo 0 , 0 

AT • 11 1 003 a 10·a • 

(T/ATl 

so 48 

I f~. U- Resultftdo~ de diferentes m~todos. 
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com a•O.S, q•5253°0 N/m, ftt•l.800Jx10- 1 ~ onde 
os rPsultados sio comparados aos da referin

ia ISI, verff1cando-se na figura 8 que os 
rc~ultados e~tão coerentes. 

Ainda ne~te ca~o . introduz1u-se uma restri 
c. no neto do vio. A constante elãstica da 
rr triçio ~ 5 67275 • 101 U/~ e a deformação 
elástica mã~ira ê 7.7474•10_, •· Considera-se 
u" ·c~p· de 7.62•10- 2 ~e t~dm1te-se que o co! 
rortamcnto do naterial da restrição ê elasto
-~listfco perfeito. Estes resYltados sao co~
~arados co~ os da refcrenr 1a ISI, na figura 9. 

' ' ' \., (ltEFERENoA(5) 
21116• ,l , 
AT•UI003aiO"ao ', ,/ 
••O~ ---

LJ I I X IJ Jo::;~:,rNIIn 
~ } ;:a. l O f• 7 7474~1~ m 

(T/AT) 

~~------------------·,o------------------------z~o--~ 

ffg. 9- Resul tad o~ de diferentes wétodos, 
com rf'strfçio. 

Arlicaçio a um caso real de ruptura de 
tululaçio nuclear. Entre os dois conceitos 
utilizado~ no cãlculo do termo equivalente ã 
deformação plástica, optou-se pelo uso do ro
l'lento distrtt>ufdo ~~u1valenlc, "or se considl 
r~r que o mesmo atinge uma maior precisão. 

l\qu1. csluda--;e o proiJloma do t.hicoteamen
lo de ~ubulaçãcJ nu clear para um caso real. O 

loca l de ruvtura fof considerado rrõximo ã 

FI TI 
.,_--3,251m 

I~) 

,__ 2004•---t 

hf.STRIÇlO I AÇO tSTRUTIMtAI.) 

{

GAP•I 27al0'1111 

li ) O.E..Z.$4al~ 

1([•1.7~•~1Mft Yl 

TUBO 
ISA 351 Gr CF8Al 

ICENl'RFUGAL CASTNl) 

<D. 
{

RI • 0 1394 1ft 

1 •0,063m 
E • 1,792&1()11 NADl 
p • 7800 N r a'-/ .. 

a;. 2..0684a!oaNitnZ 

r 1!). 1 o - (llmensõ~s da tullul ação e da 
restrição (1). 
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Finalmente, traça-se um diagrama a omento 
máximo - força de restrição mãxima. Desta 
forma, conhecendo-se o momento mãxi~o per~iti 
do no ~ocal (engaste), pode-se estimar qual a 
restrição que se deve usar pa ra linitar o 
momento no Loca l. Sabendo- se que Cl mor.:ento 
mãxi~o pcrnit1do pe la ·vesti nghous~ · e de 
1. 1E3743 x 10 1 Nxm, obtêm-se do diagrama mos
trado na fig ura 15, qual a força mãxi~a de 
restrição necessária. 

110 Mlato' Haml 

4.20!1 

M- ltOit( .. TO ll.biMO 

F- P'OIIÇA ~ M!ITMClo W.111..__ 

3 .0 

2.0 

1.0 

F ta to• Hl 
0 ~----------------------------------+ o 2224 ........ 6.672 

Flg. 15 - Oia~rana 1'10r:lento mãxil"o- 'força 
de restr ição nãxina. 

CONCLUS71ES 
O nêtodo prop~sto destina-se ã análise di

nâmica elasto-plastica dc estruturas a partir 
da solução elistica. Este m~todo i anlicado a 
estruturas onde se dispõe das soluções elãst! 
cas analíticas (vigas uiapoiad as), e a casos 
ondt não se ~ispõe da mesna. Para estas estr! 
luras, onde não se dispõe da solução elástica 
analítica, utiliza - se o mêtodo dos elementos 
finitos para a sua oLtenção. 

A necessidade de se usar um processo iter! 
tivo, para o cálculo da excitação equtvalente 
ã deformação plástica, não comprometeu as va~ 
tagens do mêtodo, Jã que a convergência foi 
rãpida. ~~ maioria dos casos, duas, três ou 
quatro iterações foran suficientes, onde o 
erro admitido foi de O. lt. Os resultados numé 
ricos obtidos, utilizando-se este mêtodo, 
concordaram perfeitamente bem com os da re
ferência ISf. 
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SOBRE A FORÇA RESISTIVA EM MEIOS 
POROSOS ANISOTRÓPICOS 

I-SHIH LIU 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA, UFRJ, RIO DE JANEIRO, RJ. 

R SAMPAIO 

ESCOLA DE QU(MICA E COPPE, UFRJ, RIO DE JANEIRO, RJ. 

SUMMARY 

111 tlu 6 wott k W<! dcvt..i..ve. ..the llep~tuert.ta..t.i..on~ óoll ithe conl.:tl.tttt.<.ve e·qua.t.ion4 oó .the 
~r~i6~ve ~o~ eé óoJt hevelld! cla44e4 oó ~ll.an4vell.4ely l4o.t.~toplc po11.ou6 med.i..a and õhow 
tha.t 6oll õome. d' a.U U: dou no.t II.C!.duc.e .to .the 6oJr.m oó Va~tcy' 4 equa.tLon . Cotu.e.qwmtl.g, 
l l dou no;t uc.ltlde :.t.h.e po.u.ib.U..i...ty o6 .the· u:ü;tence o6 tt4ymme.tJr..tc. d.Ut.ecilona.t.. ltet:..i..6-

t{.v-<..ty 6oll ce.n...ta.in mate:.iau. 

IN IWlllJÇ/\0 

Na teorta clãss1cd de meios porosos isotr~ 
pl .. os a força resistiva L, i .e .• a força que 
se opoe ao escoamento do fluido através da m~ 

tri Z sÕlida , e usualmente SUpos t a proporcional 
4 ve luc1dade relativa u do fluido relativo a 
1ntltriz sôlida 

.· 
L = k.u 

u n~e k i um esçalar denoruinado de resistivida 
d•• ! sta e a famosa equação de Dal"'cy. Ai n.da 
ti<~ lt!o rla c l ~ssio, a l}eneralizaçao da equaçf30 
d•• rlat·cy par•a meios porosos .:~ niso t rõpicos e 
' "' ~ '' mantendo-se a forma da equaçao. i.e., 

Ru, ond e agora R i um tensor qu e . em g! 
r eli, ê supos to simétrico l lJ . 

[~~ d generalização, entr etanto , não e sufi 
•l ~n le vara explicar o comportamento aprese~ 

l ado por alguns materiais que , considerando 
uun• ml!srna direçao, encontramos resistividades 
11 11 1.! c.: i o na i s d i f e r e n t es e ll1 v a t o r a b s o 1 u to • nu 111 

t· smo ponto , quando medimos em senti dos opo~ 

Los (i.e., da direita para a esquerda e vice-
Vl!r sa) . Este fato es tã , obviamente. em desa 

' '" 110 t.Om a equa çao de Oa)"cy. 

Nesse trabalho consideraremos mate r iais ani 
sot r5picos que poss uem al guma forma de isotr~ 

pia tra nsversa l e, para esses casos, mostrar! 
mos que a generali zação da equação de Darcy 
n~o i tio simples como faz cre r a teoria cli! 
stca . Alem disso, o comportamento descrito 
no parágrafo anterior, i.e . • a desigualdade 
das resist1vidades direcionais num mesmo po~ 

to em sentidos opostos. e explicado satisfato 
riamente. 

A FORÇA RESlSTIVA 
Conside remos a cl asse de meios porosos em 

que a força resistiva L e definida const1tu 
ti vame nte por 

L(e: , p,u,F) ( 1 ) 

Orlde e: porosi dade 
p massa especifica do fluido 
u veloc idadé do f1 ui do relativo a 

matriz sÕ 11 da 
F gradiente de de formação da matriz 

sô lida relativo a uma conf igura-
çâo de referência (estado natural) 

o principio da Invariância ã Mu danças de 



Ohs~: rVddor 12 1 r eq uer que tenha-se 

L{t .o . Qu . Qf) a Ql( c ,p,u , F); YQ E Ort (2} 

urtdt• Ol't ê o conjunto dos tensores ortogona is 
sobre R •. 

St.-Ja C c Orl o grupo de sü1eLrfa da 11atr iz 
~uro\a co~ relaçao a configuração de referên 
dl, ent.ao st: llt G 

L (c • p. u • f 11 ) .. l( I • p ' u • F). (3 ) 

1.omo na llhliorio~ de~!> apl 1caçoes de me i os p~ 

1 u~us d mdL r tl ~o l ida &L hd·Sc no seu es tado 
'''' ''"'31, l .u., F 1, r(!str lh g1 remo - nos apenas 
tJu l''>Lu do i.l1•ssc 'c~so onde represe nta ções ex 

t>li• ll·lS pod~m Hr enconlral.lc~s. Defi ni remos 

o~ (3) conc lui~o ~ 

L (t:,p,u) 
o 

L ( t: , p, u, H) ; YH t. G 

CO•IIO Gt.Ort, (l) lmpli ca qu~ 

L (c , p , llu , 11 ) • 11 l ( ~,; , p , u , !) 

1 (1 ,p , ll u ) 
o 

11 L (L • p. u) • VH E: G o 

(4) 

( 5) 

( 6) 

t Pqo I n '' urn 11 func.1o \H'I.orla l invar iante com 

,,.,,,,<HJ ,,o grupo G Procura r emos agora , atra 
ves do~ lcorto~ dos 111V.trianles [3, 4, 5,6] , rep'!_ 
séut..~,;.w po~r o1 L

1 
po~ra varns escolhas de G de 

1rrt••r't">Se l'•' 111eios porosos. Por exemplo , se 
IJ lh•l , ChO em que a lldti'ÍZ ~Õlida e isotrÕ 

p1 "• (fi) 1r11plfc" qu• 

I (I • p. u) 
• k(• , p,JuJ)u (7) 

uruk l ( • • • , • ) é ua.s funçau •ater 1 a 1 escalar 
d~uo .. rnada reslsl1v1dade do •eio poroso e a 
ccJua~·•u (7) i co111umcnte <:ha11adc~ de equação de 
u., li y. 

I'H·l ""'lus porosos anlsotrÕpicos, G ; Ort , 
ê I..UrtlunHut(• pos tu 1 .sdo que I. (& ,p,u)" R(e:, p. lul )u , 

o 
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i.e., que a rcslst1vid~de ê um tensor diferen 
te de k l· lntelill'lenle esta suposição não é 

necessariaaunle verd~delr4, coao ~ostraremos 

teorica~ente para alguma classe de 1sotr opia 
transversal, e como pod~ ser concluidos dos 
resultados cxper11nenta1s de Johnson et al (7 ,8). 
Grosseiramente podemos d•zer que um material 

se nele 
ex1st1r u11a diretio preferenc1al única, sendo 
que e~ secçoes nor~aís a essa direçao o mate 
rial e isotrÕpico. 

SeJa e
3 

uma direção arbitrariamente esco 
lh1da dê R1 e {e

1
, e

2
, e

1
J uma base ortonormal 

desse espaço. Diremos qu~ um material possui 
isotropia transversal se o se u grupo de si me 
tria G e um dos grupos descritos abaixo: 

1 ) G ·{l:- ·~] l 

2) G • G V ( -G ) 
2 t I 

3) G • C U { -G ) • • • 

onde G . {[: ~] • 

Aqu1, Ort(R 2 ) e ~ <:Onjunto das transforma 
çoes ortogonais sobre o R1 , Ort+(R2 } e o con 
jun~o das transformaçoes ortogonais prõprias 
de R 1 

• i . e . • m ll t r 1 ze s da fo rma 

-senol , e -G ., {-H, V fi e: G} . 

cosej 

Obv•a~enl~ as classes 1, 2 e 3 sio defini 
çoes distintas de isotropia transversal. Na 
nossa opiniao a closse 2 i a •ais adequada P! 
ra descrever ~ater1a1s possuindo u•a estrutu 
ra lJ~lnada ou f1brosa , porém a classe 1 ê a 
def1niÇdO que apijrecc mais co~uQente na lite 
1·.stura da tl!oria do~ fnvaruntes [5] e a classe 
3 fo1 a usada em fl]. ~~:anua 1 de enonce infl u 
ênci a e~ Termo~ocãntca do Continuo. Convem 
re~sallar ainda que G c um subgrupo prõpr1o 

I 

de G • pois a lrans form~çao cuJa 11 atriz e 
l 
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pertence a G 
2 

A seguir apresentaremos as 
de L

0 
com relação a estas tris 

taremos por ui a componente da 
com relaçao ã base {e.). 

~ 

1 ) Se G " G 
2 

mas não a G . 
' 

representações 
classes . De no 

velocidade u 

L (e,p, u) = â(u e + u e ) + a e (8) 
o l 1 2 2 3 

onde à e ã são funções materiais escalares da 
tripla (e,9,u 2 + u 2 ,u ). 

1 2 , 

2) Se G • G 
2 

L (t:,p,u) 
o 

3} Se G = G 

L (t:,p,u) 
a 

(9) 

(H>) 

Dnde u, 8, Y são funçÕeS materiais escalares 

a tripla (e,p, u ~ + u ~, u!>· 
Convem obse rvar que as equaçdes (9) ê (10) 

&ao da forma La - Ru, sendo R ~m tensor. den! 
j!lnado de resistividade, enquanto que (8) não 
~ dessa forma. Para o grupo G

1 
não existe uma 

tepresentaçao tensorial . . No caso de G2 e G3 

x1sle, porem R ê simêtrico para G
2 

e não ê 

1 tmetrí co para G,. 
~ como fa z a literatura clãssica de 
l sc~;~e~~os em Meios Porosos, introduziremos 

111 conceito mais fraco de resistividade, a re
is ttvidade na direçao n. y • onde n e um ve 
or u11itãrio em R'. 

yn = 1 im 
À""'O+ 

cn·a as classes 2 

n . 

e 3 

R n 
o 

Q 

L (t:,p,>.n) 
a 

( 11 ) 
). 

temos então que 

( 1 2) 

23 

onde 
que 

R 
o 

R(e,p,O). Obviamente (12) implica 

Yn " y_n ( 13) 

Por outro lado se G " G
1 

esse resultado não e 
necessariamente vãlido, isso ê devido a falta 
de simetria do material com respeito a inver 
sões. A possibilidade de tal assimetria para 
alguns materiais foi ji observada em [7,8,9]. 

No que se segue póstularemos que L0 (e:.p,u} 
ê linear em u. lsso implica que as funções 'ci 
e a de (8) são da forma 

a= a (E,p) 
o 

e a equação (8) pode então ser reescrita na 
fol"ma 

Sendo assim (12} e (13) são verdadeiras. Lo 
go, sob a ij;põtese que L e linear, não há di 

o 
ferença entre as classes 1 e 2 e, portanto, 
não e possivel que y I y 

n -n 
O postulado de linearidade implica que a 

equação de Darcy ê válida, i.e. 

l (E.p,u} =R (e:,p)\.1 
o o 

( 14} 

onde Ro(E .p ) e o tensor resistividade. 
Logo, a equação (6) implica adicionalmente 

que 

VH E G 

R {e: , p ) H ; HR (e. p) 
o o 

VH e: G ( 1 5) 

O problema de determinar as restr ições im 
postas por (15) em R0 para um grupo de sime 
tria G qualquer e similar ao problema estuda 
do por Wang [lOJ para o tensor c~ndutividade 

térmica. Como este estudo Ji foi reproduzido 
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e~ 191 para vãrios grupos de isotropia, além 

da isolropu trans•1ersal, nao reproduzireno-no 

aqu1. Gostaríamos porém de observar que a d~ 

fioiça o de isotropia transversal utilizada em 

[91 e [101 corresponde a classe 3 desse traba 

lho e, tJOrUnto, R
1 

te11 a for11a (10) , corres 

pondenle a equaçao (24) e11 [9]. 
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S UM~RIO 

A.) P'•' IJII n•clttdl!4 t/(• um 111" (('!Lta( b4.6~4.ico dependem du plt.opll..<.edadu da4 6uu e da. con

eP IIIJto1çtw, !}\'clllh'tll<a ~ at,auJo geo,.é.tJt.ico da. 6a6t düptlt6a. O pllUtntr t.taballto pJto~ 

,a \•.-:anuna.ll tat dep~ndi,rc~a pall.ct o ca6o upec.t6~co do6 6tM06 6u.nd.i.do6 nodulalt. e cút

zento 6~11\tt.<co. PtHa u111.1 4e,ue de en4a.io4 p\ocult.a-4t r4.tabe.lf.ctlt. 1t.etaçõu en.t1te ctlg~ 
m<U p'tuJ.I!t< idadu (111Õdulv dt Voung, conduUbU. ... dadr tiJtmica t eoe.6 .... c.ir.ntr de upctM~o 

t;.tm<ca rn•ra!t) r o tllcllt e ~Oit.JIIa dct g~tl.t6.i.ta. Va(o\U uptll.uttll.taú 6ão compctlt.ado4 com 
I! U'IV116 (t'Ó!t<C<t4. 

IHTROOUÇAO 
As propr1cdades de materiais bifásicos a

oresentam uma relaçao direta co~ as propried~ 
des especificas de suas f4ses e com a sua ~i
croestruturd, ou seJa, com as geometrias e a~ 
rdnjos yeomctrrcos das fase s.q ue constituem o 
m~terial. Neste trabalho , procura -se obter a 
comprnvaçno experimental de relaçoes matemitl 
~ a \ entre a mlcroestrutura e algumas proprie-
dad es - condulibil1dade térmica, m5dulo de 
Young e et•f'llt •ente de expan~ao térlllica 11-

nc: or· - 1tc matl!rrais b1tãs1cos. 
( l ll!J OI' tanle que se faça u:.) diferenciação 

gcn ~ rr cd entre os dtversos grupos de proprie
dades. '"~ b~~e em analogias entre as equa
-,:oes 1111 c r o c c; tr·u tura-propri edades. Ass 1m, por 
ex~mp l o, ao~ comportame nto ~ de materiais, su-
1erlos a cauqros térmicos, elétricos ou magné
lt cos , é atr1bulda a d~nomtnaçao propriedade 
de campo . Da c~nstataçao da analogia matemãti 
., ., 11 ent1e as di·ersas equaçoes de ca11po (_! 

qua ço~s ~·~ro~slrutu ra-proprJedades de ca~po) 
sur!Je a t•osstbilidade de transpos1çoes dire-

tas destas, de uma propriedade de campo para 
outra. r D caso, por exemplo, das equações d! 
duz1das para a condutibiltdade térmica, que 
podem ser direta~ente utilizadas para a cond~ 
tlbilfdade elêtrfca e para a permeabilidade 
magnética. 

A 1ntercambialidade entre equaçoes microe! 
trutura·propriedades não ocorre, contudo, pa
ra as chamadas propriedades mecin1cas, onde 
se faz essencial a di ferenciaçao entre os di! 

Ainda 
as s •• evtdenciam-se analoyaas. Por exe~plo, 
constderaçoes feitas para o mõdu1o de Young 
podem ser uttlizadas para propriedades acústt 
cas, porque ondas desta natureza promovem de
formaçoes el~sticas no material e, tal como 
para os campos de tensao -deformaçao mecânicos, 
eslao sempre vinculados i ex1stencia de mate 
na. 

Algumas relaçóes . 'croestrutura-proprieda
des teraodina~icas téa s•gniffcallva si•pl1cl 
dade, Ji que são influenciadas exclusivamente 
pelas co ncentraço~s. Out ra s relaçoes, contudo, 
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dilresentam um certo grau de complexidade. r o 
caso , por exemplo, das relaçoes para o coefi
~lenle de expansao têrm1ca, como resultado do 
envolvimento de tPnsoes mecinicas internas, 
l~nsoe~ estas consideravelmente dependentes 
dd m1croestrutura do material. 

/\s t:quaçoes de M;,uwe 11 121. Bruggemann 131 
P tli esel 1111 apresenta11 Ul!lb boa confiabi 1 ida
de ~ara as •·el11çoes m1crof'Strulura-proprieda
des de campo . 

Tal~ equaçoes sao aplicáveis a maLeriáis 
baf~çacos com estrutura dispersa, isto i, a 
ma r ~rfais que apresentam uma matriz - conLT 
nua - e uma f as e dispersa - descontTnua - con 
lida ua mesma. A t•quaçao de Maxwell faz-se v~ 
1 irlR apenas pdrft baixas concentrações de par
t l culas , de formd esfirtca , da fase dispersa. 
1\s cq~açoes de Bruggemann e de Niesel , permi
tiram o contorno is limttaçoes da equoção de 
~1dxllell, no que concerne ã concentração (bai
xa) e i forma (esfirica) da ~ partlculas da fa 

'- -
'>e dispersa, proporcionando u~a melhor adapt~ 
çao da teoric1 ãs condicoes presentes em materi 
a 1s reais. 

A equação de Bruggemann possibilita uma am 
plia,ao do intervalo de validade para quals
quer concentraçoes de fases, e~bora ainda per 
•••ar~t•ça 1 i.ni tad<~ i for~na esfêri ca para as par
I ~~ulas da fase dispersa. Tal limitação ê co~ 
tudo, suplantada pela equaçao de Niesel, que 
'>e üi' I1 La a esferÕides, permitindo, ass1m, a 
~r\criçao de formas irregulares. 

1.111 ta rs tt·abalhos sao tiJmbêm apresentados 
rlf! Ut' IC S parâuletro!t das equaçoes das propried!_ 
rle'> de c..am po, que podem ur determinados a tr!_ 
v~s da dni list estereol5glcd em secçoes da mi 
c ro~strulura de mdteridl~ reais, e que dizem 
I r> S J)e 1 I O: 

- ., •MICc:ntri!çao da fase dispersa 
- a forna da s partlculas da fase dispersa 
- d nr1~ntaçao das parLlLulas da fase d1sper-

Nn caso das propriedad~s de campo, estes 
t• ~s parimelros. deno~inados fatores estereo
l;~ lcos . sao independentemente variivets en
u·e s L 

Neste trabalho sao apresentados resultados 
de ~nsaios e feitas compdraçoes destes com 
curvas calculadas para o caso especifico dos 
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ferros fundidos ferríLiGos (c1nzento e nodu 
lar. 

OESCRIÇAO QUANTITATIVA DA MICROES TRUTURA 
A análise quantitativa da relação microes

trutura-proprledades r~quer, além dos valores 
Indicativos das propr1edades, também outros 
para a descrição da m1croestrutura. fstes Úl
timos, para um material polffisico, constitu
~m-se aqueles parâmetros que fornecem informa 
ções sobre: 
- o tamanho 
- a concentração 
- a forma 
- a orientaçio e 

- o tipo da distribui9ao local das partícula s 
de cada fase. 

Na descrição quantitativa da m1croestrulu 
- I -ra e preciso fazer a conversao de grandeza s , 

do plano (secçao da m1croestrutura) para o es 
paço tridimensional. No que diz respeito i 
forma e i orfentaçao dos componentes da estr~ 

Lura, os componentes Irregulares da microes
trutura sao substltuÍdos por regutares.de ge~ 
~etr1as matemat icamente representáveis. 

Para ~ateriais blfislcos, foi comprovado 
que a esferÕide possui a geometria mais ade
quada para a descriçao estereolõgica aprox im~ 
da das partículas de fases reais. 

A~sfm, a descriç~o quantitativa da microes 
trutura pode ser efetivada através de apena s 
três fatores estereolõgicos: 
- o fator de concentraçao de fases 
- o fator de forma e 
-o tator de arranjo (orientaçao). 

Em outras palavrfts, a combinaçao de ta1s 
fa tores estereol~gicos, lndependentemenLe va
riáveis entre si, identificam suficienlemenle 
a m1croestrutura de u~ dddo material. 

Os tre$ fatores estereolÕgi cos. citados a
clma, no caso particular da eslrutura disper
sa, podem ser obtidos, como segue ISI: 
- o fator de concentraçao de fases consiste 

na percentagem volu~êtrica da fase dispersn 
ou da matriz; 
o fator de forma resulta das relaçoes entre 
eixos das esfer5ides representativas das 
par t T cu 1 as da fase d 1 s persa (r i g . 1 } 161 

- o fator de arranjo (orientação) representa 
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o valor med1o do quadrado do cosseno do ân
gulo formado entre os eixos de rotação (das 
esferÕides representativas das part1culas 
da fase dispersa) e a "direção da propried~ 
de• (fi g. 1) 161. 

z 

Fig. 1 A esferÕ1de e seus dados estereo1õ
g1cos. 

MATERIAL USADO NOS ENSAIOS 
O material usado para anã1ise foi forneci

do pela Fundaçao Tupy S.A., na forma de t aru
gos de diâmetros entre 26 e 27 mm e comprime~ 
tos prÕxiNos a 300 mm. Oe acordo com o certi
f icado de anilise qulmlca expedido, os taru
gos apresentaraN as seguintes composições quf 
micas: 
a ) Co•posiçio qulmica do ferro fundido conzen 

to ferritico. 

E1 emen-
tos c Si Mn s p 

Tarugos 
( 

3,89 1 '7 8 o ,39. o. 1 o 0,055 
2 3 '81 1 , 80 o ,38 o' 1 o 0,055 
3 3,55 1 ,80 o ,3 8 o. 1 o 0,055 
4 3,26 1 '7 8 0,38 o ,1 o 0,055 
5 2,98 1 • 81 o , 3 8 o ,1 o 0,055 

b ) Composição qulmica do ferro fundido nodu-
lar ferrTt ico 

Eleaen-
tos c Si Hn s p 

Tarugos 

H1 3,10 2,68 0 , 21 0,019 0,036 
H2 3,27 2,63 0,21 0 ,018 0,036 
H3 3,52 2. 7 5 0,21 0,018 0,036 

N4 - N5 3,72 2,75 0 , 21 0,016 0 ,036 

N6 - N7 3,82 2,73 0,21 o ,015 o ,036 

As figuras 2 e 3 mostram as micrografias 
dos dois ferros fundidos. 
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fig. 2 M1crograf1a do ferro fundido cinzen
to ferrit1co. Ataque: Nita1 - 2%. 

fig. 3 Micrograf1a do ferro fundido nodu1ar 
Ataque: N1tal - 2S 

RELAÇ~O ENTRE A HlCRO ESTRUTURA E A CONOUTIBI
LI OAOE TrRH I CA. 

Considerações gerais . As propriedades de 
campo são caracterizadas pelas equações de 
campo. Uaa dedução teórica para uma deterain~ 
da propriedade de caapo tem val i dade para ou
tras propriedades do •es•o grupo. 

Entre a resistívidade e a condutibil idade . 
terNica, existe uma proprociona1idade inversa 
(p= À- 1). 

Como a equação microestrutura-propriedade, 
para uma determinada propriedade de campo po-
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Je ser transposta a outras propriedades do 
mesmo grupo, conforme ji citado acima, as e
QUaçoes desenvolvidas para a condutib1lidade 
elétrica são, por exemplo, diratamente aplic! 
veis para a condutibilidade térmica, valendo 
para ambos os casos a proporci onalidade tnver 
sa ~ ~ -l ( P = resistividade, A ~ condu tibi: 
lidade) . 

~ob a hipótese da forma esferoidal para as 
partlLulas da fase dispersa e levando em con
sideração a sua orientação, a equação micro
estrutura-propriedade para um campo elétrico 
estaciortiriO sob a forma de integral,na qual 
pode ser introduzida uma determinada proprie
ddde de campo em anãlise IJI é: 

c de 
1 - c 

dp 
2 2 J

•c 

.,~, 
l 1 1 - cos ao cos «o 

I) ( - --) , , 1 I + 1 1 1 1 "' I 
Po ,. -+(---)f0 -+(-~(---) ( 1-2F0 ) 

P Po P P Po Po P 
.. . ( 1) 

Es ta e~uação, quando calculada explicita
meHte 171, consti tu 1-se a denominada equação 
genér1 ca mlcroestrutura-resistivldade: 

1Pc l f(Focos2~o) A~(Fo,coszao) 
PM 

.. . (2) 

onde 

1 
"O~ ( 2 2 l ) Pc 

(I-F0)cos a0+ZF0(1-cos ~o> pM 

1'o' ( 2 2 -l ) PM Pc 
(1-F0)cos a0+2F0(1-cos n0) 

2 F0(l-zr0) 
I ( I • I ~ s "•t ) = ( 3 ) 0 0 1-(1-F0 )cos2n0-zF0(1-cos 2u0) 

I 0 fator de forma indireto 
rus 2

R ~ fator de orientação 

(4) 

RevBrCMec V.2 Abr 80 

p : resistividade 
c = percentagem volumétrica 
indices: 

O - para a fase dispersa 
M - para a matri~, e 
C - para o material bifãslco. 

Nestas equaçoes, as influencias da microe~ 
trutura estio quantificadas atrav~s dos fato
res estereol~gicos de concentração, forma e~ 
rientação das partlculas da fase dispersa. 

O fator de forma F0 é obtido na figura 4,a 
partir da relação entre eixos Z/X. 

I 
IÓ 

Fi g. 4 

v ......-
. 

/ .. r/a F' 
0,00 O/XX>78434 

I 0,004 0.0031257 
o,ooe 0,00621~ 

I 
0.02 QP53ir 
0{)6 0,043~ 

o,/ Q,06959e 
0,4 0,20!5~ 
0,8 Q3027 • 

I 2 0,41322 
6 0,4'783, 

10 0,4898s 

I 
40 0.4989. 
80 0.4996e 

200 (),4999. 
600 0,4999, 
1000 0,4999, 

- -
R•lol)~ entre •••osl~/xl 

Fator de forma, indireto, para 
propriedades de campo, como fun 
ção da relaçao entre eixos das 
esferõides. 

Para alguns casos especiais de orientação 
e forma , a equação (2) simplifica - se conside
ravelmente. 

Como casos esp~cials de orientação, mere
cem menção os seguintes: 

- or ientação estat1stica (as esteróides di s-
persas não estão orientadas); 

- completa orientação na direçao do campo (t~ 

das as esferõides dispersas e~tao orien t adas, 
com os seus eixos de simetria, paralelamente 
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j Jireçao do cam~o. cos2 a= 1); 

. completa orientação numa direção perpendic~ 
lar i direçio do campo (os eixos de simetria, 
L, de todas as esferõides dispersas, estão o
riQnlados perpendicularmente i d1reçio do cam 
po; cos 2 a= 0). 

Como casos especiais de forma podem ser ci 
tados: 

- o dis co cilindrico achatado, que ocorre 
ljuaudo a relação entre os eixos de simetria 
(z) e s ecundiri o (x) , das esfer~iAes disper
sas, se torna mui to pequen'él (F = O) para 
(zl~t) "O); 

• d esfera , para a qual a relação entre os ei 
xus de si metria (1) e secundário (x) das esfe 
roldes dispersas ~ igual a um (F 1/3 para 
(1/X) = 1), 

~ barra (bastao) cillndrica , que ocorre 
tludr.do a relaçao entre os eixos de simetria 
(t) e secundário (x) das esferôides dispersas 
~e tor na muito grande, isto ~m ocorre no caso 
1 imi le, no qual o eixo secundirio torna-se 
"1111 i ni tamente" pequeno em confronto com o e.!_ 
xo (I~ s i111etria, finitamente grande (F " 1/2 
f'olrél (Z/X) = <»), 

fl quadro 1, contêm as expressões resul tan 
l ~b da equação (2), para as combinações poss! 
vPI ~ dos casos especiais de forma e de orien
l dçao das particulas da fase dispersa IS I, on 
!11• ,l resistividade (eletrica ow térmica) e 
»llhs lituida pelo seu inverso.(o = ).- 1 ) , ou se 
td. pela condu tibilidade (eletr1ca ou termi 
l'·l) 

os d•scos cilindricos dispersos - caso ex
'' ~mo onde lim /z/x = O - , orientados perpen
di.tlldrmente i direção do caropo, e as barra s 
(bd,toes) ci lind ricas djspersas- caso extre-
TihJ nnúe 11111 z/x " -, nr i entadas na d1 reção 
Oo campo, correspondem ao arranjo das fases 
eur paralelo (equações (5) e (11), respectiva
HHn te). Por outro lado , o!. discos cil1ndricos 
d l'> pHsos, orientados ua diteção do campo,cor. 
•····. pondem ao arranjo da s fases em sê.r1e (equ!_ 
._ ltl (/)). 

A i nfluenc ia da estrutu~a cristalina e da 
m• cr ul!sLrutura de cada fase, sobre as respec
t IVd~ ~nndutibilidades, i verificada em todas 
d ~ eq ua çoes. Assim, por exemplo, a mesma fase 
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u''• o O,H I 

;:!::::t:~ r~i od .. ,,,,. cue\ ttttu :f!•::·~~: .. :· •. , .. , "'"'' .. ,.,,,-
'"co·~ 0 0·1(1 P,.'''ol lo • lc ~ 1·co·-----

1-•o • '• • '• o 'o • '• Clo-•"1 l'c'"ol 'c ... ,. 
c ... , •• s ... ,. .. (tf'f'UJt .. Jirlel 
,. ... ,., 

!51 (li (7) 

t.ll 
t- 'o. '• • 'c l~l'll u hrt 1c - '11 1c 

(li 

:óf'"l1 [ .'oi m ••• l•co• - 1o' 1t '~~1 l·t, • :..o - 'c 
c.tlf-.. ., .. " ., .... __ --r.: ... ,, . .,. •c•f "' . ·~ 

(trruJt •• P•"'•l•h~ 

li) (I DI (11) 

Quadro 1 Casos espec1a1s da equação geniri
ca microestrutura-dondutibilidade 
de materiais b1fásicos com estrutu 
ra dispersa-

em diferentes materiais bifâsicos , pode apre
sentar diferentes condutibilidades, como re
sultado de diferentes tamanhos dos cristais 
(ora finos, ora grossos) 19 1 (influências da 
microestrutura em materiais monofãsicos). Em 
funçio disto, a influência das grandezas de 
estado ê conhecida, através da condutibilida
de de cada fase isoladame~te. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS COM FERROS FUNDIDOS 
CINZENTO E NODULAR, FERRfTtCOS 

Dentre os diverso s métodos existentes para 
a de terminação da condutibllidade de mate-
riais, pode ser feita menção ao desenvolvido 
por S chroeder 11 O I· 

De acordo com este mêtodo, um certo mate
rial pode ter a sua condutibilidade têrmica 
determinada atravis de mera medição do tempo 
necessári o para a condens ação de determinado 
volunH: de um liquido, que se vaporiza em con
sequé ncia do calor recebido do corpo de prova 
em anãl tse. 

Este principio bãsico do mêtodo desenvolvi 
do por Schroed er i utilizado no condut~metro 
tirmico COLORA, apare l ho usado duran te a rea
lizaçao dos ensaios, figura 5 . 

Foram usados corpos de prova cilindricos, 
de di~metros e alturas nominais de 17,5 mm e 
20 mm, respectivamente . 

Com o intuito de uma minfmização das resis 
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Fig. 5 Condutõmetro térmico COLORA. 

tências de contato entre os corpos de prova e 

os d1scos d~ prata do condutõmetro, as duper
ficles planas extreMas dos corpos foram subm~ 
t idas a uma operação de polimento, sendo asse 
gurado, ainda ass1m, um suf1c1ente ~aralelis
mo entre as •esmas. 

A f1gura 6, ~ostra os valores experimen
tais, para a condutibi l ldade têrnlca , obti dos 
nos ensaios realizados com corpo~ de prova de 
ferro fund1do cinzento e ferro fundido nodu
lar, a•bos com natriz !erritica e a compara
ção destes resultados com curvas teóricas. 

Na comparaçao entre valores experimentais 
e teóricos, supos-se que as partlculas ~e gr! 
fita, no ferro fundido c1nzen to, aprese ntam
se sob ~ forma de discos, estatisticamente o
rlent~dos, e qu~. no ferro fundido hodular,as 
pdrl,culas de grafita apre~entam-se sob a for 
mc1 de es feras . 

Com base en valores m-dlos da l1teratura 
11 1. 121, para ~s condut1bilidades térm icas 

-1 -1 -1 
das fases (Aferrita • 0,064 cal.s .c• .K • 

-1 - 1 -1 . . grafita • 0,268 cal.s .em .K ), verlflca-
se a exlstincia de UMA boa concordãncia entre 
os valores e1peri~entats e a curva teõrica,pa 
ra o ferro fundido nodular, não ocorrendo o 
mesmo para o ferro fundtdo ci nzento . Isto po
de ser justificado pela expressiva Influencia 
de sillc1o sobre a conduttbi11dade ter•ica da 
matriz ferrTtice. As~ \• , a 1nclusio de 1% (e• 
peso) de silício, na ferrtta, reduz a conduti 
bilidade tir~ice em 501 e a 1nclusio de 2~ 
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P/1 .,., 
'"' •=o ~ ~ 

C()II.;Uof~&.~~) C( G I!A~ITA 1 '1.00 \K'I.. I 

Ffg . 6 Condut1bflfdade term1ca en função 
concentração de grafita . 
Valores experl~entais: 
-ferro fundido cinzento ferr1tico o 
-ferro fundido nodular ferrTtico â 

Curvas calculadas: 

da 

Para partlculas dispersas esféricas 
. ... (equação (8), quadro 1); para par 
ticulas dispersas, sob a forma de dis-
cos, estatisttca~ente orientados---
(equação (6) , quadro 1); 
ÀH • 0 , 064 cal/s.cm.K, matriz: ferrita 
ÀD 0 , 268 cal/s.cm.K , rase dispersa: 
gr'a11ta). 

(em peso), em 64~ llJI. Como ambas as curvas 
teóricas da figura 6 foram calculadas para u
•a mesma condutibll~dade térmica da matriz (1 
gual a da •atriz ferrlt1ca - co• 2,7~, e• pe
so , de ~ilicio, Jproximada•enle- do ferro 
fundido noduhr), torna-o;e explicãvel a loca
ção dos valores experimentais , p1ra o ferro 
fundido cinzento, acl•a da curva te~rica cor
respondente, Ji que, neste caso , a matriz fer 
rlttca (co• 1 ,81, em peso, aproxi•ada•ente , de 
sillcfo) apresenta, na realtdade, u•a •aior 
condutibilfdade tir•ica do que aquela do fer
r o fundido nodular. 

Um outro fator responsãvel pe l a divergen-
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li.s enlre valores experimentais e a curva te-ª. 
ricn. para o caso do ferro f~ndido ferritico, 
~ a frdgilidade da suposiçio feita de que as 
p~rliculas de grafita possuem a forma de dis
co~ estatisticamente orientados. 

As s etas apresentadas, j unto ã curva teõri 
ca obLi da da equaçio (6) {para partlculas di! 
rer<o<IS, sob a forma de discos, estatisticameE_ 
te ol"ientados), indicam que , se a citada cur
va for ca l culada para o cont~~do de silfcio 
que efl-ltivamente existe na matriz ferritica 
( 1,8%, em peso, aproximadamente) Cio ferro fU!!, 
dldo ci nzento, haverã uma melhor concordância 
~nlre o~ valores ej(perimentais e a curva teõ
ritü, para tal ferro fundido. 

Nn mdi s , destaque-se a confirmaç~o do pre
vl~to pela teoria: para concentraçoes de car
bouo ig ua is , o ferro fundido ci nzento apr"eSe_l! 
ld mn i ores valores para a condut1bilidade tir 
mi La do que o ferro fundido nodular. 

RflAÇAO ENTRE A MICROESTRUTURA E 0 HÕOUL O OE 
YOIING 
fons id eraç~es gerais 

Em um material monofisico, submetido a uma 
força unidimensional, reina um estado homogi
neo de te nsio e deformaçio, o qual experimen
La al lerações . quando uma segu nda fase e dis
persa no materi81. 

As concentrações de tens~es. resultantes 
d<.~ lllt lusão da fase dispersa, •dependem - como 
comprovam os ci lculos te~ri ~os de elasticida
de e as mediçoes Õticas de te ns ões 1141- da 
Lonccnlraçao, da forma e da orientaçio - em 
1 ~~d~áo ao campo - das partl cula s da fase di ~ 

rc t \ J, assim como das constantes elisticas 
(utÕdulo de com pressão K, môdulo de cisalhame~ 
In n. modulo de Yo~ng E e coeficiente de P01 s 

-.. nn ) da rnatr1z e da fase dispersa. 
A· concentrações de tensões são mh i mas em 

U' (t•i .. o vertical, figura h) , quando as par
I j, trle~:. da fase dispersa são elasticamente 
llt.ih "du ras" (E0 > EM) do que a matriz, e, 111~ 

tmo -. l'tn A',A {efxo horizontal, figura 7a), 
'lll·•hd •J as parliculas da fase dispersa são e
, ,,.,t,tame nte mais "moles" (E.0 < E111 ) do que a 

111.11 • i ' . E • q v a n to ma i o t• a d j s t ã n c ia a parti r· 
\Íd ~ uperfic;le limite entre as fases, mais re
lltttlll<~ s se tornam as tensoes, as quais atin-
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(o l ( b) 

F1g. 7 Concentrações de tensões: a) devido a 
uma p~rtfcula dispersa esférica; b) de 
vide a um poro esferoidal. 

gem o valor da tensão norma l, a uma distância 
de três a quatro vezes o raio da particula 
dispersa. 

Para a dedução de uma relação quantitativa 
entre o môdulo de Young e a microestrutura de 
materiais bifãsicos, utiliza-se informaç~es 
estatisticJs. resultantes de medições com si! 
temas de um, dois, três ou n pontos e que são 
reu nidas nas chamadas "funções de correlação~ 
Os fatores estereolÕgicos são então correla
cionados com informações obtidas dos pontos 
de mediçjo sobre a frequência de aparecimento 
de uma certa tensão e respectiva deformação.O 
tNtamento estatistico de tais funções de CO!. 

relaçao fornec e duas soluç~es 1151, das quais 
sao obtidos os valores limites mãximo e mini
mo, entre os quais situa-se o mõdulo de Young 
do mater ia l bifãsico. As sucessoes de valores 
l1mites, para todas as co ncentrações de fases 
possTveis, de um matetial bifâsico resultam 
nas curvas l•imi tes, as quais situam-se tanto 
mais prÕ~1mas entre si, quanto maior for o n~ 
mero de informações sobre a m1croestrutura,ou 
sej a, 4uanto ma is estas confirmarem a homoge
neidade, a isotropia, ou a desordem da estru
tura do material (bond principie). 

o conteúdo de infor~açoes . que serve de b! 
se para as curvas limites ê es tabe lecido por 
meio do sistema de wedição de um, dois ov 
mais pontos e ê expresso at1·avés do denomina
do ''nÚmero de ordeJII". 0 nUmero de ordenl Ulll 

corresponde ao ~aso ~m que as cur~as limites 
são relativas aos arranjos das fases em para-
1 e 1 o e em se r i e'. 

No caso de um estado de tensao uni-ax ia l ! 
lást ica , e para um arranJO em paralelo, ocor-
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re uma ~esma 1ntens1dade de deformação em am
bas as fases . Tal arranjo corresponde ã curva 
limitrofe super1or , de primeira ordem , pa ra o 
m~dulo de Young de ma terial bifisico I 16J : 

( 12) 

Ec m~dulo de Young do m~tert al bifis i co 
E

1
, E

2 
= módulos de Young das fases 1 e l ,re! 

pect 1vamente 
porcentagens volumétricas das fa ses 
1 e 2 , respectivamente. 

O arranjo das fases em sirie, por outro 1! 
do, impl ica em i~ualdade de tensãu em amlfas 
as fases e corresponde ã cu rva limitrofe infe 
riar, de pr i meira ordem , para o m5dulo 
Young de um material bifási co l 16 j : 

~ 

de 

(13) 

Para outros mõd ulos elásticos (G , K), são 
vã l idas , exatamente , as mesmas relações , na s 
quais os módulos de Young são subst i lufdos, 
nas equaç~es {12) e ( 13 ), pelos modulas de ci 
salhamento (G) e de compressão (K) 1171. 

As curvas l imTtro fes de segunda ordem , pa
ra o módulo de Young de materiais bifásicos, 
com estrutura dispersa, são obtidas da resolu 
çào das funções de correlação correspond entes 

( 14) 

sendo que Kc e Gc, para discos cilfndr icos, o 
rientado~ estatist icamrnte, são dados pel as 
equações (A I) e (A2) do Apêndice e para esfe
ras , pe la s equações (A3) e (A4) do Apêndice. 

O cál culo do mõdul o de Young de materiais 
bifâsicos requer, de acordo com as expressoes 
citadas ante rio rmen t e (Vide Apêndice). o co 
nhecimento dos coeficientes de Poisson e dos 
mõdulos de suas fases. 

~uitas vezes, a influenc1a da microestru t~ 

ra e "ofuscada~pela dispersão dos valores me
didos e que assim ta l influencia sõ serã n1ti 
da - e, consequentemente, de relevância têcni 
ca -. quando os módulos de Young das fases do 
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material b1fisico d iferenciarem-se de mais de 
uma ordem de gra ndeza. 

RESULTADOS EXPERI~ENTAlS COM FERROS FUNDIDOS 
CINZENTO E NOOULAR 

Pode-se mencionar dois mitodos básicos pa-
r a a medição do mõdulo de elasticidade: 

- Método da re5posta em frequência 
- Método da reverberação. 
No presente traba l ho , foi usado o "Hitodo 

da resposta em frequêncta•. 
Neste mitodo, uma amost r a do mater1al a 

ser analisado ê "us inada em forma de barra e, 
em seg uida , engastada em uma ou em ambas as 
extremidades. Esta barra sofre uma excitação 
atrav és de uma força harm5nica, cuja frequên
cia pode ser variada de ntro de um certo inte~ 
valo de valores: O~ s te proced imento resulta 
um grifico ampli)Ude x freq uincia, no qual se 
procede a leitura da frequênc.ia natural, cor
respondente aos pontos de mãxima amplitude. 

Com base na equaçao (A4), do Apên dice , l 18 1 
pode-se ca lcula r o mÕdulo E. a partir de uma 
frequência natural, de ordem n, dada em Hertz: 

E ( 1 5) 

onde: E - kgf/cm 2 (kgf/cm2 .9,8066S.I0-2,.N/mm2 ) 

1 - cm 4 

m - kg/cm 
t - em 

f n - 1"12 
a~- adimensional 

Os corpos de prova (barras de seçio retan
gular çom comp rimento livre de 200 mm) sio ri 
gidamente afi xados (por engastamento simples) 
ao suporte rtn "Modulus Apparatus" onde sao 
submet i do s a u1na varred11ra dP. freq uênc tas - 2 
a 2000 Hz. com controle ma nual - através do 
t ransdu tor i ndutivo, ligado ao oscil ador de 
f r equências, veja figura a. 

Os movimentos de vibração produzidos nos 
corpos de prova sao captados pelo transdutor 
capacitivo, cujo sinal , passando pelo pré-am
pl ificador, chega ao amplificado~ . onde se 
torna possivel, por um visor, a avaliação das 
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amplitudes das vibrações . 

Fig. 8 - Equipamento usado na determinação 
das frequenctas naturais dos corpos 
de prova de ferro fund 1do cinzento 
nodular 119!. 

Ass i• procura-se detectar virias frequên
cias naturais {de ordens diferentes) de osci
lação dos corpos de prova , por weio de sim
ples verif1caçio {no visor do ••plificador) 
dos •picos• de a•plitude de o~cilação e subs~ 
quente med1çao das frequencias de oscilações 
equivalentes (q~e pode ser fe1ta, por exemplo 
por u~ contador de pulsos •Racal•). 

Na figura 9, os valores experimentais, pa
ra o mÕdulo de Young, obtidos nos ensaios,são 
comparados com curvas teÕrlcas: ca lculados u
sando-se as equações(14, 15 ~ 16)para o ferro 
fundido ci nzento e as equaçoes (14, AJ e A4} 
para o ferro fundido nodular. Para a compara
çio entre os valores experimentais e os valo
res teóri cos, supõe-se , que as part1culas de 
grafita, no ferro fundido ci nzento, apresen
ta•-se sob a forma de discos, estatist i camen
te orientados , e que, no ferro fundido nodu
lar, as partlcul~s de grafita 1presenta• -se 
sob a forma de esferas. 

Sendo to•ados valores •edfos da literatura 
11, 12, 13 J , para os •Õdu1os de Young e os 

coeficientes de Poi~son das fase s (E~ • 
-2 

(ferrita • 200000 H .m~ ' ~H • ~ferrita a 

0,31; E0 • E rafi ta • 10500 N.•un-2; "d " 
~9rafita • o.?4), verific a-se u~a boa concor 
danc1a entre os val ores experimentais e a cu~ 

va teõrica, para o ferro fundido nodular, o 
que confirma, para este caso , a validade da 
suposiçao feita (forma esfer1ca, para as par
t1culas de graf1tl) Para o ferro fundido cin 
zento , entretanto, nio e verificada uma boa 
concordância entre os valores exper\~entais e 
a curva t eórica, denotando, para este caso, 
uma fragilidade da suposiçao feita (for•a de 
discos, estatisticamente orientados , para as 
part1cu1as de grafita). Isto significa que a 
•icroestrutu ra real, para este caso do ferro 
fundi do ci nzen to , é relat ivamente diversa da 
hipotet icamente s uposta . 

6 -----; --. 

a l ' • ;:r • • .r--r ..,-N • • • -r- - · 
T I . 
~ 
zll'~ ----
~ 
o 
z: 
:> 
o ... 

~~-~------~--------~------~~----~ 9,0 IQ,O 11,0 12;0 l'oQ 

C:ONC!HfiiAÇAO OE GRAnfA , ,_ElO VOL I 

Fig .. 9 - MÕdulo de Young em função da conce n
traç3o de grafita. Valores experime~ 
tais . - para ferro fundido'cinzento 

- para ferro fund1do nodu1ar 
Valores da literatura: 
- para ferro fund tdo nodu lar, 
Curvas calculadas: Para pa rticula s dispersas 
esféricas: -·-·- (equações (14, Al , A4 ); para 
part1culas dispersas. sob forma de discos .es
tatistlca•ente orientadas---- (equações (1 4. 
Al, A2), E~ • 200000 H. ~- 2 (•at r iz: ferrita) 
E0 10500 H . ~m - 2 (fase dispersa: grafita); 
"H ., O , 3 1 ; v0 • 0, 1 4 . 



34 

RELAÇM ENTRE A MICROESTRUTURA E O COEFICIE N ~ 

TE OE EXPANSAO TERMICA LINEAR 

Considerações gerais. O coefic iente de ex
pansão térmica (~v> ê definido como a varia~ 
ção de volume (ôV) - em decorrência de uma m~ 
dança de temperatura (6T) - relacionada a um 
volume inicial (VA)' para pressão {p) cons -
tante e composição qul'mica (c 1) imutável: 

(16) 

Admitida a h i pótese, segyndo a qual , o coe 
f1ciente ~e expansao térmica apresenta, para 
pequenos Interva l os de temperatura, uma depe! 
dência desprez1vel em relação a esta tempera
tura , e integrando a equação (16), resu l ta: 

( 1 7 ) 

\. 

Assim, um materiJl is~tropo tem o seu coe
ficiente de expans ão termica linear (a) dado 
por: 

d 
v ( 18) -= 

3 

onde: 6i , va riaçio de comprimento para uma 
determinada dife rença de temperat~ 
ra T; 

9 A : comprimento inicial ã temperatura 
am l.d ente TA. 

Quando um material bifásico - pressupos ta 
uma t sotropia e admitido um com porta me nto e
lástico linear de suas fases - é aquecido 
(~T = 1 -TA)' as suas fases expandem-sedes! 
gualmente, de modo que cada uma delas se con! 
titui vm~obsticulo~ para a expa ns io da outra , 
originando-se em consequência, tensoes inter
nas . Quando , por exe~plo, a matrir se expande 
te rmicamentR menos do que a fase dispers~ 
(uM < ~0 ) , surgem , então, tensões de t r açao 
(+o) na matriz e tensões de compres são (-o) 
na fase dispersa 

A. equação genédca mi croes trutura-coefici
ente de expansão tirmfca linear de materiais 
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bifãsicos, com estrutura dispersa e 1131: 

Tal e~uação, conforme pode ser notado , es
ti diretamente a~sociada is propriedades eli! 
ticas do material bifási co , dependendo, as
sim , das suas respectivas determinações. 

Dentre os diversos métodos existentes para 
a determinação do co-eficiente de expansão te!. 
mica linear de materiais , pode ser feita r ef! 
rencia ao utilizado no desenvolvimento do di
latõmetro eletrônico comparativo , 1201 para 

alta s temperaturas. 
A figur~ 10, mostra o dilatômetro eletrôn~ 

co comparativo Netzsch 402E e o forno que ga
rante um aument9 continuo de te~peratura so
bre o corpo de pr ova ém aniltse. inserido no 
dilatômetro, equipamento usado nos ensaios P! 
ra a det e rminação do coeficiente de expansão 
1 i near . 

Fig. lO- Dilatômetro eletrôni co compara tivo 
Hetzsch 402E. 

Resultados experimentais com ferros fund i
dos cinzento e nodular . Foram usinados éor 

pos de pr ova ci11 ndricos com d iâmetros e com
primentos nomin~is de 6,0 mm e 45,0 mm. res
pectivamente. 

Com o intuito de se garantir uma suficien
te precisio n~s mediç6es das expans~es tirmi
cas l i neares dos co rpos de prova, as superfl-
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cies planas extremas dos mesmos foram submeti 
das a uma retificação, sendo assegurado, um 
suficiente paralelismo entre as faces. 

Nos ensaios realizados, G intervalo de te~ 

peratura selecionado foi fixado entre 20°C e 
600°C. A seleção do lfmite inferior do inter
valo foi feita em função da temperat ura ambi 
ente aprox i1nada de 20°C e a se1 eçao do 1 imite 
superior foi feita de modo a tornar tSo gran
de quanto posslvel, fazendo com que, de um l! 
do, os ensaios proporcionem uma boa represen
tatividade do comportamento termfco do mate
rial do corpo de prova e, de outro lado, com 
que não seja atingida a temperatura de trans
formação da estrutura ferrlti ca em austenlti
ca. 

A figura 11, apresenta valores experimen
tai s , para o coeficiente de expansão térmica 
linear- obtidos de ensaios realizados com 
corpos de prova de ferro fundido cinzento e 
ferro fundido nodular, ambos com matl'iz ferri 
ti ca e sua comparaçio com curvas teõricas. 

As curva s teóricas foram ca l cu Jada s usando 
se as equaçoes (19) e (15) para o ferro fundi 
do ci nzento e ( 19 ) e (A3) para o ferro fundi
do nodu I ar. 

Para a comparaçao entre valores experimen
tai s e valores teõricos, ê suposto, no ferro 
fundido cinzento. que as particulas de grafi 
td se apresentam sob a forma de discos, esta
tisticamente orientados. e que( no fel"rO fun
dido nodular, as particulas de grafita se a
pres entaln sob a forma de esferas. 

Forbm tomados valores midios da literatura 
111.12, 13 1. para os m.Õdulos de Voung. para 
os coeficientes de Poisson e para os coefici
entes de expansao tirmica linear. das fases 

-2 
([M " Eferrila = 200000 N.mm ;vM_~ v~y r rita 
.. 0,31; ~ ~ t'ferrita" (14,0)(10 )K ; ED ~ 

-2 
Egrafita = 10500 N1mm ; ~~ = _ ~ r a fita • O ,14 
'(o ~ agrafita = (2,90)(10 )K ~. Verificou-
se a existência de uma boa concordância entre 
os valores experimentais e as curvas teóricas 
para os ferros fundidos cin~ento e nodular. 

Devido ã grande diferença entre os módulos 
de Young da matriz (ferrita) e da fase disper 
sa (grafita), as partTculas de grafita nao 
constituem. praticamente, obsticulo algum i 
livr e expansão da ferrita. Assim a forma das 
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part'l culas tem uma influencia muito pequena 
sobre o coeficiente de expansão térmica li

near, de modo que os valores teóricos e expe
rimentais para o ferro fundido nodular devem 
estar bem prõ~imos aos correspondenles para o 
ferro fundido c1nzento. No caso do material 
analisado, a diferença entre a composiçao qu! 
mica do ferro fundido cinzento e a do nodular 
constituiu-se num fator responsivel pela aif! 
rença dos resultados experimentai s e teóricos. 

t6,0 
ç 
'e 
~. 1$,0 

~ 
:l 
<t 

~ --

o A 
~ 14,0 

! 
F-' =-1-· -= ..::-~-.. -a • t ~; • i ... 

0.. 

~ !!,0 
Tt 
~ 

~ 

10,0 11,0 ll.O 13,0 

~ONCENTRACJO OE GRAnTAI~ EM VOLI 

Fig. 11 - Coeficiente de expansão térmica li
near em funçao da concentração de 
grafita (293-873K). 

Valores experimentais: 
- ferro fundido cinzento (o em argônio; 

no vácuo) 
- ferro fundido nodular 

no vãcuo) 
Curvas calculadas: 

em argônio; 

~ Para particu1as dispersas esféricas: 
(equações (19) e (A3); 

- Para particplas dis~ersas, sob forma de di! 
cos, estatisticamente orientados----
(equaçoes (19) e (Al); 

-6 -1 aM = 14,0.10 K (matriz: ferrita); 
. -2 -6 EM= 200000 N.mm ;vM = 0,31; a0 = 2,90.10 

K-l (fase d fspersa; grafita); E
0 

= l 0500 
-2 N • mm ; "o = o , 14 . 

COffCLUSOES FINAIS 
O trabalho desenvolvido permite um melhor 

entendimento sobre as relações quantitativas, 
existentes en.tre a mi croes'tru tura e algumas 
propriedades de materiais bifãsicos. 

Ensaios foram realizados com ferros fundi
dos nodular e cinzento, ferr'lticos, sendo 
constatada uma considerivel concordincia en-
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tre resultados experinentais e valores teóri
cos para propriedades, ta1s co~o a condutibi
lidade ter~ica, o mÕdulo de Young e o coeficí 
ente de expansão ter~ica l1near. Isto vem com 
provar que, sendo conhecidos os valores, de ~ 
ma Jada propriedade, rara anbas as fases de 
um dado ruterfal bitas ico (grafrta e ferrita. 
no caso do ferro f~nd l do ferritrco), assim c~ 
mo, a concentraçao, for~a e o arranJO geomi
trico da fase disp~rsa (grafita , no caso do 
ferro fundido), torna-se poss1ve1 a previsao, 
com u•a boa m~rge~ de precisao, do valor da 
propriedade do material. 

Uma outra importante aplica~ao dos result! 
dos do estudo desenvolvido, con~1sle na poss1 
bilidade de otlmizaçde\ da mitroo•trutura ,com 
o intuito de melhorias - previamente estabe1! 
clda~ - de propriedades de Materiais bifãsi
cos (obtençao de ~atertais wsob medlda•). 
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3(1-2v

0
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E o 
2(1+v0 ) 

EM(3-5c0 ) 

12 ( h vM) 
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AP[NOICE 

(A 1) 

(AZ) 

(A3) 

(A4) 

Kc· Gc • mõdulos de compressão e de cisalhamento • . respectfvamente, do material bifãsico. 
Ec• EM' E0 • módulos de Young do material bifãstco , da •atriz e da fase dispersa, respectiva-

11ente. 
c0 • concentração volumetrtca da fase dispersa. 
a. b • etxos grande e pequeno, respect1vamente, das esferôides dispersas. 
"c• "H' "o • coeficientes de Poisson do aaterial bifásico, da •atrtz e da fase d1spersa, res

pectivamente. 

I 
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ESTUDO COMPARATIVO DA SOLDAGEM MIG-MAG 
DO AÇO SAE 1008 COM DOIS TIPOS DE 
ARAMES-ELÉTRODOS 

ALMIR MONTEIRO QUITES 

JAIR CARLOS OUTRA 

FAUSTO MOAENO DE MIRA 

CENTRO TECNOLÓGICO, UFSC, FLQfnANÓPOUS, SC. 

SUM1iR fO 

O& a.u to11.u ut-u.da11a.m o dí!.t"•mpt.nlto de dou e.i.'i..t1todo~> de ClQ.O, d.i.6CI.Ite.nc..ia.do6 peta aompE_ 
~ .i ç.do qu.1mlc.a., 11 ct•mpa'Lalta.m u t.olda..t. obUdu com o4 pll.oceuot. t.IIG e UAG, utitiza.ttdo 
co/'ftn•n.te. c.un.tZnua na~ ducu. polalt..(.dadu.. 06 eté..t.ILodo4 u.tudado4 bâo .t1.pi.c.o6 da.b ct.u
&t 6 AWS - E-70S - 3 e AWS- E-70S-6. 

INTROOUÇAO 
ObJetivo do trabalho. Este trabalho e par

te de uma pesqu\sa bem mai~ ampla que visa d~ 
senvolver o conhecimento básico dos proces
sos de soldaqem, a tal ponto que se possa pr! 
determinar a geometria, as propriedades mecâ
nicas e dS metalúrgicas da solda a partir do 
conhec imento dos insumos e outros dados de en 
trada do processo. 

Entende-se q\Je a pesquisa as•sim concebida 
e mais promissora. permit1hd~ uma ulterior a
pliCdÇaO pritica sobre um~ base mais s511da e 
mdis extensa. Nao se pode conceber de outra 
forma a missao de pesquisadores de soldagem 
no imbito d~ unfvers1dade. 

Visa-se aqui divulgar o desenvolvimento 
des ta pesquisa apresentando, a titulo de ex~ 
pl i fi caçao, aspectos relat1vo5 ã influência 
d~ composlçao do arame-elétrodo combinada com 
Influências de insumos e restrições. 

Visao global do processo de soldagem. Sol
~agem a arco voltal CO e O prOCeSSO que trans 
forma porçoes do material de base e do mate-
1al de adição em uma junçao permanente chama 
a solda. 

As soldas resultantes diferenciam-se pela 

sua geometria e proprtedades mecâ nicas e met! 
lúrgicas tant o da solda como da ãrea adjacen
te pertencente ao ~aterial de base , que foi a 
feta da pelo calor (Ffg. 1). 

~--·'"'•"' 
~~ bo se 1 

entrado 

Fig. 1 Entrada e salda do processo de solda
gem. 

Fixado o materia l de base, qua nto ã forma~ 
ãs dimensões, ã composiçao qulmlca , ã prepar! 
ção dos bordos e o espaçamento en t re eles, e 
fixadas também as caracterfsticas do materia l 
de adição. a solda resultante depe nd er á ape
nas dos insumos e restriçoes pr Õprias do pro-
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cesso Os i nsunos são: 

- o gas de proteção; 
- energ ia elêtrica. 

As restr1ções são: 
- o comporta~ento estãti co e dinãmico da fon-

te de energia~ 
- a velocidade de soldagem; 
- a ve loci dade do a rame de material de adição 
- a posiçao de soldagem• 
- as restriçoes estruturais. 

A caracterTstica estãtica de arco, o tipo 
de transferência do material , a distribuição 
do ca l or e a so lda resultante, dependem de 
arnbos, i nsumos e restrições (Ffg. 2) e defi
nem as caracterlsticas bisi cas d~ operaçio de 
soldagern. 

.. Co•porr ••••H• 
d1 ro•t• 

- V.lot •d•dt do 
J<l1dt9fll 

• hlocl4•h •H· •~ •~ao 
• P0\1\•0 h 

••Ida tu 
• •ollt' l\OH t! 

trvt.,• ••• 

(IITUOA 

SATOA 

SOLDA ( 'IATttiAL 
AH I ADO PElO C AlGR 

• Goo•Hrii 
• Pro prltdldtt •• 

c h I cu t "tt•~ 
IÜrgl t • $ 

' 

• Supr l•ento ele 
té• ofe prote
çoo 

- $uprl•uto 4e 
uergh 

Fig. 2 rluxograma do d esenvolvi~ento dos pr~ 
cessos de soldagem. 

Enquanto a questao se coloca em determinar 
~s relaçoes exi stentes entre insumos, restri 
çoes e a geome Lria da solda, pesquisa -se a 
so ldag em quanto aos processos. 

Por outro lado, enquanto a questão e de-
terminar a influincia das coruposiçoes do mate 
rial de adtção e do ~aterial de base sobre a 
solda e suas propriedade~ pesquisa-se no cam
po da metalurgia da solda e da soldabilidade 
dos mater ia is. 
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A figura 2 mostra que o estudo dos procei
sos se faz no ca~po indicado pelas setas hor! 
zontais , enquanto que o estudo da met~lurgia 
da solda e da soldabiltdade dos materiais se 
faz no campo indicado pelas setas verticais. 
Todavia, esta e uma cla~slficação formal , pois 
um estudo promissor deve rã integra r estes 
doi s aspectos da soldagem. 

Após vários anos dedicados à pesquisa c~m 

ênfase nos processos de soldagem, tendo resul 
tado d~T a ediçao do l1vro intitulado TEC~OLQ 
GIA DA SOLOAGEH A ARCO VOLTAICO , a equipe do 
LABSOLOA-ursc volta-se agora para o estudo da 
metalurgia da salda e do soldabilidade. Esta 
nova i nfa se nio provoca'i descontinuidades no 
prog rama geral de pesquisas, porque se de~e1-
volver~ integrad~ com o estudo dos processos. 

~ 
A abordagem proposta neste trabalho. Neste 

trabalho apresenta-se um estudo da soldagem 
HtG/ MAG do aço SAE 1008 com dois elitrodos de 
composições diferentes. 

o co2 e o a rgõn;o são os gases que, puros 
ou misturados, sio usados como protetores do 
arco atuando diferentemente . O primeiro ay e 
como agente carburante-oxidan t e e o segundo 
nao tem função quimica, mas apenas fis ica. 

Face ao exposto e ainda tendo-se em v1st~ 
que o material de adiç~o no processo MIG/HAG 
i o priprio elitrodo, acredita-se que o teor 
de C, Si e Mn nele contido, bem como a natut•e 
za do gãs de proteção originam i nf luências : 
r10 co nsumo do a rame-elãtrol.lo, na produçao de 
mat~rial de adiç3o, na 9eometrla da solda , nas 
suas propriedades. 

Inic ia lmente fixam-se a corrente, a tensao , 
o d1âmetro do elêtrodo e a velocidade de sol
dagem e adota-se: (a) como variáveis indepeu
den tes. a composiçao do material de adição, a 
po lar t dade do elitrodo e a natureza do gâ~ de 
proteção; e (b) como variáveis dependentes : o 
consumo do elêtrodo , a produçao de mater1al 
de ad1çao, a ãrea adicionada da solda, a peu~ 
tração linear, a penetração ~m ãrea e a dure
za mãxiru. 

Posteriormente, para complementar o estudo , 
cada u~a das variáveis dependentes serã est~
dad a em função tambêm da co r rente, da tensão 
e da velocidade de soldagem. Neste trabalho, 
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esta última parte se restringe ao estudo 
consumo do eletrodo. 

do 

ESPEClFICAÇOES 
Arames-eletrodo. Neste trabalho comparam

se dois tipos de arames comerciais, de 1,2 mm 
de diâmetro, um deles (E 70S-3) possuindo um 
baixo nivel de elementos endurecedores (Si, 
Mn) e outro (E 70S-6) tendo alto nlvel destes 
elementos. As composiçoes limites são mostra
das na tabela 1. 

Eletrodos c Si Mn p s Cu(~~ 
vesN 

(S) (%) (S) (S.) (S) ment 

E 70$-3 o 1100 0 , 60 1 ,20 0 ,045 0,024 0,40 

E 70S-6 0,130 0,92 1 ,60 0,042 0,020 0,31 

Tabela 1 Composiçio qufmica dos arames-ele
trodos utilizados. 

Outras especificaçoes. Em todo o trabalho 
as seguintes variãveis foram mantidas constan 
tes no valor especificado: 

material de base: - aço SAE 1008 de 6,35 mm 
de espessura {1/4"); com
posição: C-0,072;Mn-0,41. 

gãs protetor 
processo 

argônio e co2 puros 
- soldagem plana sobre face 
- eletrodo com movimento re 

tillneo un1forme (sem os
cilações transversais) . 
distância da tomada de 
corrente a chapa: 15 , 5 mm 

- corrente contfnua em pol! 
ridade direta e inversa 

fonte de corrente:- marca Carl Cloos, modelo 
GLC-303-PA/3 com ampera
gem máxima de 350 A e ten 
são de 34 volts. 

fSTUOO EXPERIMENTAL DA GEOMETRIA O~ SOLDA 
Procedimento experimental. Para melhores

tudar o assunto fixaram-se, alem das varla
veis jã especificadas nas seçoes anteriores 
deste trabalho , mais as seguintes· 

I = 180 A; V - 30 volts; vs • 30 cm/min 

Como variáveis independentes foram conside 

4 1 

radas: a composição do arame (E 70S-3 ou 
E 70S-6)~ o gis de proteçao (argônio ou co 2); 
e a polaridade (CC~ ou CC-). As variáveis de 
pendentes, determinadas por medições nos cor
pos de prova, foram· a ãrea adicionada (A 1 ); 

a ãrea penetrada (A 2); a ãrea afetada pelo c~ 
lor (A3 }; a largura da solda (b); o reforço 
da solda (r); e a penetração lineH (p). 

As medidas foram tomadas sobre uma seção 
reta particular da solda, a qual foi escolhi
da, de modo a garantir a legitimidade dos va
lores, pelo •criter1o do rendimento de deposi 
ção", o qual passa-se a expor. 

O rendimento de deposição pode ser detérmi 
nado, para a solda inteira, por pesagens. As
sim 

onde pl e o peso do material de base antes da 
deposição por soldagem; 

p2 e o peso do mater1al de base e da so l 
da apõs a s o 1 dag em; 

Pe é o peso do material do eletrodo que 
foi consumido na execução da soldagem. 

O rendimento de deposição tambêm pode ser 
calculado para uma seção particular da solda. 
Assim 

n • "' d 

onde A1 e a ãrea adicionada da solda; 
d o d i i metro do a r ame ( 1 , 2 mm ) ; 
vs a velocidade de soldagem; e 
va a velocidade de mergulho do arame. 

O critério para selecionar uma seção reta 
particular da solda, de tal modo que se pude~ 
se garantir que esta seção ê representativa 
da solda como um todo, consistiu em escolher 
a seção para a qual 

expressão que resume o critério proposto pe
los autores e denominado, simplificadamente, 
de •critério de rendimento de deposição". 

A tabela 2 indica os valores determinados 
experimentalmente. 
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.Kroa• do ••Z C011p'l"ia~ettto~ C!• IDlft 

.... I "z I ":s h r p 

... co2 
CC• 17. s 18,9 S4.l l\,7 2.1 2,80 

I ., CC- 30 o 8.4 37 6 IZ.O 3,2 1,65 o .... 
CC• 17,6 7,0 ss. 7 10.1 2,6 l,ZO 

1<1 Ar& 
CC- 26,9 s.a so.o 10.5 3.5 1.10 

.o co2 
CC• lS,I 1 s .9 JS.Z lO.S 2.3 z.ss 

I 

"' CC- 30.0 12 .1 _'!!,!.. 10 6 3,9 Z ,lO .. .... 
CC+ ts,o S,l 47 , 4 1.8 Z,6 1.20 

111 Are 
CC- za.3 S.2 Zl.l 10 4 3 9 l.OS 

Tabela 2 

Anãlise dos re~ultddos 
a) Quanto ã ârea adic1ooada (A1) 

Observou-se que o fator preponderante a in 
fluenciar no valor da irea adicionada ~ a po
laridade. Sendo identicas .s'> demais condi
çoe~ de soldagem, pode-se dizer que a polari
dade direla (CC-) sempre conduz a uma ma1or! 
rea adicionada. 

O sc9undo fator, em ordem de importãncia,e 
a compoSIÇ30 do arame. Nas condições das expe " -
riência~ relatadas, a mâxima área adicionada 
foi obtida na polaridade direta (CC-) e co11 
proleçao de co2 , sendo seu valor de 30 mm 2,p! 
ra os do1s tipos de amares-elêtrodos utiliza
do~. Porém, com a mesma polaridade (CC-), mas 
com proteçuo de argonio, obtêm-se maior ârea 
adic~ o nada c~rn elitrodo E 705-6. Soldando-se 
tom d polaridade inversa (CC+), a ârea adiei! 
nddd i m~ior com eliLrodo E 705-3. seja qual 
ror o gâs protetor. 

N,,., cond•çoes deHa experiência, observou
:.e que. p<H•(I igual drame-eletrodo e para po
laridade invers3 {CC+), a ãrea adicionada pr~ 
tirarnenle nao varia co~ a mudança do gis. Po
rém, na polaridade direla (CC-) o co2 oferece 
umd maior ar~a adicionada. 
b) Quunto à ãrea penetrada {A 2 ) 

A experienCiü 1nd1cou que o fator mais im
portante a afetar o tamanho da irea penetrada 
P o yãs de proteçao. Em cond1çoes idênticas 
de ~oldagem. ~x~eto quanto ã natureza do gas 
de proteção, o co2 produz ma1or ãrea penetra
da. 

A composição do arame influi fazendo com 
que. sendo identicas as demais condições de 
soldagem , o arame E 705-3 produza maior pene
l•· c~çao em ãru, exceto no t.aso da sol dage111 
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sob co2 em polaridade dlreta. 
A polaridade tem influencia marcante quan

Jo a proteção ê de co 2• especialmente com ar! 
~e E 705- 3. Em condiçoes estritamente compar! 
veis, a polaridade inversa (CC+) sempre ofer! 
ce maior penetraçio ~~ irea. Porim, com prot! 
ção de argônio e arame E 705-6, quase nao hi 
influência da polaridade. 

c) Quanto à ãrea afetada pelo calor (A3 ) 

Verificou-se que o fator mais importante 
quanto ao tamanho da irea afetada i a compos! 
ção do eletrodo. Analogamente ao que acontece 
com a ãrea penetrãda (A 2 ), a irea afetada(A3) 

~maior com E 705-3, quando as demais condi
ções de so1dagem são idênticas. A Ünica exce
ção a esta afirmativa ê o caso da soldagem 
com co2 em polaridade direta. 

A influincta di polaridade se caracteriza 
por urna maior ã,..ca afetada no cHo de polari
dade inversa {CC+), excet~ no caso de solda
gem com arame E 705-6 sob co2• 

A proteção com argônio gera uma maior area 
afetadc~ do que a proteção com co2 , exceto no 
caso de E 705-6 e~ CC-. Para E 70S-3 e CC+ a 

diferença e desprez1vel. 

d) Quanto a largura da solda (b) 
As maiores larguras de solda ocorrem 

rame E 705-3 e proteção de co2. A menor 
ra foi obtida com elêtrodo E 705-6 em 

com a 
1 a rg_l! 
solda 

gem sob argônio com polaridade inversa (CC+). 
As demais condições de soldagem se equivalem 
quanto i largura da solda resultante. 

e) Quanto ao reforço {r) 
Neste caso, a polaridade ê o fator mais in 

fluente. A polaridade direta (CC-) gera ma1or 
reforço. 

A composição do arame qu~ causa maior re
forço e a do E 705-6, s endo igualS as demais 
cond1ções. 

O gãs de proteçao influi, produzindo maior 
reforço a soldagem sob argônio, mantidas as 
demais condiçoes iguais. 

f) Quanto i penetração (p) 
O fator mais marcante, neste caso, e o gas 

de proteçao. Sendo idênticas as outras var1ã
ve1s, o co2 causa maior penetração que o arg! 
nio. 
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O segundo fator em importancia é a polari
dade, onde a polaridade inversa alcança maio
res penetraçoes que a direta, e~ iguais cond! 
ções de teste. 

Ho tocante ã composição do arame, verifi
cou-se que a troca de E 70S-3 para E 70S-6 
nao modifica a penetraçao se a soldage se f! 
zer sob argÕn10. Sob C0 2 a polar1dade inve~a 
(CC+) dá vantagem no caso de eletrodo E 70S-3, 
enquanto que a polaridade dfreta (CC-) dá van 
tagem no caso de uso do elétrodo E 70S-6. 

ESTUDO EXPERI MENTAL DA OURElA DA SOLDA 
Procedimento exper imental Para estudar os 

efeitos da compostçao do arame, do gis de pr~ 

teçao e da polaridade sobre o solda de aço, 
procurou-se comparar as dure1as da solda obt! 
da. 

Para me l hor caracterizaçao de condições 
comparáveis, os autores adotaram o critério 
da durezano raiz da solda . Assim, 11edira11-se 
durezas, era cada seçao reta do corpo de pro
va, ao longo da linha paralela ã superf1cie 
das chapas que tangenc1ava a solda em seu po~ 
to de •alor penetraçao. Desta manelra foi 
•ais fãcll caracterizar o mi~1mo da distribui 
çao de dureza ao lonyo de tal linha. Conforme 
se observa nas f iguras 3 e 4, a dureza varia 
desde a dureza do material base (135 Hv) atê 
um mãximo, quando a l 1 nha de referência ta n
gencia a solda. 

Convêm esclarecer que em Jodos os corpos 
de prova, e tamb~m nas figura s 3 e 4, cada 
ponto do diagrama de dtstribulç~o de durezas 
ê realmente a media de, no mfnimo, três (3) 
medidas. Especialmente no intervalo (-1 mm, 
11 mm) no entorno da dureza mixtma , tomada 
co~ referência zero, cada ponto representa a 
aêd1a de c1nco (5) medidas. 

A tabela 3 apr~senta a Nêd1a das durezas 
obt1das no Cllado·tnlervcllo (-1 r.1111, +1 mrn). 

Anâlise dos resultados. Quando se solda 
SOb proteçiO de C0 2 I composfÇIO tem influên
cia pr1mordial; sob proteçao de argônio ê a 
polaridade que possu1 lnfluinc1a aa1s notãvel. 

Quanto ã compostçio do arame-elêtrodo,con~ 
tatou-se que. quando todas as demais variá-
veis permanecem cons tantes, o arame E 70S-6 

AI • !0,1 ,_2 
A2 • 8,4~ 
·~ •37,6-2 
Aa•Az•38,5,.,.2 
p • 1,6,_ 

• 
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'/ 111'-• 80 75 m/aoWI 

!C02 
CC: 

E·70S·3 l :ISO A 
V = 30.clla 

8 (IIIPI) 

Fig. 3 Distribuição da dureza e geometria da 
solda, obtida coN o eletrodo E 705-3, 
em polaridade direta (CC-) e arco eN 
atmosfera de co 2. 

AI •JO,o.-2 
A2 • 12,11M12. 

.At•Az â 42,1l'lm2 
A3 • 44,6mm2 
p • 2,1""" 

• 

.. .... 

F1g. 4 01strfbutçio da dureza e geoeetria da 
solda , obtida com o eletrodo E 70S-6, 
em polaridade direta (CC-) e arco em 
atmosfera de co2. 
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apresenta maior dureza que o E 70S-3. 
Por outro lado, sendo 1nvariãve1 a composi 

çao do arame, a dureza e bam ma1or no caso de 

polaridade inversa (CC+) quando a soldage~ 
fot e~ecutada coa proteçao de argÕn1o. Quan
do a soldage~ se faz sob co 2 a diferença de 
dureza resultante nao é significativa no ca
so do ara~e E 70S-6; mas P um pouco ~aior,f! 
vorãvel ao caso de polartdade dtreta (CC-) 
quando se usa arame E 70S-3. 

Andlisando o efeito do gãs de proteção, ve 
rifica-se que, qutndo a compostçao do arame e 
a me.ma, a solda fefLa sob argÕnio resulta de 
maior dureza quando a polaridade e CCt e me 
nor qunndo a polariddde i cc-. 

I Hvmãx 

M 
co 2 CC i 168 ,0 

• CC- 183,8 
Vl 
o .... Arg CC+ 202,2 
w 

CC- 150 .o 

co2 CC+ 192,6 
ID 

I CC- 193,0 
/r 
o .... Arg CC+ 205,0 

I w 
CC- 164. o 

Tabela 3 

41~LISE GLOBAL DOS RESULTADOS QUANTO A GEOHE
TRil' E A OURnA 

Os princtpats resultados encontram-se ;nt! 
g r., do c; n.; s r i g u r c1 s 5 c 6 • N e s t. as , tem os se i s 
ei~o• coordenados formando ~ngulos de 60° en
tre si. Em cada e1~o representou-se uma das 
var, ~vels esludadJs ern u~t~la conveniente. Ca 
da solda pode tntao ~er r~presentada por um 
pollgono de seis lados def•nido pelos pontos 
que tndt~um os valores do ~onsumo do eletrodo 
e da produçao de Nllerfol de adiçao na execu
çao desta solda, da irea ad1c1onada e da irea 
penetradd da soldd, da pentl1açao e da dureza 
alcançada. Quando u pollgono se alonga para 
ba1xo ~ignific~ que a solda te• boas caracte
ristjcas para passes de enchi~ento; quando se 
alonga para cima s1gnifica buas caracteristi
CdS para passes em que se requer penetraçio; 
quando se alonga para a d~retta, stgniftca 
que a solda te~ maior resi\L~ncia. 
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CiOIMldO 
o (•'IOS'3CC -tC021 
6 ~·7t&3CC'<C02) 
• [·1'0$3CC~ 

~t-;;;~,'"f...._-.__ ,...._:-\. [·1'0$3CC~ 

Fig. 5 Polígono dê resultados obtidos com o 
elêtrodo'E 70S-3 em polar1dade direta 
(CC-) e inversa (CC+) e arco em atmos 
fera de co2 e de argÕnto. 

F1g. 6 Pollgono de resultados obtidos com o 
elêtrodo E 70S-6, em polar1dade dire
ta (CC-) e inversa (CC+) e arco e" at 
aosrera de co2 e de argÕnto. 

Exa~1nando-se a figura 5, verifica-se que , 
pdra o caso do eletrodo E 70S-3, ê vantajoso 
utilizar: 
(a) para passes de enchiaento, a polaridade 
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direta (CC-), preferentemente sob prote
ção de co 2 ; 

(b) para passes de penetração, a proteção de 
co2 , com nttlda vantagem na po l aridade in 
versa (CC+); 

(c) para alcançar maior dureza, polaridade in 
versa e proteção de argônio. 

Examinando-se agora a figura 6, referente 
ao elêtrodo E 705-6, verifica-se que são vã1i 
das as mesmas conclusoes obtidas da figura an 
teríor. 

No entanto, comparando a figura S com a fi 

gura 6, verifiça-se que: 
(a) para passes de enchimento, i praticamente 

indiferente a composição do eletrodo; 
(b) para passes de penetl~ação, o eletrOdo 

E 70S-3 apresenta nitida vantagem para o 
caso de proteção de co2 com polaridade 
CC+, 

(c) para alcançar maior dureza, e praticamen
te indiferente o elêtrodo que se escolha. 

ESTUDO EXPERiMENTAL DO CONSUMO DO EL(TROOO 
Para continuar este trabalh~ cada uma das 

variãveis de pendentes - aquelas representadas 
sobre os eixos do hexãgono - deve ser estuda 
da em funçao tambim da corrente, da tensão e 
da velocidade de soldagem. 

Apresenta-se aq~i o estudo experimental do 
consumo do elitrodo , em funçao da corrente e 
da ten~ao, Ji que a velocidadeide saldagem 
nio influi no mesmo 

Para melhor estudar o assunto. determinou
se experimenta lmente curvas de iso-consumo.C! 
dJ curva i formada por pontos, cujas coorden! 
d~s cartesianas sao a tensao e a corrente, o~ 
de se obtim o mesmo consumo do elitrodo . As 
figuras 7 e 8 mostram as curvas citadas para 
~lêtrodo E 705-6 e are~ regado a co2 em ambas 
as polaridddes, respectivamente , CC+ e CC-.C~ 
mo se observa, para o mesmo par tensio-corre~ 
te, ~ polaridnde direta implica em obter-se 
maior consum o do elitrodo. Pdra maiores ten
soes mais se acentua esta diferença a uma me! 
ma corrente (a mpires), qualquer que seja ela. 
Pode-se verificar isso fac1lmente sobrepondo
se os grificos. Isto tambim foi ve rifi cado e~ 
perimentalmente 111 . para arcos regados com 
outros gases e para outros diãmetros de arame. 

a 

261---+---lc+--+t-·-H·Ir-1-f-t-+--, 
a . ., 

~r--r--~-+T
6

~·r--~-r'~~, \'; '\ 

10 '---:o6'x-o-=IOO~~, ~í0~200~-;2~í0;:;-"'!.=.~JO;:r-;J;:l;50~«10 

-I(A) 
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Fig. 7 Linhas de iso-cons umo (m/min) para a
rame de 1,2 mm, tipo E 70S -6, em pol! 
ridade ínversa (CC+) e arco regado a 
co2 puro. 
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Fig. 8 Linhas de iso-consumo (m/min) para a
rame de 1,2 mm, tipo E 70S-6, em pol~ 
ridade direta (CC-) e arco regado a 
C02 puro. 
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Para o elãtrodo E 705~6 de 1.2 mm , traba~ 

lhando a 25 V, verificou-se que o tipo de g~s 

de proteção. praticamente não altera o consu
mo do mesmo, desde que mantida a mesma corren 
te, a mesma polaridQde e comprimento do ele
trodo 12 1. 

Todavia, mudando-se a pd larid ade. a dife
rença ~ evidente. Conforme j~ foi dito , a po
l ar idade direta oferece um maior consumo de 
el êlrodo. 

O<~ mesma forma 121, para a mesma polarida
de e elitrodo, a evoluçao do con~umo nio de
pende do gis de proteçao. Todavia, mudando-se 
u composição do eletrodo, a diferença e evi
den te. O el itrodo E 705-3 produz ~a ior consu 
mo que o E 705-6 . 

[ de se notar que o simples auwento do 
teor de ~iliclo da ordem de 0 ,41 e de manga
nê~ de 0,5% produz uma queda da ordem de 20% 
no consumo do e lêtrodo a 240 A e polaridade 
1 OVCI"S<I. 

' l'or outro lado, verificou-se 121 que, no 
caso pdrli~ular do arco regado a argônio, a 
composiçao do elitrodo, nao i funddmcntal. Em 
ouLr~s palavras , o consumo nio varia qu ando 
se troca o ~lêtrodo, desde que ma nt idas as d! 
m.li cond 1çoes. 

r.ha ma -se de consumo específico a re lação 
•ntre n co nsumo e a corrente. num mesmo nlvel 

de 'ensio. A tabela 3 resume todos o~ result! 
dos e.-perimentai s 121. permit indo uma compar_! 
cao en tre eles. Apresenlam-se nela os valores 
do consvmo espec1Fico (dado em Kg/h.A) a 25 
volts e em dois níveis de co rrente (150 A e 
2!>0 A). 

CO NCLU50ES 
1. Quando s~ teqoe r passes de penetr~çio i 

~antajoso proteger o arco com co2 , com el~ 
trodo E 705-3 no pol o positivo. 

2. Quando se re\1uer passes de enchimento em! 
ÇO e vant.ajoso o USO da polaridade direta 
cum arco regado a co 2. A diferença entre 
as pr oduções de material de ad1çio de am
bos os elêtrodos ê tào pequena que ê pref! 
rive l trabalhar com o E 705-6 por ap resen
tar menor consumo. 

3. A mixt~a dur eza, medida na raiz da solda , 
foi obtlda com o uso de polaridade i nversa 
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e arco sob argóo1o . sendo o el ;trodo do ti 
po E 705~6. 

ll.i:hção COOS!! AL•osrcr:~ de Acmosf cr3 do COz 
•o c corrente o r~:ónlo 

E 705-3 I! 7115-6 I! 705-3 e 70S-6 

.. 
~ 

11SO 1,33 )( Jõ2 1,3) X 1~ 2 1,60 x 11!7 1,4 2 X 10 2 

., + 

... u 
:; u 

1.92 X 102 
\, 7.1 X f02 7.08 X l ÕZ 1 ,68 X tl!2 .... 1250 o ... 

.. 1150 2 ,20JC 102 2,10 X 102 
2.4~ X 102 2,13 x tl! 2 

~ I 
~· "" ~ • 

2,Sl x 10 2 2,27 X 1Õ2 ll!2 X 1Õ2 .-j 
1250 

2,66 ll 2.29 o ... 

Tabela 3 Consumo específico dos eletrodos 
E 70S-3·e E 705-6 em dois níveis de 
corre~te a 25 volts. 

4. Na s compostções estudadas, o udo da polarl 
dade direta (CC- ) resulta em maior consumo 
do arame-eletrodo, mantidas iguais as de
mais condições. 

5. O co nsumo do arame-e litrodo não se altera 
quando se troca o gãs de proteção de argô
nio para co2, ou vice-ve rsa desde que se 
trabalhe com E 705-6 a 25 volts, mantidas 
as demais condições. 

6. o consumo do eletrodo e muito dependente 
da polaridade . 

7. Soldando com E 705- 3 obtêm-se maior consu
mo de eletrodo com proteção de co2 do que 
com argônio, mantidas iguais as demai s conl 
dições. 
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ANÁLISE DE TENSOES EM CASCAS 
ORTOTRÓPICAS DE REVOLUÇÃO 

RAUL GUENTHER 

DOMINGOS BOECHAT ALVES 

CENTRO TECNOLÓGICO, UFSC, FLORIANÓPOLIS, SC. 

SUMJI.RIO 
[m clivi!Jt64t.t. ll.i.:tlLaçac•4, ''Omo em ~te.)e.ll.vil.tÓir..ic.t. e va.t.o.t. de c.on:tençao , callca.t. f.l •ta6 dtt ~te 

vuttto;cw pc,tfcm 114tM 4uú•nl't.ida6 a d.t&tlU.bt.úç.Õu de tempeiLatuJta e Cll~ll.t'gaml'll(u6 tt6tá.t~ 

r.o6 tfc.1~ 1M1i6 dc6l'Hntc•6 do~mnll. Nt•6tl!. .Ut.aba.l.hu ap1t1'6Prttn 6<' um m(lci(•to anatittc11 HWII~ 

~1ru plt!la a dt'll''lmcnotc:ou dt• tc11.t.iií!6 'tuultan.tu , duluctunrnto6 e dc·~ultmaçoc•l , objet~ 

' ''' '"" p t• Hcb.il1ta11 a •tll•it.illl do cumpo!t.tamento de ca~~ra• nutcu .\ctuaç(IU. O duPnvo!_ 

'""'l'lli l' tl tlítfiUro Í' H•lllizatfu ~ pa't.{i't da teoJtia de CIBCIU CCIIIIIet(da COIIIO pt.i.IIH'Hta 

av~tc• rclllaçao rir l tlVI' , c a &v'lllulaçã.o nu.~~iJt<ea i 6tita ato\avi• dt• di6t.tença6 5~tHta4, 

Hndc• o~ ~rlur talo• apH..\l'•lfcl!lo4 ob.t.ido& at1Lavt4 de um p'log~ama di.gc.ta(. 

NOTAÇAO 
- raios de curvatura do ~eridiano e 

do paralelo, respectiva~ente 
(fig. 1) 

- <ornprlmento de referincia 

- con~ola nte~ de r i gidez extencional 
a d I me n s 1 o na 1 1 z 4 das 

- con~l~ntcs de rigidel flexional a 
dtmt•n ttHicllizadas 

~"p ,gp , hp. p - ·1, t1 - <.ou., t..u1 tes 4ue de fi nem as 

lOIId IÇOI''\ dl! COrl torno 
- tt~ fi''~'. u rn da cal! c,, 
- espessura de referincla 

k~ .k0 ,kst
1

- cntnpn nt>nlt:. do vcotor mudançct de 
(urvdtura da supPr1iLle de refe -
11 llt I.\ 

l - t;OI.pt" lllll'OIO da C::c'ISC::d 

DI - nÚn•c"' dt pontos pivotctis 
li - ordem do hctrm5niC6 db s~rie de 

f uu r i,., 
p5 ,p0 .~ 1 - •arregamcnlos por unidade de irea 

r 

( flg . J) 

- distdnç la medida petpendilular•e~ 
te dO e1'o d( tevoluçao. entre es 

te ~ um p~nto sobre a supe r fl cie 
de rereren~1a (fig. ?). 

s 

u. v ,w 

l 

- ltnha de coo r denada meridional 
(fig. 1) 

- deslocamentos nas direçoes (s , O, 
z) r espectivamente ( fig. 1) 

- distancia medida ao l ongo da es
pess ura , D parti r da s upe r f 1cie 
de referência ( fig. 1) 

- constantes de rigidez exten cional 
- constantes de rigi dez que acoplam 

as tensoes de membrana aos momen 
tos rcs u 1 tan tes 

- constantes de r1g1dez flexionai 
- ~Õdulo d~ ~lastic1dade de referên 

Clc'l 

- ~Õdulos de elasticidade nzs d1re-
çoes s e o 

Gs o - ~Õdulo de elasticidade transve r -
sal 

Ms.M0 .M50 - mome ntos por unjdade de comprime! 
to (f1g. 3) 
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"momentos termlcos• nas direções 
s e O 

N5 ,N0 ,N 50 • tensoes de ~e~brana por unidade 
de com~r1~ento (f1g. 3) 

(', 

l. 

•Jo 

- tensoes efetivas no contorno 
- .. forças térs.l cu" nas dneções s 

e o 
- lenso~s lr4nsierSIIS por unidade 

de cnmprimen to (f1g. 3) 

- trmpt• r·üul·a no ponto (s . e .z) 
- temper~lura Interna da casca 
- tcrAperatura externa da casca 
- lempl'rdtura de referencia 
- cueflclenles de dilataçao tirmica 

n11s direções 'I e O 
h2;/ 
o o 

espaçamento p1votal odimensionali 
1udo em rel~çao ao comprimento de 
referêncu 

• Ti! - 1 I 
- compunentes do vetor deformação 

da superflcie de referência 
\. 

- ãngulo c1rcunferenc1al 

4 
• 

- cuct1c1entes de Po1sson 
• s/a0 - co~pr1mento ao longo do me 

rrdidno adi~ens1onalizado 
- oistanc1a adlrnCn$1onalizada per

l'"''dlfular· ao eixo de revo1uçao a 
t.- u,u ponto <;obre a c;upe r fTci e de 
I' I' I !• ri.' li C i a 

- rdio de curvatura meri dional adi 
munsioualizado 

- trn~ao de refer~nc1a 

os.~u,oso- tomponentes do v~tor tensao 
• - in9ulo meridional (fi g . 2) 

- rotaçao da tJng~nte ã linha 
ordt>n\ldils s. 

MATRI/ES E t,DIC CS 

E.f,p Q.R.Spq'Spq - ~atrizes 4 x 4 

A.A,.O.H .8- aa•ri1~s 3 x 3 
(,r,x.v - malr11PS col una 1 X 4 

de t;O 

B.K.H •. r11 . N .P1 .~.€.0'- 111atnze "oluna 1 x 3 
Q

5 
- •natriz coluna 1 ( 2 

11 

n 

INTRODUÇAO 
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- estaç~o ao longo do meridiano 
• Ül ~ fP'a es llÇIO 
- coeficieotP de Four1er 

Este trahalho apresente u~ modelo anal1ti
co-nu~erfco para o cãlculo de tPnsoes resul
tantes, deslo(a~ento~. tensoPs P- deformações 
eG cascas f1nas de revoluçao, quando submeti
das a distribulçoes de temperatura T-T(s,O,z) 
e carga P a P(s,D) quaisquer, que devem ape
nas ser suficientemente suaves na direçao ci! 
cunferenc!al, para que possam ser expandidas 
em s~rie de rourier . O material da casca e 
cohsiderad o e l asto-term! camente ortotr~pico. 
podendo ter propriedades vari;vets ao lo ngo 
do meridiano e dn espessura. Na direçao cir· 
cunferenctal estas, propriedades sao consider! 
dJs constantes devendo, portanto, serem toma-

' -das para a temperatura media. Considera-se 
a1nda que todas as propriedades dos mater1a1s 
tenham un co~portamento semelhante ao longo 
da espessura. 

A formu1açao anllit1ca obtida a partir da 
priReira aproximaçao de Love, resulta nuM sis 
tema de quatro equaçoes diferenciais parciais 
e eApandindo todas as var1ivels em série de 
Fourier na direçao circunferenc1al chega-se a 
um sistema de quatro equaçoes diferencia1s O! 
dinir1as para cada harminico da sir1e. 

A formulaçao numirlca i baseada no mitodo 
ddS diftrenças fioitns e o~ resultados sao oÊ 
Lidos at~avis do um program~ digital em 
rOIHRAN IV. 

Com o obJctJVO de demonstrar a aplicabili
ddde do 1nodelo, apreserrlam·se as soluçoes de 

algun• proble.nas. 

FORHULAÇAU AhALIT•cA 
A tormulaçao analitica do PI"Oblema e dese~ 

voh111a a pa1·t1J· das hlpÕteses bãstr.as co nsl· 
deradas na pr1meira ap•ox!maçao de Love 61. 
a part1r das qrrais sao ~btidas as re1açoPs d! 
formaçoes-deslocJmenLos, as relaçoes ~ensoes 
resu1tantes-d~formaçoes c as equações de equ) 
libr1o dP. u111 ele•ento ge nêr 1co de ~asca. Para 
tal, tonsldero-SP um sistema de rP.ferênc1a 
trior to~cnal como o mostrado na f1gura 1. 
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z 

w 

' ,, 

o, 
' 

Fig. 1 Slste~a de referincia e elemento de 
casca. 

u~a relaçao geomitrfca i~portante, bastan
te utilizada neste trabalho, pode ser determl 
nada a partir da figura 2, observando-se que 
dr/ds = cos + e lembrando que ds • r

1 
dt. As-

s iftl 

.!_(~) d 
+) 1 d 1 • -(cos • - -(cos •> · - - sen + ds ds ds r 1 d• rl 

O a f1gura 2, r 2 • r /sen •• então 

r 2 • - r 
(a) 

dr2 
rl d;! 

EI 

j 
Merldlono 

I 

I 
• 

·~ 
a- ........ 

Fig. 2 Parâmetros geométricos do meridiano. 

4 9 

·~ Relações deformaçoes-d~amentos 
As relações entre os vetores deformação da 

superf1c1e de referência € • (Ls•~e•Ese>t e 
desloca~ento U • (u,v,w)t, e entre os veto
res mudança de curvatura K • (k

5
,k

9
,ks

0
lt e 

deslocamento utilizadas neste trabalho, fora• 
desenvolvidas a partir das relações deforea
ções-desloca•entos estabelecidas na teoria da 
elastic idade (2] , observando-se as hipóteses 
e as particularidades geo~itr1cas do problema 
de cascas delgadas de revolução [6]. 

.. •u'•r-1 w .. s 1 

r·1u' - r'r-1v· + v• esQ • 

- w'' 

onde ( ) ' .., 3/as e ( ·) • 3/39. 

( 1 ) 

... ( 2) 

b ~ Relações tensões resultantes-deforaações 
A partir da let de Hooke para materiais O! 

totrÕp1cos !6), considerando as hipóteses de 
Love pode-se chegar as relações tensão-defo r 
mação para cascas fina s de revolução: 

O" • IIE+zHK-Br {b) 

onde T i a tem peratura no ponto (s,e,z) e 

o 
o 
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com 

E* s e E* "' o 

Pdra cJscas finas as tensões resultantes 
por unidade de compri~enlo (figura 3) são de

f inidas da seguinte maneira [6): 

-L (c) 

M" lM
5

,M0 ,M50 1t .. J ln
5

,o()'os0 Jt z dz 
z 

.IN• 

~· 

& •• 
• ,.. 

Ne \. 
'I ' ... ,. 

N• 

~;;--.. 

Fig. 3 Elemento genérico dt! casca com os car 
regamenLos e ~s tensoes resulta ntes. 

Oestd forma, substituindo as re l ações (b) 

nas equaçoes (c) obte1n-~e: 

(d) 

unde A t•epresenta .s rigtdez extencional, D a 
r igid~z flextonal, A, o acoplamento ertre as 

t ensoes e os 11011enlos resu ltanLH, PT = {PTs' 
P11 ,0lt é o vetor •forç• tér~Jca• e ~ = 
( O L - -HTs'"ro• I e o ~etor ·~omento termico• 

Observando a ~atriz A vertfica-se que c 
seus ele~entos nao nulos sao: 
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Acll • L E; z dz Ac 12 .. Ac21 = rEêves zdz 

•c22 • L EQ Ac33 • Iz Gso 

(e) 

z dz z dz 

Lembrand o que neste trabalho as proprieda
des elisticas são consideradas variâveis com 
u~a distribuição qualquer ao longo da espess~ 
ra da casca, verifica-se que a condição para 
os ele~entos Acpg sere~ todos nulos e a esco
lha de uma posiçao para a superficie de refe

rência , tal que todas as integrais das equa
ções (e) se anulem. Para tal e necessário que 
o comportamento de todas as propried ades el~! 

t1cas seja seme lhante &o longo da es pessura. 
Como isto ocorre ~a ma1or1a dos casos prãti
cos , esta consideraçao e introduzida neste , 
trabalho , e a equaçao (d) resulta 

9 

9 

D 
( 3) 

com os elementos não nulos de A e D dados por 

All • L E~ dz Al2 r A21 • L Eã "as dz 

A22 • L Eô 
dz A33 • L G50 dz 

o 11 • r. E; z2 d z o,2 . 0 21 • L Eê 'as z 2d z 

022 L 'ô z•dz 033 L 2 Gse z dz 

e os elementos nio nulos dos vetores PT e M1 
expressos por 

'rs • I, (E; •, • "os ·~ •ol ' dz 

PTO • fz<E& ae • vse r; os)T dz 

MTs • fz<r; ns +vos lÃ ne)T l dz 



RevBrCMe c V.2 Abr 80 

c- Equaçoes de equiTTbrio 
integrando as equações de equilíbrio deter 

minadas na teoria da e la sticidade l2J ao lon-
go da espessura da casca, e conside rando 
propriedades geométricas para o problema 

as 
em 

questao, obtem-se as equaçoes diferenciais de 
equil1br io de um elemento genérico de casca 
de revolução, em termos das tensões resultan
t es e dos ca rregamentos por unidade de ãrea 
(p

5
,p0 ,p

2
) orientadas conforme a figura 3. 

-r Pz (4} 

u- Equaçoes fundamentais, adimensionalização 
e expansao das variãveis em serie de Fou
rier 

Eliminando Q
5 

e Q0 das e~uaçoes (4) obtêm
se tris equações. Para que no sistema de equ~ 
çoes diferenciais a maior ierivada em relaçio 
a s seja de seg unda ordem, elimina-se k da e s -
quaçao (3), r esultando: 

.. . (f) 

Sub stituindo as relações (1) e ( 2) na equ~ 

çao (3) e na expressio (f), e as relaçoes re
sultantes bem como suas derivadas nas tr~s e
quaçoes determinadas pela eliminação de Os e 
Q0 das equações (4), obtem-se três equaçoes 
dife renciais parciais em termos dos desloca-
lllentos u, v, w e do momento meridlo!'lal ns e 
suas derivadas. 
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A substituição das relações deformações
deslocamentos (1) e (2) na expressão de Ms da 
equaçao (3) fornece uma quarta. 

Expa nd i ndo todas as variáveis em série de 
Four i er na direção clrcunferencfa l , transfor
ma-se este sistema de quat~o equações difere~ 
ciais parciais em um sistema de quatro equa
ções diferenciais ordinárias em r elação a s, 
para cada harmô ni co da serie.Para to r nar este 
sistema ad1mensíonal, procede-se a adimensio
nalização de t-oda~ as variãveis. 

A adimensionalizaçâo e expansão das variã
veis compat1vel com a das cargas e temperatu
ras e a seguinte: 

Psn(s) cos (nO) 

"o ho co 

Pe " l: Pen<s) sen ( n0} 
ao n-=0 

ao ho ... 
p = l: Pzn(s) c os (ne ) z 

ao n: O 

"" T r T
0

(s) cos (n 0 ) 
n=O 

"" 
ao ~'~o F. Nsn(s) c os (ne) 

n=O 

.. 
ao h o E N en ( s) cos (no ) 

n=O 

.. 
Ns r~ = "o h o l: 

n=O 
Nsen< 5 ) sen (nO) 

Qs cro ho l: 
n=O 

Qsn(s) c os (nO) 

... 
Qe = 0 o h o E Q0 0 (s) sen (nO) 

n-=0 

,, h3 tx; 

l"'s 
o o 

l: ~1sn(s) c os (no) : 

ao n=O 

3 
ao ho .. 

Mo E Han(s) c os (ne) 
ao n=O 
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3 
oo ho O> 

14se E "son(s) sen (nO) 
ao n•O 

00 ho To ... 
PTs : >: PTsn(s) cos ( no) 

E o n•O 

00 h o To .. 
PTO ), Prcn(s) co~ (nO) 

E o n .. o 

3 
00 h o To •. 

14rs ~ ); HHn(s) cos (nO) 
ao Eo n• O 

3 
00 ho To ., 

MT O • ): MTun(s) co~ (nO) 
ao E o n O 

ao () ,., 
ú 

o )' u
0

(s) cos (nO) c 

E o n•O 

ao lo .. 
E "n(s) sen (nO) v : 

E o n•O 

a I) .. 
w " 

o o r. w0(s) c os (nO) 
E o n•O 

Des ta maneira, o problema serã rosolvido 
para apenas uma co~ponente da expansao de Fo! 
r ter (a stm~trt c a ou a anti-~ i m~trtca). A so
l ução pa r a a outra componente e conseguida a
traves de um deslocamento da origem do siste
ma de ref er~nclt. 

o sis tema de Pquaçoes diferenciais ordinã
ria s (equaçoos fundam~ n tais) pode então ser 
pos t o n~ seguint e forma: 

onde 

P X" • Q X' • R X • C 

t X lun ,vn , wn,Msn 1 ' 

( 5) 

p, Q e R sao matrtzes CUJOS elementos 
sao funçoes dos parâmetro s g e~ 

metr1co~ e das constantes de 

r1g1de1 da casca . estando indl 
cados no apendtce, 

c e o vetor carga tunçao dos carre9ame~ 
lus, da distrfbuiçao de temperaturas 
e dos parimetros geométricos , e suas 
componentes sao dadas no apêndice , e 

) ' • 3 ( • L( com i;. = s/a
0 3(s/a

0
} iiE, 
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e - Condiç~es de contorno 
A equação (5) representa um sistema de qu! 

tro equações dfferenctais ordinárias de segu~ 
da orde•, e portanto requer a presc r ição de 
quatro condiçoes de contorno na estação ini 
Cial da ca)ca, e quatro na estaçao final. Se 

p p " 
1 e 
p 

(g) 

forem as tensões resultantes efetivas nas bor 
da s [6) , as condições de contorno podem ser 
dada s [11: 

gl Nsn + h.J un • el 

.. 
9z Nson + h2 vn • e2 

(6) 

93 Qsn t h3 wn • e3 

94 •sn + h., Hsn • e., 

onde •sn "' 
-1 ..,. e a rotaçao da tangente P1 un n 

a l1nha de coordenada s. 
Para um contorno engastado (u

0 
= v

0 
= w

0 
= 

•sn • O) ter-se- ia por exemplo g 1 = 92 = 93 
h4 • e1 • e2 • e3 • e4 • o e g4•h 1=h 2=h3=l. 

Como N50 , Hs on• Q5 n e ~sn pode~ ser escri
ta s em funçao de X e X', a equaçao que estip! 
la as condiçoes de co ntorno fica 

E X' • F X • Y {7) 

e os elementos da s matr1z~~ E. F e do vetor 
y sao dados no apêndice. 

f ORHULAÇAO NUMERICA 
A formulação numér i ca das equações (5) e 

(7) i feita por dfferenças finitas usando-se: 

X1 = (2t,)" 1 (-3X1 + 4X2 - X3 ) t et.2 

x: (2 )- 1 (X X ) + 9 A2 
1 A i+-1 - t-1 2 ,11-1 
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: 2 ,11- 1 

... (8) 

Apl1cando as e4uaçoes (8} na equaçao (5), 
obtelll-se: 

: 2,11-1 

... (9) 

onde SH • 1\- 2 P, - (26}-l oi 

R
1 

- 211- 2 p1 e 

·com as matri1es p, Q, R e o vetor C calcula
dos no 1-isimo po"Lo pivotal. 

Aplicando as cquaçoes (8) na equação (7} , 

obtêm-se para as estaçoes de contorno: 

sll xl • S21 X2 + S31 X3 : Y1 
(10) 

1\h Xm-2 + Sz. X.-1 • S3• X. s Yra 

onde 

Sn F -1 I - I. 56 E,, -1 E 
S21 • 2

"' 1 

$31 
-1 ,. - < 26} E1 • s, .. • (2 ,-1 Em 

S2m : 
-1 

-26 Em, S3m • 1.56-l f..+ F,. 

com as matrizes E. F e o vetor Y ca l culados 
no primeiro e "o ultimo (m-isimo) ponto pivo
ta l . 

Como as matrizes S11 e S3m podem ser si ng~ 
lares, o sistema d~ve ser modificado antes de 
se proceder sua ~oluçao. [ssa modiflcaçao co~ 
siste na oblençao de duas equaçoes pela ap l i
cação de (9) nos pontos I • 2 e i • 111-1. com 
as quais el1m1na-se respectivamente S11 e 

S3 •• obtendo-se~ 

( 11) 

nde 
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- - 1 S32 • s,,<s,2> S3z - s3, 

C2 " S11 <S12 >- 1 C2 - Y1 

Utilizando as equaçoes (9) e (11) constroi 
se um Sistema linear com uma forma caracteri1 
tica , cuja soluçao através de um esquema num! 
ríco simples encontra-se desenvolvido na ref~ 

re ncia [3J. Obtem-se assim a sol ução pa r a X1 , 

i .. 2 .m-1. podendo-se entao determina r x l e 
xm por 

xl'll 

CS12>- 1<C2- S22 X2- S32 X3l 
-1 

< S 3 • m- 1 > < Cm- 1 • S 1 • m- 1 Xm- 2 -

RESULTADOS 

( 1 2} 

Com o objetiVO de testar a validade da fo r 
mulação a"a1it1co-numerica desenvolvida,cria~ 
do simultaneamente um~ ferramenta cor~~pu tacto

nal que pudesse ser usada na anâlise de pro
blemas prãticos, desenvo l veu-se um programa 
dlg1ta1 em FORTRAN IV I4J. 

Utilizando este programd foram r eso lv idos 
alguns problemas com soluçao analTtica conhe
cida, para que se pudesse compara r os res ult! 
do• e demonstrar a validade da soluçao numir i 
c.a. 

d - tasca c1lÍndrica sub~etida a u~a distri
bulçao linear dP te~peratura ao longo da 
espessura, co~ u•a extre•idade l1vre. 

Caracterf~tfc~s: 
11 2 E5 .. E0 • E • 2. 10 N/ • vso = "'es " "' ~ 

0,25 , Qs .. 110 ,. • 6.lo· 5 11°c , 
h .. 0 , 5 •· r • 10 11'1, L"' 30m, 11 " -50°C 
(te11per atura lnt!rna em toda casca), T~ :50°C 
(temperatur~ externa em toda a casca) , 
a

0 
a 4.108 N/m 2, h

0 
• 0,5 m, a

0 
z 10m, 
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E
0 

a l. 10 11 Ntm 2 , T
0 

~ l00°C, A a 0,01, 
11 = 301. 

.. 
N 

I 

T_z _ _ 

l = 3r 

Figura 4 
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Fig. 5 Deslocamento radial e momento meridio 
A so lu çuo dnJlitlca desLa prob lema. vi l i da nal. 

somente pprto da extremidade livre da casca, 
encontra-~P desenvolvida na ref~rencia f5} . 
~endo dada e~ termos do dcslocij~ento radial w 
e do mo~ento ~eridional H

5
. 

Para resolver este proble~a numer\camente , 
tomou-se u~a casca com u~ comprimento tal q~e 
a~ condiçocs no contorno nio l1vre nao influ 
issem no~ resultados prÓximos a extremidade 
livre. Alé~ d1sso, tomou-se o cuidado de esco 
lher uma condiçao de contorno não livre, tal 
que as variÕvets ttvesse~ a •esma tendência 
dos ponto~ longe da extre•idade l1vre (ou se
ja, w • O e M

5 
• Hr

5
). Por estes critérios fE_ 

r ara es«olhH.Ias con<llçoes de engastamento. 
Os re~ullados obtidos pelas soluções anal l 

tica 1&1 e numerica, estao apresentados na f! 
gur a 5 em funçfto do comp rime nto do meridiano 
adimen~lo nal izado , medido a partir da extremi 
dade llvrr. 

b - Cascl cilÍndrica de espessura constante . 
engdstada, uniforme~ente aquecida. 

Cãracterl sLicas: 
11 2 E

5 
~ r0 • 2,06.10 N/~ • ~so • v0s • 0,3, 

-5 o ''s " ü 0 : 1 O 1/ C, 
h ~ 0,5 m, r • 10 ~. 

8 2 
o " 4. 10 H!• , h

0 o 11 2 r
0 

" 2 ,06. 10 N/11 , 

11 - 101. 

L • 1 o 11. r • 1 oo0 c. 
O, 5 11 . a

0 
" 1 O •, 

T
0 

• l oooc, A ~ o.o1 

A referencia (61 apresenta a so lução ana1I 
tica desle problema, cons1de rando 1mp1icita
mente nula s a "força termica• ao longo da cas 

.... 
" 

Figura 6 

c a na di reçio 11erid i o na 1 (Prs a O) , e a ten
são de membrana H

5 
no~ contornos. A solução e 

fornecida em termos do deslocamento radial w 
e do momento meridional M

5
. 

Para qua a comparaçao Pntre os result ad os 
pud•~sse ser procedida introduziu-se na so lu 
çao numérica as mesrnas s1mplificaçoes utiliz! 
das na obtençao da soluçao anallt1ca. 

[~tds simpllficaç5es foram Introduzidas t! 
mando como co nd içoes de contorno N : v • sn n 
w • •sn • O, ao 1nvês das condiçoes de engas 

OI -

l-tmento un • v
0 

• wn • sn • O, e tornando a 
"força terntica• na direçao meridional nula 
( P1 !. • O) ao longo da casca. Pode-se notar P.! 

la c'ruaçao (3) que esta Ült1ma condição impll 
ca em considerar o coef1c1ent~ de dilataçio 
têrmtca nulo na d1reçio mer1d1onal (a

5 
= O),e 

o coeficiente de Potsson v85 igual a zero pa
ra fins de deterllinaç~o da •força térmica•. 

Para testar quantttat1var~~nte a validade 
de5ta ~ Sl~pl1f1caçoes, resolveu-se tambem o 
problt:md numericamente sem que elas fo.ssem rn 
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traduzidas. 
Os resultados oblidos co~ as soluções ana

JTtica 161, numérica co~ sf~pliftcações (1) e 

numérica sem simpl•ffcações (2) estao ap rese~ 
t ados na figura 7, em funçao do co~primento 
do •eridiano adi•ens1onallzado, •edido a par
tir do engastamento. 

Devido i si~etrla do problema, apresenta
se somente os result~dos ate a metade do com· 
primento do ~erldiano. 

1,& .--....,..-..,.--..-

T 
1,4 

1,2 

1,0 

0,8 

w 
0 r cr:.T 

u_· lJ_j_J 0,2 

o 
o Q,l 0,2 a,~ 0,4 0,5 

(= f.Jil. 

0,2 

o 

-0,2 
••• Soluçao onolit ac;o t6l 

- SotuçOo nurni rtco f 
.. ! 

-o, a I 1-, 
· I, O 

-~ 

..... ...__...._ ....__,__ 
O OJ (\2 

Fig. 7 Oesloca~enlo radial e mo•ento meridi~ 
nal co• si•pllficações (1) e se~ s, __ 
plificaçoes (2). 

c- Casca c• lindr1ca de espessura constante, 
engastada , submet1da a uma distribuição 
de temperatura T • Tn cos (nO) 

Considerando uma ca~ca bi-engastada, com u 
ma configuração geométrica conforme a ftgura 
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6 , e caracteristicas iguais ãs do problema do 
Íle~ b, obteve-se os resultados apresentados 
na ffgura 8, em função do co~primento do mer1 
diano adi~ens1onolizado, medido a partir do 
engasta~ento. Novamente devido i simetria do 
problema, apresenta-se os resultados sõ atê a 
etade do meridiano. 

o.a 
Q,4 

0,2 

o 

-I ,O 

" 1,2 

-1,4 o l I 

O, I 

Ms 

Ffg. 8 Deslo,amenlo radial e momento meridio 
nal para vãr1os harmônicos . 

CONC LUSOES 
A apreciaçao dos res ultados fornece uma 1n 

dicaçao da excelente prectsa o nu•erica do me
todo desenvolv ido neste trabalho, o que de
•onstra sua val1dade e aplicab1l1dade. 

Ho caso do proble~a resolvido no 1te~ b. 
ob~erva-se da figura 7 que as simplificaçoes 
adotadas na so luçao analltica 161 implicaJII e~ 
valores absolutos aproximadamente 25; menores 
para as var1ãveis. Desta torma, pode-se con-
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clu1r q~e des~rezar o coeftcienle de dalata
çao térmí c a na di reçao me r i di o na 1 , o coe fi c i

ente de Poísson v0s pa r a efeito de determina
çao da fo r ça térmica ao longo da casca, e a 

tensao de me•brana H
5 

nos contornos , não são 
boas htpõteses para a soluçao deste proble•a. 

Pela f1gura 8 vcrtfica-se a rípida conver 
gencia dos coeftcientes de Fourier e• proble
mas com harmônicos de orde~ superior. 
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Neste apêndice sao utilizadas as seguintes defin1çoes: 

r • rl 
jl • p, 

ao ao 
8 

a 1 1 . -AI I 
a12 

A12 
:: 

Eo ho Eo ho 

cl;u 
A33 

dll 
o, 

ro ho ~ 
Eo "o 

d22 • 
022 

d33 
033 

---:-3 ~ 
Co ho Eo ho 

do .. 1 (D --3 22 
Eo ho 

Elementos nao nulos das •atrizes P, Q, R e do vetor C: 

PB. 
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q lZ = l a12 + a33 - (2P)-1r:>"B dJJJn, q13 = Pi 1pa11 - p1p•a12 + (PP1)-1(p')28 da+ 

~ (ppl)-lR dJJ n2, q14 • Pllp8, q21 = -lalZ + "JJ- (2p)-lp•8 d33Jn, 

-1 I d q 43 • p ~) 12. 

2)•1 1 ( 2 - (P
1

P p B d33 + d )n , -1 
r14 = Pl p'S(l - ds), 

-1 • I -1 I [( 2 )-1( ' )3 Z( }-1 • • ( 2)-1( ')2 lj d P Pl P P 4 22 - n1 P a 12 + fl P1 P - PP1 P P • PP1 P P1 8 e -
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10"( 1 ds) p' ds'J"- p-l .. ds n2 , r34 ~ - - u u 

[lP.mentos nao nulos dds matrizes E. F e do vetor Y 

[ -2 2 -2 2 e33 - 93 I• ( 1 ') B dO • 2o 8 d
33 

n ] , 

f -3 " I Sd 23 • 9zP P1P P 33 n, 

-3 I ( d 2 fJ3 • -g3 p I> 2 JJ I dO)B n + h
3

, 

'I J - el • 91 ~'r sn ' '12 • el' 
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TENSÕES POR AÇÃO GRAVITACIONAL EM 
UMA ESFERA MACIÇA- APLICAÇÕES 
PARA O ESTUDO DOS PLANETAS-

CARLOS FERNANDO MARTINS PAMPLONA 

SIONEY STUCKENBRUCK 

OEPTO. DE ENG MEC . • PUCI RJ, RIO DE JANEIRO, RJ. 

SUMARIO 

No• P'll'"''tf o• l~rclmrlrn, tmlft (mii.fi.bt' tia rltJ..ttt.ibuição d" d(>rtJ.tcladpJ. em CO!tpob 1!46P~ú:04 d" Cfllllrll/4'6 dimen 

\t c ) i~ .~···i , ,.,,,, I ol\1' .,,~ ( t'll~ .... ~ UC'~nda6 pvta. ação giiD.VI t'ac.tonat. Vl'!t~ ~·cou 6(' que Wlltt expill'..66ão na 

6<~'n"' ••téptu•c• ,,,,. 11 dtHHb•Li~tw 'l•ldiat de mat.-S46 e.&pec.<~ua.4 60IIIH'Ct 'lt6u(tado6 Mzoâv('i~ m'Ul 46 

•J',' '1'HI'dct th• ~ lflt'<'l llll l'ltb llt' lllt't''11t'' clct Tf,!VlLt. Ptnt.utd.o de644 in6oiiiMÇ4lO, dtvt\4CI6 1110deto6 ptHa a d.ú.h!._ 

L•cu~·,tct d1• ti<••c~ulatlc•6 tlctb pfantliU tv,,<'-HIIv~ e lua 11M ttnal.t6adN t p\Opc16to6, baua.dob rra ltipótu.e de 

que• ••l nuN'IHtt) de·~ IIIÍI'ft'l' ) ,{~)<li!~ ctH'ttJ.) 6.io lemel.ha..n.te4. O vato}l do 111111lltnt'o dr ini11ci.JJ bt'" como dt> 

cfianw(,,• ' ' '' ouÍí'fl'll ~~·~ttclet ilctb ~·tanC'Iotb •nteJUolte~ dro SH(C'JM Sl'ta, 6ao Ut(JMdo~, 4 pattt.ill doJ aniil..i.l.e 

~l'l In. ll~ lflC,dt•h• 6< ~ltllt rraf.lu~ado~ admt tinJo a. "aHa~ar d~ p,OJ)'Ii.l'cladU llt('.ÂIIH'.44 ('0111 Q J)'l.tUao , bt>.t~ 

c• t.•t'il• dr• '" C't!llbcdrMta • a tu~~"' ca d, de~c:m · •rnu dade 1ut dil.t'libuiçào de. dtn~uia.du, ornd.o O.) ""!. 
)uttmlal r'""' na,tn:. t"t"fl ti) f• S .,rm~N·~ 4d'fl(li.Ó<J.i.ctU ~c•tntddtu peta Cofodt.bi.a r Settnllduia. Ú.\U '1! 
)U(totlo:. "" '\ r ,••uiHf,,:. n,•;. drn .u • ranl"fa~ •e:.-•N.t-.e.\ rom o 111tt« to de "bte't nova.:. i •t6o'IIMÇN'~ 6obl!e 

•'-•H•·~ or)ho~ d<•) ''"'":. PQUCt• ~t' <'IIIIIH!CI/ .sobte a ua.tuJteza d4! 4eu .infi!HOII. . 

IHTROOUCAU 

O rãp1do clt"ienvnlvlnlt!nln .ta L1EnClJI nos Ült1mos vir. 

te auo~ penn11111 qw• u r.nnht•c1nrent~ sobre o interior 

da lua<> outros plnnPitiS '•'' aprofundasse considerave_l 

fllerlte lld '> ul1111ld ~ dUil'> dN .JditS L n. rm particular. 

o desenvolvimento clcl qaoc.•ent:lol, e o ~;onse<tilente enr1 

que<.lmf'nlo elo ronhe• 11111'1110 do Interior da Terra, tem 

servid11 de nrlt!ntM,illl n11 l'lclh0141,11fl d•• 1110delos para o 

i nten o r do~ •lf•rM 1 s t•lllnet,,~ [7 J . 
Oe~de a fillllCJSil •' •t•enénda de Cavendi s h (1/9'1). fol 

deternlll'kttf,, a den•.id .• de ~d''' llit Tt>rra. A ronst.dt<~tao 

de que a •Jen~idade ln(·d•a d,lo; 1ochas na supertfcie erd 

<.ert.a d<\ ~ t Mlt> da dcnc; 1 d.,dt• méd Hl da Ternt Jã H.d i c;, 

va a existêncta de Ntenats tn<HS de•lsos en ~eu 1nte 

rior. Assi11, Ja no ~é• u In passado. tentou-se t:l!_ 

borar MOdelos de representa~ao da variaçao de densid! 

de t.erres tre com o seu r A 1 o. de modo a sa tis f a 

zer as condiçoes de equilíbrio da~ ten\OI'~ no 1nte 

rior da lerra sob a aceo grav•tac1onal. Laplace, 

~oche, únde'11 e lutror. mJt~rcãttcos, no ftnal do sêculo 

passado, propuseram relaçoes baseadas nas propriedades 

e l iisllca<~ dos materia1s, supondo estes quimicamente hQ 

mogêneos . 

Em 1906, o cientista in9lês R.O. Oldham conseguiu 

n~str~r. atraves da análise da propaqaçao de ondas si~ 

m1cas , que a Terra tem um núcleo d~ material mais de~ 

o. Trcs anos MaiS t.~rde, a sis1110luq1sta croata Andri 

Ja Mohorov1cic mostrou a primeira evidencia de outra 

descontinutdade de densidades, separando o manto de~ 

ma crosta menos riPnsa. Calculos notivet'i feitos pelo 

<Jeofis ILO ., lem.to Beno Gut et~~be• q em 1914, perlli ti raJI.fl! 

la prt~tra vez, detenwtnar a profundidade do contor11o 

do nudt:o pesado. No ano de 1936 o stsmologtsta din! 

marttuês lnge Lehmann demnstrou a existêncta de uma 

descontinuidade de st>nutoda ordem. evidenciando que o 

nucJeo e fonnadO de um IIIH.! It•O interno,possivelmente 

sÕlido, envolvido por uma parte liquida, o núcleo ex 
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terno. 
Em 1939, Sit· llcu·old Jeffreys e K.E. Bu11en [3] d~ 

senvo l vet·nm medi çoes 'i i smo lÕgi CiiS que permitiram obter 

informaçoes det.dhada"> sobre velocidades das ondas si~ 

tntcas a 11raudes profundidddes e, um ano mais tarde, a 
elaboraçíHJ (!e um modelo de distribuiçao de densidades 

r propriedade'> o1ãsti cas em funçao da distiincia ao ce~ 
tr(l. Ne!tta dettmninac;<~o foram uti IHad11s as equaçoe-s 

de I .H. Adams e E.D. Williamson, deduzidas em 1923 e 

que levam e111 cont11 as condiço~s de equ1llbrio sob 

f:Ollttlressao h1 dros t..ü~ea. 

O ntotnento de i ué rei il adimens i o na 1 z - C/Mie, onde C 

e n ntolflenlu de illét•c.iil em relaçao ao eixo polar, M a 

mas~a e R o rdiO médio do planela, nos dfi uma idéia da 

dl s ll'ibuiçr.to de nlassas en1 fum~iiO da d1stiincia ao ce.!!. 
~ro. Uru piMt!Ha em for111a de unta C.6SC:il õca teria para 

1 o v.11rtr '1/3 enquanto, p<1ra um planela de ma1erial 

houtugeoeo, t: '1/5 . Esse valor tende a diminuir qua~ 

do .J •lensidade c: resce no sentido do centro. Para a 
Terra, L e dllt'Ollifl1adamente igual a 0,33 , evidenciando 

1• cHiml'nl•• ri,.. den'\idade na parle central. Para a Lua 

z e dprox tm.tt.J,tmente O, 4, Tll(rS trando que nosso'- sa têl i te 

(1orle ~<'r lrtJtiltlo como vma esfera prati ct1mente homog! 

nea. 
o~ vo tor·cs cle M, R e c sao conhetidos parà a rnaio 

ria do~ pl•"'~"tds, especia111lente dqueles que têrn sat~l i 

~es. t•ilr·' ••s quais a mass-d M pode ser obt1 da pe 1 o c~ 

nhetimentn do sem1-eixn 111<1ior e o per)orlo dc1 órbita, 
enqudnlo C ;; obtido pelo movimf:nto de r.:gressão dos no 

dos o~ órbtlrl do sat6ltte. A T9bela I indica esses v~ 

lme~ pdtcl nl•Jtlrls astros do si-stema soi<H· 
fitem dil r.qmpoc;lc;w fJUÍmica, estruturn cristalogr! 

l iLtl e '''" "'S•• espel.Ífica ,l , saó importantes as propri~ 

d<~des ela•.Lit <J<> dos 111dteriais que constituem os plan~ 
t.,~ (modulo de t>lrv,11~1d4de volumêtriço K, coc-ficienle 

de Poissoll ) , bem r.umo sua variaçao COIII 11 pr·es-,ao 

t~n valor ele f'SPE'cii!l int.eresse é a r.tLao K/1 tJUe ~~tã 

relauonarla com il vf'locidade de propagilçao das. onr!a' 

shmi c<:~s lonqilul'llrlii!S (principais) de crnnpres-,ao c 

da!> nnda~ lriiiiSVtH'SdlS {secundár1as), ronforme se es 

ludd na tenr 1 a d•l o; v i braçoes em 111ei os c ou L í nut1s. Ou 
tro valor que r•CII jla Ultla posiçao de desta~uc na ancilíse 

elo cmnportanlenlo e lâstl t.o de materiais submel idos a <• t 

lrtS p 1·esso~s (P} e a relaçao aK;ar. 
r .W. Bridgnttltl e r. Birch, dois cientistas norte-aro~ 

rir:anos. dflresenlaram vastas infonnaçot-s expedmentais 

sobre o comport.lmento mecânico da!> rochas e metaiS ã 
alta pressao. IHrch {1952) [41 l au•béan desenvolveu~ 

ma versao simpl itada dn teoria de defnrntaçot::s f initas , 
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TI\:SELA J - PROPRIJ::OAD.t::S m;cl\tHCAS OOS ASTROS 

DO SIS'fEMA SOLAR 

RAlO ~DlO MASSA ESPECf- MOMENTO D'E 
ASTRO R FICA foltOIA p WRC!A 

(106 m) (lO' kg m-3 ) z ~ C/HR2 

SOl.. 696 1 '39 
MP.RCtlRTO 2 , 443 5 , 40 
\ltNUS 6,055 5,246 
1'ERRA 6,371 5 , 517 0,33152 

l.ua 1,738 3,34 o. 395' 
HA.R:rE 3,394 3,937 0,376 

l'obos o,oos .. 
OeilllOS 0,004 

PLANET0IDES 
Cere.s 0 , 365 
Palas 0,245 
Juno o ,o95 
Vtlstn 0 , 195 

Jtll>1'tER 70 , 85 1,36 0 , 264 
to 1,87 2 ,7 
europa 1•58 2,9 
~nimedes 2,58 2,2 
Calisto j2 ,59 1,3 

SA'l'URNO 60,30 O, 715 0,207 
Te tis 0,60 0,76 
Di une 0 ,65 1,0 
Rhea 0,70 1 ,6 
Titã 2,40 2,3 

URANO 25 , 40 1,33 (O, 26) 
Titânea 0, 50 (7 ,6) 
Oberon 0 , 40 (9 ' 7) 

NE1'UNO 25.20 1,57 0,26 
' Tritão 2, 20 (4 ,2) 

Nereida o.~s (7 , 2) 
PLUTÃO (3,22) ou (4 , 8) ou 

(2 . 75) (7 ,9) 

I Compila~o de diversas fontes sendo a mais 
recenle :1 Teferência [21 (1975) 

' 0,3308 quando calculado em !unção do raio 

equatorial ~ (z • C/Ma 2) 

l 0,391 '!: 0,002 (12j 

' 0,3654 ! 0,001 [8] 

:t 

apli<.ilda ao lntel'ior <la Terra, obtendo i nformacoes t«i 
rit:dS l.Obre a var-iação das propriedades mecânicas com a 

pre:>Siltl. DuNntc o período de 1961 a 1963, Birch acu ... 

lou 111umeros dados experituentais a cerca da elastitid! 

de dos malerlais submetidos ol pressoes tr·ansi tõrias d~ 

ordeu1 de mllhoes de atmosfer-as, obtldns por cargas e1 

p losivas, detenninando inclusive um limite superior p 

ra a densidade no centro da T ~;wra. 
Nodelos propostos por Bear , Haadon & B•1llen e Pres( 

( 1969) pennitiram estabelecer relaçoes enlre o môdul( 

dr> elast1c1dade volumétrico '~ cl pressao, para diversa! 

profund1dades na Terra. Estudos mais recen~es. realiz 
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jos por Sdmis c Lteberrnann (1970} t• O. Anderson 
1972), 1ndlcan1 n relactonamento t•ntre as proprtedades 
~lasticas e o vulunc molar . peT!IIitinc1o a G.f. Oavies 

JQ75) [~] deo;t'nvolvl'r o leviHiliiiTtt~lltO de propriedades 
!l.i!.ticas e suil Vdrltl\;ilO c01n d pre!.li•lO , flélra um enonne 
1Ümero de substMc.t<ts e comp11stos (f,lbela 11). 

1'ABEfJ\ I 1 - PROPRU'DADI::S MCCÂIHCI\S DOS MATE

RIAIS TERRES'tRES 

::~nr. latura 

f;lcllk!ntos 
I Carbouo 

Si! ícin 
Cct"míini u 
I Ít jo 
SÓdio 
l'oLiisaio 
Kcríllo 
HllJ.•II;!sio 
r.ã1 cio 
6.ÍTio 
t'.,rro 

1-
t\xi le>s 

M.1n(;nés i a 
Cnl 
(ki do <i! Ser r 1 i o 
í'itilio Porroao 
Al ulllina 
ll••n:wt i C;l 
Q\1 Ht .-o 
J,lulÍI h> 

~idu Ccn'lânic 
Mll f.O~Lito 
Espi n,;l.io 
~spinêlio S 
l'leon.HILC 

_, 
•• 

•·ónnula 

c 
Sl 
Ce 
l.i. 
No 

I< 
n~· 
Mj.t 

Co 
fia 
F c 

HgO 
C aO 
KeO 
}\•0 

Al 1o, 
~c103 
Si 0 1 
Ti o, 
C.:• o, 

hO l' , o, 
'H.~O Al, O_. 

Hro.:1.6A1 2 0 3 
(Hg,l'c,Al)O~ 

Na 2 0. Al1 0 1 • flSt01 
t<,O.AI~O, .6Si~ 
N.t2 0.AI 1 03 ,'tSi01 
l.t,O.A1?01 ,t,, iO~ 
c: .• o. !11 1 o~. i'!H o~ 
c.,o. Hg O. 4.'Sto, 

H& O. Si 0 7 
(MI" ,fi!)O. siu, 
1~1·0. s;o, 
2Fc0 • Sillz 

u:..c1. •·e,o,. Jsiu1 
l!'.tCt,A11 0 l . 1Si01 
!fi:O.Al1 03 • )~111. 
1Mr0.Al201 • lS101 
JISeO.Al2 0 1 .~ 

fi 
(1) 

!},51 
:l,:n 
5 . 12 
0,53 
o,•n 
o.s~ 
I,R'J 
1, ,, 
l,St. 
1,62 
7,87 

3,58 
3,35 
J,Ol 
r, ,91 
3,1)<1 

'J,27 
2,oS 
'· ,2tl 
fo,:lB 
5. )1, 

3,sa 
3,62 
J,R3 

'J ,M 
2 , (10 

:1, )'j 
, ,}9 
:1,7fl 
l,?6 
J ,li 
1,35 
'l .n 
4,J9 
1,1,8 
1,1>:! 

'• ,16 
'• ,12 
2. 75 

K 

(2} 

~· .42 
0,978 
0,750 
0,121 
0,06b 
0,033 
l ,14 
o, 353 
0,155 
0,10~ 
1 ,684 

1,63 
1,14 
2,24 
1,74 
1,54 
2,07 
0,371 
l , 15 
2,59 
1,76 
1,97 
2,02 
1,99 

0,52t. 
U,t.bB 
I, 10 
I , 4'• 
() '911 
o. 913 
1,16 
t,O') 
I ,29 
1, J2 
l ,50 
1,71 
1,66 
1,81 
l ,84 

3,9 

2,8 
s,o 
4,5 

'3,0 
1,5 

5,7 
5,2 

3,9 
:1,2 
3,9 

3,9 
4 ,9 

3,3 

rrabdlhn'> ri'CI'IIll'!. de Andt'r'\(lll & lt.trl (1 977) r6l. 
~t·esentaraiR um modelo det.sl'IJdo d~ dtstrihlllçao das 

prtedades nw• ,,n11as do matt•na 1 terrestres em fun 
o da profundtdade (Ftg. 1) . rlil i!l il ll(lraçllo desses 1110 

lo!., e levatlc~ c1n conta a compos1ç11u media da crosta 
rrestre, do 111.111lo SUI)f~rtor e dos neteodto~. jã que 
~es m<tleriais forn~cl!ln a mP.lhor c~must ra pela qual se 
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podem dedu7ir lS abundâncias das substãncias no sistema 
solar. 

O conhec1nento da estrutur11 interna dos planetas ê 
de grande lnleress~. espec1~lmcnte pelo que pode info~ 
mar a cerc.1 da origem e form.lÇIIO do sistetna solar. In 
fellzn1ente O problema e de dÍf1Ci 1 tratamentO teÕricO a 
menos que muitas hipõteses simplificadoras sejam estab~ 
lecldas. Uma primeira e 4 uttlizaçao da teoria hidros 
tática das tensoes, não se levando em conta a presença 
de t~nsoes langenctais, e representando o estado de te~ 
soe'S através da pt·essao. 

A simetr1a estérfca e as equaçoes de equtlíbrio nos 
permitem obter uma relaçao entre a pressao (P), massa 
específica (r•) e d1stãncfa ao centro (r). A introduçao 
de uma equ<~çtlo empírica de estado relac1onandu 1) e P, 

através de propr1edades elãsticas do material, nos fo~ 

nec.e. combinada com as condiçoes de equillbr10 , uma ~ 

quaçao difrrencial relacionando a ~~~assa específica e a 
distãncta ao centro. 

A utilizaçao de funçoes arbitrárias que exprimem a 
relaçao p • o (r) é desenvQlvtda no presente trabalho. 
baseada na adequaçao dos valores obtidos para o para~ 

tro dK/dP~ (entre 3,0 e 3,6 p1ra 1 equaçao na forma 
elíptica o ro

0 
Q-a(r/R'] •/· ). 

Modelos propostos para o interior da Terra atraves 
do método c•tado sao confrontados cOM os modelos acei 
to~ levando em conta as inforraçoes si~ométricas. 

A su~osiç\o de que os planetas terrestres (Mercúr1~ 
Vênus, Harte) SeJam constituidos por materiai~ semelha~ 
tes aos de no~so planeta nos penm1te propor modelos ~ 
t'a aque 1 es 11 s tros . 

TENSOES OlVIDO A AÇAO GRAVITACIOML 
A ~çao qrav1tacional auto-indu11da em um elem~nto 

de massa de uma esfera maciça formac1a d~ cam~das e~ferl 
cas roncenlrlcas, 1sõtropas e homogêneas, provoca ten 
soes ~ue, levando em consfderaçao as cond1çoes de equi 
libr1o do el~nto, nos pena1te estrever, dada a s1me 
Iria ~eomêtrlca e do carregamento, que 

do 
r2 _r_ t :> r(or - o0) G n M

1
, 

dr 
onde Mr ê a 111a .sa do nücleo Interno de raio r. 

( 1) 

lenl>oes Consi deran1to a Esfera fkX!!()()ene<J - Para ur.~a es f e 
ra h011109ênn Cor" proprlP!IIIdes f11asttcas constantes (c~ 
so simpl1fi,.ado f)ilra astros de flt'<4UI!nds dimensoes como 
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a Lua, cujo valor do momento de i nércia adimensional z 
se aproxima do valor 2/5 correspondente ao de uma esf~ 

ra homogênea) teremos: p (r) = p 1'- a ..!_ n rJ p. 
• r 3 

10,0 

p 

lO' 

l 

~ .o 

-,!"-.... 

,_____ 

1- - I-

o 
núcleo 

Km ~ sólido-t-
6371 

5156 

2886 

671 i".'-'- '"'"" 

2à ~~~ .... -

~ 
' 
""" " 

-

.._ 
I'-. --.. 

e, chamando n = r/R , (1) se torna : 

r--
K 

'-

~ona 1 •0 
i otet'lllediâtia 

1,0 

o 

10,0 

5 , 0 

o 

~ 

"" " '\ 

1\ 

1\ 
1\ 

\ ~ 

"" r---.. ........ . 
~ 

0,5 

~ 
~ 
~ 

"" 

0,5 

nG . 1 - MODELO PARA A TERRA SEGUNDO ANDERSON e BART (1971) l 6 ) 

l 

"" "" ~ 1,0 

"'"" 
1\ 

1 , O 
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1 
doi" 

n -- + (2) 
dn 

Para um material sem r'IÇ~idez. incapaz de suportar 
tensões tangenciais (o que para esferas de grandes pr~ 
porçoes como os corpos c e 1 estes e uma h i põtese razoã 
vel tendo em vista o fenômeno da fluência [4] , tere 
mos um ~~tado hidrostático de tensoes (or = o9 : -P)e 
obtemos. da integraçao de (2) 

P 2 ~ G r~ IF ( 1 - TJ 2
) 

3 
(3) 

FtG. 2 'I'M~SÕI:S Jli~VlDf) A ACÀO CRAVll'A.Cim:r,l.. 

El. U~·l l:a.t-;r.:J::NTO Et' COORDENADAS ESI"J::

HIC/\S 

p,w11 uma. esfercl com as dimensões di~ Lua (Tabela I), su 
posta homogenea, obtem-se para o centro: 

(P )L - 0,0~72 x 10 11 N nt-2 • 
o ua 

Supondo. po•· outro 1 ado, que na o ocorra o escoamen 
l<J do rnaleri.ll e que est-e se r.ompQrte na fase elãstl 
ca , a integraçao de (2) , usando a Lei de Hooke 
pequerhlS defot-maçoes [7], nos leva a 

I) r (4) 

3-v 

15(1-v) 
(1 - 1 + 3 11 ~ ) 

3 - \) 
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(5) 

que apl icadas ii Lua (para um coeficiente de P'oi ss on 
v a 0,300) nos fornecem para o centro: 

(P
0

)Lua = 0,0364 x lDu N m-~. 

Tensoes Considerando a Variaçao das Propriedades Mec~ 

ni cas com a Pressão - O elevado valor das tensóes cal 
culadas no item precedente nos pennite concluir que a 
hipótese da invariância das propriedades mecânicas 
(densidade e elasticidade) com a distãncia ao centro e 
descabida, exceto para astros de pequenas dimenso~s. 
Desta forma, consideraremos para os demais casos a ma! 
sa especifica p, o mõdulo de elasticidade volumétrico 
K e a pressão P ( est~do hidrostático de tensões), em 
pontos do interior da esfera, como variáveis em funçao 
da distância ao centro r. 

Para um estado hidrostático de tensoes de (l) obte 
mos 

(6) 

e da definição do módulo de elasticidadevolumel.••ico 

[4J 

(7) 

dp dn dõ 

obtemos 

k c - (j_l2 (~) [ 
t) dl'i 

o 

(8) 

onde & c p/p , k c K/4 ~ G R' p2 e p ; P/4 rr G R1 p1
• 

Supondo que o material tenha um módulo de elastici 
tJ,ldt: variável com a pressão segundo a lei linear L4J. 

k c k + b p 
I 

(9) 

C"de kl e o valor de k na su~erfíc1e (n=l) onde P=O e 
~ e v valor de dk/dp, suposto constante. obtém-se a e 
quaçao de e$tado: 

k k 

(61 )b 
(10) 

Subs ti tuir.do (10) em (8}, obtemos a equação diferen 
• 1 c.l para o (Equação de Emdem [ 3]): 
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d 6 + 2 d 6 .. b - 2 ( d ') • ~ 6, -b = o. ( 11 ) 

d• ' 11 dn 6 d' kr 

lo método de Runge-Kutta de 4~ ordeM. Os resultados o~ 
t1do sao apt·esentados na Tabela 111 para valores de 
b : dk/dp entre 2,0 e 4,0 (fatxa que abrange a maioria 

dos ~~~aterta1s terrestres e meleorílicos [SJ). A 1 ntegraçao de ( 11) foi feita [1] numericamente!>!_ 

Tabela 111. 1\JJ~Mel•·os Adimenstonais Correspondentes a u01 Módulo de Elasticidade (I<) variável na forma 

k : k, + b p (b • dk/dp) 

(a) 
Densidade Relat1va no CenLro da Esfera 

c· =r /p) o o 

b 2,0 . b .. z,s b .. 3,0 b • 3,5 b a 4,0 
I 

r---
0,\1~9 1,001'• 1 ,001 5 1,0015 1,0015 1,0015 
0,900 I ,1 'lUO 1 ,1509 1.14114 1,1 385 1,1330 
0,1100 l. i32~ 1 ,3021 1 ,2771 1,2559 1,2369 
0,700 1 ,5?'3? 1,4514 1,3947 1 ,3547 1 ,3206 
O,hOO I ,7JOJ 1,5972 1 ,50·18 1 ,4365 • 1,3849 

.. 
(h) HÕJulo de Elasticidade Adtmens1ona1 na Superfic1e 

k. : -6 lI 3 I 
I I I 

6 b • ?.,0 b~ 2,5 b • 3,0 b a 3,5 b • 4,0 
I 

0.999 66,497 66,472 66,448 66,425 66,403 
0,900 0,5Ci37 0.5423 0,5218 0,5021 0,4832 
0,800 0,2325 0,2137 0,1966 0,1810 0,1669 
0.700 0,123Q 0,1079 0.09~2 0,0823 o.ono 
0.600 ,0 .0112 0.0582 0.0478 0,0393 0,0323 

(c) Pressão 1\l:hmens 1ond luildJ no Centro 
(p o:c P /·h G R7 p)) 

11 ll 

•S h 
I 

2,0 b .. 2,5 b "' 3,0 b " 3,6 b 4,0 
-~--· --

0,999 O,lu6/ o. 1667 0,1 667 0,1667 o' 1667 
0,900 O,l fi/IH 0,1842 0,1R36 0,1831 O, IR26 
o.oon 0,20o? 0,"034 0,(011 0,1990 0,1968 
0,100 0,?313 0,2241 1.2184 () ,2137 0,2101 
o ,1)1){) 0,2606 0,2460 o.~J!l3 0,2270 0,2211 

( •J) "'-'otnto de rnért'· I: li •n~1nnal (t • C/MR') 

ô h . 2 ,0 b : 2.5 b 3 ,0 b • 1,5 b . 4,0 I 

0,999 0,3499 0,3999 O,J999 0.3999 0,3999 
0,'100 0.381\3 0,3H85 0.38&1 0,389:1 0,3892 
0,800 0,37fil 0,3771 0,3780 O,JTR9 0 ,3791 
o,/()() 0,363J 0,3657 0,3679 0,3698 0,3/15 
Q,(j(JO O,"l&OI 0,3546 0,3!>8'1 0,361R o :1647 
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Na lntegraçao de (11) levou-se em conta que o valor 
de massa total do planeta e de seu ~nto de inércia, 
nos penAit~ escrever . respectiva nte: 

Jo
l 

6 q7 d'l • ( 12) 
3 

[ . ,, ... , • _z_ 
2 

(13) 

Supondo a lua cons t ltuida de uma Ün1ca fase de um 

mesn~ materidl que se adensa no sentido do centro em 

decorrencia da pressao segundo a equaçfto de estado(lO) 
e , levando f'lll conltl o valor de 2 0,392 [1~ . obtemos 
os re sult adcls lndi1.~dos na Tf\be l o !V que fornecem as 

caracteristita!> mec.ãnicas do Olcül!r1al lunar na supe!: 
ficie e no cent ro. 

Tabeld IV. Caracterislicas do material lunar segundo 
os hipÓtese K • K t b P 

1 

b 3.0 3.5 4, 0 

o 
I 

3,109 3.102 3, 100 

K, 0,219 0,212 I O, 198 

Jlu 3,689 3,684 3 ,676 

r----
r. o 0,37 1 0,3f!9 0,400 

-
p so,ro ~0 . 51 50, 53 ,, 

Unidades: ll • 1 O 1 kg ~~~- •; K • 1 O 11 N • - 2 ; 

P • lO' N m-1 (kb} 

gundo a Forma f1ipll ta - Uma distribu1çao para a mos 
sa espec1flCB que se ajusta i condiçao dk/dp • 3 ,5 

(b "'3,5) [I] e 

65 

(14) 

Das equaçoes {12) e (14) obtemos para a densidade no 
centro da esfera (o,. o): 

6 ~ o 
8a 
3 

(1 - a) [ '" -· lã t sen a _2 
lã 

e na superfície (n • 1): 

llz 
6 • 6 (1 - a) 

1 o 

Por outro lado, de (13) e (14): 

z .. - 1 - 6 (1 - a) 1 [ 3/J 
Ja o 

{l -a ) 
),]-, 

(15) 

( 16) 

( 17) 

Quanto i variaçao das propr1edades elásticas, supo~ 

do ainda o ~teria1 seM rigtdez, de (8) e (14) obtemos: 

60 
I ,,"I 1/2 sen 'lã11 

k • ( 1 - an,) {t'l (1 - a n1
) + 

8a I)) 
. lã 

- 21) {1 - l l)l) 
,/z 

I (18) 

que na superf1cie da esfera nos fornece 
A 

k 
1 1 - a (19) • --(-) 

I 3 a 

e para o centro: 

• (20) 

3a 

Com re1açao ã variaçao do módulo de elasticidade k 

com a preS$110 p, o~tém-se das equaçoes (6). (7) e (8) 
para a superfície da esfera: 

(I - 6' ~· 9> {21) 

e para o centro: 

(d!) • 3 ,6 
dp 1 

(22) 

A varlaçao da pressao (ctdimensionalizada) com o raio 
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da esfera é oblida das equações (6) e (14) na forma: 

+ 

6 ' 
r) 

8 

.I 1/7 
sen fatt (l-an7

) 

a li•t 

2a 
[ -1 )2 (sen lã 11 

t/2 
sen - ~ (ã ( 1 - a) 

a fã 
+ 

- 1 lã 2 J (sen a) (23) 

Pot·l.anto, no centro da esfera ( n"'O) a expressão P2.. 

ra a pressao ê: 

?cl 

3 [--
2 

a 
2 

_I 1/2 
_ ~en lã (1 - a) 

a lã 

{24) 

Observ~:-se que para o caso I imi te de ! próximo a zero 

( esferc~ hfl!uogênec~), apressao adimensionalizada p ten 
C) -

de p.1ra 1/b, villOr Lambém obtid(l alr tlves da equaçao 

(3). 

fi r,Jht>lrJ v moslt·il os valores drlímensionais'lia de!!_ 
si dildf' ' , ti!Odu In de e 1 as ti Cl da de k. prcssao p é v a 

riaçdo do modtJ In de elas·t i cidade com a pressao dk/dp , 
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para o centro e para a superfTcie, correspondentes a di 
versos valores do parâmetro 2.. entre O e 1 [l]. 

Para uma esfera com as d1mensoe!. da Lua, obtemos 
p

1 
3,10 e 11

0
" 3,64 x 10 1 

kg tn"
1

; K
1 

= 0,215 e K
0
= 

' ~ .1 0,396 x 10 11 N ut ; P
0 

= 50,fi x 10 N m ; valores que 
se a,ius tam aos obtidos an L<:! r i onuen1 e (1 ab. I V). 

Tensoes Considerando a Presença de Um Nu c 1 eo 

- O baixo val or do momento de inercla adimensional da 
Terra (z = 0,331) e de outros planetas (Tabela I) qua~ 

do comparados com os valores apresentados na'S Tabelas 
IJI(d) e v. e uma evidência de que nab se pode supor o 
planeta como constitu1do de um único material que se 

adensa continuamente no sentido do centro. Esta concl~ 
sao es~a de acordo com a hipõtese da formaçao da Terra 
por açrClscentamento de particulas em um certo ponto da 
nebulo~a solar, que ge~ou a formaçao de um corpo esferi 
co bas1camente homo~gtneo [9].0 estãgio seguinte consi! 
tiu no aquecimentÕ, principalmente devido ã radioatl 
vióade, que resultou na fusao do ferro junto ã superfi 
c i e, onde eram menores as pressões, dando fonnação a 

grandes "gotas" que depois afundaram na direção do ce!l 
lro pelí.1 açao gravitacional. Segundo B.H. t4ason [JOJ, 

TllOela v . Parâmetros l\dhnens1onais çarresponden tes ã dislr1buiçao de densidades na forma elíptica : 

,) ,) k (d1</dP) 1 6\.1 ko p z 
I ~ o 

0,000 1,0000 ., 3,6000 1,0000 .., o ,1667 0,4000 
f- -

0,00 1 0,9998 33?,93 3,5997 
r--

1,0003 333,53 0, 1667 0,3999 

0,010 0 ,9980 32,933 3 ,5979 1.0030 33,534 O, 16/0 0,3998 

0,100 
I--

0,9786 2,9358 3,5782 1,0315 3,5468 0,1702 0,3976 

0,(00 0, 9539 1,2718 3,5534 1 ,0665 1,8956 0,1743 0,3948 

0,300 0,9250 0,7194 3,5251 1,1056 1,3581 0 ,1791 0 ,3917 

o .~oo 0,8906 0,44!13 3,4$}22 1,1498 1 ,1017 o. 1847 0,38SO 

O,bOO 0,81188 0,2829 3,4S'l5 1 ,200q 0,9607 o. 1914 0 ,3837 

O,bOCJ 0)7965 0,1/70 3,4069 I ,2594 0,8812 o, 1996 0,3786 
r--

0.1041 
- -

0.700 0,7?84 3,3493 I ,3298 0,81\21 0,2099 0,3721 

0,800 0,6334 0,0528 3~27119 1,4164 0,8359 0,2237 0 ,3639 

0,900 0,4835 0,0179 3.1722 I ,!,291 0 ,8659 0,2431 0,3525 

1,000 o.oooo 0,0000 3,0000 1 ,6977 0 ,9607 0,2761 0,3333 
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a superfície original da proto-Terra teria sido "engol 
fada e di gerida". nilo res tando hoje nenhum vestígin da 
mesma. 

Imaginaremo-s neste item a esfera constituída de 

dois materiais, ou duas fases de um mesmo material: 
41) um núcleo denso (metãlico) e b) um manto mais 1! 
vc ·(silicalado). 

ô 

--------

o 

6 
m*t 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1/2 
a n~) 
n 

1 n 

1 TG. J - om•rr.ruurçÃn u.,; DENSrDADES comaUL.

M NUu 11 PltJ::SRNC'II m: l1~1 NÚCLL::O t>E:SA-

DO . 
A Fig. 3 moslra a distr1buiçao de dens i dades em fun 

çao da distância ao centro tendo-se adotado a r!!I<Jçao 
(14) que se mostrou satisfatória em tennos do v a 1 o r 
~k/dp e onde o índice ~ se refere ao núcleo. ~ ao man 
lo e o subscrito (.) ã interface entre o ni.icleo e o 
manl.o. 

Na superficie teren~s. 

~~m, 
a ; 
m ~ml + 3km, 

(25) 

que nos dão a di s L ri bu içao de densidades n·o manto, p~ 
lo conhecimento dds características mecânicas do mate 
rial na superfície (on e km ). 

f I l 

6 7 

A distribuiçao de densidades no núcleo (determit"lil•ill 
pelos parãmetros cSno' an e fi*) pode ser obtida [l] le 
vando em conta os V<!lores conhecidos da massa total, do 

momento de inércia z e do fato que o mõdulo de e1astici 
dade nio sofre descontinuidade entre o manto e o ni.icleo 

(Km., = 1<0,.) [3] v1nculos que nos permitem obter um Si,! 

tema determinado de 3 equações a 3 incógnitas. 

Como um teste do mêtodo proposto, utilizaremos os V! 
lares conhecidos para o manto superior da Terra (indic! 
dos pelo equilibrio da crosta - rsost-asia [4]) ,a saber 

bem como os dados conhecidos [l] 

- _, 
p • 5,52 x 103 ltg m , R : 6,37 x 10~ m e z = 0,331 

que nos permitem obter 6m = 0,600 e k = 0,0742, que 
1 m1 

levados em (25) fornec~n am = 0,7214 e 6mo ~ 1,137. 
As restrições de massa total, momento de inêrcia e 

mõdulo de elasticidade, nos conduzem .a 

f')* = 0,556 a
0 

= t ,lO e 

A Tabela VI dã uma idêia da precisào do método, com 
parando os resultidos obtidos com as informações sismo 
lógicas dispon1veis [6]. 

Calculando as pressoes na Terra atravês da integr! 
ção de (6), utilizando-se os valores adotados para am , 

ômo' an• ~no e~. obtemos: 

P* = 1,315 x 10u N m 
_1 

P• " 0,1269 
P

0 
= 0,3421 P

0
., 3,544 X lOuN m-

7 

que comparil,dOs com os valores obtidos pelas informações 
sismolôgicas [6], a saber, 

nos indicam Uffirl diferença de 3t. 

MODELOS Pf,RA OS PLANETAS TERRESTRES 

O conhecimento do i nterior de noss.o p 1 a neta, de se_!! 
volvido pelos estudos sismo1Õ5)icos, nos permite estabe 
lecer pares de valores para a massa especifica (11m

1
) e 

mõdulo de elas ti cidade volumétrica (K
1111

) na superfície 
que, segundo o método introdUzido no cap1tulo preced~~ 
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Tabela VI. Pr~pried~d~s Mecânicas do Material Terres 

trcs (a) c~lculadas segundo o método propo~ 

tCIS e (b) determlnddas pelas informçoes si_! 

mlÕgH.:as [6] 

(o) (b) IJS( 

0no 1?.,1 12,6 

r n• 
9,89 9,90 101 kg m- 1 

'rn• 
!i .53 5,!>3 

V, li O l ,? l:l,fl 

1-- -- - 1-- -
Kn* 1.~6 6,1!> 10 11 N m - , 

---
l<o,• 1,26 IJ ,ll l 

-
R. 3 ,1:11 3,49 10' m 

'-- ·-
te. nos levam a otJter o valor conhecHIO ~. " O,S47 

parn o rcliO do nüciP() pesado da Terra. A partir de.s 

'>d resultados c pos!>ível construi r-se uma série de ~ 

delol> par o inter to•· da Ter• a dos quais foi selecion! 

c!o o QUI' mais se a Justa iu'. valores tndicados por An 

der ou e llarl (1911) [6] ~ui: cot respondfl!ll, 1 ara o 111a 

lt!l'ial do 11•Íclc-~t, a IJIM lllóSSd espec;ittc.t 1
0 1 

5 ,9 x 

10 q m· . reduzida ~ PrtSSdO 1ero. 
r, pa . tr• duc. rcsullJrlos olltt•los pdrd • Terra e,P<I! 

tind•1 tln '"' ~~UilO'>to qu<' o mo.~ttnit~l do nucleo da lua 

e M~~r h~ C d,t lil("•llhl Odlurl!Zcl, lOtiiOU·Se r•OS'>lVel elab~ 

t'it l' ,, labcl,i VI J que apresenla uni modelo proposto para 

c:..H!,, tJIII rlrsl• •s 1tSlro'i, dos quais se conht>ce o momento 

de tllCrl I·• I 

Mod~lus Jl·llil Vunus e Merciirio -A ausen~1n de 

t••s u.tlurals P•Hd esses duis pl, netaor 111Leriores 

satêl i 

do 
s•steMd solat imposs1b1l1tou, dtê o presente, o conh~ 

r i~nto do llKIIJM:nto de tnerc ta, llllp!wtante in'omação 

reldt•va ao dest•nv11lviomto de modl•lns p<tra suas cons 
lllu1ç;ao . 

Ho usc.o dn p 1.1n~ld Venus, •toe por suas nropo.!:' 

c;,oe!> mu1lo se d'><;~'li'lh" i Tetra, aremos a hipõt~e de 

que o~ •utertats Jo D4nlo e do núcleo seJam da me~ 

natureza dos IIIJtCrt41S terre:~tr• (1
11 

: 2,30 x 10- 3 c 
•• k = 0,77() X 1011 N ~~~- ~ ). 

Adotando-se os Vdi<H'c'> conh<.•ctdos (R = 6,055 x 10m 
e i, !l,246 x 10 11 ~!J m- :1 (1 tthfl t1 I) obtemos 
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Tabela VII . Modelos propostos para a lua, Marte e Ter 

!'a. 

(USI) L U A H A R T E T E R R A 

PROP. (q] PROP . [ s] PROP. [6] 

f' fiO 
lU t.i,320 5,223 7, 54 - 12,32 12,58 

o"* Knm- , 6,?/5 5.209 7,04 - 10,06 9,96 

(1111.1. 3 ,411i 3,434 3 ,94 - 5,60 5,53 

I\ A 0,249 (0,2) 0,458 0,4~ 0,547 0,547 
- -- ---

R" IO~m 0,438 0,338 I ,555 1 ,54 3,485 3,485 

KOII 1,498 1,423 3,04 - 15,45 13,64 

lO 11 .• 
Kn, 1 ,461 1,400 I ,59 - 7,51 6,35 

K N m 
-1 1,461 1,745 1,59 7,51 6,43 -m• 

pno 0,0583 0,053 0,385 - 3,584 3,617 

Pn • 0,0479 0,048 0,203 - 1,354 1,352 

. 
Para cada valor atribuTdo i o. obteve-se os corres 

pondentes de "n• 6
00 

e z. Desses valores, selecionou

-se aquele que dã, pat·a o mater-ial do núcleo, o valor 

r n 5, 9 )( I O kg m -J • correspond(:n te ao ma tet·i a 1 ter 

rt>stre redul i do i pressao 1ero, nos penni ti nd.o propor 

para Venus · 

1 c 0,336 R* 

n00 • 11,6 x 101 
Pn* • 9,65 x 10' ~ : 5 37 X 101 

"m• , 

A anc~rleza na d~term1naçao do diàmetro de Mercúrio 

nos permite ~pPnas uma estimativa grosseira de sua I!ICI~ 

s.t t>spc•c.Tiica mas C')UC , apesar de tudo, desde 1960 :=_z] 
se~ b• que i qr.1nde para as dtmens(le~ do planeta ( p • 

',11 101 kg n('). Nao seria plausivcl portanto, su 

por-~e que o ma terial do manto fo~~e semelhante ao da 
Terra e V e nus. 

lltlotando-se parc1 o material do n<lnto de Mercúrio as 

cnractcdsticas mecinicas da Olivlna rerrosa (Faialita ) 
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oara a Qual ~e conhece (Tdbe la I!) 

e como para Mercur1o, R a 2,443 ~ 10' m. obtemos• 

l = 0,8130 
m1 

~ • 0,9045 e (dk/dp) : 4,9 
1111 I 

Procedendo da mesma fot111a tOlliO fo1 feito para o pl! 

rleta Venvs. selecionoU- <;(' o mod~lo que raos leva ãs me~ 

llldS caracteristicas para u tnilteri al do oucleo d~ MercQ 

r io: 

0,760 l "' 0,311 1,86 x lO' m 

p - ó • 'll x 1 O 1 
.-.

111
• - 4 , 66 x 

"· 

CONCUISAO: 

A introduç.lo da funçao E.'lfpt1ca (14) para represe~ 

tar <1 dhtribuiçao rle densidacles no il'tel"ior dos olan~ 

tds lt>rre~Lres se Juostt·Otl arll'quacJa, p1•incipalmente no 

que dit respeito 5 v;,rliiÇ•lO do ~·Õdulr de elasticidade 

• CJIII a Jlressao { dK ldl em torno tlc> 3, 5). ALra11és dela 

tornou ,e vo'>• ível cstallelccer C!:; titnati v<Js dos parã~ 

tros 'llll' descrCVt"iiiiiS proprll!<lrldrs mec .• nicns daqueles 

<J'>lro'>. IJ;,se,ldo na hipotc•s,.. d~ unifonnidadt- de propri!_ 

<1c1des mNclnlcls paril r1s mater1u1S tlt• s 'tiS núcleos de~ 

<..u!.. ()~ re~u I t .dos ob I 1 dos •tn perm í • •~m propor uma ! 
qucJ(:ilQ que se ujuc; t.1 ao cnmprJt l.iltnl:'n LO. do HI(Jdu 1 o de e 

Jastiritlade em funçrlO da pre~<..IO, ,t •,1\hCr 

K 1,31 + 4,69 P- 0,02?? P~ (101' N m- 1
) (26) 

1.31 x 10 11 N m- c (dK/dP). 4.69, valores 

~OIIIIJ<ll ivch com oc; lll<ileriais mrlPonttro<, (olivina , p.!_ 
ruxeniu. el< I 5j) 

A est lltldl tv~ d11 pres.,i\o no CPnlro rlt1 Terra , do môd_l!. 

lo de c•ld!>ti< idddlo' do mawr1al no untr·u da lua. do 

r·.11o du núcleo p~so1dO df' Venu~ ou do a.tOtnento de íner 

c1a rie Hercuno, pt·(•sentes neste trabalho, nao visam 

CJ int~r·(•sse inlrimwco dessas delenllillat,.ncs. Da mes 

d fonnd que uan dSLt·onomo, ao nl(>dit a d1st~ncia de Umil 

alãxu longíqua, está tnolivado pelo problema maior d,, 

ature7d do Cosmos, teve-se em ntenle co I e ta r infonr.a 

oes que por.s.am fortalecer uma teoria sobre a origem 

a fonnaçao do Sh t emd So 1 ar . 
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EDITORIAL 

lenta mas progressivamente a Revista Brasileira de Ciencias Mecânicas vai caminhando. Os 
trabalhos vem sendo enviados com maior frequencia e esperamos Ji para o pr~ximo ano aumentar 
o número de edições anuais para quatro. 

Ouvir as crlticas, aproveitar aquelas que são l~cidas e viiveis, nio deixar que os defei 
tos de forma se transformem em cavalos de batalha, desvirtuando o objetivo principal da Revis 
ta que e a divulgação dos resultados de pesquisa, tem sido o caminho seguido ate aqui e o que 
pretendemos cont i nuar trilhando. 

Ao que tudo indica a Revista Brasileira de Ciências Mecânicas esti tomando força. Agora, 
mais que nunca necessita do apoio dos associados da ABCM, da comunidade cientifica, das Insti 
tuições de Ensino Superior e de Empresas e indústrias. Quando se fala em apoio, pensa-se lo
go em apoio financeiro e em ger<ll, apoio financeiro gratuito, do11ção. Embora o apoio finan
ceiro seja necessário, e muitas vezes desvinculado de um fim especifico, mas sempre associado 
a um beneficio maior e mais amplo, não ê dele a que me refiro agora. O apoio a que me refiro 
é mais importante que o apoio financeiro, porque ê justamente o que lhe dã conteudo e razão 
de ser. 

t indispensável que as publicações da Revista sejam usadas e tenham significado. Sejam 
usadas principalmente pelos membros da nossá comunidade cientifica e das nossas empresas. 
Sirvam de base ou comparação para novos desenvolvimentos tanto teóriCO!> como aplicados. r 
preciso que o engenheiro de projeto se habitue a usar os trabalhos publicados como pontos de 
referência sobre os quais possa desenvolver suas aplicaçõ,s. ( preciso, principalmente, que 
a Revista abra um vei~ulo de comunicação extremamente fértil entr~ a Empresa e as Universida
des e os Institutos de Pesquisa. MUitas vezes o trabalho publicado i apenas o indicador de 
potencialidade. Todos os autores, estou certo, estão interessados em atenderem a quaisquer 
solicitações que estejam dentro das suas possibilidades. ( necessãrio que se deflagre um 
maior intercâmbio direto entre os membros da comunidade cientifica e tecnológica. Este é um 
apoio de que necessitamos. 

Tenham significado, isto é, contem ponto, sejam avaliados com justiça. Quando recebemos 
nas Universidades, formulirios de Órgãos de Ensino e/ou Pesquisa, ou de Agencias Financiado
ras dirigidos com propósitos de avaliação, é praticamente invariãvel a distinção de trabalhos 
publicados, ou pelo menos duas categorias: trabalhos publicados em revistas "nacionais" e ~e! 

trangeiras". Sem querer entrar em uma análise detalhada da questão, e evidente que para fins 
de avaliação a classificação não faz sentido. O que existe são revistas cientificas de ~boa 

qualidade" e revistas cientificas de "mâ qualidade". Certamente a atribuição de uma escala 
de qualidade para revistas cientificas é uma boa idéia e pode ser usada no estabelecimento de 
1ndices médios para avaliação da qualidade de produção cientifica. O critério para se estab~ 

lecer esta escala não deve ser, no entanto, um critério de "nacionalidade". O Conselho Edito 
rial, o modo de seleção dos trabalhos, o objetivo da Revista são dados muito mais significati 
vos. Neste sentido a Revista Brasileira de Ciêncies Mecânicas é competitiva e esti disposta 
a ser julgada com as demais congêneres , quaisquer que sejam as suas "nac1Qnalidades". 

Estes são os apoios de que necessitamos, especialmente neste momento em que a Revista 
Brasileira de Ciências Mecânicas começa a crescer. 
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U~ MtrODO RACIONAL EXPLfCITO PARA PROJETO DE COMPONENTES MECÂNICOS 
SUJEITOS A CARREGAMENTOS DINÂMICOS GERAIS 

JAIME TUPIASSU PINHO DE CASTRO 
PROFESSOR AUXILIAR 
DEPTO. DE ENG. HEC.~ PUC/RJ~ RIO DE JANE IROJ RJ 

SUM~RIO 

t 6t~ta uma ~evihao do4 mitodo4 utitizado4 atualmente no pAojeto à 6adiga de peça6 
4uje~ta4 a um ca~Aegamtnto d~nãm~co complexo . E pAopo4ta uma 6t~~amenta, ut~liz4vtl 

expticita•tnte duAantt o e4t4g~o dt dimtn4ionamtnto, ba4tada no mitodo dt an4ti•e t~ 
cal de ttn4Õe4 e dt~o~maçõe~ t em UMa acumulação lineaA dt dano . O tipo de 40lici~ 
ção con4~deAada i geAal, admitindo um t4tado tAi-axial d~ ttn4Õt4 t a tx~4tincia dt 
ten4Õt4 Ae4iduai4 p~ovocada4 po~ t4coamento ou po~ 6ab~~cação, e t pe~m~tAdo ao pAo
jeti4ta a t4pec(~icaç4o da At4i4tineia do mattAial 4 6adiga, '"clU6ivt at~avt4 dt 
CUAV44 tXpeAiMtntai4. 

I,TRODUÇAO 
O problema do dimensiona~ento de peças ou 

estruturas sujeitas a um carregamento dinâmi
co complexo ainda não tem uma solução univer
salmente aceita. O conhecimento atual do me
canismo de falhas mecânicas devido a fadiga 
dos materiais é incompleto, e portanto não 
nos permite uma solução matemãtica Ünica, utl 
lizãvel diretamente em projetos. Em Engenha
ria são usados métodos racionais que combi
nam, e• vãrios graus de sofisticação, anãlise 
de tensies e deformaçies, mecânica$ fratura, 
dados experimentais e/ou (se possTvel) experl 
ência acumulada em casos semelhantes. 

Experiência tcuaultdl - ·~now how• - é teE 
nologia, e como tal dificilmente access1vel 
na l1teratura, Ji que é ua be• co vtlor eco
nomlco. Dai a necess1dtde do desenvolvimento 
de mêtodos rac1ona•s explTcitos, que possan 
utiltzar de forma direta, na rase de projeto, 
hipóteses razoiveis e coerentes com a realida 
de fis1ca. 

Os objetivos deste trabalho são rever os 

itodos de projeto ã fadiga e apresentar uma 
ferrament-. de utilização relativamente sim
ples , capaz de atacar problemas de projeto m! 
cãnico onde a suposição de um carregamento 
constante sejt Irreal. O tipo de solicitação 
considerada ê bastante geral - um estad~ bf 
ou tri-axial de tensões, com componentes me
dia e alternada, de amplitude vari~vel no te~ 

po. E suposta uma acumulação linear de dano, 
e e permitido ao projetista a escolha do tipo 
da resistência do material ã fadiga - por e
xemplo através de curvas obtidas experi~ental 
mente. 

UMA VISTA GERAL SOBRE O PROBLEMA DO PROJETO A 
FADlGA 

Pode• ser tdenttficados três correntes no 
ataque noderno ao problema do proJeto à fadi
ga, que podemos cha~ar de: estatTstica, mecã
nica da fratura e anãlise de tensões/deforma
ções. Estes enfoques evidentemente não são 
estanques, mas identificam filosofias diferen 
tes de se encarar um mesmo problema. O obje-
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tivo bâsico ê Õnico - prever a vida (ou a re
sistência) de uma peça ou estrutura sujeita a 
carregamento dinâmico. 

O enfoque esta tfs ti co parte da suposição 
de que fadiga e um fenômeno aleatório, e pro
cura descrever, da maneira mais precisa possf 
vel, a forma das distribuições de probabilid! 
de relevantes ao problema. Por exemplo, é u
sual descrever-se a variação da vida ã fadiga 
de peças idênticas, submetidas a carregamen
tos iguais, através de uma distribuição log
-normal ou de uma distribuição de Weibull com 
2 ou 3 parâmetros. A linha de pesquisa em e1 
tatística visa atacar o problema mais geral 
de solicitações variãveis, descrevendo matem! 
ticamente as funções de probabilidade de fa
lha. As referência [1-6] exploram este enfo
que. 

A Mecânica da Fratura visa descrever o cam 
po de tensões no entorno de fendas internas 
ao material, e a velocidade de propa~ação de! 
tas fendas quando as solicitações são dinâmi
cas [7-10]. (um enfoque mais bâsico, que 
preocupa-se com fenômenos microscÓpicos e com 
a descrição do mecanismo de falha propriamen
te dito. As dificuldades matemãticas são mu! 
tas vezes considerãveis, mas em projetos onde 
fratura pode ser catastrÓfica - em aviação ou 
em reatores nucleares por exemplo - este mêt~ 
do pode prever os intervalos necessârios en
tre manutenções preventivas. A ideia bãsica 
é supor que toda estrutura possui, inevi tavel_ 
mente, fendas internas que tendem a propagar
-se com o uso. Se a lei de propagaçao das 
fendas for conhecida, se o mêtodo de inspeção 
usado durante as vistorias periódicas detec
tar todas as rachas maiores do que vm valor 
mtnimo, e se for posstvel estimar-se o miximo 
tamanho de fenda capaz de evitar uma fratura 
sÜbita (função da velocidade e do tipo de ca! 
regamen to, tenacidade do ma teria 1, tempera tu· 
ra. geometria da estrutura, existência de re
tardares de fendas, etc ... ), hâ possibilidade 
de se chegar ao esquema de manutenção necessa 
rio para não ter-se falhas. 

Em projeto de grandes estruturas, onde a 
probabilidade de existência de fendas e mui-
to grande e onde inspeções pe r iÓdicas sao .-v1a 
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veis. este método e talvez o mais racional. 
Mas no projeto de peças pequenas , submetidas 
a um bom controle de qualidade durante a fa
bricação e/ou montagem, que trabalhem sob so
licitações predominantemente elãsticas (fadi
ga de longa vida), sabe-se que a maior parte 
da vida da peça ê usada na geração de fendas 
macroscópicas, e não na sua propagação (70-
·80% e um valor ttpico [11-12]). logo , su-
por a prê-existência de rachaduras internas 
pode ser desnecessariamente conservativo. 

A terceira maneira de ataque parte dos 
pressupostos que: 
(a) uma descrição "precisa" das tensões e de-

formações (elãsticas e inelãsticas, inclu 
indo tensões residuais nos pontos mais solici 
tados das peças, as raizes dos concentradores 
de tensões) ; ~ 

(b) uma descrição "precisa• do comportamento 
do material (através das curvas tensão/d~ 

formação o·e, estãtica (monõtona) e cíclica, 
e das curvas de vida ã fadiga S· N); 
(c) uma contagem "precisa" dos ciclos de soli 

citação, e 
(d) uma teoria de acumulação de dano (em ge-

ral a regra de Palmgren-Miner), 
são as quatro ferramentas suficientes para r! 
solver o problema do projeto ã fa~iga. Ou se 
ja, a idéia ê chegar-se a descrição mais real 
possivel do carregamento e do seu efeito so
bre a resposta do material, e usar estas in
formações no projeto. Este i um enfoque ma
croscópico, onde os mecanismos de geração e 
propagação de fendas sõ são levados em consi
deração de forma indireta. através das curvas 
S·N do mater1a1. Entretanto as dificuldade& 
matemáticas deste método não são intransponi
veis, e sua aplicação leva a uma Õtima visão 
geral do problema de projeto. E ele i parti
cularmente Ütil para engenheiros com formação 
mecãnica, habituados aos métodos usados em me 
cãnica dos sÕlidos [13]. A seguir alguns de 
talhes dos passos (a)-(d) são comentados. 

AN~LISE DE TENSOES E OEFORMAÇOES 
Uma das razões da di screpãnci a entre O COIII 

portamento em serviço e o comportamento pre-
vis to de peças sujeitas a fadiga e, sem düvi-
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da, uma anãlise de tensões e deformações mal 
feita. As fendas quase sempr e iniciam-se em 
pontos de conce nt r ação de te nsões , onde a com 
binaçio o • E pode ser totAlmente diferente do 
estado nominal previsto, mesmo que um fator 
de concentração de tensões seja usado no pro
jeto, devido a efeitos de escoamento localiz! 
do. Tensões residuais causadas por sobre ca! 
gas eventuais, diferença entre o comportamen
to ciclico e monótono dos materiais, relaxa
mento de tensões, são fenômenos que acontecem 
em serviço e que devem ser considerados numa 
previsão mais co r reta. Na literatura são re
portadas melhorias consideráveis em previsões 
que consideram estes fenômenos em pontos cri
ticos de peças [14-18]. 

Uma das soluções usadas é aplicar a regra 
de Neuber [19], que relaciona a deformação e 
a tensão na raiz de um entalhe com a deforma
ção e a tensão nominal da peça, mesmo que es
coamento ocorra: 

( l ) 

onde K
0 

e KE são os fatores reais de concen
tração de tensões e deformações, respectiva
mente, e Kt é o fator teõrico (geométrico) de 
concentração de tensões, vilido na fase elâs
tica. Uma justificação intuitiva de que o 
produto K

0 
KE possa permanece~ constante en

contra-se no fato que K
0 

diminui enquanto KE 
aumenta no escoamento. No caso de fadiga on
de, devido a diferentes sensibilidades ao en
talhe, Kt deve ser substituído por Kf (o fa
tor de concentração de tensões ã fadiga), a 

regra de Neuber pode ser escrita como: 

onde on om' cnom são a tensão e a deformação 
nom i na~ da peça; o, c a tensão e a deformação 
na raiz do entalhe~ E o mÕdulo de elasticida
de. Se o estado nominal de tensões for elãs
tico, o que i usual em casos prãticos, obte
mos: 

( 3) 
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que e uma equação conveniente para o uso em 
projetos. Se a cur va o ·~ fo r conheci da, (3) 
nos dã a tensão e a deformação real que ocor 
rem no ponto mais solicitado da seção mais s~ 
licitada , e é esta a comb i nação que da rã ini
cio a falha por fadiga da peça. onom i obti
do através de uma anãlise comum de tensões 
(po r exemplo P/A, onde P i força e A irea nu
ma solicitação axia l, e tc ... ). e Kf é f unção 
da geometr ia e do mate r ial , e é uma constante 
da peça. 

COMPORTAME NTO DO MATERIAL SOB CARREGAMENTO DI 
N~MICO 

Um fator frequentemente não considerado em 
projetos é a diferença que existe entre o com 
portamento o·c estãtico e ciclico dos mate
riais. Por exemplo, na figura 1 as curvas 
o •c ciclica (estabilizada) e monõtona de al
guns mate ri ais são apresentadas. As tensões 
e deformoções na fase plãstica podem ser rel! 
cionadas matematicamente, tanto no caso monõ
to~o como no cicllco, através de leis expone~ 
cia.is: 

OIJ ( 4) 

onde K, K' são os coeficientes de resistência 
estãtico e cíclico e a, a' os expoentes de en 

c-
MPo 

10150-r 

AÇO SAf 4340 
(350 BHN) 

A12024-T 4 

(Aif. [8]) 

01 .02 

Figuro I 
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cruamento, estãtico e cíclico , respectivamen
te. Valores das constantes K, K', a. a' po
dem ser obtidos atravis de testes de traçio 
estãticos e dinâmicos. Landgraf et.a1. [20] 

mostram que para vãrios materiais 0.10 <a' < 

< 0.20, com a' - O. 15 sendo o valor mais co
mum. Se a < - 0.10 o material tende a '' amole 
cerN sob tens5es cíclicas; se a> - 0.20 ten
de a nendurecerN e se - 0 . 10 < a < - 0.20 o 
comportamento cíclico tende a ser aproximada
mente estável. Estes nümeros, evidentemente, 
sõ devem ser interpretados como orientação, 
bem como a clâssica receita de que metais re
cozidos tendem a endurecer e metais altamente 
traba1hados a frio tendem a amolecer, quando 
solicitados ciclicamente. 

Em projetos,a variação do efeito de encrua 
mento sob solic1tações cfclicas implica que, 
durante a aplicação da regra de Neuber, os V! 
lares de a e E devem ser considerados função 
da história do carregamento. Ou, em, outras 
pa 1 avras, os materiaIs tem memôri a. [21 -25] 

Um outro efeito importantíssimo do escoa
mento é a possibilidade da criação de tensões 
resi duais [13,26). Variações de duas ordens 
de grandeza entre a vida prevista e a obtida 
podem ocorrer se este fenômeno for 
Tensões residuais compressivas são 
e trativas são pre judiciais ã vida 

ignorado. 
benéficas 
da peça. 

Logo, uma sobre-carga trativa numa peça enta
lhada pode ser Útil, o que não é um fenômeno 
intuitivo [26,27]. 

Pelo dito acima, vê-se que algum tipo de 
"an~lise ciclo a ciclo" é necessiri o para des 
crever o comportamento "exato" da peça sob so 
licitações dinâmicas. 

CONTAGEM DO NOMERO DE CICLOS 
Com a necessidade da descrição do comport! 

mento ciclo a ciclo da peça, um outro proble
ma sério é encontrado nos projetos ã fadiga: 

Como definir "ciclos" para carregamentos 
complexos? Como contã-los? Como diferenciar 
entre tensão média e tensão alternada? 

Oowling [14] faz uma Õtima revisão deste 
problema, e conclui recomendando a utilização 
do achuvisco• (rain-flow) ou do "faixa-par" 
(range-pair) como os Ünicos métodos, dos atu-
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almente disponíveis, capazes de contar ciclos 
de carregamento de forma confiãvel. Programas 
de comp utador para executar uma contagem se
gundo estes métodos são disponíveis na liter! 
tura [28 ,29]. 

Contar ciclos um a um é, no mínimo, uma t! 
refa tediosa. Nelson e Fuchs [30,31) propõem 
um método, chamado "raia" (race-track), para 
condensar a histõria de tensões desprezando 
valores pequenos que não causem dano detectã
vel, o que permite diminuir o tempo necessa
rio para contagem (ou teste). 

Mas, lamentavelmente, ainda são pouquíssi
mas as soluções analíticas disponíveis para 
evitar este trabalho. Crandall e Mark [32] 
apresentam um modelo utilizãvel em peças cu
jas tensões, caus~as por uma solicitação a
leatõria, sejam_,estaeionãrias e de faixa es
treita. Muita pesquisa ainda e necessiria 
nesta ãrea, principalmente para relacionar di 
versos tipos de espectro com a contagem feita 
pelos métodos "chuvisco" ou "faixa-par". 

ACUMULAÇAO DE DANO 
Palmgren publicou em 1924 a regra de acum~ 

lação linear de dano, ~n/N; ,. 1 (n; numero 
de ciclos de solicitação na tensão ai. N1 nú
mero de ciclos necessãrios para falha neste 
tensão). Até hoje este ainda ê o modelo mais 
usado em projeto. Muitas das deficiências 1 n 

tr1nsecas desta regra, principalmente ser in
dependente da ordem de aplicação do carrega· 
mento . são contornáveis calculando-se dano ci 
elo a ciclo, através dos métodos discutidos 
nos Ítens acima. 

Grover [33] propÕe uma v a ri ante da regra 
de acumulação linear, onde os periodos de inl 
cio e propagação de fendas são diferenciados. 
Stallmeyer e Walker [34] discutem vãrias ou
tras variações. Mas todo modelo macroscõpico 
e, necessariamente, uma racionalização da te! 
lidade fisica, e portanto em nenhum hã u•a 

vantagem intrínseca sobre a regra de Pa lmgre!!_ 
-Miner. Como esta é a mais simples e a ma1s 
documentada seu uso é recomendãvel, princi
palmente com uma contagem que preserve a or
dem de carregamento. 

Alguns modelos recentes [35] usam a regra 
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de Palmgren-Miner para prever infcio de fen
da, e empregam conceitos de Mecânica da Fratu 
ra para o estãgio de propagação. 

SIMPLIFICAÇOES UTILIZAVEIS EM PROJETOS 
Modelos que descrevam "exatament~" o 

portamento tensão-deformação-resistência 
com-

... 
Cl-

clico são necessariamente complexos , e neces
sitam de um computador para executar os cãlc~ 
los indispensáveis para as previsões. Alem 
disto, em projetos as dimensões não são conhe 
tidas a priori, o que impede a especificação 
das tensões de trabalho. 

Logo, e justificãvel e necessãrio o desen
volvimento de modelos simplificados, que pos
sam ser utilízados de forma direta e explÍci
ta em projetos. A idéia ê tentar incluir a 
melhor descrição da realidade fTsica compat1-
vel com um m1nimo de computação. 

Castro (36] descreve um método racional e! 
pl1cito para projeto de componentes mecânicos 
sujeitos a car r egamentos dinâmicos gerais. A
qui retomamos esta linha e desenvo 1 vemos a lgE_ 
mas fÕrmulas utilizáveis diretamente no dimen 
sionamento de vãrias peças c~muns. 

As simplificações usadas são: 
1- Supor que as resistências S do material 

sejam especificadas por: 
(a) su. sy. se e sf ' res pectivamente as resis 

tências ã ruptura, ao escaámento, ã fadi
ga para vida infinita e fini-ta. se leva em 
consideração os efeitos de acabamento superfi 
cial, tamanho, etc. • • 1 e sf ê função do nume
ro de ciclos. 
(b) A linha de Wõhler (diagrama S· N) dada por 

uma linha reta em loglog: 

b 
NS " c (5) 

ou, se o material possuir limite de fadiga em 
B ciclos: 

N < B N ~ B (6) 

(c) Diagrama o
8 

• "m (tensão alternada-tensão 
média), tipo Jinha de Goodman. dado por 

uma linha de rwptura geral de equação: 
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(7) 

onde Sa• Sm são resistências ãs solicitações 
alternada s e médias. respectivamente. 

2- Supor que o carregamento F possa ser d! 
composto em componentes F1 , que ajam durante 
n1 ciclos, contados por algum método especTfi 
cado. 

F é geral e pode provocar momentos fleto
res (M) e torsores (T). bem como esforços no! 
mais (P) e cortantes (C). As tensões equiva
lentes são calculadas segundo uma teoria de 
falha escolhida pelo ptojetista. Por exem
plo, no caso de um estado bi-dimensional de 
tensões, usando-se a teoria da mãxima energia 
de distorçio, a i-êsima tensão alternada equl 
valente, oEa . ' ê dada por: 

1 

0 Ea; A [(Kfp 0 xPa
1 

+ KfM 

- (Kfp a xPa 1 
+ KfM 0 xMa 1) 

(Kfp 0 yPa. , + KfM 0 yMa.l + 
1 

+ (KfP 0 yPa . + KfM a )2 + 
l yHa; 

I 

+ 3(KfT Tra + KfC 2r· ( B) lCa;l i 

onde ayMa · é a tensão normal na direçã~ y cau 
sada pela

1
componente alternada do i-êsimo fl! 

tor, TTa· a tensão cisalhante causada pelo 
l - -torsor, Kf~ e o fator de concentraçao de te! 

sões para esforços normais, etc... (Sempre 
que for poss1ve1 evitar duvidas, os indices 
são omitidos nas aplicações abaixo). 

Para uma dada combinação oa · am' podemos 
calcular uma tensão totalmente alternada (com 
am = O) que causaria o mesmo dano ã peça, se
gundo uma linha de ruptura pre-determinada. 
Sejam aEa;, atm; as tensões 
sadas pelo carregamento F;· 

equivalentes cau
Oe ( 7) temos: 

(9) 

De posse deste valor Sfi e usando a linha 
de Wõhler do material, calculamos o numero de 
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ESPECIFICAÇW 
----------------~-, 

MATERIAL 
LINHA DE WÕHLER 

NSb: e 

GEOMETRIA DIAGRAMA DE R€S6TOO 

(f:-r t (i! r=, 
CARREGAMENTO 

'i t " • c,tLCULO OAS TENs6e:s 

<iio · ÔEm1 G",...:f(d) 
I ' I I 

F1guro 2 

ciclos N; que causariam falha por fadiga 
esta tensão alternada: 

com 

Note-se que o simbolo 
N1 ê, em geral , finito. 
Palmgren-Miner, soma-se 
diversas componentes F1 

{10) 

sf ê usado porque 
1 

Usando-se a regra de 
o dano causado pelas 
da solicitação: 

( 11) 

(11) ê uma equação em d-2 e d- 3 , onde dê uma 
dimensão característica da peça, e é em geral 
resolvida por métodos iterativos. ~ importa_!!. 

te realçar que esta equação e aplicãvel de 
forma direta e explicita em projetos. A fig~ 
ra 2 ilustra a filosofia de aplicação deste 
mê todo. 

Em muitos casos práticos a solicitação F 
causa sõ momentos ou só esforços, o que torna 

- ) - , -2 -3 a equaçao (11 funçao so de d ou d , 
respectivamente. Nestes casos esta equação 
pode ser trabalhada em formas mais úteis. 

Se somente momentos fletores e torsores s~ 
licitarem a peça, a teoria da mãxima energia 
de distorção nos dã: 

( l 2) 

onde qM ' qT são constantes, função da geome 
tria da peça. Para seção circular, por exem
plo: 

• w 32 ~ 2 3 z' qM"'!'2' qTJõ aE"---:'! (KfMM) +l'(KfTT) (13) 
1t d 

Em 1371 podem ser encontrados valores de 
qM e qT para vãrias formas de seção. (12) p~ 
de ser escrito de forma mais convenien te como: 

1 ,I M 2 T 2 
aE = d! Q ' Q • ~{KfM QM} + 3(KfT qT) ( 14) 

Apõs um pouco de ginãstica algébrica, e 

usando coerentemente os indices jã definidos 
acima, obtemos uma variação de (11) onde o nü 
mero de contas necessãrias é minimizado (o 
que facilita o seu uso em calculadoras de bol 
so programáveis): 

1 (15) 

(16) 

Caso as solicitações provoquem somente es
fo rços normais e cortantes, uma equação seme-
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lhante em d2 é obtida. Se o projetista pref~ 
rir o uso da t~oria da mix1~a tensão cisalha~ 
te, ou de qualquer outra teoria de falha, o 
valor de Q deve ser calculado de acordo. 

Um proble•a um pouco mais co~plexo ocorre 
quando hi tensões residuais na peça, induzi
das por escoamento ou tratamento térmico. Se 
ja ares; a tensão residual superposta ao car
regamento oEi • ores pode ser constante caso 
não haja escoamento durante o uso da peça,mas 
em geral ores ê função da hfstõria do carre

gamento anter1or a oEi' isto é, ores· · f(or.>• 
• 1 J -

j:O, . .. • 1 - 1. Se ores for de sentido contr~ 
rio a oE, a equação (11) pode ser escrita co
mo: 

Se ares tfvcr o ~esmo sentido de o[' deve
-se usar a soma das duas em (17). Um caso 
parttcular vale a pena ser explicitado: quan
do tensões residua i s sio propos1tada~ente in
duzidas durante 1 fabricação e nio hÍ escoa
mento em serv1ço, carregamentos causados so
mente por momentos levam a uma equação seme-
1hante a (15) : 

• 1 (18) 

onde 

(19) 

As equações (11 ) -(19) cobreM a aa1oria dos 
probleMas de dimensionamento que um projetis
ta encontra na pratica. 

APLICAÇOES 
Usare•os o étodo desenvolvido aci a para 

estiMar as dimensões de uma barra de torsão 
para um automóvel médio, problema onde supor 
que o carrega~ento tenha amplitude constante 
não é razoivel. Jã que o método 1nt1tula-se 

17 

•racionalu, para este exemplo escolhemos da
dos que se baseiam apenas em bom senso, ou S! 
ja: a ausência de dados experi•entais e/ou 
tecnologia acuaulada - •know-how• - é contor
nada por supos i ções coerentes e por uma anil! 
se que considera a realidade flsica. Na fíg! 
ra 3 é apresentado um esque•a do 
proposto . 

Fi9uro 3 

mecanis11o 

A peça trabalha co111o mola. logo o material 
escolhido deve maximizar resiliência e ter Se 
definido, para que um serviço normal não pro
voque fadiga. Um aço de alta resistência e 
uma escolha natural, pela disponibilidade no 
mercado, preço accessfvel, co~portamento co
nhecido. Boa temperab1lidade e tenacidade 
são requisitos paralelos. O aço SAE 5160, 
por exe~plo, e uma boa escolha. Suas proprl! 
dades (11onõtonas) são (38]: 

Su• 1,65 GPa Sy• 1,5 GPa G• 74,1 GPa (ZO) 

onde G i o aõdulo de elasttcidade a torsão. 

A resistência i fadiga i esttmada coao (26, 
39-41]: 

S • 0,3 r.Pa N ~ 106 ciclos e 
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Como a barra de torsão e fundamental para 
a segurança do veiculo, a confiabilidade do 
projeto deve ser muito alta e, em primeira a
proximação, este requisito reflete-se no va

lor de se. 
Aços solicitados somente i torsio são pou

co sens1veis ãs tensões medias, mas a presen
ça de concentradores de tensão tende a alte
rar este comportamento. No caso em pauta, KfT 
e controlado pelo projetista e pode ser espe
cificado com um valor baixo, por exemplo , 
KfT =- 1,15 [42], o que nos leva a assumi r que 
a parabola de Geber seja uma solução de com
promisso satisfatõrio para descrever o compo! 

tamento aa am: 

(~) t (~) 2 1 -> r ~ l , s = 2 (22} 
'-

A peça não deve escoar em serviço, portan
to efeitos de memõria não são relevantes. Mas 
tensões residuais induzidas durante a fabric~ 
ção (por deformação plãs ticas devido a uma 
pré-torsão no sentido do carregamento) aumen
tam a resistência efetiva ã fadiga . Uma anã
líse simpl i ficada, onde um comportamento plã~ 
tico perfeito e assumido e KfT e desprezado, 
mostra que ares = Sy/3 e o va~or limite da 
tensão residual no caso de torsao [13], e es
te valor serã usado no projeto. 

Assumindo a deflexão estãtica da suspen
são, devido ao peso prÕprio do carro, como 
õ t- 0,10 m (o que dã uma frequência natu-es 
ral de- 1,5 Hz), e uma carga nominal de 3000 
N por roda, obtemos a constante de mola de 
barra de torsão: 

3000 X 0.30 
are sen l/J # 2650Nm/rd (23) 

O carregamento deve ser "racionalmente es
timado". Uma operação normal nio deve causar 
dano ã peça, (isto i, todas as tensões advin
das de pequenas deflexões da suspensão devem 
estar abaixo de Se) , mas projetã-la para vida 

78 

infinita sob solicitações mãximas implica nu
ma barra de torsão desnecessariamente superd! 
mensionada. Assumimos que um batente limite 
o curso da suspensão a 6max • 0,15 m (alem de 
~est> e que 300000 Km sêja a vida estimada p~ 
ra a peça. Sobre cargas existem em serviço e 
devem ser consideradas no projeto; e supomos 
que elas possam ser descritas por: 

a cada 1 Km 6 1-0,4 ômax -> 

-> n1 • 300000 ciclos, T1 s 1400 Nm 

a cada 3 Km óz-0,6 ómax -> 

- > n2 • 100000 ciclos, r2 • 1700 Nm 

a cada 10 Km 6 3 -~,8 ómax - > 

30000 ciclos, r 3 s 2000 Nm 
.' 

a cada 100 Km 6 4-1,0 ómax - > 

- > n4 • 3000 ciclos, r 4 • 2300 Nm 

(24) 

O amortecimento usado em automõveis e apro 
ximadamente o critico, logo Tmin-Test ("over
shoot" desprezfvel). mas, por segurança, ass! 
mi mos r4min =O (o carro pode "decolar"). u
sando a teoria de von Mi ses: 

0 E " .f! [kfT .J.!l) wd" 
l OT 
7 (25) 

Dimens i onando o di â me t r o da barra de ter
são a : 
I) Escoamento: 

10 Tmax 
dJ - ares ~ SY - > 

- > 23000 ~ 1,5 + 0 ,5 - > d ~ 22,6 mm -;r 

Il)A fadiga usando o carregamento especifica
do em ( 24): 
Neste caso usamos as equações ( 16), ( 18) e 

( 19) com: 

b : 4,292, c : 5700, r 2 l, s : 2, sm: su 

o:1,65 , Qres 
3 3 2 0,5 d , q = (1,65 d ) • Q81 = 
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• 2500, Qa 2 • 4000, Qa 3 = 5500 , Qa 4 • 11500, 

14500 -> 

-> d ~ 23,4 mm, L ~ 0,82 m. 

Estes valores foram obtidos numa calculad~ 

ra de bolso programãvel. 
barra de torsão para vida 
ob te ri amos : 

Se projetãssemos a 
infinita sob Tmax 

10 T 
amax 

d3 ~ se - > d ~ 33,7 mm L ~ 3,55 m 

O que, indubitavelmente, e um valor excessivo. 

CONCLUSAO 
Problemas do projeto ã fadiga sob carrega

mentos complexos são discutidos neste traba
lho. r feita uma revisão critica de tris ca
minhos diferentes para atacar-se este proble
ma: estatistico , mecãnica da fratura e anâli
se de tensões e deformações. Vantagens e de
feitos de cada um são analisados, e é dado é~ 
fase ã necessidade de se cons;derar o compor
tamento dos pontos criticas das peças. Iden
tificação e contagem do número de ciclos, ana 
lise elasto-plãstica dinâmica, efeitos de ten 
sões residuais, são fenõmenos que devem ser 
considerados em previsões mais conf1âveis. r 
apresentado um método explicit~ para o uso d~ 
reto em projeto mecânico, onde a regra de acu 
mulação linear de dano e condições gerais de 
carregamento e resi stência são combinadas em 
equações que cob rem a maioria dos casos encon 
trados na prãtica. 
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OOEDA DE UMA PART(CULA NUM FLUIDO EJ1 REGIME TRANSITÓRIO 

RUBENS SAMPAIO FILHO 
PROFESSOR ASSOCIADO 
DEPTO. DE ENG, MEC.1 PUC/RJ1 RIO DE JANEIROj RJ 

SUMJIRI O 
U6ando-6t T~4n66o~mad4 dt l4pl4ct t 4Í~t dt po~inci46 obtim-6t uma 6olução da equa
ção tn~tg~o-d~6t~tne~al qut govt~na o movimtnto ltn~o dt uma t66t~a ~gida num 6lui
do vi6co6o tm ~tgimt ~~an6itn~t. EA~a 4otuç4o, ~tp~t6tnt4d4 po~ uma 6i~t dt po~in
cia6, i mai6 6implt6 qut 46 já tx~ttn~t4 na titt~~u~a. 

INTROOUÇlO 
Sob certas restr ições , a equaçio integro

-dife rencial que governa o •ovi•ento de uma 
esfera rigida num fluido viscoso , e• regime 
transiente, pode ser encontrada em (1,2). Em 

[2], utilizando aproximações sucessivas, uma 
solução aproximada de tal equação e obtida. 
Neste trabalho , usando-se transformada de 
Laplace, cuja inversa i obtida por meio~ uma 
série de laurent, a solução da equação inte
gro-diferencial do problema e representada 
por uma sé ri e de potências. 

ELEMENTOS DE HATEM~TJCA 

Apresentaremos a seguir alguns resultados 
que serão utilizados posteriormente. 

Seja c• o conjunto dos números complexos 
estendidos e f : c•. c• definida por 

f(w) • --~--
aw1 + 8w + 1 

( 1 ) 

onde a e 8 são números reais positivos satis
fazendo 4a - 81 > O. (2) 

A expressão (1) pode ainda ser escrita 

(3) 

onde w1 e w1 são dados por 

8 • V 4a 8 2
' w ' • .;;;_ _ _._.,.2 a.;;....__:::.---.:. 

8 - v 4a 8
21 

wa • -za 
( 4) 

Vê-se logo que 

( 5) 

logo 

1 -ie 
Wa •- e 

rã' 
{6) 

onde e satisfaz 

1 B Cos e • ~- (7) 
rõ' 

Observe que como a e 8 são numeros positivos 
segue de (2) e (7) que O < e < 1· 

Representaremos agora a função f como uma 
ser1e de Taylor em torno do ponto w:O. Para 
isto, basta lembrar que se X ê uma variável 
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complexa, segue da série geométrica que 

• 
1 r (-l)n xn m· L n•O 

I X I < 1 

Desse ~odo, usando (8) en {3) para 
X c ~ podemos escrever 

W:t 

• [ 1 1 ] r ~- ~n+ (-l)n LO . n+ 1 n• 1 n• w2 w1 

lwl 1 

ra 

oode ( 5) foi levada em consideração. 

( 8) 

wn, 

(9) 

Substituindo agora (4) e (6) em (9) obte-
mos 

onde 

• 
f ( w) • r b n (lã') n wn 

n•O 
lwl<-1- (10) 

r;; 

'-

b • 
n 

40 (-1)n Sen(n+1) e 
4a - 81 

t fãcil ver que b
0
•1, b1•- .!. e b •-(.!. b 1+ 

.fã n /à n-
+b 2) sen~2. n-

Outro resultado que usaremos ê relacionado 
com a função gama: 

• • y y > o ( 11) 

MOVIMENTO DE UMA ESFERA NUM FLUIDO VISCOSO 
Consideremos uma esfera rigida de raio a 

imersa num fluido viscoso que ocupa todo esp! 
ço exterior ã esfera e suponha que a Ünica for 
ça de ação a distância que atua na esfera é a 
gravidade. 

Se v(t) é o valor da velocidade da esfera 
no instante t a equação do movimento e 

m dvJ:> • (P-E) - R(t) ( 12) 

onde • ê a massa da esfera, P o seu peso, E 
empuxo e R a resistência dinâmica oferecida 
pelo fluido ao movimento da esfera . Se Ps e 
p denotaM as Massasespeciffcas da esfera e do 
fluido, respectivamente, e g a aceleração da 
gravidade, temos 
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4 m • J ,.. a, Ps 

R(t) pode ser calculado a partir do movi
mento do fluido. Considerando que o fluido é 
incomp res sivel , newtoniano, i temperatura 
constante, desprezando os termos não-lineares 
da equação do movimento do fluido e conside-
rando que a esfera parte do repouso, 
fornece-nos uma expressão para R(t): 

[1 ,2] 

R(t} • i w a 1 p V'(t) + 6 • ~ a V(t) + 

onde ~ ê a viscosidade do fluido. 
Podemos agora reescrever (12) , a equação 

que governa o movimento da esfera rigida. 

V'(t) + A V{t) + 8 Jt ~ d T • C 
o lt-? 

( 13) 

onde 

A • 9 u 

Seja t•te o instante onde V'(t)aO 
1.e., quando ê alcançado regime 
então 

(Caso te não ex1sta tome t .. ). 

para t>te' 
permanente, 

Assim, V(t) é de ordem exponenc1al e pode
mos resolver (13) empregando Transformada de 
Laplace. 
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s L[Y(t)]• ___ ..;_c __ _ 

{s + Bfi IS' + A) 
s>O ( 14) 

Agora e necessãrio inverter {14). Fazendo a=A, 
8•Bfi encontramos 

9~J(8ps - Sp) 4a - 8 1 • __ .....;;;.. __ _ 

aa (2p +p)t 
s 

Co•o ps > p, a condtçio (2) i satisfeita e 
1 

pode~os fazer w • -- e (9) nos fornece: 
rs 

-s L (V(t)] • c r 
n•O 

s>A 

invertendo, 

C • bn 2 
V(t) • r (~)n+ (15) 

X n •O r ( 7 + 2) 

A convergência dessa sêrie é consequência 
i•ediata de (11) e seu ra1o de convergência é 
infinito, logo (15) representa a solução de 
{13) . Conve• frisar que 

l b I < n 
4a 

1 ogo, a siri e converge exponencialmente e pre!_ 
ta-se be~ para a aní11se numir1ca do problema, 
uns poucos ter~os jí nos forneceN u•a aproxi
lação sat1sfatõria. 
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F6RMULA DE GREEN DE FRONTEIRA MODIFICADA PARA A SOLUÇÃO INTEGRAL 
DO PROBLEMA DE NEUMNN E APLICAÇÕES À ENGENHARIA 

SERGIO COLLE 
PROFESSOR TITULAR 
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SUMJI;RIO 

E~te ~At~go ap~t.ebenta um ebquema numê.~t.~co ~tteAnat~vo de equa~Õe6 ~nteg~t.~~~ p~A~ de
te~t.m~n~~t. a botução ap~t.ox~mada de p~t.ob!em~ tlneaAe4 de engenha~t.ia, tAaduz~do~ poA o
pe.~t.adoAU de L.aptac.e e. bi -ha~t.môtúcoJ. 1!-om cond.içõu de c.ott.to~t.no a~t.b.it'lâ-t.ia4. Euu ~ 
po4 dt p-tobte.ma4 bâo mu~.to 6Atque.n~eJ. eM vã~o4 Aamob da Engenha-t~a Me.cân.ica bib~ca. 
O -itodo i tbptc.ial~e.nte. adapatado pa.~t.a o ptobt~a da ~o~t.ção de. ba-tta4 p~t.~••~ca~ . 
Rt4ultado4 nu~i~~co4 6o-tam compaAado4 com dado4 de. 4oluçÕt4 analZtic~ e .inte.gJt.a~b ! 
~.i4.ttn~u. 

IHTRODUÇXO 
Existe uma quantidade razoãvel de ~etodos 

de solução de proble~as a valores de contorno 
na engenharta, para o operador de Laplace e 
bi-harmõnfco. Dentre esses métodos, podemos 
citar os mais conhecidos que são: o método 
das diferenças finitas, os mêtodos variacio-
nais em geral, os métodos analTticos, 
geometrias particulares. Esses métodos 

para 
podem 

ser utilizados com sucesso em problemas a va
lores de contorno compostos, isto e, proble
mas a valores de contorno em regiões compos
tas, sendo que em cada região simples, o op! 
rador é especificado . A técnica de equações 
integrais na engenhar1a tem sido pouco utili
zada, principalaente nas ireas de engenharia 
aecãnica ,em especial, na transferênc1a de calor e 
aecãnica dos fluidos. A causa dessa pouca utj 
lização,parece estar relacionada com a grande 
ênfase dada i teoria dos elementos finitos 
nos últimos anos e tambe~ com a pouca relevã~ 
cia dada i teor1a de distribuições e das fun-
ções de Green nos 
ções diferenciais 
çada. 

cursos regulares de e<JUa-

parciais em engenharia avan 

Na irea de transferência de calor, as pri
•eiras aplicações do método de equações inte
gra i s fora11 feitas por Sparrow et a 1. [ 4], 
Chang elal. [5], Crosbie & Vískanta [9] , 
Shaw [10] e Tolubinskiy [13]. 

Dentre os vários problemas a valores de 
contorno relacionados ã equação de Laplace, o 
problema de Neumann ocupa posição especial na 
transferência de calor, na mecânica de flui 
dos e na e1~stostitica. Na transferência de 
calor o problema aparece,quando a derivada 
normal da temperatura (fluxo têr .. lico) ê espe
cificada no contorno da região. Na elastostã
tica,o problema da torção infinitesimal de u
ma barra prismit1ca é traduzido per um prob1! 
ma de Neu~ann. 

Para o caso da torçio,especificamente. e
xistem três técnicas integrais conhecidas que 
são, o método do potencial de simples ou du
Pla cama da ( 1 ] , o me todo da equação funci o
na 1 de Kupradze [11] e o 11êtodo da fÕrmula de 
Green de fronte1ra (3]. Contudo,a ulti•a te~ 
nica citada apresenta algu~as dificuldades de 
uso quando o contorno da região coincidir com 
un A-contorno, isto ê,um conto rno para o qual 
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a equação integral não tem solução. Neste ca
so existe um procedimento que permite determi 
nar a solução [ 1]. Outro f nconveniente ,ê que 
a equação integral obtida através da solução 
fundamental do operador de Laplace, não tem 
solução única para o caso do problema de Neu
mann. No caso do problema de Neumann, existe 
u~a solução fundamental mais apropriada para 
a construção da equação integral,e a equação 
integral resultante dessa solução fundamental 
deixa de apresenta os inconvenientes acima. 

t propõsito desse trabalho , apresentar uma 
fÕrmula de fronteira para o problema de Neu
mann,que como equação i ntegral tem solução p~ 
ra todo contorno de regiões de Lyapunov ou 
mesmo de regiões regul ares. 

FORMULA DE GR EE N DE FRONTEIRA 
Seja O uma região bi-dfmensional de Lyapu

nov, isto e, uma região do plano cujo contor
no ao, possui vetor normal em cada ponto, mas 
não tem curvatura necessariamente em t~dos os 
pontos [ 1]. Dois tipos de problemas ocorrem 
frequentemente na engenharia; 

(i ) -v2u f ( z) ; z E o; z c: (X .y ) ( 1 ) 

u i 
ao 

( 2) 

onde v2 ê o operador de Laplace; f ê função 
seccionalmente continua em O; us e função 
prescrita sobre ao que pode ser seccionalmen
te conti nua. E sabido que a solução de (1) -
(2) existe , e Única e ê co nt inua relativamen 
te aos dados. 

( i i ) -v2u = f ( l) ; z E O ( 3) 

]!I • u
0
(z); z E ao ( 4) 

an ao 

onde a/an ê a derivada normal e n ê o vetor 
normal exterior a O e uns ê seccionalmente 
continua sobre ao . 

r também sabido que este problema tem sol~ 
ção Ünica,exceto por uma constante real arbi
trãria. 

Admite-se que aO possa ser parametrizada 
por partes no i nterva 1 o [a ,b] por equações do 

t ipo x = x(-c) , y • y(-c) , -c E [a , b] tal que 
x(a) = x(b) e y(a) = y(b). 

Segue-se da definição de D que a função 
uvelocidade" satisfaz 

em cada ponto de ao . 
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A solução fundament al 1 do operador de La 
place, indispensável na construção da fÕrmula 
de Gree n de fronteira ê a seguinte: 

g(z,z') • - log lz- z' l . 
2lf 

( s) 

onde z' • (x',y') 

Seja B(z,r) u~ disco de raio r centrado no 
ponto z E R2 com normal exterior. t sabido 
que a solução fundamental (5) satisfaz a equ! 
ção: 

lim t 
r~o 

aB(z ,r ) 
lL(z,z') ds (z') 
an' 

-1 {6) 

Se aa•(z,r) for um semi - circulo de raio r , 
a seguinte equação e facilmente obtida [ 1]: 

~~~J ~(z , z ' ) ds(z') = -1 /2 (7} 
Jas•(z,r}an 

E conheci do da teor i a do potenci a 1 [ 2], 
que para um ponto z interior a O, a solução 
do problema a valores de co ntorno ( 1)-(2) tem 
a seguinte fÕrmul a expl\cita: 

u{z) "-.L I log lz-z'jf(z') dA{z') + 
2" o 

- .Lrh (log lz -z' l(~)(z') + 
2, lrao an 

- (z' -z).n' u (z')) ds (z ') 
lz-z' l2 s 

( 8) 

onde o ponto denota o produto interno canõni -

(') A teoria distribucional dessa solução e a 
presentada em [2 J. 
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co do R2. De fato , esta equação e facilmente 
obtida da segunda fÕrmula de Green fazendo u
so das equaç~es (1)-(2) e da propriedade (6). 

Solução idêntica ê obtida para o problema 
(3)-(4),com a diferença de que a derivada 
3U/ôn e especificada e de que a equação fica 
adicionada de uma constante real arbitrãria. 

Neste caso, a especificação de 3u/3n não ê 
arbitrãria, uma vez que a condição de Neumann 

l ~ ds .. -J
0 

f(z) dA(z) 
fao an 

deve ser satisfe ita . 

( 9) 

Para um ponto z sobre o contorno ao , apli
cando a segunda identidade de Green na região 
D - 8-(z,r) onde a·(z,r) ê um semi-circulo 
com normal interior n (vide figura 1) , e uti 
lizando o mesmo procedimento que conduziu i 
solução (8) resulta, 

f (z' -z }.n' u ( z') d 1 ( ) 2 s - ~ us z + 
ao lz-z' l s 

_l log lz-z' l ~(z') ds' + raD an 

-lo log !z-z' l f(z') dA(z')•O 

.. 
com z e z' sobre ao . 

Figura 1 

(lO) 
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Esta equação ê denominada de fórmula de 
Green de fronteira [1 J. Especificando a fun
ção u's (p·roblema (1)-(2)). esta equação é uma 
equaçio integral de fredholm não-homogênea de 
primeira espécie em 3u/an. Especificando a 
função ôu/3n (problema (3) - (4)) a equação se 
caracteriza como uma equação integral de 
Fredholm não-homogênea de segunda espécie em 
us. As equações (8), {9) e (10) são suficien
tes para determinar a solução dos problemas a 

valores de contorno (1) - (2) e (3)-(4) para t~ 
da região D para a qual a equação integral 
(10) tenha solução. Existem curvas ao porém. 
para as qua is a equação integral não tem sol~ 
ção; esses contornos são denominados na lite
ratura de A-contornos [1 J . 

FORMULA DE GREEN MODIFICADA 
A modificação da equação ( 10) é conseguida 

pela utilização da solução fundamental do se
guinte problema: 

6(z ,z 1
) • 

1 

A( O) 

onde 6( z,z 1
) e a distribuição singular de 

Oirac 2 do R2 e 

A(O) • f. dA • irea da reg1io o. 

r fâcil de ver que a solução de (11) e 
seguinte: 

g(z.z') = log I z-z I I + 1 lz-z' 12 -2'11' 4A{D) 

( 11) 

a 

... ( 12) 

Esta solução fundamental tem as seguintes 
propriedades: 

(i) J li. c Z t Z I ) d $ 1 

't'ao an I 

O, par a todo z E O; 

{i i) 1 im f r+O 
aB+(z,r) 

~{Z , Z 1 )ds' 
an' 

... ( 13) 

( 14} 
2 

Podemos denominar g(z,Z 1
) de solução funda 

mental modificada para o problema de Neumann , 

(2) Vide [2]. 



Re vBrCMec V.2 Set 80 
a exemplo da teoria de funções de Green [ 2]. 

Aplicando a segunda fó rmul a de Green ã re 
gião O - a·(z,r), (vide fig ura 1), para as 
funç ões g(z,z') eu , considerando as equações 
(1) ou (3) e a equação (11) e tomando o limi
te quando r tende a zero, resulta a seguinte 
equação integral: 

l ( 1 - _ lf_ )(z'-z) .n ' u (z') ds' + 
l ao 1z - z•1 2 A(O) s 

- 11' us(z) - rh (log lz-z'l + 
la o 

- -'"- lz-z ' 12
) ~ (z') ds' - J (log lz-z' I+ 

2A(D) an o 

- _ 1T_ lz- z'i 2 )f(z')dA(z') + 211 um(O) =O 
2A( D) 

..• ( l 5) 

onde 

um(O) = -
1
- I u(z) dA(z) 

A( O) O 
( 16 ) 

Essa equação, a exemplo da equação (10) S! 
ra denominada de fÕrmula de Green de frontei
ra modificada para o problema de Neurnann. 

t fâcil de ver que essa equação tem solu
ção un1ca uma vez especi.icada autan sobre ao 
e o valor da media um(O). 

Com efeito, sejam u1 e u2 soluções do pro
blema (3) - (4), r Sabido que Ul - Uz =C= 
constante. 

Desta forma, 

onde u51 e us 2 satisfazem a equação integral 
(15). Substituindo as soluções usl e us 2 em 
(15) e subtraindo os resultados, tem-se: 

1 ( 1 
2 - -'~~"-)(z'-z).n' C ds' - n C= O 

't'ao lz-z ' I A( O) 

Cons ide rando que 

A(O) .!.~ (z'-z) . n' ds' 
2 fao 

para todo z E R2, e que 

... ( 17) 
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. 
(z' - z).n ' ds' 
I z- z' 12 = '" 

p~ra todo z E ao onde a normal existir, segu! 
se que C : O. Por consegui nte. uma vez especi 
ficado o valor da media da so l ução u (0), a e 

m -
quação integral (15) terâ solução ünica para 
todo contorno ao de reg iões de Lyapunov incl~ 

sive para os A-contornos aludidos anteriorme~ 
te . 

Fórmula mod)ficada com semel hante proprie
dade pode ser obtida , para contornar singula
ridades associadas ao problema (1 )-(2). Para 
este caso , a seguinte equação integral ê pro
posta: 

l (1 + log lz-z.'l) !!:!.(z') ds ' + J
30 

2 .• an 

(.!. + log lz-z'i)f(z') dA(z') 
2 

o ( 18) 

Esta equação foi aplicada para resolver o 
problema da perda de carga para o escoamento 
em regime laminar em dutos de secção transve! 
sal de geometria arbitrãria simples ou multi
plamente conexa. Alguns resultados podem ser 
v i s tos em [6 J . 

METODO NUMERI CO 
o metodo numérico mais popular e que tem 

dado bons resultados para a aproximação da s~ 

lução de equações integrais obtidas da fÕrmu
la de Green de fronteira tem sido o mêtodo da 
colocação . Esse metodo consiste da discretiz! 
ção da equação integral através d4 aproxima
ção da integra l por uma soma obtida pelo teo
rema do valQr medio. o resultado e um sistema 
l inear colocado sobre o contorno da região.E! 
sa discretização ê em geral feita sobre o ar
co do contorno . Esse procedimento porêm, alêm 
da dificuldade de discretização em intervalos 
iguais apresenta problemas de precisão em ca
sos ~m que a curva tem velocidade variãvel. 
Para contornar esse p~oblema, o seguinte pro-
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cedimento e adotado [6]: 

Seja N o numero de divisões do intervalo 
[a ,b](vide fig . 2) e seja 6T = (b - a)/N a am
plitude dos subintervalos r~sultantes da divl 
são . Colocando cada ponto nodal no centro de 
cada subintervalo, aplicando o teorema do va
lor médio ãs integrais de contorno da eq. (15) e im
pondo a igualdade sobre cada ponto z1 , 

i = 1,2, ... ,N, resulta o que segue: 

i "' 1,2, ... ,N 
onde 

- n 6;ji ô;j :delta de Kronecker; (20) 

f
't'j+ó't'/2 

< 1 og 1 z • - z; 1 -

Tj-AT/2 

e 

H1 = I ( log lz1-z• I - n Jz; -
D 2A(D) 

- z • 12) f ( z I ) dA ( z • ) (22) 

onde z1 = Z(T;) ; z' = z(t'/; u . = u
5

(Tj) 
• SJ, 

e unj s( ,. j)ôu/ôn(Tj); N(T) = n( T) s( <). Os 
integrandos de (20) e (21) apresentam singul! 
ridades para i = j. No caso da integral 
(20), o limite do integrando quando z' tende 
a z1 i proporcional i curvaturatenquanto que 
na integr-al (21) ,a integral do logar'ítmo na 
vizinhança do polo z' : zi tem valor exato,em 
sub i ntervalo adequado da subdiscretização de 
cada intervalo (Tj-6'1:/2, -rj+t.-r/2), j = 1.2, .. 
N. Para maiores detalhes vide [7 ] e [8]. 

Exceto na singularidade da integral de 
(21) para j =i, as integrais são calculadas 
pela regra de Simpson com parãbolas, utiliza~ 

,do um nUmero par M de subintervalos. 
Esse metodo foi utilizado com sucesso,no 

cãlculo da perda de carga e da transferência 
de calor em escoamento laminar , em dutos de 
seção arbitrária com condições de contorno 
arbitrarias. Os resultados aparecerão breve-

89 
mente num relatório linal [7 J. 

'l>j-&Ti/2 Tij 'l>j• A~/2. 

2 -f+ I M• l 

I ~I .~. 'Ti .. I •N I 
o b 

Fi gura 2 

APLJCAÇ~O AO PROBLEMA DA TORÇ~O INFINITESI
MAL DE BARRAS PRISM~TlCAS 

( conhecido que o problema da torção li-
near- de barras prismãticas e posto em termos 
da função torção (war~ing function) ~(x,y) se 
gundo o problema de Neurnann abaixo [14], 

"' vr2'i' ( z) = O ; z E O (23) 

3~ 1 = z. t ; z E ao (24) 
an ao 

onde t = (x( T), y( r ))/s(•) ê o vetor unitã
rio tangente ,a ~De O= seção transversal da barra. 

O conhecimento de ~s = 'lôO nos permite 
calcular a rigidez torc1onal G pela equação ! 
baixo: 

G(D) = llzl 2 dA-~ ~s ( 3"~') ds (25) 
o 1'ao an 

Esta equação pode ser facilmente reduzida 
a equação que segue [11]: 

G{O) = l (! lzl 2 z.N- Vs z.T)d>r (26) 
rao 4 

. 
onde T =- s t 

A tensão cisalhante local sobre ao e calcu 
lada pela equação seguihte: 
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S(T) = 1(3'1') + z.nl 
as 

que ainda pode ser posta na forma, 

S(t) = ~ ~~ + z.N J 
s dt 

(27} 

A derivada d'l'/dt pode ser calculada por dife
renças finitas no intervalo [a~bJ . 

Esse problema foi resolvido por equações 
integrais por vários métodos ( [1], [3] e 
[11]). Em [3] a fÕrmu 1 a de Green de fron
teira (lO} i utilizada . Como a solução dessa 
equação para o problema (23)-(24) não i Unl
ca, a solução i obtida fixando-se um valor ar 
bitrãrio para ~em algum ponto de ao . Utili
zando a fÕrmula de Green modificada para o 
problema de Neumann (15) para esse caso resul 
ta o que segue: 

l ( 1 - _ ll_ )(z' - z).N' 1!1 (t')'-d•' + l ao jz-z'l 2 A(D) s 

- 11 'I' s ("r) - th ( 1 og I z- z' I + 
Ta o 

- _ 'IT_ Jz-z' 12}z'. T' dT' + ê'!T '~~m(D) 
2A(D) 

onde 

~~'m(D) = -
1
-) ljl(t)dA(z) 

A(D) O 

o ( 28) 

( 29) 

Pondo '~~m(D) =O , resulta que 'l'(x ,y) sera a 
deformação axial da secção transversal da bar 
ra prismãtica,relativamente ã superficie não 
d~f~rmada que corresponde ao plano segundo o 
qual '~'m(D) se anula. Para todo contorno ao . a 
equação integral de Fredholm não-homogênea de 
segunda espécie (28) tem solução única. como 
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tangular foi testada,. que corresponde ã rela
ção de aspecto b/a = 0,5. No caso da secção 
retangular que não i regiao de Lyapunov, to
mou-se o cuidado de não escolher pontos no
dais coincidentes com os ca~tos do retingulo, 
de sorte que a solução foi estendida para re
giões cujo contorno i "seccionalmente Lyapu
nov". Tal região pode ier classificada como u 
ma região regular [l J . 

As simetrias de quadrante dessas regiões 
não foram exploradas , para não diminuir a ge
neralidade do ~rograma de computaçio para an! 
lisar tais problemas de torção. 

Os resultados do presente trabalho foram 
comparados com soluções analiticas disponi
veis ([14] , [15]) . Os dados calculados cor-
respondentes aos ~asas analisados ilustram a 

comparação. .! 

Caso I - Secção eliptica - N~ caso da secção 
eliptica considerou-se a seguinte parametriz~ 
ção: x (t) ~ a cos T , y(T) ..- b sen <; T E: 
[0 ,2~] . Todos os casos foram computados c~m o 
número de subintervalos da subdiscretização M 
igual a 18. A tabela I apresenta os dados cor 
respondentes a este caso. 

Caso Il - Secção retangular - No caso da sec
ção retangular escolheu-se particularmente o 
caso de b/a = 0 , 5, N1 = 5 e N2 = 20 e M = 18, 
conforme a figura 3 . 

Neste caso N • 4 N1 + 2 N2, onde N1 e o nu 
mero de subi nterva 1 os do interva lo [O , b/2] e 

v 
.otz 

foi visto anteriormente . -l • c t 
EXEMPLOS NUM(RI COS 

Para ilustrar a utilização da equação inte 
gr-al (28) foram analisados os problemas da 
torção de barras de secção transversal elipti 
ca e retangular. NO caso da secção eliptica 
foram testadas relações de eixos b/a = 0 , 2, 

,0,3 e 0 , 5 enquanto que somente uma secção re· 

N ' 2 

o/2 

Figura 3 

.lL: o 
2Nl N 2 
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b/a N " 8 16 32 64 Valores 
exatos [ls] 

G/b4 0 , 2 14,5647 15,5392 1 5 3 401 15,1767 15,1038 

(valor calculado) 0,3 9,6842 9,8198 9 , 6874 9,6300 9,6073 
0 , 5 5 ,0959 5 ,0684 5, 0398 5,0301 5,0265 

Erro de G/b 4 0,2 3,57 2,88 1. 56 0 ,48 o,o 
(%) 0,3 0,8 2,21 0,83 0,24 0 ,0 

O,!) 1.38 o ,83 0,26 0,07 0,0 

5mãx/b 
0,2 1 t 5 49 7 1 • 8255 1 ,8970 1 • 9163 1 • 9231 
0,3 1,4955 1 • 7 431 1 • 81 05 1 , 8286 1 ,8349 (valor calculado) 
0,5 1 ,3530 1 • 5309 1 • 5819 1,5953 1 ,5999 

Erro de 5mãxfb 
0,2 19.41 5,07 1 ,3 5 0,35 0,0 

(%) 0 , 3 18,50 5,00 1,33 0,34 0,0 
0,5 15 J 43 4,31 1.13 0 , 29 0,0 

Erro mãximo de 0,2 -0,62 -0,51 -0 , 29 -o. 18 0 ,0 

'*'s{•) (.%) 0,3 - 0,35 -0,97 -0 ,38 -0 . 15 o.o 
0,5 -0,25 -1 • 49 -0,48 -o ,15 0 ,0 

Tabela I 

N2 é o numero de subintervalos no intervalo 
[-a /2 ,a/2]. 

Os resultados sao os seguintes: 

Erro 

(Aproximado) 
(Exato) 
de G/b 4 (I) 

= 0,4573515 
.. 0 , 4573646 
= 0,00286 

smãx/b (Aproximado) = 0 ,9288 
Smãx/b (Exato) 
Erro de Smãx/b (%) 

= 0,9300 
o t 13 

Erro miximo de '*'s{%) ., 1 . a~ 

DISCUSS~O DOS RESULTADOS 
Os dois casos aqui analisados diferem basi 

camente pela natureza das regiões em conside
ração. A secção eliptica e mais forte do que 
uma região de Lyapunov, pois tem curvatura d~ 
finida e continua em cada ponto do contorno. 
A aproximação de soluções ã solução exata ne~ 
te caso, se faz uniformemente apesar da ve lo
cidade i ser variãvel com o parimetro. A sec
ção retangular por sua vez , e uma região reg~ 
lar, mais fraca portanto, que uma região de 
Lyapunov, pelo fato de não ser diferenciável 
em todos os pontos do contorno. Por outro la
do, a velocidade s ê constante e igual ã un i 
dade, em cada segmento diferenciãvel. 

O erro da rigide~ torcional G/b 4 para N=60 
~ contudo, extremamente pequeno. Os problem~s 

de convergência se locali zam exatamente nos 
cantos da região, onde não existe o vetor tan 
gente. O erro na vizinhança destes cantos co
mo vemos, não ultrapassa a 1 , 82i . Os dados do 
presente trabalho concordam muito bem com os 
dados obtidos por Jaswon & Pointer [3], que 
fizeram uso da equação (10). Essa concordân
cia ~ esp~rada, uma vez que as equações inte
grais (10) e (15) diferem por termos corres
pondentes ã solução iz - z' 1

2 que tem compor
tamento bastante contlnuo. 

As discrepâncias observadas nas colunas 
correspondentes a N • 8 e 16 da tabela I no 
que tange i tehsio mãxima, são decorrentes do 
fato de a derivada tangencial da função tor
ção ter sido calculada por diferenças finitas. 
Para N = 32 e 64 , em consequência do refina
mento da discretização, a precisão do cálculo 
da tensão tangen~ial aumenta , conforme ê vis
to na ta bel a I. 

CONCLUSM 
Os exemplos aqui apresentados não são os 

mais adequados para ilustrar a aplicaç~o da e 
quação (15) em virtude do fato de existirem 
vãrios mêtodos integrais, alguns mais podero
sos que o atual para resolver o problema da 
torção ([11], [12]). Alem disso, como foi ob 
servado, a fÕrmu1a (10) jã foi aplicada para 
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resolver esse tipo de problema . Os campos de 
maior aplicação da equação modificada (15) 
sio,a mecânica dos fluidos e a transf~rincia 
de calor em sólidos com radiação e condução 
combinadas e tambêm com convecção laminar e 

condução combinadas . Tais aplicações foram r~ 

centemente feitas com sucesso fazendo uso da 
equação {10) e (18) em [7] e [8]. Uma vant! 
gem notãvel do mêtodo integral e a redução do 
problema ao ciltulo de funções desconhecidas 
sobre o contorno. As informações interiores a 
D,necessãrias no cãlculo dessas fuhções podem 
ser computadas por regras de integração numé
rica comuns. A segunda vantagem e relacionada 
ã generalidade da região O. No método inte
gral não existe diferenças notãvei s entre uma 
região simplesmente conexa e multiplamente c~ 
nexa. 

No caso de regiões multiplamente conexas a 
equação integral se desdobra num sistema de 
equações integrais de tantas equaçõe~quantos 
forem os conto rnos disjuntos. 

No caso de transferência de calor, essa 
propriedade ê muito importante na anãlise do 
desempenho de trocadores de calor multi-tubos. 
No caso da elastostãtica, o método se torna 
então adequado ao estudo da rigidez de estru
turas multiplamente conexas de mãquinas oper! 
trizes. A terceira vantagem adicional do meto 
do, para o caso especial do operador de Lapl! 
ce. ê a necessidade de pouco conhecimento da 
teoria de equações diferenciais e da anãlise 
para o desenvolvimento do mêtodo. Basta o co
nhecimento da solução fundamental do opera
dor, de suas propriedades e da identidade de 
Green.para que todo o procedimento seja conh~ 
cido. Como outros mêtodos numéricos, a técni
ca de equações integrais permite a generaliz! 
ção para operadores bi•-harmõni c os e n-harmõnj_ 
cos desde que a solução seja conhecida e de 
que se disponha de uma identidade de Green g~ 
neralizada. A extensão dessa técnica para o 
caso bi -harmõni co ê apresentada em [7] e 

[8],onde se fez uso da identidade de Ray-
leigh-Green para a obtenção da fórmula de 
fronteira. Em [7] ê também a~presentada a fõr 
mula de Green de fronteira modifi cada para o 
caso bi-harmônico em que a derivada da solu
ção ê prescrita no contorno da região . 
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REGIÃO DE EQUILÍBRIO NA CONVECÇÃO TÉRMICA TURBULENTA ENTRE 
SUPERFÍCIES PLANAS HORIZONTAIS 

ROGER IO TADEU DA SILVA FERR EI RA 
PROFESSOR ADJUNTO 
DEPTO. ENG, MEC. ~ UFSC ~ FLORIANdPO LI S~ SC 

SUMAR IO 
Um modt!o i ~onc.tbido p4~a o ~~udo da convecção ti~ic.a tu~buttnta com tlevado nUMt 
11.0 dt Rt!!•tol.d4 4 6im de Hmut4Jt em t4boll.a.tÕII.i.o 04 t6tito~o t a4pec..to4 da C.4JII4d4 timi.
te da Ttll.ll.4. Nt4t44 c.ondiçõt~o, ob4tll.va-4t 4 txi~otinc.ia dt uma ll.tgião de. e.quil1b11.io 
na qual. a t4c.ata d~ c.oMpll.~tn~o i 4 dL4tinc.ia ati a bo11.da da camada dt condução, on
de u pll.oplt i.tdadu motecul.atu ~tão domittan~u. Mtd.i.çõu da~o 6lutuaçõu dt ttJtptlta~
Jta, vttoci.d4dt vtll.t~c.at t ho11.i.zontal 4ão t6ttuada4 com o au~~l~o dt um tt~opa11. dt 
tltvada ll.t4po4ta em 611.tquinc.i.a t dt um an~Õmttll.o la~tt~t Vopp.l.tll.. 

INTRODUÇJ{O 

A convecção térmica turbulenta desenvolvi
da numa camada de fluido entre placas planas 
paralelas e horizontais apresenta uma estrutu 
ra em forma de camadas caracterizadas por di
ferentes escalas de comprimento, velocidade e 

tempera tu r a. 
Na região prõxima da placa inferior, o 

t ransporte molecular e importante e os gradi
en tes de temperatura apresentam valores bas
tante elevados, da ordem de (-Q

0
/Q}, onde Q0 

to fluxo de calor cinemãtico ,oK m/s I dado 
por (H

0
/p cp) onde H

0 
e o fluxo de calor atra 

vés da placa inferior (W/a2 j , p ê a •assa es
peclfica do fluido (kg/m3 1 e cp o calor espe
cifico do fluido a pressão constante IJ/kg°KI 
e o ê a d1fusivtdade têrnica do fluido m2/s 
Esta região é chamada de camada de condução. 

Na região central, o transporte molecular 
não e importante e as forças de flutuação ge
ram energia a u~a taxa da ordem de (B g Qz)o~ 
de 8 e o coeficiente volumétrico de expansão 
térraica I°K- 11. g e a aceleração da gravidade 
•ts2 1 e Q

1 
é o fluxo de calor convectivo lo

cal l°K m/s I· Esta regi ao é chamada de região 

convectiva. As flutuações de ve l ocidade alcaE 
çam o seu valor mãxf•o, os gradientes de tem
peratura são despreziveis e as flutuações de 
temperalura são pequenas. A geometria da fro~ 
teira determi na as mecroescalas do escoamento 
e, em particular, a profundidade da camada 
fluida z* determina a escala dos turbilhões 
maiores. 

Tendo em vista as escalas nestas du as cama 
das apresentarem valores bastante diferentes , 
e de se esperar a existência de uma região in 
termediãria onde esta transição e feita de u
ma forma suave. Esta ê a região de equilibrio 
onde a~bas as escalas são válidas. A existên
cia de leis de potência nos vãrios momentos 
com relaçio ã distância vertical até a placa 
inferior ou ate a borda da camada de condução 
permite identificar a existência da camada de 
equilTbrio. Esta região foi tambêm chamada de 
camada de convecção livre por Kairaal et al. 
(1976) ou de camada convectiva de transição 
por Panofsky (1978) quando analisaram a caraa
da liraite convectiva da Terra. 

O estudo da convecção termtca turbulenta, 
onde uma camada de ãgua e confinada entre um a 
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placa horizontal aquecida e uma placa supe
ri or iso lada, serve para model ar em laborató
rio vãrios aspectos da ca•ada li ite planetá
ria. Coa esta configuração conseguem-se núme
ros de Reynolds ou de Peclet elevados , permi
tindo a identificaçao de caGadas de equili
brio detetãveis através da anil1se de leis de 
potência. 

Medições dos valores instantâneos da velo
cidade vertical, velocidade hortzontal e tem
peratura, na regiao prõxima da placa aquecida 
inferior, ate z/z. • 0,35 , foram efetuadas u
t i lizando-se um anemõmetro laser Doppler e um 
termopar de el evada resposta em frequência ,m~ 

veis em planos hor i zontais. 

OESCRIÇAO DAS IN STALA ÇOES 
a) Seção de teste. A seção de teste constl 

tui-se num paraleleplpedo cheio de ãgua,aque
ctdo pela placa Inferior e com as paredes la
terais e a placa superior isoladas, \onfor me 
apresentado na figura 1. Os principais pontos 
assegurados pela seção de teste são: 
a . Razao de aspecto elevada para assegurar e

feitos desprezlveis das paredes latera is 
na geração de escoamentos de circulação; 

b. Temperatura uniforme da placa inferior, ou 
inexistência de pontos frio s e quentes que 
poderiam gerar células de recirculação; 

c. Fl uxo de ca lor mêdio constante atravês da 
placa inferior; 

d. Perdas de ca1or desprezlveis atravês da 
placa superior e paredes laterais; 

e. Placas inferior e superior paralelas e ho
rizontais. 
Estas caracterlsticas asseguram a valida

ção da hipõtese de homogeneidade dos valores 
mêdios do escoamento em planos horizontais. 

As justificativas e testes de cada um dos 
pontos aci~a relacionados são apresentados e 
discutidos por Ferreira (1978). 

A secção de teste consiste de uma placa in 
ferior de alumTnio co• 162 c~ x 152 xa x 2,5 
em, duas paredes de vidro de 10 ~m de espess~ 
ra nas paredes ve r ticais de frente e de fundo 
e duas paredes laterais de plexiglass de 6 mm 
de espessura e 47 em de altura. As dimensões 
i nternas horizontais da seção de teste são 
150 em x 145 em - largura x profundid ade. A 
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placa superior foi construida de madeira e 
compensado e preenchida com placas de styro
por co• 15 em de espessura. 

Fjg. 1 Secção tronsversal da secção de tes 
tes. Oimensoes em mm. 

Todas as pared~s laterais são isoladas ex
ternamente com painéis de styropor de 15 em 
de espessura e ~s paredes de plexiglass são 
ainda isoladas internamente com placas de str 
ropor de 2,5 em de espessura para mini•izar 
ainda ais a transferência lateral de calor. 
Uma janela fina de 10 em x 120 em - altura x 
largura, i cortada no painel de styropor ex
terno da parede frontal de vidro para permi
tir a introdução dos fei xes luminosos do la
ser bem como a coleção da luz espalhada pelas 
particulas introduzidas na seção de teste. 

A energia térmica e fornecida por nove pai 
nêis de resistências de aquecimento Ohmweave 
com uma resistência nominal de 40 n cada uma , 
ligadas em p~ralolo e uma resistência equiva
lente medidG de 4,0 na 25°C, posicionados d! 
retamente abai xo da placa de alumínio infe
rior e com isolamento adicional de 15 em de 
styropor para aumentar a eficiênc1a do proce! 
so de aquecimento. A fonte utilizada Thermac 
5212 tem uma voltagem de saída controlãvel a
te 165 V o que corresponde a u• fluxo mãxi~o 
de calor de 2,6 kW/m2. 

b) Temperatura instantânea. O sensor utili 
zado para a medição das flutuações de temper! 
tura é construido de um fio duplo Chromel
Constantan com diâmetro dos fios de 0,0381 
cada um. 

A junta de referência foi estabelecida no 
ar ambiente porque somente a parte de flutu a
ções rápidas do sfnal de temperatura ê de in-
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teres se. 
O amplificador usado e u~ Ectron 560 ope

rand o com um ga nho de 1000 em modo AC e com u 
ma frequencfa de corte de 100 Hz. A constante 
de te•po do termopar e de 3 , 2 ~ 0,3 ms, para 
u•a velocidade de desloca•ento de 0,5 c•/s, o 
que corresponde 1 uma frequência superior a 
50Hz nas condições de ~edição. A sensitivid! 
de do conj un to sensor-ampl fficador e 16,15 
°C/V na faixa de 25 a 45°C. 

c) Ve l ocidade i nstantânea. As componentes 
u e w da velocidade instantânea sao medidas 
com o auxilio de um anemõmetro laser Doppler 
de dua s comp one ntes, operando hO mod o de fra! 
jas e retro - co le çao da luz de espalhamento . A 
fonte luminosa ê um la er ArgÕnio-ton (Cohe
rent Radfation CR-2) com uma potência nominal 
de 2 W e 600 mW Pm frequen cia única a 514,5 
nm. Detalhes do sistema Õtico e o diagrama 
funcional do sistema de processamento do si
nal são mostrados nas figuras Z e 3 respecti
vamente. A descrtçio do funciona•ento do ane
•Ômetro laser Doppler e do siste•a de pr oces
sa•ento do sinal e fefta por Ferreira (1978). 

As dimensões do diâmetro do elipsóide for
mado pela intersecção de Z feixes luminosos 
da presente geometria correspondente ao con
torno e-2 são 147,3 um , 147,7 um e 2050 ~m 
correspondentes ao diâmetro ~~teral horizon
tal, diâmetro lateral vertical e diâmetro lo! 
gitudinal hori2on~a1, o que equivale a um vo
lume de 23 ,4 X 106 ~m3 . 0 ncrmero de fra njas 
vistas pelo fotodeLetor ê de 53 franjas com~ 
ma d1stãnc1a entre franjas da ordem de 2.S~m. 

As particulas usadas para seguir o escoa
mento e gerar bons sinais Doppler são microe~ 
feras Dow Saran co~ dii~etros medfos de 5 a 8 
~me uma densidade re l ativa de 1,33. Procuro~ 
se manter uma concentração correspondente a ~ 
xistir seapre uma particula dentro do voluae 
de medição ea media . 

O filtro passa baixo do dtgitizador foi s~ 
lec1onado em 16 Hz de forma que o valor RHS 
do ruído de fase seria em torno de 50 Hz p~ra 

uma velocidade de Z cm/s o que corresponde a 
um ruTdo equiva lente a 0 ,13 mm/s. 

d) D1gitfzador c equipamento de armazena-
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Fi~. 2 ~esa m5ve1 com os componentes 5ttcos. 
Desenho sem escala. Dimensões em mm. 

Fig. 3 Diagrama funcional do s istema de pro
cessamento dos sinais. 

mento de dados. Os d~dos de velocidades 
e temperatura sao di gftfzados por um Oigitiz! 
dor de si nais de 4 cana is ( Nicolet SD -72 /4A) 
com uma resoluçao de 9 bits. A varredu ra hori 
zontal ê controlada por um sistema de contro
le SW-718 e a memõria pelo Display C~ n~rol Nj 
colet 1074. Os dados sao armazenados numa me
mÕria com 4096 pontos e então transferidos P! 
ra uma fita magnética de 9 pistas através do 
gravador Kennedy 9700 e de um Magnetic Tape 
Coupler Modelo HIC-Z83A . 

Os dados foram obtidos ao longo de l i nhas 
de 50 c• de coaprimento e paralelas ã parede 
de vidro frontal através da movimentação da 
mesa horizontalmente da direita para a esque! 
da ~ uma velocidade de 2,36 cm/s. 

A faixa de dfgitização dos dados foi esco· 
lhida em 5 ms para o mõdulo de 4 canais, cor· 
respondendo a um intervalo entre pontos de 
0,02 s e uma frequência de Nyquist de 25 Hz. 
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A constante de tempo dos filtros e de 10 ms 
torrespondendo a uma frequência de corte de 
16 Hz. Estes valores resultara• do compro~is
so de aedir sobre linhas de SO em de compri
mento para obter boa media horizontal e ta~ 
bem uma resposta em frequência razoãvel que 
permitisse a anãl1se espectral dos sinais ob
tidos. 

De forma a minimizar a interferência do 
sensor de temperatura com o volume de medição 
do anemõmetro , ele foi colocado 2 mm ã direi
ta do centro do volume de medição, na mesma 
horizontal, jã que as medições foram efetua
das com a mesa se deslocando para a esquerda . 

Uma medição tipica dos sinais w-e-u a uma 
distância de 3,5 mm da placa inferior e mos
trada na figura 4. 

A convenção para denominar as condições de 
teste são dadas no Quadro I. 

Fig. 4 Sinais tipicos de w-0-u distante 3,5 
mm da placa i nferior. Condição III. 

Quadro I - Convenção dos diferentes testes 
realizados. 

Condição z*(cm) Q
0

(°Kcm/s) Simbolo 

20 0,0153 o 
li 20 0,0330 o 

111 20 0,0568 6 
IV 1 s 0,0450 o 
v 12 0,0141 " 

ANALISE DOS DADOS 

Os dados obtidos a partir das medições de~ 
locando os instrumentos em planos horizontais 
foram usados para calcular os seguintes momen 
tos centrais: <w2> , <e2>, <w3 >, <93> , <92 w> ~ 
<w2e>, onde á barra indica media temporal so
bre todo o comp r imento de medição e as linhas 
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quebradas indicam uma mêdia amestrada de to
das as •edições nuaa certa condição . Isto e, 
para cade tomada, • media teaporal e calcula
da e então todas as medias temporais de um 
conjunto, representando uma certa altura aci
ma da placa inferior, um certo fluxo de calor 
e uma certa profundidade da camada de ãgua, 
são combinadas for•ando u•a nova mêdia a•os
trada que produz um ponto no perfil vertical 
do momento considerado. 

Para transformar uma gravação finita deu
ma medição para calcular os momentos centrais, 
uma nova media do sinal deve ser definida . c~ 

mo cada uma das medias para a mesma variâvel 
sao diferentes de medição para medição , devem 
ser aplicadas correções no cãlculo dos momen 
tos como segue. 

Definindo-se fm como a media de uma medi
ção, E a media àmostrada do conjunto de medi
ções, e~ o sinal total de uma medição, e

11 
a 

flutuação em relação a Em e e o sinal flutu
ante em relação ã media a•ostrada dos Em. 

Desta forma 

e • e' - E 
111 

o cãlculo da media quadrãtica e dada por 

Somando-se e subtraindo-se Em tem-se 

porque, por definição <e
111

> • O. 

(1) 

( 2) 

(3) 

( 4) 

Para os •omentos de ordem super4or, tem-se 

+ <(E -E)2(A -A)> 
m • 

(6) 

onde a' • a + A
11 m 11 

Cada ponto no perfil vertical é o resulta
do de uma amostra composta tipicamente por 16 
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medições independentes. 

ESCALAS 
Para a ca•ada ou região convectiva, são u

sadas as escalas propostas por Deardorff 
(1970). 
comprimento z• ( 7 a} 

velocidade w• • ( B g Qo z*} l/3 (7b} 

temperatura e• .. Q /w* o (7c) 

Estas escala~ foram obtidas através de anã 
lise dimensional considerando-se importantes 
os parâmetros profundfdade da camada z* e o 
fluxo de flutuabilidade (Bg Q

0
). As difusivi

dades moleculares v e a sao excluidas tendo 
em vista que os números de Reynolds e Peclet 
da camada convectiva sio elevados. Hã jã bas
tante evidência exper1mental mostrando que as 
escalas convectivas de Deardorff realmente 
correlacionam os momentos turbulentos em cama 
das de convecção a elevados números de Rey
nolds apõs os estudos de Willis e Oeardorff 
(1973), Adrian (1975), Fitzjarrald (1976) , 
Soberg (1977), Ferreira (1978) e muitos ou-
tros. 

Townsend (1959) propôs as seguintes esca
las para a região prÕxima da placa Inferior -
camada de condução: 

velocidade (8a) 

comprimento (8b) 

temperatura (Se) 

As hipõteses que basearam o desenvolvimen
to destas escalas sao que a região prõxima da 
parede ê independente de z• mas dependente de 
(69 Q0 ) e da difusiv1dade térmica o. Na reall 
dade, as escalas de Townsend nio sio as úni
cas escalas poss1veis para a região prÕxima 
da parede. Quando o número de Prandtl ê dife
rente da un1dade hi um número infinito de es
calas que podem ser def1nldas multiplicando
se o fator o na equação (8) por virias potên
clas de Pr. Para maiores detalhes, ver 
Kraichnan (1962) , Chung (1978} e Ferreira 
(1978). 

E costu~eiro utilizar-se o número de Ray
leigh 

B gz! AT 
Ra • ----

a v 

o número de Prandtl 

Pr • v/o. 

e o nu•ero de Nusselt 

Q z"' 
,lu .. - 0

-
ai\T 
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(9) 

( 1 o) 

( 11) 

para descrever o estado de convecção sobre su 
perficies horizontais. Como o número de Ray
leigh e um parâmetro mais pertinente ao pro
blema de estabilidade do que ã dihâmica da 
turbulência gt>rada pela flutuabi lidade,foi su 
gerido por Adrian (1975} que um parâmetro 
mais apropriado seria o número de Reynolds 
turbulento 

Re .. • (12) 
v 

ou o nú~ero de Peclet 

w. z. 
Pe • -- (13) 

(l 

A ~e~ação entre as escalas convectivas e 
moleculares fornece: 

comprimento z.lz
0 

• (Re,. Pr)3/4 ( 14a) 

velocidade w.Jw
0 

.. (Re. Pr) I I 4 {14b) 

temperatura o.10
0 

.. (Re. Pr)-1/4 ( 14c) 

Utilizando-se a ralaçao Nu~ Ra 113 , verifi 
ca - se fac1lmente que Re ~ Ra 4/ 9 Pr-213 . 

REGIAO DE EQUILTBRlO 
Foi feita a análise dos mome ntos até 3! or 

dem para verlficar a ex1stência de leis de po 
tência e a definiçao de uma oossfvel região 
de equilÍbr1o no escoamento. Como sa 1entado 
por Townsend (1976), a espessura da camada de 
equilíbrio é uma pequena fraçao da proFundid! 
de total do escoamento turbulento e conseque~ 

temente a variação do fluxo de calor cine~át! 
co através da camada i pequena quando compar! 
da com o fluxo de calor na parede. 

Na região de equillbrio, as escalas z.e z
0 

devem concordar de forma que o RMS das flutua 
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ções de velocidade e temperatura podem ser ex 
pressos por 

a0te. • c(z/z,..)n (15a) 

oe/eo • c(z/z
0

)n ( 15b) 

owlw. • c1(z/z.) .. ( 16a) 

ow/wo • c 1 (z/z0 } m (16b} 

Multipli cando a equaçao (15) pela (1 6) tem 
se 

creaw ooow .. --.c 
e.w. 0owo 

Oes ta forma 

( 18) 

A equação (18) se mantem apenas quando m =-n. 
Da relação entre as escalas convecti~s e con 
du ti v as 

(19) 

Comparando-se a equação (19) com (16b) e(J6a) 
obtem-se m • 1/3 e n & -1/3 . 

Desta forma 

ow/w* • c 1 {zlz.) 
1

'
3 

o9/0* • c(z/z*)-113 

(20) 

( 21 ) 

Utilizando-se argumentos similares chega
se a 

~~W~ c2(z/z,.) 1 (22) 

~~e~ • c3 (z/z,.) -1 
(23) 

w2eJQ0 w* • c4(z/z.)l/3 { 24) 

--::"? we /Q
0 

.. • cs(z/z •. fl/3 {25) 

Quando os valores RHS das flutua~ões da 
temperatura e velocidade escalonados pelas es 
calas convect1vas foram plotados contra z/z*, 
uma lei de potência de -1/2 foi achada para 
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o0 Ja. e nenhuma lei de potência caracteristi
ca foi detetada para ow/w* como mostrado por 
Ferreira (1978). 

Utilizando-se a idéia de aplicar as esca
las aos momentos e analisar as leis de potên
cia em funçao da d1stincia i borda da camada 
de conduçao ao invés da distância ate a pare
de, podem-se identificar as leis de potência 
previstas nas equações (20) a (25) como mos-
tram as figuras 5, 6. 7. 8, 9 e lo. 

•• 

? 
.:! 

... 

... .. 
I 

10 
I 

I ..... ,. 
I ,a 

... f .. ..,.. 
Fig. 5 le1 de potência do RHS das flutuações 

de velocidade vertical. simbolos defl 
nldOS no Quadro J. 

Fi 9. 6 

.. .,....:------......... ---. 

... , 

·~ 

"''';-,--------!:-!---~ ... . .,.. 
Lef de potência do RHS das flutuações 
de temperatura. Sl•bolos definidos no 
Quadro 1. 

Segundo sugerido por Boberg (1977), um de! 
locamento de(8Zo/z•) foi aplicado ã dimensão 
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vertical. O fator numérico 8 foi determinado 
empirica~ente através da anâlfse dos dados de 
te~peratura mêdia. A restrição do escoamento 
na camada condutiva evita os turbilhões de t! 
rem escalas na direçio vertical maiores que a 

distância da borda da camada ete o centro dos 
turbilhões. 

• 
D ... 

Fig. 7 Le1 de potência do momento de 3! or
dem da velocidade vertical. Slmbolos 
definidos no Quadro 1. 

Fig. 8 Lei de potência do momento de 3! or
dem das flutuaçoes de te•peratura. 
Simbolos definidos no Quadro 1. 

O espalhaMento dos dados para os moMentos 
de a! ordem dificultam uma verificação preci
sa das leis de potência na regfao de equili
brio no entanto qualquer mudança na dependên
cia pode ser claramente detetada. 

Dos grificos, verifica-se que a camada de 
equilibrio estende-se ate (z-8z0 )/z. $ 0,1 P! 
ra cada •omento. 

Panofsky (1978) reporta valores das cons
tantes c1 • 1,33 e c= 1,35 em medições atmos 
fer1cas estando em boa concordância com os ex 
perimentos realizados onde c1 • 1,28 e c~1,26. 

···r----------, 

... 

. ... 
. ..... 

'" .. ~..: .. ------~----~ 
;1:,c.~dl •·• 
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Fig. 9 Lei de potência do momento represent_! 
tfvo do transporte vertical das flu
tuações de temperatura. Simbolos defi 
nidos no Quadro I. 

••r------~--~ 

A O 0 

aO 
0 

Fig. 10 Lei de potência do momento represen
tativo do transporte vertical do fl~ 

xo de calor cinemít1co. Simbolos de
finidos no Quadro I. 

CONCLUSOES 
A configuração de laboratório testada apr! 

sentada na figura 1. produz um escoamento tu! 
bulento com o número de Reynolds ou Peclet 
bastante elevado per•itindo a identificação 
de uma camada de equilíbrio no escoamento. 

A ca•ada de equilTbrlo apresenta as leis 
de potência previstas na teoria quando um de! 
1ocamento de (8Zo) é produzido na dimensão 
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vertica l , identificando o crescimento dos tur 
bilhões ate a borda da camada de condução ao 
invés de até a placa inferior. 

A utilização das escalas de convecção rec~ 
mendadas por Oeardorff (1970) produz o agrup! 
menta dos dados para diferentes condiçoes evi 
denciando a sua validade . 
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SUMMARY 

Ma.ny o6 t:he a.11pe.c..t~ o6 :the -t.u.ILbu..é.e.n.:t ;the.ttma.t. c.onvec.t:.i.o n út :the p.ta.ne..ta.Jty bou.nda.~ty 

la.IJVC. a.lte. 11t.u.died út a. l..o.bo.ll.a..tott.!f mode.t. The. e.x..Ut:enee. o é a.n é.qu..i.l...lbllit.Lm 11.e.gi.on ..Ln 
.the. 6l..ow .1..6 de.t:e.c..te.d a.r1d poWeiL ta.W-6 gcve.JUti.ng the. h.i.ghe.~~. OILde.Jt. mome11.t.& oó veAt.ü.a.i.. 
ve.~oc.ity a.nd .tempe.Aa.t:u.Ae w.i.;th 1Le6pe.c.t to .the. di6.ta.n.c.e to .the. boAde.lt c6 the c.ondu.c.:t.i.on 
l..a.yvr. aJte ..i.de.nt..i.óü.d. A laAeiL Vopp.te.Jt ve.l..oc..c.rne...telt a.nd a. h..i.gil 6Jt.equ.e.ncy the.ltmoc.ou.p.te. 
a.lte u.11e.d to mea.6UAe. the. 6lu.etu.dting hoJt..i.zon;ta.L and ve.~ttic.a.! ve.é.ocLtle.4 a.nd te.mpe.ll.a.
:tuJte. 6.i.gna.l.6 lte.6pe.e;t.lvely. 
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REFINO DE GRÃO EM ALUMÍNIO E LIGAS ALUMÍNlO-COBRE 
OBTIDO PELA ALIMENTAÇÃO DE MOLDES ATRAVtS DE CANAIS 
REFRIGERADOS A ÁGUA 

ANTONIO CELSO DA FONSECA ARRUDA 
PROFESSOR ASSISTENTE 
MAURÍCIO PRATES DE CAMPOS FILHO 
PROFESSOR TITULAR 
DEPTO , ENG, MEC , J UNICAMPJ CAMPINASJ SP 

SUM~RIO 

O ~abalho v~ou d~envolveA um pAo~e66o de ~e6~no de gAão em e~t~~uAa4 de Alumln~o 

4em a ad~ção de Lnoeulant~ ou agente4 Ae6~nadoA~, L6to é, a~av~ da utit~zaçio de 
6ubAtAato6 de nucleação potenteó. A u~~z~ção de motd~A alLmen~do6 poA can~A At
á~geAadoA a água, compAovqAam a ação da6 alta6 cond~çÕeA de extAação de caloA, no 
6entido de p40pLc~~ o pAeench~mento de moldeA com met~ paAeialmente Aoiic~6~cado6 , 

conAequentemente 6acit~tando ~obtenção de e~~utuAaA equiaxia~ Ae6~nada4. 

INTRODUÇJI;O 

E fato conhecido na tecnologia da fundição 
111, que o controle da estrutura bruta de fu
são dos metais, quanto ao formato e disposi
ção do grão cristalino na peça fundida, poss! 
bilita otimizar as propr1edad.es do material em 
relação as solicitações de 9esempenho previ~ 

tas para cada utilização. Particularmente com 
relação as propriedades mecânicas , e consenso 
geral que a obtenção de estruturas equiaxiais 
refinadas possibilita um melhor desempenho da 
peça fundida, quando em serviço, sobretudo em 
relação aos esforços dinimicos 141. 

Assim sendo , e objetivo do presente traba 
lho verificar o comportamento das zonas estru 
turais e de tamanho de grão. em relação a 
aplicação de uma nova técnica. aplicável na 
solidificação de metais que se evidencia como 
prãtica e econômica na obtenção de estruturas 
equiaxiais refinadas na fundição de Alumínio 
e ligas Alumínio-Cobre. 

Trata-se de um processo de alimentação de 
moldes, atravês de canais refrigerados a água 
possibilitando ao metal vazado ao entrar em 
contato com o molde não apresent~r superaque-

cimento e inclusive apresentar alguns cris-
tais jã nucleados. 

Cons\derando que o dimensionamento de ca 
nais refrigerados, conforme o processo propo! 
to, difere substancialmente dos critérios ad~ 
tados normalmente, onde a preocupação maior 
e somente conseguir um bom preenchimento do 
molde, estabelecemos uma equação que equacio
na o co,mpri~ento cri'tico do canal de aliment_! 
ção para ocorrer refino de grão em função das 
condições de vazamento. 

MATERIAIS E METODOS 

Foram utilizados o Aluminio comercialmente 
puro e sua liga com 4.75% de Cobre . A pureza 
dos metais utilizados foi superior a 99,7 %. 

O vazamento procedeu-se em moldes cilíndri 
cos de aço ABNT 1020 de 60mm d~ diâmetro in -
terno, 120mm de a 1 tu r a útil ( + 60mm de "cabe
ça quente~) e com espessuras de parede de 5 e 
15mm. Uma grande porcentagem dos ensaios foi 
realizado com moldes revestidos com o isolan
te Oycote 39 e as demais com moldes polidos. 

Os canais de alimentação refrigerados a 
ãgua, eram constituídos na parte inferior de 
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l ) Entrada de agua 

2) Saída de ãgua 

3) Rotâmetro 

4) Refratãrio 

5) Funil de Alimentação 

6) Chapa Metãlica 

7) Es paçador 

8) Alôjamen·to de Termopares 

9) Suporte do Termo par 

1 a·) Canal p/âgua 
I 

. 11) Cana 1 p/metal 

12) Suporte da Lingoteira 

1 3) L i ngotei ra 

14) Cadinho 

Fig. 1 - Desenho de conjunto do canal 
refrigerado a ãgua. 

uma chapa de aço ABNT 1030 de lmm de espessu
ra, revestida com Dycote 39 e parcialmente e 
totalmente polida. A parte superior do canal 
comp unha-se de um tijolo refratãrio recober
to com Dycote 39 apoiado sobre bordos metãli
cos também revestidos com Dycote 39, confor
me mostra a figura 1. A chapa foi refrigera
da com ãgua numa vazão constante de 1100 li
tros por hora. Os canais mediam 20mm de lar
gura, com variações d~ espessura de 1 a 9mm e 
de comprimento de 50 a lSOmm. 

Termopares registravam a temperatura de en 
trada e de saída do metal. Sendo que em algu
mas experiências utilizou-se seis termopares 
a fim de se levantar o perfil de distribuição 
de temperatura ao longo do comprimento do ca
nal . Foram utilizados termopares tipo K 
Chromel-Alumel da BICC de l,Smm de diâmetro 
de i sol ação mineral e capa protetora Inox 

25/20. 
Os reg i s tros de entrada e sai da, foram rea

lizados com medição co nti nua , através de um 
regi stra dor de 2 penas. Os registros ao lon
go do canal foram realizados interrompidamen
te, por pontos, em quatro canais, em interva
los de tempo de 1 segundo. 

Os superaquecimentos v a ri aram de 1 O a 100°C. 
Sendo de 12000 cm3 a quantidade de metal líquj_ 
do di sponivel para cada va.zamento. O qual 
uma vez preenchido o molde continuava a ser 
vazado em um outro cadinho sobressalente, vi
de figura 1. 

As macroestruturas foram realizadas segun
do dois cortes, um longitudinal passando pelo 
cehtro de revolução da peça e outro transver
sal realizado a 60mm de altura. Foram reali
zadas algumas micrografias em locais estraté
gicos a fim de se obter um termo comparativo 
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entre os diferentes tamanhos de grão. 

RESULTADOS 

As condições criticas de utilização dos 
canais refrigerados alimentadores refrigera
dos a igua estão relacionadas com a quantida
de de metal liquido que deve passar pelo ca
nal e as suas temperaturas de entrada e saída. 
Objetivando não permitir o fechamento do ca
nal devido a solidificação do metal dentro do 
mesmo, bem como obter estruturas equiaxiais 
refinadas, foi estabelecida uma formulação 
que apresenta o comprimento critico do canal 
alimentador, dada por 131: 

onde 
L c comprimento critico do cana 1 (em) 
p densidade do metal liquido (g/cm3) 

C calor específico do metal líquid«cal/g0 C) 

v 

e 

velocidade do metal liquido cm/seg. 
espessura do canal {em) 

h; coeficiente de transmissão de calor da 
interface metal/molde, corrigido {cGl/ 

3 o em . C.seg.) 
Tv temperatura de vazamento do metal ( 0 C) 

T
0 

temperatura da ãgua em regime (°C) 
Tf temperatura de fusão do metal (°C). 

As experiências realizadas com canais de 
comp rimento maiores que o critico (20 ou 30~) 

apresentaram excelente grau de refino, vide 
figura 2. ~ consequentemente os canais de 
comprimento inferior ao critico apresentam r~ 
fino não satisfatório. 

A figura 3, apresenta o perfil de tempera
tura, ao longo de um canal, registro obtido 
atravês de termopares cuidadosamente instala
dos no tijolo refratãrio (figura 1), com o es 
paçamento indicado no grãfico. 

DISCUSS~O DOS RESULTADOS 

A util i zação de canais refrigerados a 
ãgua, foi baseada no raciocínio de se utili -

·}ar_ um substr.ato de nucleação potente (dado p~ 
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la chapa refrigerada a•ãgua), que tivesse um 
contato obrigatório com todo o metal que fos
se preencher o molde, assoei a do a um fluxo que 
se incumbisse de remover o metal parcialmente 
solidificado (fornecido pela prõpria força de 
gravidade), possibilitando deste modo que o 
processo de solidificação do lingote, tives
se início no molde, com a presença de peque
nos cristais, distribuídos ao longo da massa 
liquida e crescendo competitivamente dando o
rigem a uma estrutura equiaxial refinada IBI 
ISI. 

O processo utilizado não somente atendeu as 
premissas acima citadas, como também possibi
litou uma acomodação adequada do metal liqui
do nos espaços entre os cristais solidifica
dos, garantindo uma estrutura final de solidj 
ficação sem a presença de bolha, trincas ou 
outros defeitos, como evidencia a figura 2. 

A formulação proposta, demonstrou descre 
ver o processo de troca de calo r com bastante 
precisão o que pode ser confirmado atravês do 
grãfico da figura 3 que apresenta o perfil de 
temperaturas num canal refrigerado. 

O valor de 1,3 para fator de correção do 
coefici~nte de transmissão de calor entre o 
meta 1 e o canal (h i), adequou-se perfei tamen
te para todos os cãlculos do comprimento crí
tico (Lc>· Os valores de calor específico e 
densidade do metal que foram adotados como 
constantes, na realidade alteram-se com a tem 
peratura 1 porem dada a insignificância desta 
diferença quando considerada somente entre a 
temperatura de fusão e do vazamento, podemos 
desprezã-la sem acarretar um sensível desvio 
no cilculo do comprimento crítico do canal. 

O Ünico parâmetro que ficou pendente de 
experiências preliminares para sua determina
ção foi a velocidade de passagem do metal li-
qui do, atravês do canal, devido a alteração 
da viscosidade que aumenta durante o processo, 
e relativamente ao pequeno comprimento do ca
nal, que não permite a aplicação do equacion! 
mento jã existente para wperfis desenvolvido~ 
condicionando deste modo a obtenção do valor 
da velocidade ã medição em experiências prel~ 
minares 161 • 

Porem tal 1 imitação pode se r considerada 
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o 2a) Al 4.75S Cu - 100 C Superaquecimento 

2c) Al- Vazamento através de canal alimen 
tador refrigerado a igua. 
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2b) Al - 60°C Superaquecimento -lnocul ant 2 
segundo as instruções do fabricante 

2d) Al 4.75% Cu- Vazamento através de canal 
alirnentador refrt~erado a igua. 

Fig. 2 - Ma croestruturas de lingotes obtidos em moldes cilindricos de aço. de Smm P! 
rede. revesti dos com Dycote 39. nas seguintes condições: 
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4.0 

10 15 
C_,.,...ftlo ••leal 

Fi g. 3 - Perfil de tempera tu r as do metal H 
quido ao longo de um cana l refrigera 
do a ãgua, registro do processo e; 
regi~e permanente. Os traços aarca -
dos na linha superior fornecem a po
sfçao dos termopares ao longo do co~ 

primento do canal. Os termopares fo
ram instalados no centro do canal, 
mantendo um espaçamento de 2 milíme
tros em relação a chapa metãlica re
frigerada . A espessura do canal nes
ta experiência foi de 4 milímetros . 

desprezível quando a aplicação de tal proces 
so tiver um carãter de produçõo industrial 
pois com somente uma ou duas experiências, po 
demos dimensionar um canal para a ap l icação n~ 
fundição de infinitas peças. 

CONCLUSOES 

A anãlise dos resultados obtidos (nas con
dições uti11zadas) coa ali•entação de moldes 
por canais refrigerados a ãgua, permite-nos 
concluir que as condições bãsicas para se 
obter estruturas equiaxiais refinadas e~ lin
gotes de Alumínio e ligas Alumínio-Cobre são: 

a) promover a nucleação de cristais junto 
as paredes do molde e do canal de ali
mentação. 

b) impedir a formação prematura da priaei
ra camada sõlida estãve t, quer ju nto 
as paredes dos moldes quer no canal de 
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a l1111entação. 
c) proNover o destacaNento dos cristais nu 

cleados no canal de alimentação e junt~ 
as paredes do molde, permitindo oma dis 
tribuição dos mesmos no metal liquido,; 
impedir suas refusões totais. 

d) promover choques de cristais separados 
entre si e contra a inter face sõlido/lf 
qui do. 

o item (a) e primeiramente atendi do pelo 
prõprio canal e secundariame n te pelo molde.Os 
itens b, c e d são cuapridos pelo prÕprio fl~ 
xo a11mentador, o qual tem sua intensidadevin 
culada a a l t ur a do di spositi vo e a inclinaç ã~ 
do mesmo . 

Os resultados evidenciaram ainda a valida
de da formulaçao proposta , com relação ao com 
primento do canal alimentador. Contudo , os v; 
lores de velocidade deve• ser deter•inados e~ 
peri~ental•ente. pois as relações de compri -
mento e espessura, associadas com a alteração 
da viscosidade do metal durante o seu percur
so , não nos permite aplicar as formulações pa 
ra "perfis desenvolvidos", existentes na lit; 
ratura. 

O grav de refino obtido foi excelente, co• 
parãvel co• os obtidos através de elementos~ 
finadores muito potentes como o Titânio, Tit~ 
nio-Boro ou vibrações mecini cas 171 121. -

As vantagens econômicas decorrentes da sim 
plicidade do dispositivo utilizado, tanto em 
termos de construção , como de manutenção e a
puração, garantem sua breve aplicação tecnoló 
gica. 
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SUMAfl!O 

Partindo-se do prino{pio de que na concepção de u~a máquina o engenheiro deve ter em 

mente que na ~otapão de trabalho da mesma~ ou mais ampZo ainda~ nas imediações do 

campo de trabalho~ o comportamento dinâmico deve ser Ótimo~ o presente estudo prete~ 
de apresentar algumas possibitidades de influenciar o comportamento dinâmico de um 

rotor~ de modo que as perturbações e~ternas . aqui caracterizadas peto desba~anceame~ 

to ~ não influenciem o movimento do mesmo em uma pré-estabelecida rota~ão. 

INTRODUÇÃO 
Nos Últimos anos o interesse em ultr a-ro

t ores alcançou um grande significado técnico 
sendo mu1tas as ques t ões levant adas neste 
campo e anal isadas po r diferen t es autores em 
um vo l ume bastante grande de pUblicaçGes . C! 
te-se nes t e ponto o trabalho de Schweitzer e 
ou tros / 1/ 1 no qual se procura determina r o 
comport amento 6timo de um s i stema ro t or-man
cais. 

Além disso novos resultados obtidos na 
teoria de control e , no que di: respeito a 
problemas envolvendo sistemas sujeitos à pe! 
turbações externas , foram publicados em uma 
série de a r tigos iniciada por Johnson em 
/2/. Como resultado da aplicação desta teo
ria , tem-se exemplos em diferentes campos , 
como os apresentados por Sch1ehlen em /3/ e 
Müller em /4/ . 

Mais a i nda , dentr o da dinâmica de rotores 
I procura-se , a t ualment e, desenvol ver projetos 

de ro t ores com a ap l1cação de mancais magné
ticos ativos como proposto po r Schweitzer em 

1

/S/. Tais manca is apresen t am uma sér ie de 
vantagens em relayão aos sistemas atuais , 

vantagens estas descritas por Habermann e 
Liard em /ó/ e /7/ . 

Baseando-se na aplicação de mancais ativos 
em rotores , o presente trabalho propõe- se an~ 
lisar um rotor horizontal em mancais magn~ti
cos ideais, sujeito a uma perturbação repre
sentada por seu desba l anceamento. Sua respos
t~m frequência mos t ra c l aramente que , somen
te com a compensação da exci t ação , se obtém 
antplitudes nulas para as chamadas "grandezas 
de co ntrole" em uma pré-determinada rotação 
denominada "rotação de t rabalho" . 

MODELO MATE~IÁTICO 
O modelo adotado, representado na Fig. 1 , 

consiste de um eixo e l ís t ico sem massa, carr~ 

gando um disco rÍgido , o qual é colocado ass! 
metr icamen t e em r e l aç<o ao comprimento total 
do eixo. Como dados pré-estabelecidos , tem

se: 

lt• distância do disco ao mancal esquer do 
1• comprimento to t al do eixo 
d• di &met ro do eixo 
D• di ametr o do disco 
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Flg. 1 - Modelo do Ro~or com Mancais Ativos 

h= largura do disco ~ 

ot,aP• relação entre a massa do disco e dos 
mancais (esquerdo e direito , respecti 

vamente) 
cl ct c~ cP• val ores médios das const antes 

y ' a' 11 ' 3 

de mola 
dl ~t d~ dr• valores médios dos amortecimen

y ' a ' y 'a 
tos 

~z . ~r. ângulo entre as constuntes de mola e 
o sistema de rcfer€ncia inercial 

~l . ~r· ângulo entre os amortecimentos e o 
sistema de refor~ncia iner cial 

c= excentricidade 
~= ângulo estático entre eixo e disco 
fio mÓdulo de elasticidade 

p= peso especifico 
G= rotação do eixo 

De posse destes dados obtém-se as massas 
(t-1 ,mt,mr); os momentos de inércia (I,l ,I); 

• ;z; 11 
os coeficientes de influência (cjk , i=t,r;j e 

k=1,2);as assimet r ias das e l asticidades (6L , 
61") e amortecimentos c~t,vr); as constantes 

de mola e amortecimento efetivas (c!t , d!t ,i: 
Z. ,r; se t"'y , .a) . 

EQUAÇÃO DO t-10VIMENTO 
Com os dados expostos no capÍtulo ante

rior , obtém-se a equaçGo de estado descr i ta 

por: 

x(t ) =A x{t) + B u(t) + X w(t) (t) 

onde x{t) representa o vetor estado, u (t) o 
vetor controle e w(t) o vetor perturbação . 

nxpl icitamente tem-se: 

(2) 

u{t) = ~~ u~ u! u:J T, (3) 

w{t) = [cosnt i senntJ T . (4) 

Aqui s(t) representa o vetor posiç5o, cons 
ti~uÍdo pelos seguintes coordenadas: 

[ 

I I 
~ w l'' L w l"l s(t) = v v v •z z z ,e 

I I 
(5) 

Isto s~gniíica ter o modelo 8 graus de li
berdade , a saber: 
-deslocamento do disco e mancais na direção y 

-deslocamento do disco e mancais na direç~o z 
-rotação do d~sco em torno de y e z. 

Por sua ve~, as matrizes apresentam a se
guinte configuração: 

(6a) 
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B - ---- • X • ---_ ~O•xj [O• ,. j 
82 X2 

onde, 

A21= 

Bz = 

Vi Vi o :v; o o lo v; 
Vle Vfo VIolo o o :o vf, 
-~ _!I.l..!L'~--o __ vf!J~-9ft 

Vlz o o 1vh 11t2 o 1viz o 
o o o 1 11~, 17}, vt11vr, o 

-~-~-V_!: 12-2!..:._!!~!_1 ~ ~-
o o o 

1
vl, Vfa V!a VIs o 

VIa Vf& V!aJO o o l o vr6 

vi o o I vi~ o o lo o 
o o o lo o o lo o 
o o VIl o o vn lo o ---- - - - --r,:- --vr2 o o 

1
v1J o o o o 

o o o o o o lo o 
o vl!lo o vt:lo o o - - - =-1 - --- -t----o o o 1o o o 

1
o v~~ 

o o o v" o o o 1 uo _ 

I o t o o 
o o o o 
o 2 

li o o -----,----
0 O 12 O 

o 

o 

o 

o 
o 

o - -------0 o o o 
o 

o 
o 

Q 

o 
xio 

o o ------
o o 

o o 

x2 = xl. o 

o o ·----
o 

xl, o 

Explic~tamente, cada termo significa: 

V 1 "'-(c~ ~cl. )/rr/· 
t 11 lfll 

V2 :V 5 •c7. /mz. 
'J 1 % ll 

v"=V 1 •-cz /mL 
9 12 I/& 

(6b) 

(7a) 

(7b) 

(7c) 

{7d) 

vt·-vr2•-c;..:f•z 

v~·-d z /mz 
1111 

V12 •V' •-d1 1•7. 
' 1 2 1(11 

vl,·v~ ~·c: 1/._t 

Vlo•Vf,•-(c7. +cr )/M 
11 Jl 

Vi o•V~ ,•c~ /~1 

Vfo•-v1,•(cz -c• )/M 
H Jll 

v h •V f 4 •c~ /m" 

Vf 1 •-(c~1 +c~lf)/m" 
Vft 2Vf~·-cr /m1

' 
1JII 

v f ~--vr .,-c~4Jm~' 

Vil•-d'" /ol' 
1111 

vll·va•-d'" /oro y& 

v~ ·-(cz •cz )/mz 
12 11 ~~~ 

Vl}•-é /c'L 
a& 

v' • - (c~' •c" )/mr 
I' JJ &I 

V1 "•-dJ• /mr 1 ~ aa 

t?!s•-Vts•cl /I 
:11 li 

vf5•-Vfo•(-cz •c" )/1 21 81 y 

v6 • -vf, •-c~"' /1 1 5 21 11 

vrs•Vf,•-(ci2 • c~2 )/1 11 
Vlt•-Vlf•(-1 /1 )O z 11 

CONTROLE LINEAR 
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Considero-se para o sistema já descrito 
por sua equação de estudo, a seguinte equa
ç~o de modiç!to : 
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y(t) = C x(t), (8) 

onde y(t) representa o vetor medida e a ma

trix C possui a seguinte configuração: 

(9) 

A tarefa do controle é levar o vetor esta 
do x(t) de um sistema controlável e observá
vel a um dado valor (teórico) e fixá-lo nes
te valor. Já o controle ótimo procura uma 
função Ótima, capaz de levar o vetor estado 
de uma condição inicial a um valor !inal, e~ 
quanto que um funcional de custo previame.nte 
adotado, assuma um valor extremo (de modo g~ 
ral um mÍnimo). 

No presente trabalho escolheu-se para cri 
tério de otimização o funcional quadrático 
de custo, representado por: 

J(u) = tJêxr ~ x + uT ~ u) dt , 
o 

(lO) 

onde Q=QT~o e R=RT>o são as matrizes avalia
doras do controle . 

o controle Ótimo u*(t) é alcançado quan
do J(u) assume um valor mÍn1mo. Sua equação 
i representada por: 

( 11) 

onde P=PT~o é solução da equação matricial 

algébrica de Riccati: 

AT p + p A- p B R- 1 BT p + Q = Q. (12) 

A equação de estudo terá, então , a segui~ 

te forma: 

x(t) =A x(t) + X w(t) ' A =A- B Kx . (13) 

A resposta em frequência deste sistema p~ 
ra a direção y é mostrado na Fig. 2, enquan
to que a Fig. 3 representa as rotações do 
disco em relação aos eixos y e z. 

COMPENSAÇÃO DA EXCITAÇÃO 
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Para se obter a compensação da excitação 
em controle linear, parte-se da idéia em se 
modelar a perturbaçâo através de um sistema 
de equações diferenciais. Nes~e caso adota-se 
o modelo proposto por Johnson em /2/: 

w(t) = W v(t)~ ~(t) =V v(t), (14) 

onde y(t) descreve a dinâmica da per~urbação. 
No presen~e exemplo adota-se um modelo que 1~ 
vc 'a solução dos termos senoidal e cosenoi
do.l: 

(15) 

onde 0 0 é admitida como sendo a rotação de 
I 

trabalho. Introduz-se, ainda, a seguinte equ! 
ção: 

z(t) = F x(t) 
r~ 

F•l 
o i 

lo 
I 
I 
1 

I 
o 

1 o, 
I o 

onde z(t) representa as grandezas para as 
quais se deseja a compensação da excitação na 
rotação 0 0 pré-estabelecida. 

A compensação da. cxci tação e' obtida atra
vés de uma lel de controle linear com as gran 
dezas estimadas ~(t) e Q(L): 

u(t) =- Kx x(t) - Kv v(t), ( 17) 

onde Kx e Ky representam , respcctivámente, as 
matrizes amplificadoras do controle de estado 
e da compensação da excitação . 

Os valores estimados do estado x(t) e da 
perturbacao y(t) são reconstru1dos por ore ob
servador, representado por: 

onde LX e Ly representam, rcspectivan.en~e, as 
matrizes an1pliíicadorns do observador para o 
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estado e para a perturbação. 
Somando-se (1), (17) e (18), obtém-se a e 

quação matricial do sistema representada a
baixo: 

• A-BK -BK X X X -BK v X X . x x = o A+L C XW-BKv + o w • (19) 
X . 

" o lyC v ,.. o v v 

-I 

I 

1 13 

onde x=x-x representa o chamado "erro vetor 
estado" , ou seja, a dLferenca entre o valor 
teÓrico do vetor estado o valor o'btido a

través do observador. 
Para a completa so.lução do sistema expres

so em (19), cuja resposta em frequência se a
presenta nas Figs. 4 e 5, necessita-se deter
minar as ma triZes Kx, Kv, Lx. ty.. Tal estudo 
foi detalhado por ~!üllCT em /8/. 

Fig. 2 - Resposta em Frequência pu·a o Controle Ótimo 

RESPOSTA em FRflllÊt«::A paro o C!HTROI.E ÓTM> 

~9B E·~------------r----------~-------------.~---------.-----------, 

~ 

! -

E2 

Fig. 3 - Resposta em Frequência para o Controle Ótimo 
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I 

E2 
l'lbU8c:M c ..... , ) 

~o~o~Õo de ~~obolho 

f1a . 4 - Resposta em Frequ~ncia da Compensação da LxCJtaçio 

' 

I. I 
6. 41 1:2 8. E2 ....ao. , ..... ,, 

=W= lU 

Fig. S - Resposta em Frequênc~a da Compensação da Excitação 

CONCLUSÕES 
O obJetivo do trabalho consistiu em in~ro 

duzir de modo resumido os conceitos fundamen 
tais de controle, obJeti\·ando a co1:1pensação 
da excitação c, comparar seus resultados ~ 
relação ao controlo Ótimo. Os resultados ob
tidos mostram claramente as vantagens de se 
utilizar tal método, uma voz que somente com 

a total absorção da excitação (neste exemplo 

representada ~través dos dcsbalanceamentos es 
tát1co e d1nÔm1co do disco), se conseguiu um 
colll'portamento livre de vibrações para as coo_! 
denadas do rotor c· uma pré-dcterainada frc
qu~ncie, aqui denominada de frequincia de tr! 
balho. Mais ainda, o gráfico da resposta em 
frequência apresenta um comportamento accntu~ 
damente melhor em todo domÍnio, quando da uti 
lização da compcnsaç5o da exc1tação . 
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11. ABCH- 6Q Congres so Brasileiro de Engenh! 
ria Mecânica 
Data e Local: Dezembro de 1981 

PUC/RJ. Rio de Ja neiro- RJ 
Correspondencia: 

Prof. Pedro Caraj1lescov 
PUC/RJ - De~to. ~ng. Mecânica 
Rua HarQu;s de São V1cente, 225 
22453 Rio de Jane1ro - RJ 
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