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EDITORIAL

Com este numero a ABCM inicia uma nova fase da Revista Brasileira de Ciencias Mecanicas.
Evoluimos muito, e hoje a quantidade e a_qualidade dos artigos que nos sao enviados justificam
uma maior frequencia da Revista, que sera de quatro numeros por ano.

Voltamos a insistir na necessidade de tornar acessivel, cada vez mais, a comunidade tecnico
-cientifica os resultados dos trabalhos de pesquisas realizadas no Brasil, _seja basica, aplica-
da ou de desenvolvimento tecno1ogico. A evolugao da crise economica que ja ha algum tempo afli
ge o Brasil, mantida a situagdo vigente, acarretara decerto uma ainda maior dependéncia tecnolo
gica. Sem duvida, essa & uma situagdo 1nsuportavel Muitas s3o as denuncias feitas, algumas
timidas, outras agressivas, mas que em geral sao acusadas de nao apresentarem propostas positi-
vas para a solugdo dos graves problemas que enfrentamos. Apresentaremos uma proposta mositiva.

Obviamente a solugado tera que ser brasileira, & ingenuidade esperar que ela venha de fora.
Na verdade, e 1mpossTve1 que ela venha de fora, pois conhecimento (tecnologia) nao se adquire
com dinheiro, mas sim com o emprego de muito esforgo.

A solug3ao 8 o aproveitamento do enarme potencial de recursos humanos altamente qualificado
que existe no Brasil, embora sub-utilizado, na geragdo da tecnologia de que tanto necessitamos.

Isso exigiria um esforgo conjunto. Dos empresarios em procurar os Centros de Pesquisa e U-
niversidades para apresentarem os seus problemas, e destes_para resolverem esses problemas e de
apresentarem, tambem, sugestoes de como melhorar nossa industria.

A Revista Brasileira de Ciéncias Mecanicas pretende catalizar esse processo de aproximagao
empresario pesquisador mostrando onde se encontram os*recursos humanos brasileiros, o que fazem,
quais as areas que trabalham,

Este veTculeo de comunicagao precisa ser bem compreendido. 0 que pretendemos nao e editar
um album de promocao de pesquisadores mas um instrumento que seja verdadeiramente utilparacons-
truir o nosso desenvolvimento cientifico e tecnotogico. Por outro lado, & preciso que a comuni
dade entenda que para se comer “filet de peixe" e preciso pescar muita "tainha" Talvez em 10
ou 20 trabalhos somentd um seja de grande impacto. Mas este so aparece se oS outros existirem.
E assim mesmo que evolui o processo de desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.

Estamos certos de que o progresso desta revista trara benech1os muito grandes para a gera-
¢do de tecnologia. Nao ha mais duvidas que uma tecnologia rentivel so pode ter sucessose apoia
da em pesquisa intensiva. Esta afirmagdoc traduz-se concretamente no quadro abaixo:

Balanga Comercial dos EUA para Produtos Manufaturados
com Pesquisa e Desenvolvimento Intensivos e Kao Intensivos

(em milhdes de dolares)
INTENSIVYO NAD INTENSIVD

AND

Saldo | Export.| Import.| Saldo | Export. | Import.

1972...... |11.012 [ 22.693 | 10.991(-15.039 | 11,737 [26.776

1973...... |15.101 [ 29.388 | 13.987|-15.370 | 15.643 | 31.013
1974...... |23.873 | 41.111 | 17.238|-15.573 [ 22.412 | 37,985
1975...... |29.344 | 46.429 | 17.095|- 9.474 [24.511 | 33.985
1976, 0 oo 2B.964 | 50.830 | 21.866 |-16.499 | 26.411 | 42,910
198 x5 5 . |27.627 | 53.169 | 25.542 |-24.378 | 27.284 | 51.662

Fonte: Science Indicators - 1978 . NSF 1979
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Fica claro que o caminho da solidez e rentabilidade esta numa pesquisa intensiva que permi-
te uma constante renovagao e melhor utilizagao dos recursos. Nao ha outro caminho.

Convidamos _portanto a todos aqueles que estdo produzindo nas areas de ciencias_mecanicas e
engenharia mecanica a publicarem os seus trabalhos para que os frutos deste intercambio possam
ser acelerados servindo de base para a construgdo da nossa propria tecnologia.

Queremos expressar a nossa gratidao ao CNPq, pelo apoio substancial que deu a esta iniciati

va e que permitiu a intensificagao da frequéncia de publicagao da Revista Brasileira de Cien-
cias Mecanicas.

Devemos tambem ao Professor Rubens-Sampaio Filho os nossos agradecimentos pela sua colabora
g¢ao decisiva na reformulagao do projeto editorial da Revista para este ano de 1981.

Luiz Bevilacqua
Editor
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MISTURA SIMPLES DE FLUIDO
NAO VISCOSO E SOLIDO RIGIDO

RUBENS SAMPAIO

PROF. ASSOCIADO PUC/RJ
GILBERTO KREMER

UFPr

; SUMARIO
Desenvolve-se um modelo tedrico para a condugdo de cafor em misturas simples comsili-

tuidas de um §Luido ndo vdiscoso e de um so0Lido rigido isotropico.

0 modelo baseia-

-4¢ na hipotese de que a forga resdistiva e o fLuxc de calor sdo,respeciivamente, fun
goes homogéneas do primeiro grau da velocidade do fluido ¢ do ghadiente de femperatu

ha.

INTRODUGAD
Em [1] estudamos o tensor condutividade
As hipote-

ses acerca do fluxo de calor foram: i) o flu-

termica em meios porosos rigidos.

xo de calor h depende das variaveis vetoriais:
velocidade do fluido v e gradiente de tempera
tura g; ii) h = A(v,g) & isotropica; iii) h &
uma fungao homogenea do primeiro grau do gra-
diente de temperatura, i.e., A(v,Ag)=rR(v,g),
Va0, ’

0 objetivo do presente trabalho &
o modelo de modo a englobar todo o comporta-
mento termomecanico de uma mistura de solido
Para tanto,
supomos que os termos constitutivos dependem,
alem das variaveis vetoriais acima enunciadas,
fluido

ampliar

rigido com um fluido nao viscoso.

das variaveis escalares: densidade do
e temperatura da mistura.

Sob o ponto de vista da Teoria de Misturas,
a mistura aqui estudada, denomina-se, segundo
Miiller [2], de mistura simples pois, ndo in-
cluimos o gradiente de densidade do fluido co
mo variavel independente.

Supomos ainda que a forga resistiva & uma
fungdo homogénea de primeiro grau da velocida
de do fluido e, a exemplo do fluxo de calor,

provamos que fica completamente determinada
por tres fungoes materiais.

Exploramos tambem a desigualdade entropica
e obtemos algumas desigualdades para as
;ﬁss materiais. Embora algumas desigualdades

possam parecer obvias sob o ponto de vista do

fun-

experimentador, prova-las analiticamente nao
€ uma tarefa simples e esse fato deve ser com
siderado com bastante atencgao.

A notagao usada neste trabalho segue [1],
e definimos a derivada material de uma fungdo
fu. escalar ou vetorial por:

T =2

" t fu + (grad fu] Vo o

onde v € a velocidade do componente o da mis
tura.

EQUAGDES DE BALANGO

Com base em [3] adotamos, para cada consti
tuinte, as seguintes equagoes de balanmgo, va-
lidas para pontos regulares na mistura:
Balango de Massa

Pa * Pq div ‘% * 0o, (1)

a



91[30 ¥ +1n,) = 'D!(aa v2 + n2) = x(e).

Obviamente x(®) = 0, o que finaliza a pro-
va do teorema.

A equagao (10), € uma consequéncia direta,
para misturas simples, da desigualdade entro-
pica (equacao (5)) e pode ser verificada atra
vés da equagao (7),.

Nas condigoes do teorema, podemos escrever
a desigualdade residual (equagdo (7),) como:

(h.g)/8 + m.v £ 0 (11)

Supomos adicionalmente que h e m sao fun-
¢oes homogeneas de grau zero em v e g, respec
tivamente. Essa hipotese significa que 0s
coeficientes sao independentes de |v| e os

independente de [g|. Se, na equagao (11),
substituirmos g por A,g9, A, > 0, v por i v,
Az » 0 e levarmos em conta as equagoes (9)

Ai(h.g)/8 + 23 m.v £ 0 .

A desiqualdade acima sera valida se e soO
se:

h.gg«0 e m.vegO, (12)
pois 6 > D. ¢
Substituindo em {'IZ].1 as equagoes (9) ., ¢
em (12), as equagoes (9)3 4» obtemos:

AX: +BX+C30 (13)
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Fazendo em (13), sucessivamente, X=0,1,-1,
obtemos, respectivamente, que: T ¥ a, T > 0
e T_; >0, isto e, as resistividades e as con
dutividades termicas sao todas positivas.

Para continuar a analise @ conveniente di-
vidir (13) por X* e escreve-la na forma:

CY* +BY+A20,

onde C 3 0 e Y e(-=,=1] U [1,=).

Existem duas possibilidades para a desi-
qualdade acima:
12) B2 - 4 AC <0, o que implica em:
Ab TS LY LA ST
m———— ~ ——7—;;—— ,
e por sua vez em:
T, T
—— 2T, - (14)
2%) B2 - 4 A C > 0, com rafzes no intervalo

[-1,1], iss0 &,

X B+ VBT - 4 AC
7T

4.

A segunda possibilidade & inconclusiva,por
tanto o resultado da primeira deve ser tomado
como sendo apenas uma conjectura e nao um re-
sultado. Para compreender que esse resultado
nunca podera ser provado basta tomar LT
= Ty 1 e 5
gualdade (14) & violada, porém a equagao tem
duas raizes no intervalo[-1,1].

Frisamos, mais uma vez, que (14) naoc & um

e verificar que a desi-

resultado como aparece em [5,6] mas uma con-
jectura, a qual julgamos, inclusive, ser fal-
sa.
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MANCAL DE FOLHA

SERGIO E. GONCALVES
PESQUISADOR COPPE/UFRJ

SUMARIO
Foi constauido um banco de teste para mancais nadiais de folha. Um eixo e suportado

axialmente pon um mancal de escora Lubrificado a an e radialmente por dois
de folha, cona£¢£u¢do cada um por 3 segmentos que envolvem o eixo; nas
de contato ¢ injetado an_sob pressao de modo a se obter a separagac.

mancais
supengicies
Mede-se a sepa

nagdo em funcao da pressdo de an injetado e da tensdo nas folhas. Verifica-se a es-
tabitidade do eixo girando a uma velocidade de ate 16.200 apm.

INTRODUCAOD

Mancais de folha tem sido estudados tedrica
e experimentalmente desde ha cerca de 25 anos
(1). Entretanto, o maior impulso veio comoapa
recimento das maquinas de processamento de da-
dos eletronicos, onde surge o problema da movi
mentagdo de fitas magnettcas e da gravacao so-
bre materiais flexiveis. Mais recentemente fo-
ram realizados estudos visando autilizacao des
te tipo de mancal como suporte de rotores deal
ta velocidade (2). Licht (3) estudou um tipode
mancal de folha em um rotor girando com veloci
dade de até cerca de 60.000 rpm.

0 objetivo do presente trabalho foi testar
a viabilidade da construgao_e o comportamento
de um mancal de folha de tres gomos semelhante
ao testado por Licht (3), utilizando uma folha
mais espessa (0,15mm) e-de material facilmente
encontravel no mercado, com injecao de ar atra
ves da folha, bem como testar a ocorrencia ou
nao da auto-lubrificagao.

DESCRICAD DO MANCAL E BANCO DE TESTE

A estrutura do banco de testes e formada por
quatro colunas de cantoneiras de ago dispostas
nos vertices de um quadrado de 200 mm de lado
e apoiadas sobre uma mesa de ago. Nestas colu-
nas estao fixadas duas plataformas quadradas,
providas de um furo central por onde passaoro
tor. 0 rotor @ um cilindro em posigao vertical
com diametro de 60 mm e comprimento de 400 mm,
feito em ago inoxidavel austenitico e pesando
aproximadamente 10 kgf. 0 rotor & sustentado na
parte inferior por um mancal de escora lubrifi
cado a ar, e por dois mancais radiais de folha™

0s mancais radiais sao montados sobre as pla
taformas, um na extremidade inferior ocutro na
extremidade superior do eixo. Uma terceira pla
taforma, colocada no topo da estrutura, serve
de suporte para o motor a ar comprimido usado
para girar o rotor.

0 mancal estudado & um mancal radial pressu
rizado lubrificado a ar. E constituido por 3 fo

lhas de bronze fosforoso, com espessurade 0,15
mm e largura de 40 mm que envolvem o eixo, ca-
da uma abrangendo uma regiao de 60 em torno do
eixo e igqualmente espagadas. As 3 folhas temas
suas extremidades presas juntas duas a duas e
tensionadas por tres tirantes igualmente espa-
gados ao redar do eixo. 0 tensionamento de ca-
da tirante e feito por uma mola helicoidal e
uma porca que ao ser apertada contra amola,per
mite umaﬂregu]aqem da tensao (ver figura 2).

o ar @ injetado no mancal através de tubos
de cobre de 3,2 mm de diametro externo, de 1,7
mm de dianetro interno, soldados na parte ex-
terna de cada folha, dois em cada regiao de con
tato (ver figura 3).

Em cada tubo sao feitos 3 furos de 0,3 mmde
d1ametro que atravessam tambem a folha na re-
giao soldada ao tubo. Assim, em cada regiao de
contato, existem 6 furos de injecao de ar en-
tre a folha e o eixo.

0 ar comprimido & controlado por tres valvu
las requladoras de nressao independentes: uma
para o mancal de escora, uma para o motor e ou
tra para os dois mancais radiais.

FABRICACAQ

Fabricacao do rotor. 0 rotor foi usinado em
aco inoxidavel austenitico, com acabamento ini
cial feito no torno.

0 eixo foi lapidado nas regioes dos mancais
de forma a reduzir a rugosidade de um valor de
cerca de R_=10 pym para R_=0,4 ym (R_ desvio me
dio aritnet1co] Para is§o a ultima® lapidagao
foi feita com po abrasivo n® 2.000.

Fabricacao do mancal de folha. As tres fo-
lhas de cada mancal, depois de cortadas com as
dimensoes finais e presas nos dispositivos de
fixacao das extremidades, foram montadas em tor
no de um cilindro de madeira, do mesmo diame-
tro do eixo com a finalidade de soldar os tubos
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BANCO DE TESTE

figura 1

fiaura 2
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Figura 3

de injecao de ar. A solda & feita com estanho.
Depois de soldados os tubos e feitos os furos,
foi dado o Ultimo passo na lapidagao do eixo
utilizando o proprio mancal como lapidador.

TESTES

0 rotor foi posto a girar com o objetivo de
verificar a_estabilidade do sistema e a ocor-
rencia ou nao da operagao auto-lubrificada. A
velocidade de rotagao foi medida com a utiliza
¢ao de luz estroboscopica. Tambem foi medida a
separacao entre as folhas e o rotor em fungao
da pressao de alimentagao e da tensao nos ti-
rantes, com o rotor parado.

Estabilidade. Entre 0 e 2.000 rpm, 0 siste-
ma atravessa faixas de ressonancia. Foi neces-
sario acrescentar d1spo}1t1vos que introduzis-
sem atrito no movimento dos tirantes, para dis
sipar energia no movimento vibratorio. Depo1s
que a velocidade ultrapassa essa faixa, o §is-
tema se apresenta estavel.

Auto-lubrificagao. 0 rotor foi posto a gi-
rar a uma velocidade maxima de 16.200 rpm, nas
sequintes condigoes: Pressao de a]1mentaqao do
mancal de escora: 4 kgf/cm Pressao de alimen
tacao dos mancais radiais: 3,5 a 4 kgf/cml;Ten
sao nos tirantes: & 2 kgf; Pressao de alimenta
gao do motor: 4 kgf/cm?; Velocidade 16.200 rpm.

Ate_esta velocidade nao foi constatada a
oc0rrenc1a da auto-lubrificagao. Qualquer di-
minuigao na pressao de alimentacgao produz um
aumento de atrito e consequente queda de velo
cidade.

Separagaoc entre a folha e o rotor. A sepa-
ragao entre o rotor e uma das folhas do man-
cal, foi medida no centro da regiao de conta-
to de uma das folhas do mancal inferior para
diversos valores da pressao de alimentagdo e
da tensao nos tirantes.

As medidas foram feitas utilizando um trans
dutor de deslocamento fotoelétrico. Uma lami-
na presa ao centro da folha se desloca solida

ria com esta e se interpoe entre uma fonte lu
minosa e uma foto diodo, obtendo-se uma ten-
sao de saida representativa do deslocamento
que se deseja medir, Este dispositivo & pre-
viamente calibrado, permitindo medir desloca-
mentos na faixa de 100 um (ver figura 4).

L- forfe |uminosa
FD- foto diodo
R - resisténcia
E - tensdo de saida

Figura 4

0 grafico da figura 5 mostra a variagao da
separacao em funcao da pressao de alimentacao
para diversos valores da tensao nos tirantes.

Pode-se observar que a partir de uma pres:
sap de alimentagao de aproximadamente 1 kgf/cm
as curvas Sse apresentam uniformes, isto e, se
guem aproximadamente paralelas para os diver-
sos valores da tensac. Observa-se tambem Sue
para uma pressao intermediaria de 3 kgqf/cm
por exemplo, a separagdo se mantem entre 40 e
55 ym para a tensao variando entre 2e 4,5 kgf.

CONCLUSOES

0 mancal funciona no regime pressurizado e
tem um comportamento estavel a partir de 2000
rpm atée 16.200 rpm. A introdugao de amorteci-
mento para dissipar emergia do movimento wvi-
bratorio dos tirantes possibilitou wultrapas-
sar as faixas de instabilidade sem problemas.
Nao foi observada a ocorrencia da auto-lubri-
ficagao ate a velocidade de 16.200 rpm. Uma
exp11cagao para isso pode ser a existencia de
1mperfe1goes nas folhas, impedindo a adequada
acomodagao em torno do eixo. Medidas com o ro
tor_parado mostram que a partir_de 0,75 kaf/
/fcme de pressao de alimentagao e obt1da a se-
paragao entre as folhas e o rotor para uma ten
sao nos tirantes de ate 4,5 kgf, demonstrando
a possibilidade de operagao com pressoes bai-
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X = X;+ Xp
x‘1r= -a Li

(2.3)

N(X + x3) - M(X) = -8 M(X)

A d
d » Y = ==
onde Lx ax

a>0.
Assim, o problema que se coloca & o de se
determinar o deslocamento x, de forma a se ca

L(X), vetor gradiente; 0<pg<1;

minhar na diregac da solugdo, isto &, de modo
a se satisfazer ao critério de, simultaneamen
te, se aproximar do valor minimo de L(X) e da
satisfagao dos vinculos, M(X).

3. FUNDAMENTOS DO METODO
Para valores de ||x]|| e g
pequenos, resulta

suficientemente

My x +0(2) = -q M(X) {513
onde, My - é% M(X) e o(2) representa os ter

mos de ordem superior.

Sob as hipoteses em que a equacao acima foi
obtida, o(2) @ tal a estar dentro da faixa de
erro desprezivel nas computagbes numéricas -en
volvidas, isto &, confunde-se com o vetor ze
ro numérico de ordem m. Por outro lado, & ra
zoavel modelar-se este vetor zero numerico co-
mo um vetor aleatorio, de componentes ndo cor
relacionadas, de média nula, uniformemente dis
tribuido na faixa de erro desprezivel, isto

e,
My X +ey = -q M(X) (3.2)
onde
E(ey)=0, Ecyey)=diag. (a2 , a2 ,..., al) = R
Dada a hipotese de distribuigao uniforme

para ey e sendo em>0, o maximo erro numérico
desprezivel, tem-se:

2 =
e i=1,2, ..., m (3.3)

2
i~
| =
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Para satisfacdo da exigéncia corresponden-
te & equagdo (2.3) e para garantir que o des
locamento x seja suficientemente pequeno, & ra
zodvel considerar-se a condigdo a seguir, pa
ra ¢ ,uniformemente distribuido e de componen
tes nao correlacionadas,

B
-p Ly = x+z|1, D<psgl (3.4)

Eel) = -3 pily) = §

E((e) -5} ) (e} -5)) )=diag. (a2 a2 ,..., o’ ) =F

2 = ]_ —_ 2 1_ 2 i =
@y 12(pin) + 3 & | 1,2,...,n (3.5)
onde e, € o valor do erro numérico admissivel

nas componentes de x, compativel com o erro
e,s como explicado mais adiante (Eq.3.8). Por
outro lado, subtraindo-se &', membro a membro,

L
na equagao (3.4),
1. T
—Ep Li* = X + EL {3.6)
E(e,) = 0, E(e, 1) = P (3.7)
L ’ L fL :

0 walor de e, deve ser escolhido de modo a
se garantir a prioridade de satisfagao dos vin
culos (Eq.(3.2). Para tanto, impde-se que

.
E(Mg £, El Mg)>> Ecy ey (3.8)
E(E) = 0, E(E E]) = 15 e 1,

ou, para g>>1, tal que Be, seja o erro admis
sTvel para os vinculos, & razoavel considerar-
se

) noo, .
e, = Max.le,, : (j§1(§¥3 M1(X])2) eii 2

32 e?

n V=2, o, m) (3.9)

0 valor de q deve ser escelhido a partir do
valor de p, de modo a se garantir a hipotese de
perturbagdo linear, Assim, & razofvel conside
rar-se:
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g = Min.(a; gy = 1, af M (D)-M(F)
b % T T
P2((My Ly) (Mg Ly) + ef (Mg 1) (Mg 1))
onde 1 & o vetor de ordem n, de componentes

unitarias.

4. METODD PROPOSTO

Numa iteragao tipica, a consideragao simul
tanea das Eqs. (3.2) e (3.6), para
¢do de x, leva ao seguinte problema de estima
¢ao com informagdo a priori,

Xo=xte (4.1)
z2 = Hx + ey (4.2)
a 1 T A A
onde X = -zPLlys 2 = -q M(X), H 2 Mg

A solugao do problema anterior pode ser ob

tida por estimagao linear [1-3], atraves da

utilizagdo do filtro de Kalman para se esti

mar 0 valor do incremento x.

X =%+ K(z - HX) (4.3)
K=PH R (4.4)
P =P - PH (WPAT + R)'WP (4.5)

onde X @ o valor estimado para o
R e P sao matrizes de covariancias dos erros,
como definidas nas Eqs. (3.2) e (3.4).

Por outro lado, o fato do vetor aleatdrio,

incremento;

€ » ser independente do vetor aleatdrio, ey

e deste Ultimo ter componentes ndo correlacio

nadas, permite tratar o problema de uma outra
forma, pela estimagdo de x como o estado de um
processo de multiplos estagios, como indicado

a sequir.
rAALIPE-L I (4.6)
Z; = hy X + ey, (4.7)
x' = x4 K(zy-hy X (4.8)

determina
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_pl T g1
K; =P hy R1 (4.9)
PPl -3t nih, PP nlwr)7h, BT (4.00)
Fi+1 - Pi
ondeisl.z,...,m- W=l onl:oonly
T
2 = {Zy.Zaweuis 2 m :; {Eﬂl'mcﬁz""azﬂm)’
Ry = E(EHi)’ e, naturalmente. X" =x, PP =P,
resultados idénticos aos das Eqs. (4.3) e
(4.5).

Vé-se, portanto, que a determinacdo do in
cremento x ficou reduzida a uma estimagdo se
quencial em que as componentes de z sao pro
cessadas uma a uma. Desta forma, a matriz a
ser invertida, na Eq. (4.10), &
evitando-se, assim, o problema de inversao e
xistente para a solucao na forma das Eqs.
(4.3) a (4.5).

Antes de se proceder a uma nova iteragdo &

de ordem wum,

preciso fazer as verificagdes a seguir, para
§oow g 0By susy smy

i) Se !Hi(Y}! < Be, passa-se diretamente

verificagdo (iii); caso contrdrio, passa-se
verificagdo seguinte.
L V1) Se /M (X + x)/ < /M;(X)/,entdo x = X
e procede-se a uma nova iteragao, X novo sen
do X + X; caso contrario diminui-se p e recal
cula-se X,

iii) Se mi(i + X)/ s e e L(X+x)<L(X)
passa-se a verificagdo seguinte; caso contrd
rio diminui-se p e recalcula-se X.

iv) Se a verificagao anterior for
feita e

o)

satis

~13

3=1 (”J

a solugdo convergiu; caso contririo
se a uma nova jteragao, com X novo.

;(X) p l-- )? < se?/3,

procede-

5. TESTE NUMERICO

0 critério adotado na escolha do exemplo nu
mérico de aplicagdo do método foi o de testar
o seu funcionamento e, ao fazé-lo, utilizar um
exemplo simples, de modo a facilitar ao Tei
tor, interessado em se familiarizar com a me
canica de funcionamento do procedimento, a re
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producao dos resultados obtidos. 0 exemplo se
lecionado tem solugao analitica e @ encontra
do, na literatura, resolvido por um método gra
diente classico, de primeira ordem [4]. As-
sim, além da facilidade de verificagao dos re
sultados, tem-se a possibilidade de avaliar o
desempenho do meétodo proposto, por comparagao
a resultados obtidos de forma independente e
relativos a outro metodo, considerado basico
em procedimentos numéricos de direta,
para problemas do tipo tratado.

0 exemplo testado foi o apresentado a se
quir.

busca

Minimizar : L(X) = -X; X, (5.1}
sujeito a: M(X)=x}+x3/4-1 =0 (5.2)
A solugao numerica, apresentada na Tabela

1, foi obtida com a utilizacdo de uma calcula
dora Sharp, tipo ELS] MATE EL-5805. Com os va
lores escolhidos para os parametros de ajuste
do procedimento e para a precisdao de
adotada, a solugao convergiu em 11 iteragdes.
Para efeito de verificagao dos resultados apre
sentados, observe-se que a solugdo analitica
do problema das Eqs. (5.1) e (5.2) & dada por

calculo

xP = ()72, x3 = ()2, L(x*) = 1

Tab. 1 Resultados numéritos: e, =0,01, =10

Iteragao| p 8 Xy M(X) L{X)
0o | - [1,0000 Jo,00000(0,00000( 0,00000
[0,5 |1,0000 [0,250000,01562 (-0,25000
[o.5 [0,97657 [0,49338 [0,01454]-0,48182
lo.5 10,94703 [0,67004 |0,00910|-0,63454
[o.5 [0,90389 [0,887290,01384 [-0,80201
lo,s o,82176 |0,98762|0,00381 |-0,86096
[o,7 |o,80898(1,2020 |0,01565-0,97239
[0.7 [0,734421,3999 [0,02930(-1,0281
l0,7 |o,59282|1,4018 |0,15730{-0,83101
f0.35|0,697681,4356 [0,00199]-1,006
{0,1 |0,690681,4473 |0,00071 [-0,99962
l0,05]0,69946(1,4375 |0,00585|-1,0055

W o[~ |ov|juv || W M| —

—
(=]

—
—

A analise dos resultados mostra que o méto
do proposto tem boas caracteristicas de con
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vergéncia e que, para as condigdes de teste
adotadas, & sensivelmente mais ripido que a
versao bdsica, de um método gradiente de opri
meira ordem, apresentada por Citron [4], que,
para a mesma precisao de resultados,
22 iteragoes.

gastou

6. CONCLUSDES

0 método proposto encontra-se, ainda, na
fase de teste. A qualidade dos resultados ja
obtidos, nas aplicagtes efetuadas, justifica
a divulgagdo para a extensdo e aprofundamento

de sua avaliagdo como ferramenta de <calculo
numérico, na area de controle e otimizacdo.
Cumpre destacar a caracterTstica sequencial

dos procedimentos de cdlculo envolvidos, que
evita a necessidade de inversdao de matrizes.
Isto qualifica o método para a solugao de pro
blemas pelo emprego de minicomputadores e das
modernas minicalculadoras programdveis.
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APLICACAO DAS FUNCOES
DE COERENCIA AO PROBLEMA DA
IDENTIFICACAO DE FONTES DE VIBRACAO

JOSE ROBERTO DE F. ARRUDA
DEPT? DE TECNOLOGIA MECANICA, CT, UFPb

S UMART O
A manutengd@o preditiva de maquinas necesdsita de um conhecimento das fontes de vibra-
¢do {nternas. Um novo metodo & proposto para deteaminar as contnibuicoes de cada fon
te de excitagdo nos pontos de medicac, quando cs sinais medidos sao parcialmente coe
nentes devido as intenferencias. Este mZtodo ¢ verificadoe numa simulagdo analogica e
num sistema mecdnico aimples, para o caso de duas fontes de excitagdo,

INTRODUGAD

A manutengdo de maquinas sempre preocupou
utilizadores e construtores, mas somente hi
alguns anos comegou-se a tentar realmente co-
nhecer o futuro de uma maquina, de maneira a
evitar panes intempestivas e a reduzir as imo-
bilizacGes necessarias a manutengdo. Este pro-
blema vem se tornando cada vez mais importan-
te, na medida em que aumgntam as exigencias
quanto ao desempenho das maquinas (velocidades
de rotagdo mafs elevadas, esforgos dinamicos
mais importantes, etc.) e, ao mesmo tempo, al-
meja-se uma economia sempre maior de materiais
de construgao mecanica, A importancia do pro-
blema levou a uma sofisticagio das técnicas de
manutengao, reforgando a2 necessidade de uma ma
nutengdo do tipo preditiva.

Uma maquina emite numerosos sinais, sintoma
ticos de seu funcionamento (calor emitido, po-
téncia absorvida, rufdos, vibragoes, etc.) e o
problema consiste em, a partir destes sinais,
estabelecer um diagnastico.

Entre as informagdoes fornecidas por uma ma-
quina, as vibragGes sao de grande interesse
pois s3o diretamente ligadas aos movimentos da
maquina, sdo localizaveis e se transmitem rapi
damente |1].

Para poder estabelecer um diagndostico, &
importante poder identificar as principais
fontes de excitagao a partir das vibragoes me-
didas por diversos transdutores. 0 método mais
simples consiste em comparar, sobre os espec-
tros medidos, as frequencias mas quais se pro-
duzem os maiores niveis de vibracao as frequen
cias proprias dos elementos que compdem o sis~-
tema mecanico estudado (frequéncias de engrena
mento, velocidades de rotagao de eixos, etc.).

Este método, entretanto, nao da bons resul-
tados quando existem varias fontes de excita-
¢ao com mesma frequéncia ou quando as fungoes
de resposta em frequéncia entre as fontes e os
pontos de medigdo tornam os espectros muito
confusos e de dificil interpretagio.

Atualmente, as fungdes de coeréncia podem
resolver em parte o problema. A coerencia par-
cial, desenvolvida por BENDAT e PIEROL |2] ,
aperfeigoada na sua apresentacdo por triangula
rizagdo por DODDS e ROB ON |3|, apresentagdo
que foi utilizada depois por BENDAT |4|, per-
mite que se obtenha as fungdes de resposta en-
tre os pontos de medigao ("entradas™) e um de-
terminado ponto de interéesse ("saida") apesar
de haver uma coeréncia parcial entre as "entra
das”. A coerencia de contribuigdo permite esti
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mar,dentre as entradas parcialmente coeren ~
tes, aquela que mais contribui 3 saida.

Entretanto, o problema que consiste em ob-
ter as contribuigoes de cada fonte de excita-
¢do num ponto de medicio e que interessa mais
particularmente 2 manutengao preditiva, conti
nua colocado.

Desenvolveremos aqui um método que permite
separar os espectros de amplitude medidos em
seus principais espectros componentes (supos-
tos estatisticamente independentes) de modo a
permitir uma identificacdo mais facil das fon
tes de ewcitacao. Este metodo ja foi objeto
de publicagao anterior |5| e apresentaremos
aqui novos resultados que veem reforgar a va-
lidade deste método.

MEIOS ATUAIS DE MANUTENGCAO PREDITIVA
O0s diferentes mefos e métodos utilizados

atualmente na indUstria podem ser classifica-
dos em tres grandes grupos segqundo a 1mport31
cia da maquina (em dimensGes, em preco, em in
terésse estrat&gico na instalagio, em seguran
ca) e segundo o que se quer saber de seu com-
portamento.

Método dos niveis de alarme. Este procedi-
mento de controle permanente de uma maquina
consiste em acompanhar a evolugdo do nivel
global de um movimento vigratirio (deslocamen
to de um eixo em um mancal, vibragao da carca
ca, etc,). :

Quando um certo nivel pré-estabelecido &
atingido, um alarme & acionado, podendo avi-
sar o operador ou desligar automaticamente a
maquina, Este procedimento & um dos mais sim-
ples que se pode aplicar, mas as informagodes
que ele fornece sao muito sucintas e colocam
frequentemente o utilizador numa situaciao em-
baragosa. De fato, este nao @ um método de
analise e, se ele traz a vantagem de prevenir
o utilizador para um funcionamento anormal da
maquina, ele n3do permite, por si s, que se
estabeleca um diagndostico que permitira uma
decisdo.

Metodo por trajetografia Lissajous. Lembre
mos seu principio :
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Dois sinais de deslocamento fornecidos por
transdutores sem contato, fixados no mancal a
900 um do outro, permitem que se reconstitua,
no plano, o movimento relativo eixo/mancal.
Os transdutores utilizados sdo geralmente do
tipo a correntes de Foucault (Eddy Probes), e
medem a distancia relativa eixo/mancal. A re-
composicdo em x-y dos sinais num osciloscapio
em figuras de Lissajous & chamada orbita ou
trajetoria.

Se o principio € simples, a obtengao e in-
terpretagao de uma trajetoria Lissajous apre-
senta virios problemas ligados a fenomenos pa
rasitas, agrupados sob o nome de "run-out", e
também ao fato de que o movimento observado &
um movimento relativo, que pode esconder um
grande movimento em fase do conjunto eixo/man
cal. Existem hoje equipamentos eletronicos pa
ra a eliminagao do "run-out" mas seus altos
custos dificultam sua aplicagao mais generali
zada na indUstria:

Método da analise espectral. A utilizacao
da analise espectral defronta-se principalmen
te com o problema da complexidade dos espec-
tros na presenca de varias fontes de excita-
cao e complexas fungOes de resposta. Os espec
tros obtidos se tornam confusos demais para
serem interpretados. Isto nos conduziu a de-
senvolver um metodo destinado a aumentar as
possibilidades da analise espectral na manu-
tengao preditiva de maquinas.

SISTEMA A MOLTIPLAS ENTRADAS

Consideremos um sistema a duas fontes de
excitagdo, figura 1, onde os pontos de medi-
¢ao 1 e 2 s3ao as "entradas" parcialmente coe-
rentes entre elas devido ds interferéncias, e
o ponto 3 & a"saida". Este problema € tratado
em toda sua generalidade, para n "entradas",
por BENDAT !4].

As duas fontes de excitagdo, S, eS y, sao
estatisticamente independentes; X;(f) e X5 (f)
sao 0s espectros das "entradas" 1 e 2. As
Ai}(f) sao as fungoes de resposta em frequen-
cia entre as fontes de excitagao i{ e 0os pon-
tos de medicao ;; As Hl(f} sdo as fungoes de
resposta entre as “"entradas”; e um ponto de
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medigdo de interésse, "saTda", 3; Y (f) € o es
pectro da "saTda".

Ly]
g
5 An Q) %
Ax
. Y
73
As
52 A22 = 4 H2
' 2
Fig. 1 Sistema a duas fontes de excitagao,

dois pontos de medigdo com interferen
cia (entradas) e uma saida.

FuncOes de resposta em frequencia. Sabemos
que, para um sistema linear, as relagoes en-
tre as entradas e a safda podem ser represen-
tadas por uma funcdo da frequencia que chama-
mos fung3o de resposta em freguencia.

Para sistemas nao-lineares, a fungdo de
resposta que se pode obter por excitagao do
tipo aleatoria @ a melhor aproximagdo linear
da verdadeira relagao pelo criterio dos mini-
mos quadrados |2].

Se as entradas sao incoerentes entre elas,
as fungoes de resposta podem ser definidas co
mo a razao entre o 1ntef5pectro entrada/saVda
(Giy(f)) e o autoespectro da entrada. (G (f)) .

PRT, O LA N PE
t iy{ ) = —~——IF;-.{Yt}( ) =0,1#j)

b

onde Giy(f]=Gxiy(f) e X,= entrada" i .

F importante obter sempre uma fung¢dao de co
erencia para cada funcdo de resposta, pois
nas frequéncias em que a coeréncia entrada/sa
Yda & nula ndao faz sentido calcular uma fun-
¢ao de resposta.

Se as entradas i sao parcialmente coeren-
tes entre elas, a teoria da coeréncia parcial
permite ainda o cdlculo das fungoes de respos
ta atraves do conceito de espectro residual
|4,6|. Para o0 sistema da figura 1 podemos,
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portanto, determinar H,(f) e H,(f) apesar de
x1{t) e x2(t) serem parcialmente coerentes de
vido @as interferencias.

Interespectros e autoespectros. Rigorosa-
mente, & impossTvel obter-se experimentalmen-
te um interespectro ou um autoespectro, pois,
por definigdo, seria necessario um tempo de
aquisigdo do sinal temporal infinito. Lembra-
mos a definigdo de autoespectro (i=j) e inter
espectro (i#j) de dois sinais temporais xi(ﬂ
e xj(t) 5

1im 2 >
.. (f) = = E{X,(f) X.(f)}
0= 1T Zeo X

T .
sendo X, (f) =[x, (1) o-idnftye.

0
onde j=/=1, E @ a esperanca matematica e * de
nota o conjuéadu de um complexo.

A estimagao que se pode fazer de um espec-
tro & |2] :

- 1_
St o LR AR R UGN

K= K [ 9
Onde N & o numero de amostras de duracao T do
sinal analisado.

*Fungbes de coerencia. No caso de sistemas
de 1 entrada/saida, ou quando as entradas sao
completamente incoerentes, & a fungao de coe-
rencia ordinaria que estabelece a relacgao de
causa/efeito linear, no critério dos minimos
quadrados. x(t) sendo a entrada e y(t) a sai-
da, podemos escrever ;
1ny{fﬂ

2
flz —

AL P
XX Yy

2
Pode-se demonstrar que 0 < ny(ﬂ <1

Para o sistema da figura 1, se as entradas
%1 (t) e x,(t) fossem completamente incoeren-
tes (Aij=0 para {#j],zas fungcoes de coerencia
ordinaria, yly(f] e yzy(f}, traduziriam as
fragdes da poténcia total medida na saida de-
vido a x;(t) e x;(t) e passando por H,(f) e
H 2 (f)
x5 (t) sdo parcialmente coerentes isto ndo e
mais verdade.

respectivamente. No caso em que x;(t) e
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1 1
= _ * = 2 2 2 2
6, EX* X ) (IHII Iv | +IHHI |Z]2)

T T
G = lm* X 1= 1 (H_[2I 12+ _|2]2]2)
22 T L s 2 T 2 5
G = 1_5{1* X 1= 1_ H*H Iy 1240 (213
12 T 1 2 T 1 2 4 5

pois, Y e Z sendo complatamente incoerentes ,
temos : E{Y* Z)} = E{Z*Y} = 0.

A coerencia ordinaria entre os pontos 1 e
2 tem por expressao :

l6 12
72 2 —
12 G ¢
11 22
Substituindo os valores de G;;, G22, Gy na

expressao da coerencia, e ainda com

r 8 ig 2 iy
A=-——=|Ale ® ; B=—-=|ple B
Y, Y
podemos obter :
1+|A[2]B]2+2|A[| Bl cos (vy-v )
¥e = =
2 1+[A|2+]B[2+|A]2] |2

Como os sinais analisados s3ao aleatarios
(e quando os valores dos angulos de fase sao
tomados nos intervalos |09,180°|, |-180°,07])
seus espectros de fase tendem em média a zero
para um nimero de aquisigoes suficientemente
grande. Notando com um adento circunflexo os
valores reais medidos, "temos

Y{ =|Y{|; z{ =|Zi!; xf =|xi|

Sendo, por hipotese, as contribuigoes de
cada fonte em cada ponto de medida i, Y{ e Z{,
completamente incoerentes, a defasagem entre
estas contribuigdes, Vp ® *n- tambem sao alea
torios (tomamos w,-vp aleatdrio, hipdtese que
se mostrou satisfatoria na aplicagao do méto-
do, como veremos a seguir., Uma discussao mais
aprofundada sobre o valor de va~Vp devera ser
objeto de uma. proxima publicagd@o) . Temos en-
tao que o termo 2!A|[B|cos(¢h—wg pode ser
visto como a projegdo de um vetor de modulo
2|A||B] sobre um eixo com o qual ele faz um
angulo de Vatve aleatdorio. Para um numero su-
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ficientemente grande de aquisigbes este termo
tende entdo a zero. . =
A equagdo (1) se torna, com A=A e B=B :
1+ A2 B2
?:z = - -~ —— (2)
1 + A2 + B2 + A2 g2

Com C = Z3/N 3 e procedendo analogamente pa
ra obter ?23 e ?:3. chegamos a um sistema a
tres equagoes e tres incognitas :

1+AZBZ—§§2{1+A2+BZ+AZBZJ-0 (3)
1+3252-‘§3 (1482+C24+82C2) =0 (4
1+§2E2-"§3 (1+A2 +C2+A2C2) =0 (5

De (4) e (5) podemos determinar A em funcao
de Be introduzir em (3) para obter :

aB.+bE+cc=0 (6)
onde :
a=c=14+2%2 32 - (32 +32 4%2
Y2723 (le 23 YIJ

b=2(2?i2723—7§2-?:3+YiJ
Se (b/2a)2>1 temos duas solugdes reais para a
equagdo (6) e pode-se mostrar que B sendo uma
solugdo, 1/B sera a outra.

Entac, aplicando as equagdes (6), (3) e (4)
para cada_frequencia f determinam-se as curvas
de A(f), B(f) e C(f), a partir das quais pode
-se calcular Yi e Zf pois :

Z Z( 1,00
= A(f) ;- = B(f}) ;3 ———— = C(f)
Yl(f} Yz(f) Ya{f)
e: _ _ _ L
|x{f2=|Yi|2+|Zi12+2lYif!Z{ cosy,

onde Vi=hp Se i=1; bp=up se =23 be=bp se t=3

Os v sendo aleatorios, temos :

Y2(6) + 22(F) = X2(f) %

Este desenvolvimento para um sistema a
duas fontes de excitagao pode ser generaliza-
do para um sistema a N fontes onde o0 numero
de incognitas por ponto de medicdo & N-1 e
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Podemos definir a fungdo de coerencia par-
cial para o sistema da figura 1, seja por
exemplo y?2 (f) como a coerencia entre x;(t)
e y(t) quin&% a parte coerente com x, (t) foi
eliminada de x,(t) e de y(t) :

2
viy.,(N= By !
1.2
611-2(f) GY!-z{ﬂ
6 . (f)
onde Gly.z(f)ﬂ-sly{f] . EZL('F)GH”) :
22

6,,.,(N=6 (1) (-2 () ;

Byy.,(f) = By () (1-v§y(f13

conforme a referéncia |4].

A coerencia parcial assim definida ndo tra-
duz a contribui¢io de cada entrada 2 saida.
Ela serve para validar a fungao de resposta
:HI{f} que se pode obter, podendo indicar a
contribuigdo de cada entrada apenas no caso em
que existe um ruido substancial na medida da
saida.

A partir da definigdo da coerencia parcial
podemos construir o que chamaremos coeréencia
de contribui¢3do, que notaremos r?.(f]. Ela &
calculada a partir da coeréncia parcial de tal
maneira que, para o sistema da figura 1, tere-
mos :

() 412 (0 =
2 (f) = v2, ()

2 — ; angd
2y (= 2, () =2 ()]

1:y(f) traduz a parte da potencia na saTda

devida a xl{t} mais a parte de xz{t) coerente
com xl(t}.

t;y{f} traduz a parte da saida devida a
X3 (t) de onde foi retirado tudo o que era coe-
rente com x; (t) . A coeréncia de contribuigao
permite, em alguns casos, uma estimagdo da en-
trada que mais contribui 3 safda.

Continua colocado o problema que consiste
em determinar quais as contribuigdes de S, e
S, da figura 1 na saVda.

Para resolver este problema, nos o formula-
remos de maneira mais adequada, onde o ponte 3
ndo € mais visto como safda, mas como um ter-

ceiro ponto de medigdo, x3(t) (figura 2).

DETERMINACAO DA CONTRIBUICAO DE CADA FONTE

Quando se fazem medigOes de sinais vibratdo-
rios em varios pontos de um sistema mecanico
complexo com varias fontes de vibragao inter-
nas, estes sinais serao parcialmente coerentes
entre eles devido as interferéncias. Cada
transdutor medira um sinal que € a soma das
contribuigdoes de cada fonte no ponto onde &
montado.

Vejamos o caso mais simples, onde o sistema
estudado possui apenas duas fontes de excita-
cao estatisticamente independentes, ou seja,
completamente incoerentes. A figura 2 esquema-
tiza um tal sistema. Y (f) e Z(f) sdao os espec-
tros das duas fontes; X,(f), X;(f) e X3(f) sao
os espectros dos tres pontos de medigao e as
H I{f} as fungoes de resposta em frequéncia
que ligam as fontes aos pontos de medigao.

Z
Z H, :
" %
H
H 2.
5 5
. Y X
Hy
g,
He ~
£} X
y Hy

Fig. 2Sistema com duas fontes de excitagao e
tres pontos de medig¢dao com interferén-
cia.

0 método desenvolvido aqui se inspira no mé
todo utilizado por HUNG, CROCKER e HAMILTON
|7] para eliminar o ruido na medicac e que con
siste em estabelecer uma relagao entre os quo-
cientes das contribuicoes de cada fonte nos
pontos de medigao e a coeréencia ordinaria en-
tre estes pontos.

No desenvolyvimento matematico que segue ,
simplificaremos a notacao utilizada, omitindo
a dependencia em relagao a frequéncia de modo
a simplificar as expressoes.

Para o0 sistema da figura 2 temos que :



sdo necessarios 2N-1 pontos de medigdo para
se chegar a um sistema com iqual numero de
equagoes e incognitas : 2N2-3N+1,

VERIFICAGAO EXPERIMENTAL

Para verificar o metodo que acabamos de ex-
por, necessitavamos de uma experiéncia simples
e na qual pudessemos controlar todos os para-
metros. Uma simulagao analogica de um sistema
.como aquele esquematizado na figura 2 permitiu
que testassemos a validade do método, com os
mesmos equipamentos eletronicos de anialise usa
dos em experiencias com sistemas mecanicos re-
ais (gerador de ruido, analisador de frequen-
cias, etc.).

Um esquema do circuito utilizado & mostrado
na figura 3. As fontes de excitagao sac dois
geradores de ruido, por construgao completamen
te incoerentes, e as fungbes de resposta em
frequencia s3o construidas com circuitos 1ine-
ares ressonantes de segunda ordem, que tém por
expressao :

1/j2nf
- (F/f,) +2j€(f/f)

onde S (f) © o espectro da safda, E(f) o da en-
trada, f_a frequencia natural n3o-amortecida
e f a frequéncia de excitagao.

| |f-=00Hz T 1

§=46Hz

=7Hz

Y

¢T64Hz
3 Simulagao analogica de um sistema a

duas fontes de excitagac e tres pontos
de medigao com interferencia.

L

Fig.

Foram registrados os sinais x;(t), x;(t) e
x3(t) dos tres pontos de medigao em fita magne
tica com um gravador de varios canais em modu-
lagao de frequencia, Em seguida, estes sinais
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gravados foram analisados com um sistema de
analise constituido de um analisador de fre -
quencias (digital usando o algoritmo da Trans-
formada de Fourier Rapida) de dofs canais 1i-
gado a um mini-computador e a um plotter num§
rico.

A analise foi feita com média geométrica
das aquisigoes (RM ), sem uso de "trigger"
(FREE RUN) com janela de ponderagao de HANNING
e com um "ZOOM" |[8| na gama de frequéncias de
interésse para aumentar a resolucgao em frequen
cia. As curvas sado obtidas, com o analisador
utilizado, com 128 pontos em frequencia,

Um programa simples calcula osY, e I, pe-
las equacoes (6), (3), (4) e (7) a partir dos
espectros e fungdes de coeréncia cujas leitu-
ras sao feitas diretamente por uma interface
que 1iga o mini-computador ao analisador, Os
resultados obtidos sao mostrados na fiqura 4.

40 mV

gm

80 f(Hz)

w»

40[mvy

50 60 70 80 f(Hz)
40| mv
95?5““‘
F‘,rn
Z’{H
ol . .

50 70 80 f(Hz)
Fig. 4 Separacao dos espectros dos sinais em

cada ponto de medig¢dao do sistema da
figura 3 em contribuigcdes de cada fon-
te de excitagao.
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As curvas em pontilhado sao os limites de
confianga a 95% dos valores de YI(f} e Zi(ﬂ
aos quais tinhamos acesso nesta experiencia ,
fazendo-se a hipotese de uma distribuicdo nor
mal dos sinais aleatarios e tomando o valor
do eérro normalizado e=1//q, sendo q o numero
de aquisigoes [9|. A curva em trago cheio da
o resultado da aplicacio do metodo.

Verificamos ainda o metodo num sistema me-
canico simples, mostrado na figura 5. Os dois
excitadores eletrodinamicos E, e E,, excita -

dos por dois geradores de ruido G, e G;, sao
as duas fontes de excitacao. As funcoes de
resposta que ligam as fontes aos pontos de me
digdo sao as funcdes de resposta em frequen -
cia de uma viga de ago encastrada em uma mas-
sa M, por sua vez montada em suporte flexivel
de maneira a permitir a passagem de energia
de um lado ao outro da viga. Nas extremidades
das duas vigas em balango assim formadas foi
adicionado amortecimente de modo a construir
fungoes de resposta menos "pontiagudas®”.

L @ i b |
| . |
&be X} ometfro
T
1
afb
6, | [4, 2] {52

Fig. 5 Esquema do sistema mecanico com duas

fontes de excitagdo utilizado.

0s ¥ ((f) e z‘(f] obtidos pela aplicagdo do
método s3o comparados aos Y, e Z medidos fa-
zendo funcionar cada excitador eletrodinamico
separadamente (figura 6). Em pontilhado tra-
camos os Y, e Z, medidos com intervalo de con
fianga de 95% e em trago cheio os Yi e Z{ ab-
tidos pela aplicagao do método.

Pode-se observar, nos dois exemplos trata-
dos, uma boa coincidencia entre os valores
das contribuigoes medidos e obtidos atraves
da aplicagao do método aqui exposto.

3

20 [f(Hz)
16|mV

230 250 270 290 f(Hz)
Fig. 6 S eparagao dos espectros dos sinais em
cada ponto de medicao do sistema da
figura 5 em contribuigoes de cada fon
te de excitagao.

Chamamos a atengdo para o fato de que este
método permite a obtengdo das contribuigoes de
fontes de vibracdo estatisticamente independen
tes para cada frequencia f. Para ligar os pon-
tos obtidos, e, assim, construir os espectros
das contribuicdes @ necessario um certo conhe-
cimento sobre o sistema estudado. Por exemplo,
sabendo-se que em um dos pontos de medigao a
contribuigao de uma das fontes & sempre supe-
rior 3 da outra, toma-se este ponto de medigdo
como ponto 2 e calcula-se sempre a solugao da
equacao (6) que dia B>1. Majores explicagdes
sobre este problema s3o dadas na ref. |10].

CONCLI5 UES
Para uma manutencao do tipo preditivo de
uma maquina & necessario gue se possa estabe-
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lecer um diagnostico de seu comportamento ,
sendo a analise vibratoria uma das ferramentas
mais poderosas para este fim. Num diagndstico
por andlise de vibragdes & fmportante poder
identificar as fontes de excitagao da maquina
estudada.

0 método aqui esposto permite que se simpli
fique os espectros de vibragdo medidos separan
do-0s em espectros de contribuigdo de cada fon
te de excitagdo. Os espectros mais simples as-
sim obtidos devem permitir uma identificacgao
mais facil e rapida das fontes num problema
complexo onde @ impossTvel fazer funcionar ca-
da fonte separadamente. '

Porém, como todo método de anilise vibratd-,

ria, este metodo deve ser aplicado com precau-
¢do e necessita um certo conhecimento sobre o
sistema analisado e uma sbolida formagdo em tra
tamento do sinal da pessoa encarregada da sua
implantagcdo na manutencao de um determinado
equipamento. Trata-se de uma ferramenta a ser
utilizada quando ja existe um sistema de manu-
tencdo preditiva por analise espectral implan-
tado e se dispoe de meios de analise modernos,
sendo necessarios & sua implantagao um mini-
~computador, um analisador de espectros de
dois canais e um plotter numerico.

Este método foi desenvolvido dentro do qua-
dro da manutencao preditiva de maquinas, mas
sua aplicagao €& possTvel ep qualquer outro cam
po da ciéncia que envolva problemas de identi-
ficagao de sistemas com sinais aleatdrios,
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FENOMENOS CONCORRENTES
COM A DEFORMACAO PLASTICA DURANTE
A RELAXACAO DE TENSOES (PARTE I)

PAULO EMILIO VALADAO DE MIRANDA
SERGIO NEVES MONTEIRO

PROGRAMA DE ENGENHARIA METALURGICA E DE MATERIAIS COPPE/UFRJ

SUMAR10
Analisou-se o comportamento do titanio - a comerciafmente puro, submetido a refaxa-

cao de tensoes a diferentes temperaifuras.
concon&znteaacon a deformagao plastica que se man&ﬁeazs durante a refaxagdo.
biente a 400°C ocorre envelhecimento e entre 500 ¢ 600°C gcorre hecuperagao.

Observou-se que existem oufrcs fenomenos
Pe am
Em am

bos 04 casos a cinitica esperada de relaxagao de tensdes ¢ signdficativamente alte-

nada,

Estudou-4e tambem o efeito do equipamento de teste nos resultados da amostna,

tendo s4ido verificado que a rigidez e a relaxagdo da maguina exercem forte ingluen-
cia sobre o comportamento do conjunto amostra-maguina.

INTRODUGAD

Na maioria dos testes que visam o estudo
das caracterTsticas do escoamento do material,
a amostra @ solicitada de forma a apresentar
grandes nTveis de deformagado plastica,o que em
muitos casos & desejavel, como para prever o

comportamento de materiais a serem conformados.

Entretanto, as variagoes estruturais que ocor-
rem durante o escoamento plastico em larga es-
cala tornam as analises dos mecanismos contro-
ladores muito dificultadas, devido ao seu ele-
vado grau de complexidade, especialmente em
presenca de fenomenos concorrentes. Surgiu,en
tao, a necessidade de um eusa1o mecanico aque,
com um nivel reduzido * deformacao plastica
na amostra, poss1b1]itasse a avaliacao do com-
portamento do escoamento plastico, registrando
em um Unico experimento uma ampla variacao da
taxa de deformacdao e da tensao aplicada.

Em 1904 Trouton e Rankine [1] realizaram um
teste em que a deformagao total da amostra era
mantida constante, apdos_esta ter sido pré-soli
citada mecanicamente até um certo nivel de ten
sao. A partir deste ponto registraram conti~
nuamente o decréscimo espontd3neo que a carqa
aplicada apresentava ao longo do tempo.Este en
saio foi posteriormente denominado relaxagao de
tensoes. Nos solidos cristalinos, tais como
0s metais e suas ligas, a relaxacao de tensoes
(RT) se manifesta devido a possibilidade que es
tes materiais apresentam_de escoarem plastica-
mente., Assim, a conversdo continua de energia
de deformagao elastica armazenada na rede cris
talina em energia de deformagao plastica permi
te que a forga aplicada decresca com o tempo,
embora a deformacao total (elastica mais plas-
tica) seja sempre mantida constante. Estes as
pectos podem ser melhor compreendidos atraves
da representagao esquematica mostrada na fiqu-
ra 1. Esta figura apresenta um grafico de ten
sao versus deformagao até o ponto 0 marcado no

eixo das abcissas e, da7 em diante, tensao ver
sus_tempo. Ao atingir o ponto 0, a amostra es
tara submetida a uma tensdo o., a qual corres-
pondera uma deformagao total er. Esta, por sua
vez, @ composta por uma componenteplasﬁca.tpo.
e outra elastica, egqy, desprezando-se uma pos-
sivel componente ane?astica. No tempo ty, a
amostra estara submetida a uma tensio o7 (me-
nor que ag) e sua deformacao p]ast1ca tera si-
do acrescida de uma quantidade €p (desprezando
se outras perdas). Isto, as expensas de uma
reducdo equivalente na deformacao elastica ini
cialmente introduzida (eeo). Apds, um tempo in
finito o material podera tender a um nivel ir
recuperavel de tensao denominada tensdo inter-
na, oij. Existe, entretanto, muita controversia
quanto a caracterizagao desta_tensao remanescen

2]. A influencia de variaveis externas na
c1net1ca da RT esta bem estabelecida. Em geral,
para materiais puros, um aumento na temperatu-
ra de teste, na prée-deformacao plastica ou na
taxa de deformacac utilizada na solicitagao me
canica que antecede a RT acarreta um acrescimo
na taxa de relaxagao [3].

Recentemente, um grande numero de trabalhos
tem surgido na literatura cientifica sobre a
relaxacao de tensoes. Estes trabalhos tem se
caracterizado por concentrarem seus estudos em
materiais especificos e condigoes restritas de
ensaio. Como exemplo, o titanio tem sido um
dos materiais mais amplamente utilizados para
tal fim ¥3 17]._ Porém, geralmente, os ensaios
sao realizados a temperatura ambiente [4-8,10-
12, 14-17]. 1Isto se deve, possivelmente,a ex-
trema sensibilidade do registro de cargas nes-
te tipo de teste a variacoes na temperatura [2

Tecnologicamente, o fenomeno de RT se mani-
festa em diversas situacoes praticas. Entre es
tas, citam-se as montagens sob pressdo e estru
turas complexas, especialmente a temperaturas
elevadas, como em acoplamentos elétricos e pa-
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FI1G. | - RepresentacGo esquematica em tensdo

versus deformagao

e tempo, mostrondo o curva obtida a portir de um
teste de RT, incluindo a solicitagdo mecanica que o
antecede.

rafusos apertados entre flanages rigidas. Os re
sultados obtidos atraves da RT podem também ser
utilizados como informagoes adicionais no de
senvolvimento de tratamentos térmicos de ali-
vio de tensoes apos operagoes de fabricacao por
soldagem, forjamento, trabalho a frio e usina-
gem, alem de, possivelmente |18, 19|, auxiliar
na interpretagao de dados sobre fluencia de ma
neira mais rapida. Este trabalho tem como ob-
jetivo analisar o comportamento do titanio - a
comercialmente puro submetido a relaxacao de ten
soes a diferentes temperaturas, visando, espe-
cialmente, a identificacao_de fenomenos concor
rentes com a deformacao plastica durante o tes

te.

TECNICAS EXPERIMENTAIS _

Utilizou-se neste trabalho titanio - o coO-
mercialmente puro de fabricagao nacional, con-
tendo elevados teores de elementos intersti-
ciais, conforme mostra a Tabela I

0s corpos de prova cilindricos, cujas dimen
sbes estdo apresentadas na figura 2, foram re-
cozidos por duas horas a 7000C, apos terem si-
do encapsulados a vacuo em tubo de quartzo. Es
te tratamento resultou em um tamanho de grao
medio de 19 um, medido pelo método das interse
coes lineares. As amostras foram retiradas lon-
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gitudinalmente a direcao de laminagao,apds for
jamento e laminagdo a _quente. 0s ensaios de RT
foram realizados em maquina INSTRON Modelo 1125,
com taxa ?e deformacao nominal em tracdode 3,8
x 10-5 as temperaturas ambiente, 100,200,
300, 400 500 e 6000C. Ao todo, foram conduzi
dos mais de 200 testes de RT. O que se apre-
senta neste trabalho & uma pequena amostragem
representativa dos resultados obtides. Os_ en-
saios foram conduzidos a vacuo (sob pressao de
aproximadamente 10-% Pa) e com variacao de tem

peratura inferior a 1,5°C em cada relaxagao.
Tabela 1 - Composicao Quimica do Material Uti-
lizado
ELEMENTO
ppm| c H 0 N T4
MATERIAL
Composigao
Neoairgi 200 |54/92|1360|100 |restantd
Material 1610| 152 |1539|320 [restantd
Utilizado

Em muitos casos esta variagao nao u1trapassuu
+ 0,59C. Este controle, porém, & muite criti-
co, requerendo especial atengao na operagao do
controlador do forno tubular da maquina Instron,
Alem da utilizacao do termopar posicionado pro
ximo ao corpo de prova, as variac0es na tempe=
ratura podem ser imediatamente identificadas por
pequenas oscilacoes no registro da carga, obti
do com supressao de zero, com precisao de 5 NT
Em alguns casos achou-se mais conveniente ana-
lisar os resultados da RT atraves da definicao
de uma grandeza admensional expressa em percen
tagens, a fracao relaxada (FR),dada por:

FR = 25— x 100 (1)

o

onde Py & a carga de inicio de relaxacdo e P a
carga em qualquer tempo. A forma de obtencao
da taxa de deformacdo plastica esta descrita
na Parte Il deste trabalho.

Realizaram-se ensaios repetitivos de RT a
todas as temperaturas, a partir da mesma carga
inicial, com o intuito de identificar mudancas
de comportamento de um ciclo para outro. A fi
gura 3 mostra esquematicamente a forma pela
qual estes testes ciclicos foram conduzidos.Pa
ra avaliar a influencia da relaxacgdo do siste~
ma deformante (denominada doravante “"relaxacao
da maquina, RM"), utilizou-se o metodo descri-
to em puh11cacoes anteriores |15,20,21|. Este
meétodo consiste, basicamente em subst1tuir Q
corpo de prova por um elemento de elevada rigi
dez, submetendo-o a testes de RT em condiqﬁe?
identicas aos da amostra. Embora nao tenha si
do o intuito deste trabalho apresentar comenta
rios aprofundados sobre as influéncias da elas
ticidade do sistema deformante e da anelasticy
dade sobre os resultades de_relaxagao vale a
pena ressaltar a sua importancia. Isto & par-
ticularmente relevante quando se desejam calcu
lar propriedades intrinsicas dos materiais.

RESULTADOS -

_ A RT & um fenomeno passivel de ocorrer_tam-
bem no regime elastico da solicitacao mecanica
de um material, embora a uma taxa inferior da-
quela no regime plastico [22]|. 0 corpo de pro
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va & conectado em seérie com garras de ligagao
ao equipamento de teste. Embora estas garras

e a estrutura de sustentagao do equipamento se
jam construidos de materiais rigidos,estes tam
bem se deformam elasticamente durante o teste.

~!/_i_nl
o 1T\ f!_
— Zocdl 1%
=100+ 30,0 —=

FIG. 2 - Dimensoes dos corpos de prova de
titanio utilizados nos. testes de relaxa-
gcdo de tensoes

Isto faz com que a maquina possa alterar os re
sultados da amostra por dois motivos: 1 - devi
do a influencia da sua elasticidade (como fun-
cao da sua rigidez) e 2 - devido a sua relaxa-
¢ao. Somente numa maquina de rigidez infinita
e que se pode garantir a realizacao de um en-
saio de RT em que a deformagdo total (elastica
mais plastica) seja mantida sempre constante.

Este, no entanto, n2o € o caso quando se utili
zam maquinas a parafuso, A condigdo de rigi-
dez infinita € apenas aproximadamente simulada
nas maquinas servo-hidraulicas, capazes de com
pensar o movimento do seu travessdo movel du-
rante a RT, imposto por sua constricgdo elasti

{23 ,24]. Truuton e Rankine |1] e Boyd |227
ut1 izaram seus testes de RT maqui-
nas espea1a1mente construidas para este fim.
Estes equipamentos mantinham a deformagao to-
tal variando em um intervalo pequeno, reduzin-
do a carga periodicamente para compensar 0 Aacrés
cimo na deformagao. A figura 4 mostra, esque-
maticamente, em um grafico de tensdao versus de
formagdo total, o esquema da realizagdo destes
testes. Pode-se, ali, comparar a relaxagao
ideal com_uma aproximagao através de um proces
so de fluéncia oscilante. Nesta figura e, re
presenta a variagdo total de deformagao duran-
te a RT.

A figura 5 mostra que a temperatura ambien-
te os efeitos da relaxagao da maquina tornam-se
desprevaels apds o 29 ciclo de RT, 1Isto, po-
rem, nao ocorre a uma temperatura mais elevada.
Apenas apos o 49 ciclo de RT a 500°C a RM redu
ziu-se a niveis que podem ser considerados des
preziveis (figura 6). Uma visao global sobre
o efeito da temperatura de teste (entre_ambien
te e 600°C) na relaxagdo ciclica do titanio po
de ser obtida pela analise dos graficos da fi~-
gura 7. Nota-se a tendencia esperada do aumen
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FIG. 3 - Representagao esquematica de_ensdos
repetitivos de relaxa¢do a partir da
mesma carga inicial

to na taxa de relaxagao com o acréscimo na tem
peratura, exceto a 300 e 4000C, Isto sugere
que outros fenomenos podem estar alterando o
comportamento do material durante a RT naquele
intervalo de temperaturas. A figura 8 mostra a
sequencia de ensaios realizados com cada amos-
tra as temperaturas ambiente, 4000C e 600°C.0s
tracos em linhas contTnuas referem-se a grafi-
cos de tensao verdadeira versus deformagao ver
dadeira, os pontilhados indicam os ciclos de
relaxacao (tensao verdadeira versus tempo) e
uma linha interrompida significa descarregamen
to total. Em algumas das curvas de tracao a
temperatura ambiente foram inseridas ampliagdes,
com o intuito de indicar a existencia ou nao
de escoamentos descontinuos. Estes escoamen-
tos descontinuos apos uma sequencia de relaxa-
¢ao tornam-se bastante efetivos a 4000C. A es
ta temperatura observa-se também um aumento na
taxa de encruamento e no nivel de resisténcia
da curva tensao-deformagao apos os ciclos de
RT. A 6000C, porém, ha apenas escoamentos Ssua
ves, e as curvas de tragao de ciclos_de RT sub
sequentes se mantém a niveis de tensao iqual ou
inferior as anteriores. Isto, a despeito do
grande acréscimo em deformagao plastica, causa
do nao so pela RT como pelos tracionamentos en
tre ciclos de RT, como pode ser observado.
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laxagdo
153 : r,/”’Je ideal
(7)) 1 -
= L
w I
'_ 1
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DEFORMAGAO TOTAL
FIG. 4 - Reprentagdo esquemdhica em tensdo

versus deformagdo total, mostrando
a relaxagdo ideal comparada a uma
aproximacdo afroves de um processo

de fluéncia oscilante (49)

RELAXACAO DA MAQUINA
R Temp = amb.
3 (V48
s 2 ciclo
Q Q9L
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=
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S ot |
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w e
| 1 1 1
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FIG.5 — Fragdo relaxada versus logaritimo

do tempo para dois ciclos de relaxapdo

do maquina @ femperatura ambiente
a partir do mesma carga inicial
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FIG 6 — Fracdo relaxada vérsus logaritmo  do

tempo para quatro ciclos de rslnxﬂf;‘do
da mdquina @ 500°C, a partir do mes-
ma carga inicial

DISCUSSAD

Torna-se importante ressaltar novamente que
dois efeitos distintes, embora relacionados, de
vem ser considerados na analise da influencia
da magquina. Estes sao: a elasticidade e a re-
laxagao do sistema de aplicagao de cargas.
Para esta analise, deve-se estudar também o
comportamento de dois tipos de maquinas muito
utilizadas para a realizagao de testes mecani-
cos. Uma delas e uma maquina acionada mecani-
camente,movida a parafuso, e que possui uma ri
gidez da ordem de 10® N/m |23,24|, variando de
acordo com a amostra e seu sistema de fixagao
ao equipamento. A outra, uma maquina que tra-
balha com acionamento servo-hidraulico, ao in-
vés de mecanico, e possui um sistema de compen
sacao do movimento do seu travessao movel, que
simula uma rigidez aproximadamente 1nf1n1t3123
24, 26|. Assim, a elasticidade de uma maquina,
que & fungao da sua rigidez, influenciara dire
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tamente na obtengao ou nao de um teste de rela
xagao ideal conforme definido na figura 4. Is
to implica que quanto mais rigido o equipamen-
to, mais pode-se_aproximar das condigoes ideais,
isto €, deformagao total mantida constante du-
rante a RT. Esta afirmacdo esta de acordo com
o que foi obtido por Rohde e Nordstrom |23]|.Es
tes autores, trabalhando com diferentes mate-
riais, observaram que, para uma dada variagao
em tensao, a maquina a parafuso impoem cerca de
dez vezes mais deformagao ao corpo de prova do
que a hidraulica.Isto significa que a guantida
de que uma amostra relaxa em uma maquina meca-
nica e inferior aquela que seria observada ca-
so o teste fosse conduzido em uma maquina hi-
draulica, onde a influéncia da elasticidade &
minimizada.

A relaxagao da maquina também & afetada pe-
la sua rigidez. Deve-se, entretanto, TJembrar
que se fosse levada em conta a influencia da
elasticidade nos resultados obtidos para a RM,
obter-se-ia uma maior quantidade relaxada. As
sim, o comportamento observado para a relaxa-
¢ao da maquina mecanica & significativa, embo-
ra contenha embutido, de forma sistematica,os efei
tos da elasticidade do sistema deformante.
temperatura ambiente a maquina mecanica relaxa
pouco. Aproximadamente 35 vezes menos que o
conjunto corpo de prova-maquina. J3 a uma tem
peratura mais elevada, ela podera apresentar
cerca de metade da relaxacao do conjunto, como
ocorre a 500 e 6000C, Estes resultados mostram
que nao e rigorosamente correto assumir que a
relaxagao da maquina € desprezivel, de posse
apenas de dados obtidos de testes a temperatu-
ra ambiente, como tem sido comum observar na
literatura (21, 26|. Uma forma de eliminar (ou
reduzir) a contr1bu1cao da RM e atraves de tes
tes ciclicos, a partir da mesma carga 1n1c1aT
|26, 27|. A figura 5 mostra que dois ciclos a
temperatura ambiente 5ao sufwcaentes para eli-
minar a RM. Entretanto, a 500°C sao necessa-
rios mais de quatro ciclos para se atingir es-
ta condicao (figura 6).

0Os resultados obtidos para o titanio mostram
que podem existir fenomenos concorrentes com a
deformagao plast1ca durante a RT. A possibili
dade de ocorrencia de envelhecimento durante a
relaxagao do titanio tem_sido mostrada na lite
ratura |9, 26|. Ha evidencias marcanses da ma
nifestacao de envelhecimento até 400 Isto
€, o material tem a sua resisténcia mecanica au
mentada ao ser mantido sob carga,durante a RT.
As figuras 7 e 8 mostram tais evidencias, como
por exemplo:

i ) a fragao relaxada (FR) diminui muito a ca
da ciclo. Em muitos casos ndo foi possi-
vel realizar os seis ciclos a cada sequen
cia de relaxagao, como foi feito as outras
temperaturas, pois a queda de tensao era
muito pequena em cada ciclo individual;

i1 ) ha uma grande diferenca ep FR entre o 19
e 0 29 ciclos a 300 e 400 Isto ocorre
devido a forte influencia da RM no 10 ci-
clo. A partir do 29 ciclo, a RM & consi-
deravelmente reduzida e, estando a amos-
tra progressivamente mais envelhecida, a
FR resultante @ muito pequena;

iii) os pontos de escoamento descontinuo sio
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bastante evidentes e as vezes observam-se
oscilagoes na curva de tragao;

o formato da curva de relaxacao e comple-
tamente alterado de ciclo para ciclo. Em
alguns casos foram obtidas curvas tensao-
tempo perfeitamente retilineas, nao apre-
sentando aquela caida de tensao acentuada
nos primeiros sequndos de teste, caracte-

Graticos de ftragdo relaxoda versus logoritmo do rempo paro o reloxogdo ciclico do titdnie a

lecimento) durante a RT.
tal, que_ tambeém podem ser obtidas das
7 e 8, sao:

i ) as curvas de relaxagdo (tensao versus tem
po) ndo alteram significativamente o seu
formato nos diferentes ciclos;

as fragoes relaxadas para um mesmo tempo
podem em alguns casos se manter constante
ou aumentar para ciclos subsequentes de re
laxacao;

As evidéncias para

figuras

i)

ristica de todo processo de relaxagao.
A 500 e 600°C o fenomeno mais_efetivo na alte-
racao do comportamento do titanio submetido 3
RT & a recuperacao._Isto &€, o material tem a
sua resisténcia mecanica diminuida (sofre amo-

i)

iv )

o tracionamento apds uma sequencia de ci-
clos de relaxacao apresenta sempre escoa-
mentos suaves e pequena taxa de encruamen
to;

a tensao limite de escoamento ap0s uma se
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quéncia de ciclos de RT & inferior a res-
pectiva tensao de infcio de relaxacao;

v ) o material escoa plasticamente (de forma
suave e com um valor cerca de 10% menor)
a0 ser retracionado ate a tensao de ini-

cio de relaxagao em cada ciclo individual

de uma mesma sequéncia de relaxagao.
Embora Yamada e Li [28| nao tenham observa-
do caracteristicas que garantissem a ocorren-
cia de recuperagdao durante a RT do ferro e do
niobio com diferentes niveis de pureza, Swea-
rengen e Rohde |29|e Rohde e Swearengen |30] ,
mostraram claramente a manifestacdo deste feno
meno durante a RT de ferro puro e de uma 1liga
Sn - In. Nos trabalhos realizados em aluminia,
enquanto Alden |31| obteve um amolecimento par
cial, Bradley, Renfroe e Matlock |32| observa=
ram amolecimento permanente, identificado por
alteracgao total na tensao limite de escoamento
e na posicao da curva tensao-deformacao apos a
RT. Ja Herdo |33|, que trabalhou com fios de
aluminio a diferentes temperaturas,desenvolveu
raciocinio semelhante ao de Rohde e Swearengen
[29,30|, identificando que nos testes de longa
duragao o processo de recuperacao possui influ
encia progressivamente maior na taxa de tensao,

comparado com a influéncia do encruamento.

CONCLUSOES

Pela analise realizada sobre o efeito do equi
pamento de teste nos resultados da amostra, DE
servou-se que a rigidez da maquina exerce for-
te 1nf1u§ncig sobre o comportamento do conjun-
to amostra-maquina. Quanto menor a rigidez do
sistema deformante, mais este altera os resul-
tados da amostra. A relaxacao da maguina 3 tem
peratura ambiente & pequena, mas contribui com
uma parcela consideravel da relaxacao do con-
junto a temperaturas elevadas. Entretanto, a
realizacao de testes ciclicos de RT reduz a ni
veis despreziveis a RM. A medida que se aumen-
ta 2 temperatura necessita-se de um maior nﬁmg
ro de ciclos para atingir esta situagao.

A RT do titanio comercialmente puro a dife-
rentes temperaturas mostrou que existem outros
fenomenos concorrentes com a deformacao plasti
ca que se manifesta durante a relaxacao. Very
ficou-se que de ambiente a 400°C o material tem
sua taxa de relaxagao atenuada devido a ocor-
rencia_de envelhecimento, que lhe confere maior
resistencia a deformagao plastica, A 500 e
600°C ocorre o oposto. Mecanismos de recupera
¢do tornam-se operativos, amolecem o material,
possibilitando acréscimos na sua taxa de rela-
xacao, isto &, oferecendo menor resistencia a
deformagao plastica. Em ambos os casos a cine



tica esperada de relaxagao de tensdes & signi-
ficativamente alterada, ora por envelhecimento,
ora por recuperacao.
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ANALISE CONSTITUTIVA ATRAVES
DA RELAXACAO DO TITANIO
A FENOMENOLOGIA DE HART (PARTE I)

PAULO EMILIO VALADAO DE MIRANDA
SERGIO NEVES MONTEIRO

PROGRAMA DE ENGENHARIA METALURGICA E DE MATERIAIS COPPE/UFRJ

SUMARIO
Anatisou-se a aplicabilfidade da {enmcmenofogia proposta por E.W. Hanrt atraves da he-

Laxagdo de tensoes do Litando.

Verificou-se que no intervalo de temperaturas de am

biente a 600°C fenomenos concorrentes com a deformagdo plastica do material durante

a hefaxagdo de tensdes,

como o envelhecimento e a aecupanacaa, nao perxmitinam satis

fazer as condigoes necessarias para a validade da equagao plastica de estado propod

fa por Harnt,

derar como variavedis de estado a tensao,
tural,

INTRODUGAD

Existe até o momento muita controvérsia re-
lativa a fenomenologia_da relaxagao de tensoes
(RT). Inicialmente, varias equacoes analiti-
cas foram propostas, com as mais variadas for-
mas, com o intuito de representar o comporta-
mento de diversos materiais submetidos a este
fenomeno. Como decorréncia deste estudo sur i
ram leis constitutivas, originando uma poss
vel equagao plastica de estado para os meta1s
e suas ligas |1|. Algumas destas equagoOes es-
tao apresentadas na Tabela I, juntamente com in
dicagoes sobre os materiai? aos quais foram oHT
ginalmente aplicadas e o tipo de solicitagao me
canica em que os testes foram realizados. 05
sTmbolos utilizados nesta tabela referem-se a:

carga

tensao normal

: tensao cisalhante

* : componente termicamente ativada da ten-
sao cisalhante

tensao para o tempo zero de relaxagao
tensao interna

E : modulo de elasticidade

€ : deformagao plastica normal

& ,tv : taxas temporais das tensoes normal e ci
salhante

€ ,y : taxas temporais das deformagoes plasti-
cas normal e cisalhante

t : tempo

T : temperatura

f(t) : uma fungdo do tempo [16]

0s demais simbolos representam parametros
que podem ser constantes para determinadas con
digdes. A repeticao destes simbolos em dife-
rentes formulas nao necessariamente significa
que sejam os mesmos.

Esta abordagem fenomenolOgica, e consequen-

Sugere-se, adicionafmente, que uma equagdo constituliva, para ser ca-
paz de descrever o comportamento meecdnico dos metais e fLigas metalicas,

deve consi-

a taxa de deformagdo e uma variavel estru-
que feve em conta altenragoes mecanico- metalitngicas.

te utilizagao de equagbes, apresenta certas res
tricoes. Por esta razao, alguns trabalhos cri
ticam o uso indiscriminado de equagdes que,alem
de se basearem em hipoteses nao comprovadas,[17|
nao levam em conta a presenca_de fenomenos con
correntes com a deformagao plastica durante 3
RT, como o envelhecimento [17,18| e_a recupera-
gao |17,19|. Além disto, as influéncias exer-
cidas'sobre os resultados da amostra pela rela
xacdo do sistema deformante |[20,21| e pela ane
lasticidade |22,23| do conjunto tambem sdo mo-
tivos de restrigoes. Este trabalho tem como
objetivo analisar a fenomenologia proposta por
Hart [1], aplicada aos resultados obtidos atra
vés da relaxagao de tensGes do titanio - o co-
mercialmente puro a diferentes temperaturas.

ABORDAGEM DE HART

Uma teoria fenomenoldgica &€ desenvolvida a
partir de conceitos teéricos, relacionados com
a analise dos fenomenos observados, enfocando
o tipo de relagbes fisicas e matematicas envol
vidas e evidéncias experimentais que se dese-
jam_compreender. Como resultado desta analise,
obtem-se, naturalmente, leis constitutivas pa-
ra os materiais para um vasto intervalo de his
torias de deformagdo. As equagdes constituti=
vas classicas de Ludwick (1909) e de Zener e
Holloman (1946)

e =¢e (o , ¢) (1)

g =9 (e , ) (2)

utilizam a deformagdo (e) como uma variavel
de estado. 0 desenvolvimento de Hart assume
gue apenas a tensao (o) e a taxa de deformagao
(¢) (além da temperatura) indicam de maneira
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Unica o estado mecanico do material. Isto se
deve_ao fato de que mesmo quando um estado ar-
bitrario de referéncia & escolhido,o estado me
canico de um metal apds alguma deformaqao plas
tica adicional dependera do caminho da deforma
gao, isto &, da maneira pela qual se atingiu ©
estado final ao inves de depender apenas do es
tado final de deformagiao com relagao ao estado
de referéencia. Assim, trés amostras de um mes
mo material deformadas 30% em tragdo uniaxial,
laminagao ou extrusao possuirao conffguracoes
estruturais diferentes, estando, portanto, _em
diferentes estados mecan1cos. Existem eviden-
cias na literatura (Hart e Soloman |24|)de que
a deformacgado plastica nao pode ser considerada
uma variavel de estado. A descrigao fenomeno-
1ogica geral de um metal seria entao, segundo
Hart, fornecida por uma relag3do do tipo (equa-
gdo 12 da Tabela 1):

deno =y de + vdaine (3)

onde y e v, em geral, representam parametros
cujos valores dependem, a qualquer instante,da
historia de deformagao previa ate aquele pontm
Para_um determinado caminho de deformagao y e
‘v S3a0 exXpressos por

= (8 &n o‘/ac)é (4)

ue & um coeficiente de encruamento,cujo valor
e 1 na carga maxima em um teste realizado com
taxa de deformagao verdadeira constante, e

v = (32 an of/3 2n é}: : (5)

que _ e um tipo de sensibilidade 3 taxa de defor
magdo. Uma condigdo necessaria para a existen
cia da equagdo plastica de estado & que, a uma
dada temperatura, y e v sejam funcao apenas
de o e e e independentes da historia de de
formagao. Um elemento essencial da andalise de

senvolvida por Hart foi o conceito do estado
de dureza. Foi mostrado que se uma equagao

plastica de estado realmente existir, sera ne-
cessario que em qualquer ponto na historia de
deformagdo o material ‘esteja em um Unico esta-
do de dureza plastica, _que so podera ser alte-
rado por deformacao plastica subsequente ou
recuperagao estat1§a induzida termicamente r&L
A curva de dureza e obtida em um grafico de
log o versus 1og ¢. 0 termo dureza agui utili
zado nao se refere a medidas de dureza obtidas
por risco ou penetragao na superficie de amos-
tras metalicas. Referre-se, contudo ao estado
de resistencia de um material, caracterizado
por pares de pontos log o versus log ¢, em um

amplo intervalo de taxas de deformagao. A equa
gao {3) pode ser escrita sob a forma
- « B -
de = g d en o = d en e (6)
Caso y e v sejam fungao apenas de_ o e €,

8 uma dada temperatura, a equacgdo (6) & uma for
ma de Pfaff, que pode ser convertida em uma equa
cao dlferenc1a1 parcial exata ao ser multipli~
cada por um fator de integracao, F, convenien-
te. Tomando F como sendo

F = aEnU)c {7}

obtem-se:
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d4h 0¥ = F é¢ = 5 deno - E} dn i (8)
que define uma familia de curvas integrais
o* = g* (o , €) (9)

onde o* & identificado como sendo o Earimetro
que representa o estado de dureza ("hardness
state parameter") do material.

Esta fenomenologia tem sido aplicada, em di
versas condicdoes, a uma variedade de materiais,
tais como, aco ao Cr, Mo, V resistente a fluen
cia |251. agos 1nox1daveis .austeniticos tipo
AISI 304 |26] e 316 126 ferro - o |30|,alu
minio |24,31| e nidb [30] puros, titanio co-
mercialmente puro |32|, tungstenio |33]|, inco-
nel 738 |34|, zircaloy 2 lzs;. zirconio L3SI,
alem das ligas Sn - 53 B i36| 50 Sn -

37| e eutético Mg - As 0 que & particu

armente importante cons1derar sobre os grafi-
cos log o versus log ¢ & que se uma equagao plas
tica de estado existir, entdo as curvas de du-
reza de um determinado material podem dar ori-
gem a uma curva mestra, que contera todasas ou
tras. Como mostra a figura 1, a curva mestra
€ obtida a partir de uma translaciao das curvas
de dureza em uma determinada direcao, sem rota
¢ao, O0s pontos das curvas de dureza que inter
ceptam a reta que possui esta direcao (pontos
1, 2 e 3 na figura 1) s@o os mesmos pontos na
curva mestra. Assim, todos eles correspondem a
pontos com o mesmo valor de v.

0 coeficiente angular_da_reta que caracteri
za a dire¢do de translacao & p,

(10)

0 calculo de y define uma nova maneira de se
determinar o expoente de sensibilidade a taxa
de deformagdo [24,38|. A curva mestra fica,as
sim, caracter1zada a partir de diversas curvas
de dureza para um material. Estas utltimas sao
obtidas variando-se o estado de dureza da amos
tra atraves de testes a diferentes niveis . de
deformagao plastica a uma dada temperatura|ls,
24, 27-29,31| ou a diferentes temperaturas a
uma certa deformagdo|34|, ou mesmo para dife-
rentes tamanhos de grdo cristalino |36|,manten
do-se fixas as outras variaveis.

TECNICAS EXPERIMENTAIS

As caracteristicas quimicas, geometr1cas e
metalirgicas das amostras de titanie, assim co
mo a técnica utilizada na condugdo dos testes
ja foram descritas na Parte I deste trabalho.
A vantagem da utilizagao da RT ap inves de ou-
tros tipos de testes para_uma analise semelhan
te a de Hart, e que a RT & capaz de estabele-
cer relagdes tensdao-taxa de deformagczo em um
amplo intervalo de taxas de deformagao com re-
lativamente pouca quantidade de deformagao plas
tica. Acrescenta-se, ainda, o fato disto ser
obtido em um unico experimento, portanto, de
forma mais rapida. A forma de obtengao da ta-
xa de deformagdo plastica (¢) que ocorre duran
te a RT & descrita a seguir. Durante a tragao
que antecede a RT, o deslocamento total do tra
vessdo movel da maqu1na pode ser expressg por:

D = AL + AL (11)

pa ea
e o alongamento plastico da

+ QI.EH

m
onde ﬁlpa amostra



TABELA I - EQUAGOES DE RELAXACKO PROPOSTAS NA LITERATURA

1861 ‘L oY 111 "A ‘Odiauer ap oY 98D gAY

TIPO DE
m EQUACHQ PATERIAL(IS) SOLICITAGAO REFERENCIA
ORIGINALMENTE UTILIZADO(S) MECANICA

1 P=Cy+Cplog (Cy+t) fio de chumbo tragao e torgao| Trouton e Rankine , 1904|2|
2 v =g, 1 - Cy log (1€, t)| > cobre puro tragao Boyd, 1937 | 3|

3 o =C;exp (8 t) - C, exp (8, t) Freudenthal, 1960 | 4 |

4 o= |(n-1) E/A") t + ul’"]‘i1'n inconel tragao Kennedy, Douglas, 1960 |5 |
5 tno = (1/1-m) Ln (1 + C t)} + In o, Fe-3,25% Si, Fe-0,004% C e tantalo tragdo Noble, Hull, 1964 | 6|

6 o -0, =0 |C2 - log (t + C)| Molibdénio (monocristal) tragao Guiu, Pratt, 1964 | 7|

2 20 . a
7|a= r —% tanh™l |(tanh o) exp (= 2kja, t)| | Fe» Cus Al @ P de elevada purezae | coppressio Wilson, Garofalo, 1966 | 8|
ja1 © 3 1 1100
f *1/2)2 obre irradi t <
8 Tt exp- g ]1 - (}o,) / | cobre "('f;;o‘::is";"l yesre tragio Koppenaal, 1967 | 9|
-1/m-1 iF, NaCl (monocristal) -

S o =gy =G (t+C) + Fe elevada pureza tragen Li, 1967 |10]
10 7= C;exp (Cp 1) - Cyexp (- Cp ) Gelo (monocristal) Krauz, 1968 |11|

N 0 =0y [1%C) tCHo (n=2)/Cyl" " Zircaloy 2 Gittus, 1969 |12

12 dano=yde+vdsne Hart, 1970 | 1|
13 G = C exp |- C2 (o - Ui)] Titanio com/puro tragao Medrano, 1972 |[13|
14 ¥y = C, exp (- ﬁﬂ-i1£:—lij Uranio - a tragao Carvalhinhos, Loureiro, 1972 |14
15 o =0, |1+ l':t"‘]'”“'-1 Cobre com/puro tragao Addleman, Webster, 1973 [15]
16 o =04+ (05=04) (1+ f{t})”n-] (outras expressoes foram obtidas para tracio Povolo, 1977 |16

torgao e dobramento)

£g
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*
L
 &p!
O
]
LOG € —_—
Fig | - Representa¢do esquemdtica de curvas de dureza.
Os pontos 1,2 e 3 _possuem o mesma derivada
V=(0log T /0 l0og€ ). A reta que une estes
pontos, define a diregdo de translagdo pora ob-
tengdo de uma curvo mestrg { 33)
e Afg

e Atgy representam os alongamentos elas
t1cos 50fr1§us pela amostra e pe1a maqu1ua res
pectivamente. Considera-st "maquina" neste tra
balho a todo o conjunto constituido pela sua es
trutura, celula de cargd e garras de conecgao,
bem come partes da amostra fora da secao util
de menor area. Derivando-se a eqg. (11) em re-
lagao ao tempo, obtém-se a_velocidgde de movi-
mentagao_do travessao da maquina (D),que duran

te a RT @ nula. Assim, a derivada da eq. (117
pode ser escrita sob a forma:
BRp, = - (azea + azen} (12)

onde um ponto sobre o simbolo significa deriva
da temporal. A taxa de deformagao plastica du
rante a RT (&) pode ser obtida dividindo-se a
eq.(12) pelo comprimento (&) da amostra

L, 1 = .

g o s (axea + anen) {(13)
A rigidez (K) de um sistema mecanico em série
e dada por:

1 _ 1 1
L SRR o
onde Ky 2 a rigidez da maqu1na e K, aguela da

amostra. 0 alongamento elastico tﬁta](da amos
tra mais da maquina)

(14)
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AR = AL + a4 {15)

eT ea eM
pode ser expresso por:
P P P
ﬁl‘.e-l- -'R'-'K;*'R; (]6)

Derivando-se a eq. (16) em relagao ao tempo e
substituindo-se na eq. (13) obtem-se:

. _ P
% 1K

Conhecidos K e & a equagao (17} mostra uma
forma simples para o calculo de &, bastando pa
ra isto que se disponha de um registro conti-
nuo de carga ao longo do tempo de relaxagao.

(17)

RESULTADOS

0s resultados da re]axacao do t1tan1o as di
ferentes temperaturas e niveis de pre-deforma-
cao, apresentados na Parte I foram tratados se
gundo a fengmenologia de Hart. Para tal, foram
tragados graficos de logaritmo de tensao versus
logar1tmo da taxa de deformagao para verificar
a possivel aplicabilidade de uma equacao plas-
tica de estado do tipo da_equagao (3). 0Os va-
lores da taxa de deformagao plastica (e) duran
te a RT foram obtidos a partir de uma deriva
cao numerica das curvas de relaxagao e da rela
cdo mostrada na equagao (17).

A figura 2 mostra os grificus de log o ver-
sus log ¢ para todo o espectro de temperaturas
em que foram realizados os testes. As colegoes
de curvas a cada temperatura representam os di
ferentes ciclos de relaxacao conduzidos a par-
tir da mesma carga inicial. Todos estes resul
tados se referem a ensaios de RT com pre-defor
magao igual @ deformagao do limite de escoamen
to convencional. Pode-se observar gue as cur-
vas referentes aos diferentes ciclos de relaxa
cao a uma mesma temperatura nao se superpoem.
Como gra esperado, as "curvas de dureza" do ti
tanio 3 temperatura ambiente deslocam-se para
valores superiores ao longo do eixo das ordena
das a medida que se aumenta a pre- deformagao
Isto 8 o que mostra a figura 3,cujas curvas re
presentam os segundos ciclos da relaxacao a ca
da nivel de deformacao. A equacao:

Log o = A exp (B log ¢) (18)
aproximou-se muito bem aos resultados do tita-
nio e foi utilizada para identificar os pontos
de mesma derivada v a cada nivel de deformacao.
Para a temperatura ambienté obteve-se v = 0,0316.
Estes pontos estao marcados com um X em cada
uma das curvas da figura 3. Os valores dos pa
rametros A e B da equagdo (18) utilizados para
construir esta figura estdao listados na Tabela
Ir.

TABELA II - Valores dos Parametros da Equagao
18 Utilizados na Construcao da Figura 3
(%) A B
0,65 1,705 0,0190
1,76 1,7819 0,0205
2,48 1,8123 0,0198
5,10 1.8177 0,0179
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FIG 2 - Grolicos de logaritmo do ftensdo versus logoritmo do tozo de deformocdo paro o relaxotdo cichca do 1ianio

o diversas flemperofuras

0Os graficos da figura 4 8ostram ara o inter
valo de temperaturas de 100°C 3 400°C resulta-
dos jdenticos aqueles obtidos para a temperatu
ra ambiente. Por conveniéncia, os resu1tados
referentes a temperatura mais elevada (600 C),
tratados pela fenomenologia de Hart,serao apre
sentados a segquir. Isto porque, desta forma,
acredita-se melhorar a compreensao dos fenome-
nos observados e enriquecer a discussao.

DISCUSSED

0 modelo proposto por Hart [l| assume, como
principal condigaoc para que seja valido, que o
estado de dureza do material permanega inalte-
rado durante o teste. Isto significa que, em
princ1p1o, esta abordagem n3ao se aplica em si-
tuagoes em que fenomenos concorrentes com a de
formagao plastica do material se manifestem de
forma efetiva durante o teste. Recentemente,
Rohde e Swearengen |37, 39| mostraram que uma
equagao mecanica de estado nao pode existir se
for expressa apenas em termos de tensao, defor
magao, taxa de deformagao e temperatura. Peld
menos uma variavel evolucionaria ou proprieda-
de dependente da historia préevia do material
deve existir. Eles propuseram quatro criterios
basicos para uma equagao plastica de estado:
i ) ela deve conter ao menos uma variavel evo

lucionaria:

kY

i1 ) deve ser capaz de predizer o comportamen-
to do material em determinada condigao,in
dependente do caminho seguido para atin-
gir aquele ponto;
iii) regides do comportamento da deformacao nao
devem ser excluidos da analise a priori;
iv ) deve ser pragmatica, de facil utilizaqao
O0s resultados obtidos para o titanio - _a 2
diferentes temperaturas mostram, como sera vis
to a sequir, que alguns destes critérios nao sao
obedecidos quando se utiliza o modelo de Hart.
A figura 2, que apresenta os conjuntos de ci
clos de RT a partir da mesma carga inicial as
diferentes temperaturas em graficos de log o
versus log &, indica que: os diferentes ciclos
de RT a uma mesma temperatura nao se superpoem
como preve a teoria de Hart e que a 300°C as
curvas se localizam a niveis de tensao igual ou
superior aquelas de 200°C 0 fato das curvas a
uma mesma temperatura nao Se superporem repre-
senta uma alteracgao do "estado de dureza" (de
resistencia mecanica) do material a cada ciclo
de relaxagao (vale observar que nos primeiros
ciclos ainda estao embutidas as influencias da
maquina). Ate 400°C as curvas dos ciclos sub-
sequentes ocupam niveis de tensao cada vez maio
res, porque neste intervalo de temperaturas o
material aumenta a sua resisténcia mecanica de
ciclo para ciclo. A medida que a temperatura
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FIG.3 - Graficos do logaritmo da tensdo versus logaritmo da taxa
de deformag¢do para o titdnio a temperatura ambiente, Nas
curvas trag¢adas com o auxilio da equacdo |4 estGo marca-
dos com um x os pontos de mesma derivada, V
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deformogbe paro o litdnio os temperoiuros de 100, 200, 300 o

400°C ©

de resisié

devido 00 envelhecimento o

marcante o 300 e 400°C

cresce (de ambiente ate 400°C) este efeito @
mais marcante. A 500 e 600°C, entretanto, os
ultimos ciclos ocupam niveis de tensio inferio
res aos intermediarios. Isto indica uma dimi-
nuicdo na resistencia mecanica ou no "estado de
dureza" _do material. Estes resultados sao uma
consequencia do que foi mostrado na Parte I,

no sentido de que de ambiente a 400°C o tita-
nio - a sofre envelhecimento durante a RT e,en
tre 500 e 6009C, observam-se evidéncias de re-
cuperacao. E o fato do envelhecimento ser mui
to efetivo a 300°C que permite as curvas obti-
das a esta temperatura localizarem-se a niveis

de tens3o compativeis com os de uma temperatu
ra 100°C menor. Estas observagoes mostram que
a equacao de Hart ndo seque o critério iii aci
ma descrito. Na realidade, tambem o critério
ii ndo & satisfeito como sera visto a seguir .
A tentativa de composigao de uma curva mestra
a_partir dos resultados obtidos neste trabalho
nao teve sucesso. Embora E11is e Li 32|, que
trabalharam com titanieo - a comercialmente pu-
ro, afirmem que seus resultados-obtides a tem-
peratura ambiente "nao sao inconsistentes" com
a fenomenologia proposta por Hart, nao se pode
dizer tambem que estejam em pleno acordo com es
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ta teoria. Isto & o que mostramos graficos da figura 3 para a temperatura ambiente, 0s pon-

TITANIO
m 'oF
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0
=
= TEMP.= 600°C
Q
1.4~
o
L
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O €
- ° 0,56
1,2} _ Y |2m40
/, 1 A L
-8 -T -6 -5 | -4
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FI1G. 5 - Graficos do logaritmo da tensdo versus quarftrno da taxa

de deformacdo para o titdnio a 600°C. As curvas sdo

tracadas utilizando-se a equacdo |4. Estes dados se refe-
rem aos ultimos ciclos de relaxacdo
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tos de mesma derivada v, que deveriam dar ori-
gem a uma linha reta, a qual definiria a dire-
gao de translagao para a obtengao da curva mes
tra (conforme descrito na figura 1), estao mar
cados com um X em cada curva. Os dados da fi-
gura 3 mostram, semelhante ao que realmente in
dicam os resultados de E11is e Li |32|,que nao
se pode compor uma curva mestra a partir_ das
"curvas de dureza" obtidas para o titanioa tem
peratura ambiente. Este mesmo comportamento
foi observado as demais temperaturas de teste.
A figura 5, que contém araficos de log o versus
log ¢ a 600°C, mostra alguns efeitos de altera
¢ao do estado de dureza" do titanio durante a
RT, devido a recuperagao. As curvas desta fi-
gura foram tracadas com base na equagao (18)
apro:imada aos primeiros minutos de relaxacgao
a 600°C, assumindo que nos primeiros instantes
do teste a recuperacao nao se manifesta ainda
de forma muito efetiva. A figura 5 so foi apre
sentada neste ponto, quando a possibilidade de
ocorréncia de recuperagao apos algum tempo de
RT jd foi evidenciada com suporte experimental
de forma suficiente. 0s parametros da equacgao
(18) utilizados nos graficos da figura 5 foram:

e (%) A B
0,56 2,8486 0,3751
2,40 3,6346 0,4162

A indicacao mostrada na fioura 5 de que o mate
rial amolece durante o teste refere-se ao fato
dos pontos experimentais localjzarem-se a ni-
veis de tensao inferiores aos das curvas traca
das com o auxilio da equacao (18), para os tem
pos maiores de RT., Pode-se dizer, em resumo,
que o fato do titanio - o ser capaz de ter o
seu estado’ de resistencia mecanica alterado du
rante a RT, ora por envelhecimento, ora por re
cuperagao, dependendo da temperatura de teste,
significa que o material passa por uma sucessao
de estados de dureza diferentes ao longo de uma
mesma curva log o versus log ¢. Isto n3ao per-
mite que os resultados obtidos nestas condigdes
se apliquem a fenomenologia proposta por Hart.

CONCLUSDES

Foi evidenciado que fenomenos concorrentes
com a deformagao plastica do titanio se mani-
festam de forma efetiva durante a sua RT. De
ambiente a 4009C ha um aumento em resistencia
mecanica devido ao envelhecimento, enquanto a
500 e 600°C o material amolece por recuperacgao.

A formulacao fenomenologica apresentada por
Hart nao se aplicou ao titanio nas condigoes ana
lisadas, uma vez que nao foi possivel construir
uma curva mestra a partir de diversas “curvas
de dureza™. Este comportamento se deve 3s al-
teragcoes observadas no estado de resistencia do
material ao longo de uma mesma curva log o ver
sus log ¢. Tais alteracoes foram provocadas ora
por envelhecimento, ora por recuperacao, efeti
vos durante a RT. Desta forma, a equacao de
Hart nao pode ser considerada uma equagao plas
tica de estado capaz de descrever e prever o
comportamento mecanico-estrutural dos metais e
suas ligas de forma geral. Isto porque ela nao
possui variaveis evolucionarias que Tlevam em
conta as modificacdoes metalurgico - estruturais
passiveis de ocorrer concomitantemente com a
deformagao plastica dos metais e ligas metali-
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cas. Uma equacao constitutiva deve, entao, con
siderar como variaveis de estado, para ser ca-
paz de descrever o comportamento mecanico dos
materiais, a tensao, a taxa de deformagao,a tem
peratura e uma variavel estrutural,
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O VETOR VELOCIDADE ANGULAR
VIA UM PROBLEMA DE MINIMIZACAO

LUIZ C. MARTINS

PROGRAMA DE ENGENHARIA MECANICA COPPE/UFRJ

PIUS P. DE MACEDO SOARES
NUCLEBRAS/RJ

SUMARIO
0 vetfon velocidade angufan de um corpo rigido & introduzido na maioria dos textos de
Mecdnica Racional para engenharia de um modo descuidado se comparade com o nivel de
nigor do nesto do texto. Aqui apresentamos um novo enfoque para a prova da existinecia
do vetor velocidade angulan, prova esta que utiliza apenas conceitos elementares do
Calcufo e que se harmoniza com o nivel de cuidade que se deve z@pzaaa num primeirno en

contro com a Mecanica Racional.

INTRODUGAOQ

Considere um corpo rigido B que se move com
um ponto fixo 0¢ E, onde E € o espago euclide
ano tridimensional. A demonstragao de que o cam
po de velocidades dos pontos de B & dado pela
expressao ﬁ=wxrp, onde r_ & o vetor posigao de
p em relagao ao ponto 0 e w;E o vetor velocida
de angular, nao & satisfatoria na majoria dos
textos elementares de Hecénica.

Kane[1|, com cuidado, analisa o problema to
mando um triedro direto I,J,K fixo no corpo e
define a velocidade angular por:

w = (J.K)I + (K.1)J + (I.J)K.

Da hipotese de rigidez, I.I=1 e I.K=0 , conclu
imos que 1.1=0 e I.K=-1.K e um simples calculo
mostra que wxl = i, wxd = & e wxkK = k.

Desta forma, w & determinado por i. JeKe
€ claro que ﬁ=wxrp para todo pe B. Note que a
expressao de w requer o conhecimento das velo-
cidades dos pontos de vetor posigao I,J e K.

0 vetor velocidade angular também & dado pe
la seguinte expressao, que envolve as velocida
des *, e ib de apenas dois pontos a e b de B,

de vetores posigao ry € rp:
F_XF

ws...n—b_
A Ta b

Observe que esta expressao nao faz sentido se
ia.rb=0, o0 que pode ocorrer mesmo quando ra e
LY nao sao linearmente dependentes.

Se r. € o vetor posigao de um ponto c qual-
quer do corpo, temos que, se a expressao acima
faz sentido, r.=Cr, + Cory 4 c,(raxrb}; que
derivada em relagao ao tempo nos fornece Fc em
fungao das velocidades de a e b.

Mostraremos nesta nota que basta o conheci-
mento das velocidades de dois pontos p e q do
corpo, com a unica restrigdo de que rp e rq se
jam linearmente independentes, para se calcu-
lar a velocidade angular w (e assim o campo de
velocidades do corpo) via uma expressao que @

valida sem qualquer outra hipdotese adicional.

A EXISTENCIA DE w

Sejam p e q dois pontos de B, com seus veto
res posigao rp e rq linearmente independentes,
e suponha que exista um vetor w tal que se te-
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nha r = r = . i a
a rp wxrp e rq wxrq Assim o vetor posigao

de qualquer ponto u do corpo pode ser escrito
como:

r = ur + uar

& P q + u.(rpxr

q
com u;, Uz, e uy constantes pela hipotese de
rigidez.

A velocidade Fu de u sera entao dada por:

B u;rp + u,rq + n,(rpxrq . rpxrq).
Como wx{rpxrq)a (w.rq)rp (w.rp]rq tambem
se escreve
{m.rq]rp (r p’ q}m + {r rq)w -(w.rp}rq

que & 0 mesmo que rqx(rpxw} + rpx(w xrq}.con-
cluimos que:

wx(rpxrq] = rpxrq - PoXPq- (1)

E de (1) segue imediatamente que Fu=wxru.

Desta forma, o problema da existéncia da ve

locidade angular se reduz a demonstrar que sem
pre @ pos§1vel determinar w tal que a formula
r = wxr seja correta para dois pontos do corpo
com vetores posigao linearmente independentes.
Para tal, vamos demonstrar que se um corpo ri-
gido se move com um ponto fixo entao havera ou
tros pontos dele 1nstnntaneamente parados.

Assuma que uma esferd S centrada em 0,0 pon
to fixo do corpo B, esteja nele contida. Entac
pontos de S diametralmente opostos tem veloci-
dades simétricas: se r,= al, o ponto diametral
mente oposto tem vetor posicao -al, e 9a= al.
S0 nao & trivial o caso em que éa nao e zero.
Considere a circunferéncia intersegao da esfe-
ra S com o plano P ortogonal a Fa
Escolha J em P, um vetor nao nulo ortogonal a
1. Entao 1 e J sao uma base para P e considere
a evolugdo dos pontos do corpo de vetores posi
cao I e J naquele instante. Como J J = 0 e
J I +3. I =0 = J I neste instante pois I e or
togonal a P, concluimos que a velocidade de um
ponto qualquer de PNS & ortogonal a P.

Desta forma, se K & um vetor nao nulo e per
pendicular a P, a velocidade de qualquer ponto

e contendo 0.

RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. 111, n2 1, 1981

s € SNP & dada por §s= v.K. E como em pontos
diametralmente opostos as velocidades sdo si-
metricas, vy se anula em pelo menos dois pon-
tos da circunferéncia SNAP , dado que v
continuamente.

Agora demonstramos a existéncia de w. Esco-
Tha um vetor sequndo a reta definida por 0 e o
ponto de S que tem velocidade nula. Como tal
vetor esta em P podemos ajustar sua magnitude
de modo que o produto vetorial dele por r, se-
ja igual a r . Tal vetor satisfara a relagao
r=wxr para dois pontos de vetores posigao 1i-

nearmente independentes.

s varia

UMA FORMULA PARA w

Demonstraremos agora construtivamente como
determinar o vetor velocidade anqular em fun-
¢ao das velocidades de dois pontos p e q de B,
cujos vetores posigac sao linearmente indepen-
dentes,

Escolha um vetor k tal que kxr = Fp. Para
todo B real teremos (k + Brp)xrp=ip. Nosso ob
jetivo & determinar B tal que

(k + Brp}x rq= Fq. (2)

Como n3ao & evidente que tal B exista, vamos nos
L] =

contentar em escolher um g otimo no sentido de

que o quadrado do modulo do vetor

- ¥4 (3)

v(B)= ((k+ Brp)xrq q

2
seja estacionario. Derivando-se v (B) em rela-
gao a B e igualando-se o resultado a zero,tem-
se que o valor estacionario de (3) &:

r_xr

" Fq). rpXTq ) E g

(kxr_ - Fq] = ({kxr

q 2

Mas esta @ a componente de erq-§q no plano de

. E claro kxr_-r_ & ort 1 :
Py &Py claro que kxr -r, & ortogonal a r,
e como
KXr - r_).r = - PP =eF = r P20
( XFq~ Tq):Tp erp Pa~ PpTa* Tp-Tq~ Tp'Th

pela hipotese de rigidez, vemos que o valor es
tacionario de viB) e zero. Mas entao (2) e sa-
tisfeita para aquele valor de g.
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Desta forma temos a formula para o vetor ve
locidade angular:

W koo Karg e Fq) . (r xrq)

9 P

2
(rpxrq)

Ha de se observar que para sua aplicagao de
vemos escolher k tal que kxr_ = Fp. Um candida
to natural para este vetor & obviamente:

r_xr

k = p Ez
(rp)
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