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EDITORIAL 

Com este número a ABCM inicia uma nova fase da Revista Brasileira de Ciências Mecânicas. 
Evoluímos muito 1 e hoje a quantidade e a qualidade dos artigos que nos são enviados justificam 
uma maior frequencia da Revista, que serã de quatro números por ano. 

Voltamos a insistir na necessidade de tornar acessível, cada vez mais, ã comunidade técnico 
-cientifica os resultados dos trabalhos de pesq~isas realizadas_no Brasil,_seJa bisica, apl~ca= 
da ou de desenvolvimento tecnologico. A evoluçao da crise economica que ja ha algum tempo afli 
ge o Brasil, mantida a situação vigente, acarretari decerto uma ainda maior dependência tecnolÕ 
gica. Sem dúvida, essa e uma situação insuportivel. Muitas são as denúncias feitas, algumas 
timidas, outras agressivas, mas que em geral são acusadas de não apresentarem propostas positi
vas para a solução dos graves problemas que enfrentamos. Apresentaremos uma proposta ?OSitiva. 

Obviamente a solução teri que ser brasileira, é ingenuidade esperar que ela venha de fora. 
Na verdade, é impossivel que ela venha de fora, pois conhecimento (tecnologia) não se adquire 
com dinheiro, mas sim com o emprego de muito esforço. 

A solução ê o aproveitamento do enorme potencial de recursos humanos altamente qualificado 
que existe no Brasil, embora sub-util~zado, na geração da tecnologia de que tanto necessitamos . 

Isso exigiria um esforço conjunto. Dos empresiríos em procurar os Centros de Pesquisa e U
niversidades para apresentarem os seus problemas, e destes para resolverem esses problemas e de 
apresentarem , também, sugestões d~ como melhorar nossa indústria. 

A Revista Brasileira de Ciências Hecânicas pretende cataliza r esse processo de aproximação 
empresãrio-pesquisador mostrando onde se encontram os'recursos humanos brasileiros, o que fazem, 
quais as ãreas que trabalham. 

Este veiculo de comunicação precisa ser bem compreendido. O que pretendemos não é ed itar 
um album de promoção de pesquisadores mas um instrumento que seja verdadeiramente útil para cons
truir o nosso desenvolvi~nto cientifico e tecnológico. Por outro lado , ê preciso que a comuni 
dade entenda que para se comer "filet de peixe" é preciso pescar muita "tainha". Talvez em lU 
ou 20 trabalhos somenti um seja de grande impacto. Mas este sõ aparece se os outros existirem. 
E assim mesmo que evolui o processo de desenvolvimento cientifico e tecnológico. 

Estamos certos de que o progresso desta revista trarã beneflcios muito grandes para a gera
ção de tecnologia. Não hã mais dúvidas que uma tecnologia rentãvel sõ pode ter sucessose apoi! 
da em pesquisa intensiva. Esta afirmação traduz-se concretamente no quadro abaixo: 

Balança Comercial dos EUA para Produtos Manufaturados 
com Pesquisa e Desenvolvimento Intensivos e Hão Intensivos 

(em milhões de dÕlares' 
INTENSIVO NAO INTENSIVO 

ANO 
Saldo Export. Import. Saldo Export. Import. 

1972 ...... 11.012 22.693 10.991 -15.039 11.737 26. 7 76 
19 73 ...... 15.101 29.388 13.987 -15.370 15.643 31.013 
1 g74 ...... 23.873 41.111 17.238 -15.573 22.412 37.985 
1975 ...... 29.344 46.429 17.095 - 9. 474 24.511 33.985 
1976 ...... 2B.964 50.830 21. 866 -16.499 26.411 42.9 10 
1977 ...... 27.627 53.169 25.542 -24.378 2 7. 284 51.662 

Fonte: Science Indicators - 1978 . NSF 1979 
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Fica claro que o caminho da solidez e rentabilidade esti numa pesquisa intensiva que permi
te uma constante renovação e melhor utilização dos recursos. Não hã outro caminho. 

Convidamos portanto a todos aqueles que estão produzindo nas ãreas de ciências_mecânicas e 
engenharia mecânica a publicarem os seus trabalhos para que os frutos deste intercambio possam 
ser acelerados servindo de base para a construção da nossa prÕpria tecnologia. 

Queremos expressar a nossa gratidão ao CNPq, pelo apoio substancial que deu a esta iniciati 
va e que permitiu a intensifica~ão da frequência de publicação da Revista Brasileira de Ciên~ 
cias Mecânicas. 

Devemos também ao Professor Rubens -Sampaio Fi lho os nossos agradecimentos pel~ sua colabora 
ção decisiva na reformulação do projeto editorial da Revista para este ano de 1981. 

I 

luiz Bevilacqua 
Editor 
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M ISTURA SIMPLES DE FLUIDO 
NÃO VISCOSO E SÓLIDO RÍGIDO 

RUBENS SAMPAIO 
PROF . ASSOCIADO PUC/RJ 
GILBERTO KREMER 
UFPr 

SUM~RIO 

Vt~tnvolve-~t u~ modelo ttõ~~o paAa a conduç4o dt calo~ t~ ~i~tu~~ 4i•pltÃ co~~

tuid~ dt um 6tuido não · vi~co~o t dt um 4Ôlido ~lgido i4ot~Õp~~o. O •odtlo b~tia

-~t na hipótt4t de que a 6o~ça ~t~i4tiva t o 6luxo dt ~alo~ ~ão,~t~pt~tiva.tfttt, 4U! 
çõu homogênta~ do ptimú~o g~a.u da. veloc.i.dadt do 6tuido e do gudi.tJttt de tup~ 
~a.. 

INTROOUÇ){Q 
Em (1] estudamos o tensor cond"tividade 

térmica em meios porosos rígidos. As hipóte
ses acerca do fluxo de calor foram: i) o flu
xo de calor h depende das variiveis vetoria ~s: 

velocidade do fluido v e gradiente de temper! 
tora g; ii) h & fi(v,g) é isotrÕpica; iii) fi é 

uma função homogénea do
1

primeiro grau do gra 
diente de temperatura, i.e. , fi(v,>.g)•>.fi(v,g). 
v ). ~o. 

O objetivo do presente trabalho e ampliar 
o modelo de modo a englobar todo o comporta
mento termomecânico de uma mistura de sólido 
rígido com um fluido não viscoso. Para tanto, 
supomos que os termos constitutivos dependem, 
além das variãveis vetoriais acima enunciadas, 
das variiveis escalares: densidade do fluido 
e temperatura da mistura. 

Sob o ponto de vista da Teoria~ Misturas, 
a mistura aqui estudada, denomina-se, segundo 
Müller [2], de mistura simples pois, não in
cluímos o gradiente de densidade do fluido c~ 

mo variâvel independente . 
Supomos ainda que a força r~sistiva é uma 

função homogénea de primeiro grau da velocid! 
de do fluido e, a exemplo do fluxo de calor, 

provamos que fica completaMente deter•inada 
por três funções materiais. 

Exploramos também a desigualdade entrÕpica 
e obtemos algumas desigualdades para as fun
ções materiais. Embora algu•as desigualdades 

"\ 
possam parecer obvias sob o ponto de vista do 
experimentador, provã-las analítica-ente nao 
é uma tarefa simples e esse fato deve ser co~ 
siderado com bastante atenção. 

A notação usada neste trabalho segue (1], 
e definimos a derivada Material de ·u•a função 
fa' escalar ou vetaria) por : 

onde va e a velocidade do co•ponente a da •is 
tu r a. 

EQUAÇOES OE BALANÇO 
Com base em [3] adota•os, para cada const! 

tuinte, as seguintes equações de balanço, va
lidas para pontos regulares na •istura: 
Balanço de Massa 

p + p div v_ • O • 
Q Q y 

( 1) 
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Obvi~•~nt~ x(e) D o. o que finaliza a pro

Vil do t~or~••· 
A ~qu~çio (10) 1 i u•a consequência direta, 

p11ra •istur~s si•ples, da desigualdade entrõ
ptca (~qu~çio (5)) e pode ser verificada atr! 
vis da ~quaçio (7) 4 . 

Nas condiçõ~s do teorema, podemos escrever 
a d~sigu•ld•~~ residual (equação (7) 7) como: 

(h.g)/8 + •• v $ o ( 11 ) 

Supo•os adfciona1•ente que h e m são fun
çõ~s ho•ogen~•s de grau zero em v e g, respe~ 

tiv•.ent~. Essa hipótese significa que os 
co~ficientes Kr sio inde~endentes de l vl e os 
~ independent~ de 191· Se, na equação (11), 
substituir•os 9 por l 1 g, A1 ~O, v por Az v, 
11 ~O e 1evar•os e• conta as equações (9) 

l~(h.g)/8 + 1~ •. v~ o . 

A d~sigua1diid~ acf•a serã vãlida se e so 
se: 

h.g4=0 III .V4=0 , ( 12) 

pois e > o. ( 
Substituindo u (12)1 as equações (9) 1 ,2 e 

e• (12) 2 AS equações (9) 3, 4 , obtemos: 

A X1 + B X + C ~ O ( 13) 

onde: 

Xt:[-1,1], 

ou 

C • 'to . 
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Fazendo em (13), sucessivamente, XcO,l, - 1, 

obtemos, respectivamente, que: t
0 

>.-O, t 1 
e t_ 1 ~O, isto é, as resistividades e as 

dutividades térmicas são todas positivas. 

Para continuar a anãlise é conveniente 
vidir (13) por X2 e escrevê- la na forma: 

C Y2 + B Y + A ~ O , 

onde C ~ O e v t: (-• ,-l]u [l.•). 

>,.. o 
con 

di-

Existem duas possibilidades para a 
gualdade acima: 

desi-

o que implica em: 

e por sua vez em: 

'tl • 't -1 
z ~ 'to ( 14) 

2!) 82 - 4 A C > o. com rafzes no intervalo 
[-1,1) . isso e • 

~-B t Va; C 4 A c'l ~ l . 

A segunda possibilidade é inconclusiva,po! 
tanto o resultado da primeira deve ser tomado 
como sendo apenas uma conjectura e não um re
sultado. Para compreender que esse resultado 
nunca poderã ser provado basta tomar t 1 • 
• t 1 • 1 e 't • 5 e verificar que a desi-

- o 
gualdade (14) é violada, porém a equação tem 
duas raizes no intervalo(-1,1]. 

Frisamos, mais uma vez, que (14) não e um 
resultado como aparece em [5,6) mas uma con
jectura, a qual julgamos, inclusive, ser fal
sa. 
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MANCAL DE FOLHA 

SE RG lO E. GONÇALVES 
PESQUISADOR COPPE/UFRJ 
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SUMIIRIO 
Fo.i conlltltu.Zdo um banco de .tu .te pa11.a manco..ü 11.ad.ia.ill de 6ol.ha. U111 e.ixo é llupo-ttado 
ax.ial.men.te poli. um mancai. de ellcoll.a t.ub11.i6.ic ado a ali. e ~tadiatme.n.te po-t doill ~~~~ncaill 
de óotha, co n6.t.i.tu..Zdo cada um poli. 3 6e9mento11 que envolvem o ei xoi nall liupell.ó.Zc.iell 
de con.tato é inje.tado ali. llob pll.ell6âo de modo a lle obte11. a llepall.ação. Uede - lle a 11epa 
11.ação em óunção da plte66âo de ali. .inje.tado e da tenllão nall 6ol.hall. Ve~t.i6ica-6e. a ell~ 
tabit.idade do e.ixo 9.i11.ando a uma vetoc.idade de até 16.200 ll.pm. 

INTROOUÇAO 
Man ca is de fo lha tem sido estudados teõr ica 

e experimentalmente desde hã cerca de 25 anos 
(1 ). Entre t an to , o maior impulso veio com o apa 
recimento da s máquina s de processamento de da7 
dos eletr~nicos, onde surge o problema· da movi 
mentação de fitas magn éticas e da gravação so7 
bre materiais flexiveis. Mais recentemente fo
ram realizados estudos visando a utilização de s 
te tipo de manca 1 como suporte de rotores de aT 
ta veloci dade (2). Licht (3) estudou um tipo de 
mancal de folha em um rotor girando com veloci 
dade de at é ce r ca de 60.000 rpm. -

O objetivo do presente trabalho foi testar 
a viabilidade da const ruç ão e o comp ortamento 
de um mancal de folha de três gomos seme lhan te 
ao testado por Licht (3) , utilizando uma folha 
mais eseessa (0,15mm) e·de material facilmente 
encontravel no mercado, com injeção de ar atra 
vês da folha, bem como testar a ocorrência oü 
não da auto-lubrifi cação. 

DESCRIÇAO DO MANCAL E BANCO DE TESTE 
A estrutura do banco de testes é formada por 

quatro colunas de cantoneiras de aço disposta s 
nos vértices de um quadrado de 200 mm de lado 
e apoiadas sobre uma mesa de aço . Nestas colu
nas estão fixadas duas plataformas quadradas, 
providas de um furo central por onde passa oro 
tor . O rotor é um cilindro em posição verti caT 
com diâmetro de 60 mm e comprimento de 400 mm , 
feito em aço inoxidãvel austeniti co e pesando 
aproximadamente 10 kgf. O rotor é sustentado na 
parte inferior por um man cal de escora lubrífi 
cado a ar, e por doi s mancais radia is de folha -:-

Os manca is radia is são montados sobre as pla 
taformas, um na extremidade inferior outro nã 
extremidade superior do eixo. Uma terceira pla 
taforma, colocada no topo da estrutura, serve 
de suporte para o motor a ar comprimido usado 
para girar o rotor. 

O mancal estudado é um mancal rad i al pressu 
r i z ado 1 u b r if i c ado a a r . r c o n s t it u T do por 3 f~ 

lhas de bronze fosforoso, co11 espessura de 0,15 
mm e largura de 40 ~m que envolvem o e ixo , ca
da uma abrangendo uma região de 60° em torno do 
eixo e igualmente espaçadas. As 3 folhas têmas 
suas extremidades ~resas juntas duas a duas e 
tensionadas por tres tirantes igualmente espa
çados ao redor do eixo. O tensionamento de ca
da tiran te é feito por u•a mola helicoidal e 
uma porca que ao ser apertada contra a mola ,per 
mite~ uma regulagem da tensão (ver figura 2). -

O ar é injetado no mancal através de tubos 
de cobre de 3,2 mm de diã11etro externo, de 1,7 
mm de diâmetro interno, soldados na parte e x
terna d~ ca da folha, dois em cada região de con 
tato (ver figura 3 ) . -

Em cada tubo são feitos 3 furos de 0,3 mm de 
diâmetro que atravessam também a f olha na re
gião soldada ao tubo. Assim, em cada região de 
contato, existem 6 furos de injeção de ar en
tre a fol ha e o eixo . 

O ar comprimido é controlado por três vãlvu 
1 as reguladoras de 9ressão independentes : umã 
para o man cal de escora, uma para o motor e ou 
tra para os dois man cais radiais . -

FABRICA ÇAO 

Fabr icação do rotor. O rotor foi usinado em 
aço tnoxtdave l austen1tico, com acabamento i ni 
cial feito no torno. -

O eixo foi lapidado nas regi ~es dos mancais 
de forma a red uzir a r uqosidade de um valor de 
cerca de R =10 vm para R =0,4 v• (R desv io •ê 
dio aritmefico ). Para is!o a últi•aa lapidação 
fo i feita com pÕ abrasivo nQ 2.000. 

Fabri caãão do ma ncal de folha. As três fo
lhas de ca a man ca t , de po1s de cortadas com as 
dimensões fin a is e presas nos dispositivos de 
fixação das extre11idades. foram •ontadas e• tor 
no de um cili ndr o de •adeira, do •esmo diâ•e7 
tro do eho co• a final idade de so l dar os tubos 
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Figura 3 

de injeção de ar. A solda ê feita com estanho. 
Depois de soldados os tubos e feitos os furos, 
foi dado o último passo na lapidação do eixo 
utilizando o próprio mancal como lapidador. 

TESTES 
O rotor foi posto a girar com o objetivo de 

verificar a estabilidade do sistema e a ocor
rência ou não da operação auto-lubrificada. A 
velocidade de rotação foi medida com a utiliza 
ção de luz estroboscÕpica. Também foi medida ã 
separação entre as folhas e o rotor em função 
da pressão de alimentação e da tensão nos ti
rantes, com o rotor parado. 

Estabilidade. Entre O e 2.000 rpm, o siste
ma atravessa faixas de ressonância. Foi neces
sário acrescentar dispo;'itivos que introduzis
sem atrito no movimento dos tirantes, para dis 
sipar energia no movimento vibratório. Depois 
que a velocidade ultrapassa essa faixa, o sis
tema se apresenta estável. 

Auto-lubrificação. O rotor foi posto a gi
rar a uma veloc1dade mãxima de 16.200 rpm, nas 
seguintes condições: Press~o de alimentação do 
man~al de escor~: 4 k~f~cm ; Pressão de a~ime~ 
taçao dos manca1s rad1a1s: 3,5 a_4 kgf/c~ ;Te~ 
são nos tirantes: ~ 2 kgf; Pressao de al1ment! 
ção dj) motor: 4 kgf/cm2;_ Velo~idade 16.200 rpm. 

Ate esta velocidade nao fo1 constatada a 
ocorrência da auto-lubrificação. Qualquer di
minuição na pressão de alimentação produz um 
aumento de atrito e consequente queda de velo 
cidade. -

Separação entre a folha e o rotor. A sepa
raçao entre o rotor e uma das folhas do man
cal, foi medida no centro da região de conta
to de uma das folhas do mancal inferior para 
diversos valores da pressão de alimentaçao e 
da tensão nos tirantes. 

As medidas foram feitas utilizando um trans 
dutor de deslocamento fotoelêtrico. Uma lâmi~ 
na presa ao centro da folha se desloca solidá 

ria com esta e se interpõe entre uma fonte lu 
minosa e uma foto díodo, obtendo-se uma ten~ 
são de sa1da representativa do deslocamento 
que se deseja medir. Este dispositivo é pre
viamente calibrado, permitindo medir desloca
mentos na faixa de 100 ~m (ver figura 4). 

Figura 4 

L- f Ollle I u rninoso 
fO- toto diodo 

R - resastincio 
E - t ensiY.> de soicta 

O gráfico da figura 5 mostra a variação da 
separação em função da pressão de alimentação 
para diversos valores da tensão nos tirantes. 

Pode-se observar que a partir de uma pres
são de alimentação de aproximadamente 1 kgf/aaZ 
as curvas se apresentam uniformes. isto e. se 
guem aproximadamente paralelas para os diver~ 
sos valores da tensão. Observa-se também gue 
para uma pressão intermediária de 3 kgf/cmZ 
por exemplo, a seearação se mantém entre 40 e 
55 ~ m p a r a a tens a o v a r i ando entre Z e 4 • S 1t g f. 

CONCLUSOES 
O mancal funciona no regime pressurizado e 

tem um comportamento estãvel a partir de 2.000 
rpm atê 16.200 rpm. A introdução de amorteci
mento para dissipar eneroia do movimento vi
bratório dos tirantes possibilitou ultrapas
sar as faixas de instabilidade sem problemas. 
Não foi observada a ocorrencia da auto-lubri
ficação atê ã velocidade de 16.200 rpm. Uma 
explicação para isso pode ser a existência de 
imperfeições nas folhas, impe~indo a adequada 
acomodaçao em torno do eixo. Medidas co• o ro 
tor parado mostram que a partir de 0.75 kgf7 
/cm2 de pressão de alimentação é obtida a se
paração entre as folhas e o rotor para u11a ten 
são nos tirantes de atê 4,5 kgf. demonstrando 
a possibilidade de operação com pressões bai-



t2 

(2.3) 

onde, Li~ ddX L(X), vetor gradiente; O< a~ 1; 
a> O. 

AssiM, o problema que se coloca ê o de se 
deterMinar o deslocamento x, de forma a se ca 
minhar na direção da solução, isto e, de modo 
a se satisfazer ao critério de, simultaneame~ 

te. se aproximar do valor minimo de L(X) e da 
satisfação dos vinculos, M(X) . 

3. FUNDAMENTOS DO METODO 
Para v a 1 ores de li x 11 

pequenos. resulta 
e q suficientemente 

Mi x + o(2) -q M(X) ( 3. 1 ) 

. d -
onde, Mx dX M(X) e o(2) representa os ter 
mos de orde• superior. 

Sob as hipóteses em que a equação ac.ima foi 
obtida, o(2) ê tal a estar dentro da faixa de 
erro desprezivel nas com.putações numeri c as ·en 
volvidas. isto e, confunde-se com o vetor ze 
ro nu•érico de ordem m. Por outro lado, e ra 
zoãvel •odelar-se este vetor zero numérico co
•o u• vetor aleatório, de iomponentes não CO! 

relacionadas. de media n_ula, uniformemente di! 
tribuldo na faixa de erro desprezivel, isto 
ê, 

-q M(X) 

onde 

Dada a hipõtese de distribuição 

( 3 . 2) 

2 
a ) = R mm 

uniforme 
para €M e sendo em>O, o mãximo erro numérico 
desprezTvel,' tem-se: 

1, 2, .. . , m ( 3. 3) 
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Para satisfação da exigência corresponden
te i equação (2.3) e para garantir que o des 
locamento X Seja SUficientemente pequeno, e r!_ 
zoãvel considerar-se a condição a seguir, P! 
r.a EL ,uniformemente distribuido e de compone~ 
tes não correlacionadas, 

T 
-p Lx 

2 = ..!...(pl- )2 +.!. 2 0 .ti 12 x1 3 e.t, 

(3.4) 

= 1.2, ... ,n (3.5) 

onde e
1 

e o valor do erro numérico admissivel 
nas componentes de x, compativel com o erro 
em• como explicado mais adiante (Eq.3.8). Por 
outro 1 ado, subtraindo-se 'Ej_, membro a membro, 
na equação (3.4) , • 

(3.6) 

( 3. 7) 

O~alor de e
1 

deve ser escolhido de modo a 
se garantir a prioridade de satisfação dos v1~ 
culos (Eq.(3.2). Para tanto, impõe-se que 

(3 .8) 

ou, para a>> 1, tal que aem seja o erro admis 
sivel para os vínculos, ê razoãvel considerar
se 

Max: {e 
1 

i 

a 2 e~, i = 1 , 2, ... , m l ( 3. 9) 

O valor de q deve ser escolhido a partir do 
valor de p, de modo a se garantir a hipótese de 
perturbação linear. Assim, ê razoãvel consid! 
rar-se: 
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onde ln ê o vetor de ordem n, de componentes 
unitãrias. 

4 . METODO PROPOSTO 
Numa iteração tlpica, a consideração simul 

tãnea das Eqs. (3 . 2) e (3.6), para determina 
ção de x, leva ao seguinte problema de estima 
ção com informação a priori , 

( 4.1 ) 

(4.2) 

6 1 T 6 - 6 
onde x = -2pLX' Z = -q M(X) , H= MX 

A solução do problema anterior pode ser ob 
tida por estimação linear [l-3], através da 
utilização do filtro de Kalman para se esti 
mar o valor do 1 nc remento X • 

x = x + K(z - Hx) ( 4. 3) 

K = PHTR- 1 
( 4 . 4) 

p p - PH T (H P;liT + R)- 1HP (4.5) 

onde x e o valor estimado para o incremento; 
R e P são matrizes de covariâncias dos erros, 
como definidas nas Eqs. (3.2) e (3.4). 

Por outro lado, o fato do vetor aleatório, 

cL' ser independente do vetar aleatório, cM' 
e deste ultimo ter componentes não correlaci~ 
nadas, permite tratar o problema de uma outra 
forma, pela estimação de x como o estado de um 
processo de múltiplos estãgios, como indicado 
a seguir. 

- i+l 
X 

-i 
X . -I X x, lfl p ( 4. 6) 

Z; = h; X + CM i (4. 7) 

-i 
X = -i X + Ki(zi-hi x;> ( 4. 8) 
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( 4. 9) 

. T T T T onde 1 = 1 ,2, . . . , m; H = (h 1 : h 2 : ••• : h•) ; 

ZT = (Zt,Z2, ... , zm); c~= (cMl' cM2, . .. ,cMIII) ; 

R; = E(c~;); e, naturalmente, x111 = x, Pm = P, 
resultados idênticos aos das Eqs. (4 . 3) e 
( 4. 5). 

Vê-se, portanto, que a determinação do in 
cremento x ficou reduzida a uma estimação se 
quencial em que as componentes de z são pr~ 

cessadas uma a uma . Desta forma, a matriz a 
ser invertida, na Eq. (4.10), e de ordem um, 
evitando -se, assim, o problema de inversão e 
xistente para a solução na forma das Eqs . 
(4.3) a (4 . 5). 

Antes de se proceder a uma nova iteração e 
preciso fazer as verificações a seguir, para 

=1,2, . .. ,m . 

i) Se /M1(X)/ ~ sem passa-se diretamente 
ã verificação (iii); caso contrSrio, passa-se 
ã verificação seguinte. 

ii) Se /M.(X + x)/ ~ /Mi(X)/,então x = x 
"" , 

e procede-se a uma nova iteração, X novo sen 
do X + x; caso contrãrio diminui-se p e recal 
cula-se x. 

iii) Se /H;(X + x)/ ~sem e L(X+x)<L(X) 
passa-se ã verificação seguinte; caso contrã 
rio diminui-se p e recalcula - se x. 

iv) Se a verificação anterior for satis 
feita e 

a solução convergiu; caso contrãrio procede
se a uma nova iteração, com X novo. 

5. TESTE NUMERICO 
O critério adotado na escolha do exemplo n~ 

mêrico de aplicação do método foi o de testar 
o seu funcionamento e, ao fazê-lo,utilizarum 
exemplo simples, de modo a facilitar ao lei 
tor, interessado em se familiarizar com a me 
cãnica de funcionamento do procedimento, a re 
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produção dos resultados obtidos. O exemplo S! 
lecionado te• solução analltica e é encontra 
do. na literatura. resolvido por um método gr~ 
diente clissico . de pri11eira ordem [4] . As
sill, além da facilidade de verificação dos r! 
sultados , te•-se a possibilidade de avaliar o 
dese•penho do método proposto. por comparação 
a resultados obtidos de fo r ma independe nte e 
relativos a outro método , considerado bisico 
em procedi•entos numéricos de busca direta. 
para proble•as do tipo tratado. 

O exemplo testado foi o apresentado a se 
guir. 

Mini11izar : L(X) = -X 1 X2 (5.1) 

Sujeito a : M(X) • X~+ X~/4- 1 o (5.2) 

A solução numérica. apresentada na Tabela 
1, foi obti da com a utilização de uma calcul~ 

dora Sharp. tipo ELSI MATE EL-5805. Com os v~ 
lores escolhidos para os pa r âmetros de ajuste 
do procedi•ento e para a precisão de cãlculo 
adotada, a solução convergiu em 11 iterações. 
Pa ra efeito de verificação do s r es ultados apr! 
sentados , observe-se que a sol ução analítica 
do problua das Eqs. (5.1) e (5.2) é dada por 

Tab . 1 Resultados nu'!'éri'cos : em = 0,01, fl = 10 

Iteração p XI Xz M(X) L(X) 

o - 1,0000 0,00000 0,00000 0,00000 

1 0,5 1,0000 0.25000 0,01562 -0,25000 
2 0,5 0,97657 0,49338 0,01454 -0,48182 
3 0,5 0,94703 0.67004 0,00910 -0,63454 
4 0,5 0,90389 0,88729 0,01384 -o.ao2m 
5 0,5 0,87176 0,98762 0,00381 -0,86096 
6 0,7 0,80898 1,2020 0,01565 -0,97239 
7 0,7 0,73442 1,3999 0,02930 -1,0281 
8 0,7 0,59282 1,4018 0,15730 -0,83101 
9 0,35 0,69768 1,4356 0,00199 -1.0016 

10 0,1 0,69068 1,4473 0,00071 -0,99962 
11 0,05 0,69946 1,4375 0,00585 -1,0055 

A anãlise dos resultados •ostra que o meto 
do proposto te• boa s caracterTsticas de con 
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vergencia e que , para as condições de teste 
adotadas, e sensivelmente mais rãpido que a 
versão bãsica, de um mêtodo gradiente de pr! 
meira ordem, apresentada por Citron [4] , que. 
para a mesma prec isão de resultados, gastou 
22 iterações. 

6. CONCLUSOES 
O método proposto encontra·se. ainda. na 

fase de teste. A qualidade dos resultados j ã 
obtidos, nas aplicações efetuadas, justifica 
a divulgação para a extensão e aprofundamento 
de sua avaliação como ferramenta de cãlculo 
numérico, na ãrea de controle e otimização . 
Cumpre destacar a caracterTstica sequencial 
dos procedimentos de cãlculo envolvido s , que 
evita a necessidade de inversão de matrizes. 
Isto qualifica o método para a solução de pr~ 
blemas pelo emprego de minicomputadores e das 
modernas minica 1cu1 ado ra s program&veis. 
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APLICAÇÃO DAS FUNÇÕES 
DE COERÊNCIA AO PROBLEMA DA 
IDENTIFICAÇÃO DE FONTES DE VIBRAÇÃO 

JOSt ROBERTO DE F. ARRUDA 
OEPT9 DE TECNOLOGIA MECÂNICA, CT, UFPb 

S UMARI O 
A ~dnutenção p~editivd de mãquin~ nece4 4~ta de um co n heci~ento d~ ~onteA d~ vib~d

ção i nte~na4. Um nov o ~ito d o é p~op o4to pa~a dete~inaA 44 con~ibu~çõ~ de cada ~o~ 
te de e xcitação no4 pont o4 de ~edição , quando 04 4inal 4 Medido4 4ão p4Aci4LM~nt~ CO! 
~ente4 devido â4 ~n.t e~6 e~ênci~ . E4te método é v e~i~ieado nUMa 4~utaçio an4lógicd ~ 
num 4Ü.temd me canieo 4-l.mplu, pMa O C~O de dua-4 6on.tu de ~Xcitação. 

INTRODUÇAO 
A manutenção de miqufnas sempre preocupou 

utilizadores e construtores, mas s~me~te hi 
al guns anos começou-se a tentar realmente co
nhecer o futuro de uma mãquina, de maneira a 
evi t ar panes intempestivas e a reduzir as imo
bi li zações necessir fas i manutenção. Este pr~
blema vem se tornando cada vez mais importan
te, na medida em que aumtntam as exigências 
quan t o ao desempenho das míquinas (velocidades 
de rotação mais elevadas, esforços dinâmicos 
mais i mportantes, etc.) e, ao 111esmo tempo, al
meja-se uma economia sempre maior de materiais 
de construção mecânica. A importância do pro
blema levou a uma sofisticação das técnicas de 
•anu t enção, reforçando a necessidade de uma "'! 
nutenção do tfpo preditiva. 

Uma miquina emite numerosos sinais, sintom~ 
ti cos de seu funciona111ento (calor emitido, po
tência absorvi da, ruldos, vf brações, etc.) e o 
problema consiste em, a partir destes sinais, 
estabelecer um diagnóstico. 

Entre as informações fornecidas por uma mi
quina, as vibrações são de grande interesse 
po i s são di retamente ligadas aos movimentos da 
miqufna, sio localizãvefs e se transmitem rip~ 
damente 111. 

Para poder estabelecer u• diagnóstico, e 
importante poder identificar as principais 
fontes de excitação a partir das vibrações •e
didas por diversos transdutores . O .étodo •afs 
simples consiste em comparar, _sobre os espec
tro~ medi dos, as fréquinc ias nu qua h se pro
duzem os maiores nlvefs de vibração is frequê~ 
cias próprias dos elementos que co•pÕe• o sis
tema mecânico estudado (freq_uincias de engren~ 
mento, velocidades de rotação de eixos, etc.) . 

Este método, entretanto, não di bons resul
tados quando existe• virias fontes de excita
ção co111 mesma frequência ou quando as funções 
de resposta e• frequência entre as fontes e os 
pontos de medição torna• os espectros •uito 
confusos e de diflcil interpretação. 

Atualmente, as funções de coerência pode• 
resolver e11 parte o proble•a. A coerência par
cial, desenvolvida por BENOAT e PIEI60l 121. 
aperfe1çoada na sua apresentação por trfangul~ 
ri zação por DODIIi e Roa ON I li, apresentação 
que foi utilizada depois por BENDAT 14 1, per
mite que se obtenha as funções de resposta en
tre os pontos de •edição (•entradas•) e u• de
terminado ponto de interêsse c•salda•) apesar 
de haver u.ma coerência parcial entre as •entr~ 
das• . A coerência de contribuição per•fte esti 
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mar ,dentre as entradas parcialmente coeren -
tes, aquela que mais contribui i salda. 

Entretanto, o problema que consiste em ob
ter as contribuições de cada fonte de excita
ção num ponto de medição e que interessa mais 
particularmente ã manutenção preditiva, cont~ 
nua colocado. 

Desenvolveremos aqui um método que permite 
separar os espectros de amplitude medidos em 
seus principais espe ctros componentes (supos
tos estatisticamente independentes) de modo a 
permitir uma identificação mais fãcil das fo~ 
tes de e~citação. Este método jã foi objeto 
de publicação anterior 151 e apresenta11emos 
aqu~ novos resultados que vêem reforçar a va
lidade deste método. 

MEUS AlUAIS DE HANUTENÇ.B:O PREDITIVA 
Os diferentes meios e métodos utilizados 

atualmente na industria podem ser classifica
dos em três grandes grupos segundo a importãn 
c i a da mãquf na (em dimensões, em preço, em i~ 
terêsse estratégico na instalação, em segura~ 
ça) e segundo o que se quer saber de seu com 
portamento. 

Hetodo dos niveis de alarme. Este procedi
mento de contrôle permanente de uma máquina 
consiste em acompanhar a evolução do nfvel 
global de um movimento vibratõrio (deslocamen 

I -
to de um eixo em um mancal, vibração da carc~ 
ça, etc.). 

Quando um certo nivel pre-estabelecido é 
atingido, um alarme e acionado, podendo avi
sar o operador ou desligar automãticamente a 
mãquina. Este procedimento ê um dos mais sim
ples que se pode apli ca r, mas as informações 
que ele fornece são muito sucintas e colocam 
frequentemente o utilizador numa situação em
baraçosa. De fato, este não e um método de II I · 

anãlise e, se ele traz a vantagem de prevenir 
o utilizador para um funcionamento anormal da 
mãquina, ele não permite , por si sõ, que se 
estabeleça um diagnóstico que permitirã uma 
decisão. 

Hêtodo por trajetografia lissajous. Lembre 
mos s eu princip io : 
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Dois sinais de desloca•ento fornecidos por 
transdutores se• contato, fixados no mancal a 
909 um do outro, permitem que se reconstitua, 
no plano, o movimento relativo eixo/mancal. 
Os transdutores utilizados são geralmente do 
tipo a correntes de Foucaul t (Eddy Probes) , e 
medem a distância relativa e1xo/manca1. A re
composição em x-y dos sinais num osciloscõpio 
em figuras de Lissajous e chamada Õrbita ou 
trajetõria. 

Se o princípio é simples, a obtenção e in
terpretação de uma trajetõrfa Lissajous apre
senta vãrios problemas ligados a fenômenos p~ 

rasitas, agrupados sob o nome de "run-out", e 
também ao fato de que o movimento observado é 
um movimento relativo, que pode esconder um 
grande movimento em fase do conjunto eixo/ma~ 
cal. Existem hoje equipamentos eletrõnicos p~ 
ra a eliminação do "run-out" mas seus altos 
custos dificultam sua aplicação mais general~ 
zada na industria ! 

Método da anãlise espectral. A utilização 
da análise espectral defronta-se principalme~ 
te com o problema da complexidade dos espec
tros na presença de virias fontes de excita
ção e complexas funções de resposta. Os espec 

' -tros obtidos se tornam confusos demais para 
serem interpretados. Isto nos conduziu a de
senvolver um método destinado a aumentar as 
possibilidades da análise espectral na manu
tenção preditiva de mãquinas. 

S IS TEM.IG A MOL TIPL.AS ENTRADAS 
Consideremos um sistema a duas fontes de 

excitação , figura 1, onde os pontos de medi
ção 1 e 2 são as "entradas" parcialmente coe
rentes entre elas devido ãs interferências, e 
o ponto 3 ê a•saida" . Este problema é tratado 
em toda sua generalidade, para n "entradas", 
por BENDAT ! 41. 

As duas fontes de excitação, S 1 e S 2 , são 
estathticamente independentes; X!(f) e X2 (f) 

são os espectros das "entradas" 1 e 2. As 
A •. (f) são as funções de resposta em frequên-

' J cia entre as fontes de excitação i e os pon-
tos de medição 1 , As fi i (f) são as funções de 
respcnta entre as "entradas• i e um ponto de 
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medição de interêsse, "saTdan, 3; Y (f) é o es 
pectro da "salda". 

51 

Fig. 1 Sistema a duas fontes de excitação, 
dois pontos de medição com interferê~ 
c ia (entradas) e uma salda . 

Funções de resposta em freguênch. Sabemos 
que, pa r a um sistema linear, as relações en
tre as entradas e a saTda podem ser represen
tadas por uma função da frequência que chama
mos função de resposta em frequência. 

Para sistemas não- lineares, a função de 
resposta que se pode obter por excitação do 
tipo aleatõr ia ê a melhor aproximação linear 
da verdadeira relação pelo critério dos mini

mos quadrados 121. 
Se as entradas são incoerentes entre elas, 

as funções de resposta podem ser definidas c~ 
mo a razão entre o inte~spectro entrada/salda 
(Giy (f)) e o autoe&petttro da entrada, (Gxx {f)) 

onde 

G iy (f) 

Gx >< (f) 

2 
; ( y t j •( f) =O , i I j) 

G.y(f) =G (f) e x.="entrada" i. 
I "\ y I 

( importante obter sempre uma função de c~ 
erência para cada função de resposta, pois 
nas frequências em que a coerência entrada/sa 
ida é nula não faz sentido calcular uma fun
ção de resposta . 

Se as entradas \ são parcialmente coeren
tes entre elas, a teoria da coerência parcial 
permite ainda o cãlculo das funções de respo~ 
ta através do conceito de espectro residual 
14,6 1. Para o sistema da figura 1 podemos , 
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portanto, determinar li 1 (f) e H 2 (f) apesar de 
x!(t) e x2 (t) serem parcialmente coerentes dt;. 
vido ãs interferências. 

Interespectros e autoe~~~~~~· Rigorosa
mente, é impossfvel obter-se experimentalmen
te um interespectro ou um autoespectro, pois, 
por definição , seria necessário um tempo de 
aquisição do sinal temporal infinito . Lembra
mos a definição de autoespectro (i=j) e inter 
espectro (ilj) de dois sinais temporais xi(t) 
e x. ( t) 

J 

G . . ( f) = li m ?_ E { X: ( f) X • ( f) } 
~, r-- T I ' 

sendo X. (f) .. ,!. (t) e-jZ1rftdt. 
I I 

o 
onde j=r-f, E é a esperança matemática e * de 
nota o conju~ado de um complexo . 

A estimação que se pode fazer de um espec

tro é 121 : 
N 

G .. (f)= !._ L X. (f,T) X. (f,T) 
I J N T I( =0 \I( J K 

Onde N é o numero de amostras de duração T do 
sinal analisado. 

~ Funções de coer~~!~· No caso de sistemas 
de 1 entrada/saida, ou quando as entradas são 
completamente incoerentes, ê a função de coe
rência ordinária que estabelece a relação de 
causa/efeito linear~no critério dos minimos 
quadrados. x(t) sendo a entrada e y(t) a sai
da, po.demos escrever : 

2 

2 
IGxy(f)l 

y {f) = ------
xy G (f) G (f) 

XX yy 
2 

Pode-se demonstrar que O < y (f) < 1 . - xy 
Para o sistema da figura 1~ se as entr adas 

x1 (t) e x2 (t) fossem compl etamente incoeren
tes (A .. =O para tlj), as funções de coerência 

\ J 2 2 
ordinária, y

1
y(f) e y

2
y(f), traduziriam as 

frações da potência total medida na saída de
vido a x1 (t) e x2 (t) e passando por li 1 (f) e 
H 2 (f) respectivamente. No caso em que x1 (t) e 
x2 (t) são parcialmente coerentes isto não é 

mais verdade. 
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1 
( IH 12 IY 12 + IH 12 1 z 12) G • - E {X* X } " 

1 1 1 1 1 .. 
T T 

1 
G • - E {X* X }= ( IH 12 IV 12+ IH 12 I z 12) 22 2 2 2 s 

T T 

G = - E {X* X }a - Oi *li IY I 2 #I *H I z 12) 
12 1 2 1 'l .. s 

T T 

pois, Y e Z sendo completamente incoerentes , 
temos : E (Y * Z} = E { Z* Y } " O. 

A c oerência ordinãrta entre os pontos 1 e 
2 tem por e xpressão : 

I G 12 

12 

G G 
1 1 2 2 

S ubsti tu indo os valores de G 11• G22, G 12 na 
expressão da coerência, e ainda com : 

Zt ili'A 
A = -=IA I e 

Z 2 i 1/1 B 
B=-"'lfle 

y I y 2 

podemos obter : 

l+IAI 2
1 BI 2+2IAII Bicos (l/IA-"'~ 

y2 "' - · 12 l+IAI 2 +IBI 2+1AI 2 IEI 2 

Como os sina is analisados são aleatórios 

(1) 

(e quando os va tores dos' â ngulos de fase são 

tomados nos intervalos I0°,1B0°1, l- 180°,0°1) 
seus espectros de fase tendem em média a zero 
para um númer o de aquisiçõ.es suficientemente 
grande . Notando com um alen t o circunflexo os 
valores reais medidos, ·temos 

- -
y { = IY { I ; z { = I z { I ; X i .. I X I I 

Sendo, por hipótese, as contribuições de 

cada fonte em cada ponto de medi da i, Y i e Zi, 

completamente incoerentes, a de"fasagem entre 

estas contribuições, l/IA e "'e· também são ale~ 
tõrios (tomamos .pA-wB aleatõrio, hipótese que 
se mostrou satisfatória na aplicação do meto
do, como veremos a seguir. Uma discussão mais 

aprofundada sobre o valor de "'A-wB deverã ser 
objeto de uma · próxima publicação) . Temos en

tão que o termo 2 I AIIBicos(wA-w~ pode ser 
visto como a projeção de um vetar de mõdulo 
2 IAI I Bl sobre um eixo com o qual ele faz um 
ângulo de ljiA-wE aleatório. Para um numero su-
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fic1entemente grande de aqutstções este termo 
tende então a zero. 

A equação (1) se torna, co111 A•A e B• B : 

-2 
y12 

+ A2 82 

(2) 

Com C Z3 /Y 3 e procedendo anãlogamente P! 
r a obter :y2 e :Y 2 , chegamos a um sistema a 

13 2 3 -
tres equaçoes e tres incognitas : 

-t.+A2 B2-y2 ( l+A 2+ fl2+A2 B2) •O 
12 

-l+B2C2 -y2 (l+B2-rC2+B2C2) •O 
23 

-
l+A2C2-y2 (1+A2+C2+A 2C2) =0 

1 3 

( 3) 

(4) 

(5) 

De J4) e (5) podemos determ1 na r A em função 
de B e introduzir em (3) para obter 

onde 
a 82 . + b F + c = o 

a=c=1+ 2y2 :y2 -(y2 +y2 +y2) 
12 23 12 23 13 

b=2 (2y2 y2 -y2 - y2 +y2 ) 
122312 2313 

(6) 

Se (b/2a)2:;:t temos duas soluções r~a1s para a 
equa..ção (6) _e pode-se mostrar que B sendo uma 
solução, 1/B serã a outra . 

Então, apl i cando as equações (6), (3) e (4) 

par! cada_frequêEcfa f determinam-se as curvas 
de A(f), B(f) _e C(!), a partir das quais pod~ 

-se calcular y i e zi pois 

z (f) z (f) 
I 2 

y (f) 
1 

e: 

A(f} -- = 

y (f) 
2 

- - -

B (f} 

z (f) 
3 --- . 

y (f) 
3 

I X • I 2 = IV . I 2 + I z . I 2 + 2 I y . I I z • I c o 511> • 
\ l I \ \ \ 

c (f) 

onde wi""'A se i=l; "'i"lllp se \=2 ; wi""'c se í=3 

Os w sendo aleatórios , temos : 

v~ (f) + z~ (f) = x~ (f) 
\ \ \ 

(7) 

Este desenvolvimento para um sistema a 
duas fontes de excitação pode ser generaliza~ 
do para um sistema a N fontes onde o nümero 
de incógnitas por ponto de medição e N-1 e 
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Podemos definir a função de coerência par
cial para o sistema da figura 1, seja por 
exemplo y2Y (f) como a coerência entre x 1 (t) 

l • 2 
e y(t} quando a parte coerente com x2 (t) foi 
eliminada de x 1 (t) e de y (t) : 

IG (f)l 2 

y2 (f ) " ___ 11.~-----
1 Y • 2 G ( f) G ( f) 

11·2 YY· 2 

onde G (f) : r G (f) 
1Y • 2 1Y 

G (f) 
- _u:_ G (f) 

G (f) 12 
22 

G (f) = G (f) 
1 1 • 2 I I 

(1-y 2 (f)) 
12 

Gyy. 
2 

(f) • Gyy (f) (l - y 2 (f)) 
2Y 

conforme a referência 141. 
A coerência parcial assim definida não tra

duz a contribuição de cada entrada i saída. 
Ela serve para validar a função de resposta 
:H (f) que se pode obter, podendo indicar a 

I -contribuiçao · de cada entrada apenas no caso em 
que existe um ruído substancial na medida da 
sarda . 

A partir da definição da coerência parcial 
podemos construir o que chamaremos coerên cia 
de contribuição, que notaremos 't· (f). Ela é 

- J calculada a partir da coerencia parcial de tal 
maneira que, para o siste.ma da figura 1 , ter-e
mos : 

T 2 ( f) " y 2 ( f) { 1 - y 2 ( f) } 
2 Y 2 Y · I 1Y 

'!y<~ traduz a parte da potência na saída 

devida a x (t) mais a parte de x (t) coerente 
I 2 

com x (t) . 
I 

,2 (f) traduz a parte da saída devida a 
2Y 

x2 ( t) de onde fo i ret i rado tudo o que era coe-
rente com x1 (t). A coerência de contribuição 
permite, em alguns casos, uma estimação da en
trada que m~is contribui i saída. 

Continua colocado o problema que consiste 
em determina r quais as con tribuições de S 1 e 
S 2 da figura 1 na salda. 

Para re so lver este problema, nõs o formula
remos de maneira mais adequada, onde o ponto 3 
não é ma i s visto como salda , mas como um ter-
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ceiro ponto de medição, x3 (t) (figura 2). 

OETERMlHAÇAO OA COHTRIBUIC~O DE CADA FOHTE 
Quando se fazem medições de sinais vibratõ

rios em vãrios pontos de um sistema mecânico 
complexo com vãrias fontes de vibração inter
nas, estes sinais serão parcialme nte coerentes 
entre eles devido is interferências. Cada 
transdutor medirã um sinal que é a soma das 
contribuições de ca da fonte no ponto onde é 
montado. 

Vejamos o caso mais simples, onde o siste~a 
estudado possui apenas duas fontes de excita
ção estatlst1camente independentes, ou seja, 
completamente incoerentes. A figura 2 esquema
tiza um tal sistema. Y (~ e Z (~ são os espec
tros das duas fontes; XI (f). x2 (f) e x3 (f) são 
os espe ct ros dos tres pontos de medição e as 
:Ht(f) as funções de resposta em frequência 
que ligam as fonte s aos pontos de medição. 

z--.--~ 

y_i---====--~ 

Fig. 2 Siste ma com duas fonte s de excitação e 
tres pontos de medição com interferên
ci a. 

o método desenvolvido aqui se inspira no me 
todo utilizado por OlUNG, CROCKER e HAMILTON 
171 para eliminar o rufdo na medição e que co~ 
siste em estabelecer uma relação entre os quo
cientes das contribuições de cada fonte nos 
pontos de medição e a coerência ordinãria en
tre estes pontos . 

No desenvolvimento matemãtico que segue , 
simplificaremos a notação utilizada, omitindo 
a dependência em relação ã frequência de modo 
a simplificar as expressões. 

Para o sistema da figura 2 temos que : 
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são necessários 2N-1 ponto~ de medição para 
se chegar a um sistema com igual nümero de 
equações e incógnitas : 2N2 -3N+l. 

VERIFICAÇ~O EXPERIMENTAL 
Para verificar o método que acabamos de ex

por, necessitãvamos de uma experiência simples 
e na qual pudêssemos controlar todos os parâ
~etros. Uma simulação analógica de um sistema 
.como aquele esquematizado na figura 2 permitiu 
que testássemos a validade do método, com os 
mesmos equipamentos eletrõnicos de análise us~ 
dos em experiências com sistemas mecânicos re
ais (gerador de ruido, analisador de frequên
cias, etc.) . 

Um esquema do circuito utilizado ê mostrado 
na figura 3. As fontes de excitação são dois 
geradores de ruldo, por construção completame~ 
te incoerentes, e as funções de resposta em 
frequência são construidas com circuitos line
ares ressonantes de segunda ordem , que têm por 
expressão : 

s (f) 
H (f) = 

E (f) 

l /j 2Tr f 

ondeS(f) e o espectro da salda, E(f) o da en
trada, fn a frequência natural não-amortecida 
e f a frequência de excitação. 

b ' r, . • X 
rr=~H:t 1 

1!\~Hz -
b_~ 

rr=77À -
I )\,H'~ 

Fig. 3 'i imulação analógica de um sistema a 
duas fontes de excitação e tres pontos 
de medição com interferência. 

Foram registrados os sinais x 1 (t) , x2 (t) e 
x 3 (t) dos tres pontos de medição em fi ta magn~ 
tica com um gravador de vãrios canais em modu
lação de frequência. Em seguida, estes sinais 
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gravados foram analisados com um sistema de 
análise constituído de um analisador de fre -
quênc1as (digital usando o algoritmo da Trans
formada de Fourier Rãpida) de dois canais li
gado a um mini-computador e a um plotter num~ 
rico. 

A anãlise foi feita com média geométrica 
das aquisições (RM>)' , sem uso de "trigger" 
(FREE RUN) com janela de ponderação de H AHNING 
e com um "ZOOM" IBI na gama de frequências de 
interêsse para aumentar a resolução em frequê~ 
cia. As curvas são obtidas, com o analisador 
utilizado, com 128 pontos em frequ~ncia~ 

Um programa simples calcula os Y 1 e Zr pe-
1 as equações (6) , (3) , (4) e (7) a parti r dos 
espe ct ros e funções de coerência cujas leitu
ras são feitas diretamente por uma interface 
que liga o mini-computador ao analisador. Os 
resultados obtidos são most rados na f iqu ra 4. 

H mV 

o~~~~~~~~~~ 
40 f(Hz) 50 60 

• 40 mV 

50 70 &o f(Hz) 

'O mV 

95"1. conf. 

50 60 70 
Fig. 4 Separação dos espectros dos sinais em 

cada ponto de medição do sistema da 
figura 3 em contribuições de cada fon
te de excitação. 
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As curva$ em pontilhado sio ~s limit~s de 
confiança a 95% dos valores de Y 1 (f) e Zi (f) 
aos quais tinhamos acesso nesta experiência , 
fazendo -se a hipótese de uma distribuição no~ 
mal dos sinais aleatórios e tomando o valor 
do êrro normalizado c=l//q, sendo q o numero 
de aquisições 191. A curva em traço cheio dã 
o resultado da aplicação do mêtodo . 

Verificamos ainda o mêtodo num sistema me
cânico simples, mostrado na figura 5. Os dois 
excitadores eletrodinâmicos E1 e E2 , excita
dos por dois geradores de rufdo G1 e G2 , são 
as duas fontes de excitação . As funçÕes de 
resposta que ligam as fontes aos pontos de m~ 
diç~o são as funções de resposta em frequên -
cia de uma viga de aço encastrada em uma mas
sa M, por sua vez montada em suporte flexivel 
de maneira a permitir a passagem de energia 
de um lado ao outro da viga. Nas extremidades 
das duas vigas em balanço assim formadas foi 
adicionado amortecimento de modo a construir 
funções de resposta menos "pontiagudas". 

Fig. 5 Esquema do sistema mecânico com duas 
fontes de excitação utilizado. 

OsY\(f) e Z1 (f) obtido! pel~ aplicação do 
mêtodo são comparados aos Y 

1 
e Zi medidos fa

zendo funcionar cada excitador eletrodinâmico 
separadam~nte Jfigura 6). Em pontilhado tra
çamos os Y i e z1 medi dos com i nterya 1 o de con 
fiança de 95% e em traço cheio os Y i e Zi ob
tidos pela aplicação do método. 

Pode-se observar, nos dois exemplos trata
dos, uma boa coincidência entre os valores 
das contribuições medidos e obtidos atravês 
da aplicação do mêtodo aqui exposto. 
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16 mV 

16 mV 

Fig. 6 Separação dos espectros dos sinais em 
'\ 

cada ponto de medição do sistema da 
figura 5 em contribuições de cada fo~ 
te de excitação. 

Chamamos a atenção para o fato de que este 
mêtodo permite a obtenção das contribuições de 
fontes de vibração estatisticamente independe~ 
tes para cada frequência f. Para ligar os pon
tos obtidos, e , assim, construir os espectros 
das contribuições ê necessãrio um certo conhe· 
cimento sobre o sistema estudado. Por exemplo, 
sabendo-se que em um dos pontos de medição a 
contribuição de uma das fontes é sempre supe
rior ã da outra, toma-se este ponto de medição 
como ponto 2 e calc~la-se sempre a solução da 
equação (6) que dã B>l. Maiores explicações 
sobre este problema são dadas na ref. 1·101. 

CONCLL6 nES 
Para uma manutenção do tipo preditivo de 

uma mãquína ê necessãrio que se possa estabe-
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lecer um diagnóstico de seu comportamento , 
sendo a anilfse v1bratõria uma das ferramentas 
mais poderosas para este fim. Num diagnóstico 
por anãlise de vibrações e f•portante poder 
identificar as fontes de excitação da mãqu1na 
estuda da. 

O método aqui esposto permfte que se sfmpl~ 
fique os espectros de vibração medidos separa~ 

do-os em espectros de contribuição de cada fo~ 
te de excitação. Os espectros mais ' simples as
sim obtidos devem permitir uma identificação 
mafs ficil e ripida das fontes num problema 
complexo onde i impossTvel fazer funcionar ca
da fonte separadamente. 

Porem, como todo método de anãlise vibratõ- . 
ria , este método deve ser aplicado com precau
ção e necessita um certo conhecimento sobre o 
sistema analisado e uma sõlida formação em tr! 
tamento do sinal da pessoa encarregada da sua 
implantação na manutenção de um determinado 
equipamento. Trata-se de uma ferramenta a ser 
utilizada quando jã existe um sistema de manu 
tenção preditiva por ani1ise espectral implan 
tado e se dispõe de meios de anilise modernos, 
sendo necessãrios i sua impla ntação um mini
-computador, um analisador de espect ros de 
dois canais e um plotter numérico. 

Este método fo i desenvolvido dentro do qua
dro da manutenção preditiva de mãquinas, mas 
sua aplicação é possTvel e~ qualquer outro ca~ 
po da ciência que envolv! problemas de identi
ficação de sistemas com sinais aleatórios . 
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FENOMENOS CONCORRENTES 
COM A DEFORMAÇÃO PLÁSTICA DURANTE 
A RELAXAÇÃO DE TENSÕES (PARTE I) 

PAULO EMILIO VALADAO DE MIRANDA 
SERGIO NEVES MONTEIRO 
PROGRAMA DE ENGENHARIA META LÚRGICA E DE MATERIAIS COPPE/UFRJ 

SUM~RlO 
A.nal.ü o u-4 e o compoJttarrte.n.to do t:..i..tô.ni..o - a comeltci..alrrte. nt:.e pu.Jto, 4 ubme.t:..ido 4 ..te.lal:a
ção de. t:.e.n4Õt4 a di..6t..tent:.t4 te.mpe.Jtat:.u..ta4. Ob4t..tvou-4e. que. e.xi..4te.m out:.Jto4 6e.nômeno4 
conco..t..tent:.e4 com a de.6o..tmação plã4t:.i..ca que. 41!. mani..6e.4tg duJtant:.e. a ..te.laxação. Ve. am 
bi..e.nt:.e. a 400°C OCO..t..tt e.nve.lhe.ci..rrte.nto e e.nt:.Jt.e. 500 e 600 C OCOJI.JI.e. Jte.cu.peltação. Em am 
bo4 04 ca404 a c.inêt:..ica e.4pe.ltada de. lte.laxação de .te.n4Õe.4 ê 4i..gni..6i..cati..vame.nte. alt:.e.7 
Jtada. E4.tudou·4e. também o e6e.i..to do equi..pamento de .tu.te no4 lte.4ultado4 da amo4tlta. 
tendo 4.ido velti..6i..cado que a lti..pi..de.z e a ..telaxação da mãqui..na exeJtcem 6oltte i..n6luên
ci..a 40b11.e o compo~a.rrtent:.o do conjunto amo4tJI.a-mãqui..na. 

INTRODUÇAO 
Na maioria dos t estes que visam o estudo 

das caracterTsticas do escoame nto do mate ria l, 
a amostra é solici t ada de fo r ma a ap resentar 
grandes niveis de deformação plãstica , o que em 
muitos casos é desejivel, como para prever o 
compo r tamento de materiais a serem conformados. 
Entretanto, as variações estruturais que ocor
rem durante o escoamento plãstico em la r ga es
cala tornam as anãlises dos mecanismos co ntro
ladores muito dificultadas, devido ao seu ele
vado grau de complexidade, especialmente em 
presença de fenômenos concorrentes. Surgiu,en 
tão, a necessidade de um e~;~saio mecânico que: 
com um nivel reduzido de • deformação plãstica 
na amostra, possibilitas~e a avaliação do com
portamento do escoamento plãstico, registrando 
em um único experimento uma ampla variação da 
taxa de deformação e da tensão aplicada. 

Em 1904 Trouton e Rankine [1] realizaram um 
teste em que a deformação total da amostra era 
mantida constante , apôs esta ter sido prê-soli 
citada mecânicamente atê um certo nivel de teõ 
são. A partir deste ponto registraram conti7 
nuamente o decréscimo espontâneo que a carga 
aplicada apresentava ao longo do tempo.Este en 
saio foi poste r iormente denominado~laxação de 
tensões. Nos sôlidos c r is tal inos , tais como 
os metais e suas ligas, a relaxação de tensões 
( RT ) se manifesta dev ido a possibílidade que es 
tes materiais apresentam de es coarem plãstica~ 
mente. Assim, a conversão continua de energ ia 
de deformação elãstica armazenada na rede cris 
talina em energia de deformação plãstica permT 
te que a força aplicada decresça com o temeo: 
embora a deformação total (elãstica mais plas
tica) seja sempre mantida constante. Estes as 
pectos podem se r melhor co mpreend i dos através 
da representação esquemãtica mostrada na figu
ra 1. Esta figura apresenta um grãfico de ten 
são versus deformação atê o ponto O marcado nõ 

eixo das abci~sas e, dai em diante, tensão ver 
sus tempo. Ao atingir o eonto O, a amost r a es 
tarã s~bmetida a uma _tensao a

0
, a qual corres~ 

pondera uma defo r maçao total ET· Esta, por s ua 
vez, ê comeosta por uma componente plâstica,EpO• 
e outra elastica, t eo • desprezando-se uma pos 
sivel componente anelãstica. No tempo t1, a 
amostra estarã submetida a uma tensão o1 (me
nor que o0 ) e sua deformação plãstica terã si
do ac~escida de uma quantidade tp (despreza ndo 
se outras perdas). Is to, ãs expensas de umã 
redução equivalente na deformação elãstica ini 
cialmente introduzida (te0 ). Apôs , um tempo in 
finito o material poderã tender a um nivel rr 
recuperável de tensão denominada tensão inter~ 
na, o;. Existe , entretanto, muita controversia 
quanto a caracterização desta te nsão remanesce n 
te f2l. A influência de variãveis externas nã 
cinetica da RT estã bem estabelecida. Em geral , 
para materiais puros , um aumento na temperatu
ra de teste, na _erê-defor111ação plástica ou na 
t~x~ de deformaçao utilizada na solicitação m~ 
can1ca que antecede a RT acarreta um acrescimo 
na taxa de re 1 axação (3]. 

Recentemente , um grande número de trabalhos 
tem suroido na literatura cientTfica sobre a 
relaxa ção de tensões. Estes trabalhos tem se 
caracter izado por concen trarem seus estudos em 
materiais especificas e condições restritas de 
ensa io. Como exemplo, o titânio tem sido um 
dos materiais mais amp lamente utilizados para 
tal fim r3- 17]. Porém, geralmente, os ensaios 
são realhados ã temperatura ambiente [4-8,10-
12, 14-17] . Isto se deve, possivelme nte,a ex
trema sensibilidade do registro de cargas nes
te tipo de teste a vari~ções na temperatura [2] . 

Tecnologicamente, o fenômeno de RT se man1, 
festa em diversas situações prãt1cas. Entre es 
tas, citam-se as montagens sob pressão e estrü 
turas complexas, especialmente a temperaturas 
elevadas , como em acoplamentos elêtricos e pa-
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rafusos apertados entre flanges rigidas. Os re 
sultados obtidos através da RT podem também ser 
utilizados como informações adicionais no de 
senvolvimento de tratamentos térmicos de all
vi o de tensões apõs operações de fabricação por 
soldage m, forjamento , trabalho a frio e usina
gero, alem de, eossivelmente 118 , 191, auxiliar 
na interpretaçao de dados sobre fluencia de ma 
neira mais rãpida. Este trabalho tem como ob~ 
jetivo analisar o comportamento do titânio - o 
comerci almente puro submetido a relaxação de ten 
sões a diferentes temperaturas, visando, espe7 
cialmente, a identificação de fenômenos concor 
rentes com a deformação plãstica durante o te! 

te. 

TECNICAS EXPERIMENTAIS 
Utilizou-se neste trabalho titânio- o co

mercialmente puro de fabricação nacional, con
tendo elevados teores de elementos intersti
ciais, conforme mostra a Tabela I 

Os corpos de prova cilíndricos, cujas dimen 
sões estão apresentadas na figura 2, foram re: 
cozidos por duas horas a 7oooc , apõs terem si
do encapsulados ã vãcuo em tubo de quartzo. Es 
te tratamento resultou em um tamanho de grãõ 
médio de 19 um . medido pelo método das interse 
ções 1 i neares. As amostras foram retiradas 1 on-= 
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gitudinalmente ã direção de laminação,apõs for 
jamento e laminação ã quente. Os ensaios de RT 
foram realizados em mãquina INSTRON Modelo 1125, 
com taxa de deformação nominal em tração de 3, 8 
X l0-5 s-1 0 ãs temperaturas ambiente, 100,200, 
300, 400, 500 e 6000C. Ao todo, foram conduzi 
dos mais de 200 testes de RT. O que se apre:
senta neste trabalho e uma pequena amostragem 
representativa dos resultados obtidos. Os en
saios foram conduzidos ã vãcuo (sob pressão de 
aproximadamente lo-4 Pa) e com variação de tem 
peratura inferior a 1,56c em cada relaxação-:-

Tabela I - Composição Quimica do Material Uti-
lizado 

~o I c H o N Ti 
L 

Composição 200 54/92 1360 100 restantE Nominal 
Matenal 1610 152 1539 320 restantE Utilizado 

Em muitos casos esta variação não ultrapassou 
! O,soc. Este controle, porem, e muito criti
co , requerendo especial atenção na operação do 
controlador do forno tubular da mãquina Instron. 
Alem da utilização do termopar posicionado prõ 
ximo ao corpo de prova, as variações na tempe~ 
ratura podem ser imediatamente identificadas por 
pequenas oscilações no registro da carga , obti 
do com s upressão de zero, com precisão de 5 N-:
Em alguns casos achou-se mais conve niente ana
lisa r os resultados da RT através da definição 
de uma grandeza admensional expressa em percen 
tagens, a fração relaxada (FR),dada por: -

Po - P 
FR X 1 00 ( 1 ) 

Po 
onde P0 e a carga de inicio de relaxarão e P a 
carga em qualquer tempo. A forma de · obtenção 
da taxa de deformação plãstica estã descrita 
na Parte II deste traba 1 ho. 

Realizaram-se ensaios ~petitivos de RT a 
todas as temperaturas, a partir da mesma carga 
inicial, com o intuito áe identificar mudanças 
de comportamento de um cic lo para outro. A fi 
gura 3 mostra esquematicamente a forma pela 
qual estes testes ciclicos foram conduztdos.Pa 
ra avaliar a infl uencia da relaxação do siste~ 
ma deformante (denominada doravante "relaxação 
da mãquina, RM"), utilizou-se o método descri
t~ em publicações anteriores 115,20,211. Este 
metodo consiste , basicamente em substituir o 
corpo de prova por um elemento de elevada rigi 
dez, submetendo-o a test~s de RT em condiçõei 
idênticas aos da amostra. Embora não tenha si 
do o intuito deste trabalho apresentar comenta 
rios aprofundados sobre as influências da elai 
ticidade do sistema deformante e da anelasticT 
dade sobre os resultados de relaxação vale a 
pena ressaltar a sua importância. Isto e par
ticularmente relevante quando se desejam calcu 
lar propriedades intrinsicas dos materiais. -

RESULTADOS 
A RT e um fenômeno passivel de ocorrer tam

bém no regime elãstico da solicitação mecânica 
de um material , embora a uma taxa inferior da
quela no regime plâstico 1221. O corpo de pr~ 
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va e conectado em série com garras de ligação 
ao equipamento de teste. Embora estas garras 
e a estrutura de sustentação do equipamento se 
jam construídos de materiais rigidos ,estes tam 
bem se deformam elasticamente durante o teste-:-

FIG. 2 

~ -·~~fi 
• I I i • 

' 5010 I 

Cotos: mm 

- Dimensões dos corpos de 
tltonio utilizados nos, testes 
çõo de tensões 

provo 
de 

de 
reloxo -

Isto faz com que a mãquina possa alterar os re 
sultados da amostra por dois motivos: 1 - devT 
do a influência da sua elasticidade (como fun:
ção da sua rigidez) e 2 - devido a sua relaxa
ção. Somente numa mãquina de rigidez infinita 
e que se pode garantir a realização de um en
saio de RT em que a deformação total (elãstíca 
mais \)lãstica) seja mantida sempre constante. 
Este , no entanto, não é o caso quando se ut ili 
zam mãquinas a parafuso . A condição de rigi~ 
dez infinita i apenas aeroximadamente simulada 
nas mâquinas servo- hidraulicas, capazes de com 
pensar o movimento do seu travessão mõvel du~ 
rante a RT, imposto por sua constricção elãsti 
ca 123 ,24 1. Trouton e Rankine 111 e Boyd 1221 
utiliiara~ em seus testes de RT máqui
nas especialmente construidas para este fim. 
Estes equipamentos mantinham a deformação to
tal variando em um intervalo pequeno, reduzin
do a carga periodicamente para compensar o acres 
cimo na deformação. A figura 4 mostra, esque:
maticamente, em um grãfico de tensão versus de 
formação total, o esquema da realização destei 
testes. Pode-se, ali , comparar a relaxação 
ideal com uma aproximação através de um proces 
so de fluência oscilante. Nesta figura Ct re 
presenta a variação total de deformação duran7 
te a RT. 

A figura 5 mostra que ã temperatura ambien
te os efeitos da relaxação da mãquina tornam-se 
desprezíveis apôs o 2Q ciclo de RT. Isto, po
rem, não ocorre a uma temperatura mais elevada. 
Apenas apôs o 4Q ciclo de RT ã soooc a RM redu 
ziu-se a níveis que podem ser considerados dei 
preziveis (figura 6). Uma visão global sobre 
o efeito da temperatura de teste (entre ambien 
te e 6000C) na relaxa~ão cíclica do titânio pÕ 
de ser obtida pela analise dos grãficos da fi 7 
gura 7. Nota-se a tendência esperada do aumen 
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CICLOS OE RELAXAÇÃO 
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to 

FIG. 3 - Representação esquemotico de ensaios 
repetitivos de relaxação o partir da 
mesmo coroo inicial 

to na taxa de relaxação com o ac réscimo na tem 
peratura, exceto a 300 e 4000C. Isto sugere 
que outros fenômenos podem estar alterando o 
comportamento do materiai durante a RT naquele 
i nterva 1 o de temperaturas. A figura 8 mostra a 
sequencia de ensaios réalizados com cada amos
tra ãs temperaturas ambiente, 4oooc e 6oooc.os 
traços em linhas continuas referem-se a gráfi
cos de tensão verdadeira versus deformaçao ver 
dadeira, os pontilhados indicam os ciclos de 
relaxação (tensão verdadeira versus tempo) e 
uma linha interrompida significa descarregamen 
to to ta 1. Em a 1 guma s das curvas de traçao ã 
temperatura ambiente foram inseridas ampliações, 
com o intuito de indicar a existencia ou· não 
de escoamentos descontínuos. Estes escoamen
tos descontinuas apôs uma sequencia de relaxa
ção tornam-se bastante efetfvos ã 40QOC. A es 
ta temperatura observa-se também um aumento nã 
taxa de encruamento e no nivel de resistência 
da curva tensão-deformação apôs os ciclos de 
RT . A 6oooc, porém, hã apenas escoamentos sua 
ves, e as curvas ~e tra~ão.de ciclos_de RT su~ 
sequentes se mantem a n1ve1s de tensao igual ou 
inferior ãs anteriores. Isto, a despeito do 
grande acrésc imo em deformação plástica, causa 
do não sô pela RT como pelos trac ionamentos en 
tre c i c los de RT, como pode ser observado. 
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Torna-se importante ressaltar novamente que 
dois efeitos distintos, embora relacionados,de 
vem ser considerados na análise da influência
da máquina. Estes são: a elasticidade e a re
laxação do sistema de aplicação de cargas. 
Para esta análise, deve-se estudar também o 
comportamento de dois tipos de máquinas muito 
utilizadas para a realização de testes mecâni
cos. Uma delas é uma máquina acionada mecâni
camente,movida a parafuso, e que possui uma ri 
gi dez da ordem de 106 N/m 123,241, v a ri ando de 
acordo com a amostra e seu sistema de fixação 
ao equipamento. A outra , uma mãguina que tra
balha com acionamento servo-hidraulico, ao in
vés de mecânico, e possui um sistema de compen 
sação do movimento do seu travessão mõvel, que 
simula uma rigidez aproximadamente infinital23, 
24, 26 1. Assim, a elasticidade de uma máquina, 
que e função da sua ri9idez, influenciarã dire 
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tamente na obtenção ou não de um teste de rela 
xação ideal conforme definido na figura 4. Is 
to implica que quanto mais rTgido o equipamen7· 
to, mais pode-se aproximar das condições ideais, 
isto e, deformação total mantida constante du
rante a RT. Esta afirmação estã de acordo com 
o que foi obtido por Rohde e Nordstrom I23I.Es 
tes autores, trabalhando com diferentes mate
riais, observaram que, para uma dada variação 
em tensão. a mãquina a parafuso impõem cerca de 
dez vezes mais deformação ao corpo de prova do 
que a hidrãulica.Isto significa que a quantida 
de que uma amostra relaxa em uma mãquina mecâ7 
nica e inferior ãquela que seria observada ca
so o teste fosse conduzido em uma máquina hi
dráulica , onde a influência da elasticidade é 
minimizada. 

A relaxação da mãquina também é afetada pe
la sua rigidez. Deve-se, entretanto, lembrar 
que se fosse levada em conta a influência da 
el~sticidade nos resultados obtidos para a RM, 
obter-se-ia uma maior quantidade relaxada. As 
sim, o comportamento observado para a relaxa= 
ção da máquina mecânica é significativa, embo
ra contenha errbutido, de forma sistemãtica,os efei 
tos da elasticidade do sistema deformante. ~ 
temperatura ambiente a máquina mecânica relaxa 
pouco. Aproximadamente 35 vezes menos que o 
conjunto corpo de prova-máquina. Jã a uma tem 
peratura mais elevada, ela poderã apresentar 
cerca de met~de da relaxação do conjunto, como 
ocorre a 500 e 6000C. Estes · resulta dos mostram 
que não é rigorosamente correto assumir que a 
relaxação da mãquina é desprezTvel, de posse 
apenas de dados obtidos de testes ã temperatu
ra ambiente, como tem sido comum observar na 
literatura 121,261. Uma forma de eliminar (ou 
reduzir) a contribu ição da RM ê através de tes 
tes cTclicos, a part i r da mesma carga iniciaT 
126, ~71. A figura 5 mostra que dois ciclos ã 
temperatura ambiente são sufic~entes para eli· 
minar a RM. Entretanto, a 500 C são necessã
rios mais de quatro ciclos para se atingires
ta condição ( figura 6). 

Os resultados obtidos para o titânio mostram 
que podem existir fen6menos concorrentes com a 
deformação plãstica durante a RT. A possibili 
dade de ocorrência de envelhecimento durante ã 
relaxação do titânio tem sido mostrada na lite 
ratura 19 , 261. Hã evidências marcanÕes da mã 
nifestação de envelhecimento atê 400 C. Istõ 
é, o material tem a sua resistência mecânica au 
mentada ao ser mantido sob carga,durante a RT~ 
As figuras 7 e 8 mostram tais evidências, como 
por exemplo: 

a fração relaxada (FR) diminui muito a ca 
da ciclo. Em muitos casos não foi possT~ 
vel realizar os seis ciclos a cada sequên 
cia de relaxação, como foi feito ãs outras 
temperaturas, pois a queda de tensão era 
muito pequena em cada ciclo individual; 

ii hã uma grande ~iferença e~ FR entre o 19 
e o 29 ciclos a 300 e 400 C. Isto ocorre 
devido ã forte influência da RM no 19 ci
clo. A partir do 29 ciclo, a RM é consi
deravelmente reduzida e, estando a · amos
tra progressivamente mais envelhecida, a 
FR resultante é muito pequena; 

iii) os pontos de escoamento descontinuo são 
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bastante evidentes e ãs vezes observam-se 
oscilações na curva de tração; 

iv o formato da curva de relaxação é comple
tamente alterado de ciclo para ciclo. Em 
alguns casos foram obtidas curvas tensão
tempo perfeitamente retilineas, não apre
sentando aquela caida de tensão acentuada 
nos primeiros se9undos de teste, caracte
ristica de todo processo de relaxação. 

A 500 e 6QQOC o fenômeno mais efetivo na alte
ração do comportamento do titânio submetido ã 
RT ê a recuperação. Isto e, o material tem a 
sua resistência mecânica diminuída (sofre amo-

lecimento) durante a RT . As evidências para 
tal, que também podem ser obtidas das figuras 
7e8,são: 

) as curvas de relaxação (tensão versus tem 
po) não alteram significativamente o seu 
formato nos diferentes ciclos; 

ii ) as frações relaxadas para um mesmo tempo 
podem em alguns casos se manter constante 
ou aumentar para ciclos subsequentes de re 
laxação; -

iii) o tracionamento apôs uma sequência de ci
clos de relaxação apresenta sempre escoa
mentos suaves e pequena taxa de encruame~ 
to; 

iv a tensão limite de escoamento apôs uma se 



RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. I I I , nl? 1, 1981 29 

TITÂ NIO 

r\ ll. l. J. l.. : ! I I [ 1· ..._ ,· ... -.... -... -.... ··., 
\ I:..._ r· ... ~··· .. ( -... .....• ; •. , · •• 

(,J·· .. t J ,!---.1-J-...... 
·., .. I . .li 

I pt:: I 

r Lll 
f' - CARGA C I(. J 
6 L· AL0. 8 AMl.TO 

f' LÁITICO C •• J 
.- ...... ,...--- ---t 

-·.J+•····~· -.r- I 4oo•c 
~ 
a)100 
..... 

,. .. _ _, ..•..... ~ ' 
.._/····' "'" 

··.r.r 

SlM90LO Tf'O ()[ TE STE 

-- •••c;lo 

...... "lL AJU.C;.IO 

(SCAL A HOI!IZONT AL 

DI' OIIIol&c:JIO nu 
o I 2 

TEW'O c s l 
o .,.oo• ..-: 

.. r .. r .. I ... r-. . ..r. . ..r. ... r ... rr .... r .. .r. ... r...r .. r .. r.._r 
FIG a • Grollcoo ,.. r....OO ,.,_,o • •rormocOo .. r-Iro • t-ao .. ,_.,o • '""PC>\ moorroiMio - oo - - .. •-• ·- * ..-... • 

'•"'perotura ombl• "•• · 400-c • &oo•c 

quência de ciclos de ~l é inferior ã res
pectiva tensão de inlcio de re l axação; 

v o material escoa pla~ticamente {de forma 
suave e com um valor cerca de 10% menor) 
ao ser retracionado atê a tensão de ini
cio de relaxação em cada ciclo individual 
de uma mesma sequência de relaxação. 

Embora Yamada e Li 1281 não tenham observa
do características que oarantissem a ocor rên
cia de recuperação durante a RT do ferro e do 
niÕbio com diferentes nlveis de pureza, Swea
rengen e Rohde l29l e Rohde e Swearengen 130 1 , 
mostraram claramente a manifestação deste fenô 
meno durante a RT de ferro puro e de uma ligã 
Sn - ln . Nos trabalhos realizados em alumlnio, 
enquanto Alden 1311 obteve um amolecimento par 
cial, Bradley, Renfroe e Matlock 132[ observa~ 
ram amolecimento permanente, identif1cado por 
alteração total na tensão limite de escoamento 
e na posição da curva tensão-deformação apõs a 
RT. Jã Hero 1331, que trabalhou com fios de 
alumlnio a diferentes temperaturas,desenvolveu 
racioclnio semelhante ao de Rohde e Swearengen 
129,301, identificando que nos testes de longa 
duração o processo de recuperação possui influ 
ência progressivamente maior na taxa de tensão, 
comparado com a influência do encruamento . 

CONCLUSOES 
Pela anãlise realizada sobre o efeito do equi 

pamento de teste nos resultados da amostra , oo 
servou-se que a rigidez da mãquina exerce for~ 
te influência sobre o comportamento do conjun
to amostra·-mãquina. Quanto menor a rigidez do 
sistema defo r mante, mais este altera os resul
tados da amostra. A relaxação da máquina ã tem 
peratura amb1ente ê pequena , mas contribui com 
uma parcela considerável da relaxação do con
junto a temperaturas elevadas. Entretanto, a 
realização de testes ciclicos de RT reduz a ni 
veis desprezivei s a RM. A medida que se aumen~ 
ta a temoeratura necessita-se de um maior nüme 
ro de ciclos para atingir esta situação. -

A RT do titânio come r cialmente puro a dife
rentes temperaturas mostrou que existem outros 
fenômenos concorrentes com a deformação plãsti 
ca que se manifesta durante a relaxação. VerT 
ficou-se que de ambiente ã 400oc o material teiii 
sua taxa de relaxação atenuada devido a ocor
rência de envelhecimento, que lhe confere maior 
resistência ã deformação plãstica. ~ 500 e 
600°C ocorre o oposto. Mecanismos de recupera 
ção tornam-se operativos, amolecem o material: 
possibilitando acréscimos na sua taxa de rela
xação, isto ê, oferecendo menor resistência ã 
deformação plãstica. Em ambos os casos a cinê 
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tica esperada de relaxação de tensões é signi· 
ficativamente alterada, ora por envelhectment~ 
ora por recuperação. 
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ANÁLISE CONSTITUTIVA ATRAVÉS 
DA RELAXAÇÃO DO TITÂNIO 
A FENOMENOLOGIA DE HART (PARTE li) 

PAULO EMIUO VALADÃO DE MIRANDA 
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PROGRAMA DE ENGENHARIA METALÚRGICA E DE MATERIAIS COPPE/UFRJ 

SUMARIO 
AnaLi~ou-4~ a apl~cabiLidad~ da 6~nom~nologia p~p04~a po~ E.W. Ha~ at~avi4 da~~
laxação d~ ten4Õ~4 do ~~ânio. V~~6icou-4~ qu~ no in~~~vato d~ t~mp~~atu~a4 d~ am 
b~~n~~ a 600°C 6~nõm~no4 conco~~~n~e4 com a de6o~mação pl~~ica do ma~e~al du~an~e 
a ~elaxação d~ ~en4Õ~4, como o ~nv~th~cim~nto e a ~~cup~~ação, não p~~m~~~am 4a~i4 
6aze~ a4 cond~çÕe4 nece444~ia4 pa~a a vatidad~ da ~quaçâo plâ4tica de e4tado p~opor 
~a po~ Ha~t. Suge~~-4e, adic~onalment~, que uma ~quaçao con4t~tut~va, pa~a 4~~ ca7 
paz d~ de4c~~ve~ o compo~tamen~o m~cân~co do4 meta~ ~ Liga4 metãtica4, deve con4i
de~a~ como va~ãv~~4 d~ ~4~ado a t~n4ãot a taxa de de6o~maçâo ~ uma va~ãv~t e4t~u
tu~at, que leve em conta at~~~açÕ~4 m~can~co-m~atú~gica4 . 

JNTROOUÇJIO 
Existe ate o momento muita controvérsia re

lativa a fenomenologia da relaxação de ten~ões 
(RT}. Inicialmente, vãrias equações analiti
cas foram propostas, com as mais variadas for
mas, com o intuito de representar o comporta
mento de diversos materiais submetidos a este 
fenômeno. Como decorrência deste estudo surgl 
ram leis constitutivas, originando uma possl
vel equação plâstica de estado para os metais 
e suas ligas 111. Algumas destas equações es
tão aEresentadas na Tabela I, juntamente com in 
di caçoes sobre os material~ aos quais fora~~ orT 
ginalmente aplicadas e o t1po. de solicitação me 
cânica em que os testes foram realizados . Os 
slmbolos utilizados nesta tabela referem-se a: 

p 
o 
T 
t* 

ao 
o; 
E 
t • 
lJ , T 

. . 
t • y 

t 
T 
f(t} 

carga 
tensão normal 
tensão cisalhante 
componente termicamente ativada da ten
são cisalhante 
tensão para o tempo zero de relaxação 
tensão interna 
mõdulo de elasticidade 
deformação plãstica normal 
taxas temporais das tensões normal e ci 
salhante 
taxas temporais das deformações plãst1-
cas normal e cisalhante 
tempo 
temperatura 
uma função do tempo 1161 

Os demais slmbolos representam parâmetros 
que podem ser constantes para determinadas con 
dições. A repetixão destes simbolos em dife~ 
rentes fórmulas nao necessariamente significa 
que sejam os mesmos. 

Esta abordagem fenomenológica, e consequen-

te uti 1 i zação de equações, apresenta certas res 
trições. Por esta razão, alguns trabalhos crT 
ticam o uso indiscriminado de equaçõesque,alêiii 
de se basearem em h i põteses não cof11>rovadas ,1171 
não levam em conta a presença de fenômenos con 
correntes com a deformação plãstica durante ã 
RT, como o envelhecimento 117,181 e a recupera
ção 117,191. Além disto, as influências exer
cidas~obre os resultados da amostra pela rela 
xação do sistema deformante 120,211 e pela ani 
lasticidade 122 , 231 do conjunto também são mo~ 
tivos de restrições. Este trabalho tem como 
objetivo analisar a fenomenologia proposta por 
Hart 111, aplicada aos resultados obtidos atra 
vês da relaxação de tensões do titânio - ~ co~ 
marcialmente puro a diferentes temperaturas. 

ABORDAGEM OE HART 
Uma teoria fenomenal õgi c a ê desenvolvi da a 

partir de conceitos teóricos, relacionados com 
a anãlise dos fenômenos observados, enfocando 
o tipo de relações flsicas e matemãticas envol 
vidas e evidências ex·perimenta1s que se dese~ 
jam compreender. Como resultado desta anil i se, 
obtêm-se, naturalmente, leis constitutivas pa
ra os materiais para um vasto intervalo de his 
tõrias de deformação. As equações constitut1~ 
vas clãssicas de Ludwi ck (1909) e de Zener e 
Holloman (1946) 

E • E (o t t} ( 1 } 

e 

o•o(t , i} ( 2} 

util izam a deformação (t) como uma variãvel 
de estado. O desenvolvimento de Hart assume 
que apenas a tensão (o} e a taxa de deformação 
(t) (além da temperatura) indicam de maneira 
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un1ca o estado mecânico do material . Isto se 
deve ao fato de que mesmo quando um estado ar
bitrãrio de referência ê escolhido,o estado me 
cãnico de um metal apõs alguma defo rmação plãS 
tica ad icional dependerã do c am i nho da deformã 
ção, isto e, da maneira pela qual se atingiu o 
estado final ao inves de depender apenas do es 
tado final de deformação com relação ao estado 
de referência. Assim, três amostras de um mes 
mo material deformadas 30% em tração uniaxial : 
laminação ou extrusão possuirão co nf i gurações 
est ruturais diferentes 1 e stando, portanto, em 
diferentes estados mecanicos. Exi st em eviden 
cias na literatura (Hart e Soloman l24l)de que 
a deformação plãsti ca não pode se r consi derada 
uma vari ãvel de estado. A descrição fenomeno
l ógica geral de um metal seria então, segundo 
Hart, fornecida por uma relação do tipo (eq ua
ção 12 da Tabela 1): 

d t n a = y dE + v d t n É (3) 

onde y e "• em geral, representa 111 parâmetros 
cujos valores dependem, a qualquer instante,da 
histõria de deformação previ a atê aquele ponto. 
Para um determ.inado ca minho de deformação y e 

· v são expressos por 

y = ( 3 1 n a /3 c) • 
E 

( 4 ) 

que e· um coeficiente de encruamento,cujo valor 
é 1 na carga mãxima em um teste r eali zado com 
taxa de deformação verdadeira co nstante, e 

" = (a tn a/a tn Ê) c (5) 

que ê um tipo de sensibili dade ã taxa de defor 
mação. Uma condiçã~ necessãria para a existên 
cia da equação plasti ca de estado e que, a umã 
dada temperatura, y e " sejam função apenas 
de a e Ê e independentes da histõria de de 
formação. Um elemen to essencial da anãlise de 
senvolvi da por Hart foi o conceito do estadõ 
de dureza. Foi mostrado que se uma equaçao 
plastica de estado realménte existir, serã ne
cessãr io que em qualquer ponto na histõria de 
deformação o material ~steja em um ~nico esta
do de dure za plãstica, que sõ poderã ser alte
rado por deformação plistica subsequente ou por 
recuperação estãtica induzida termicamente 124~ 
A curva de dureza ê obtida em um grãfico de 
log a versus log é. O termo dureza aqui uti li 
zado não se refere a medidas de dureza obtidas 
por risco ou penetração na supe~ficie de amos
tras metilicas. Re•Pre-se , contudo ao estado 
de resistência de um material, ca racterizado 
por pares de pontos log a versus log Ê, em um 
amplo intervalo de taxas de deformação. A equa 
ção {3) pode ser escrita sob a f orma -

de = l d tn a - ~ d t n Ê (6) y y 

Caso y e v sejam função apenas de a e ê , 
a uma dada temperatura, a equação (6) e uma for 
ma de Pfaff, que pode ser converti da em uma equã 
ção diferencial parcial exata ao ser multipli7 
cada por um fator de integração, F, convenien
te. Tomando F como se ndo 

F = (a tn a*>· ( 7 ) a c E 

obtêm-se: 
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d tn a* z F de ~ f d tn a - Fv d t n E (8) 
y y 

que define uma familia de curva s integra is 

a* • a* '(a , E) ( 9) 

onde a* ê identificado como se ndo o p,arâmetro 
que representa o estado de durez a ( 'hardness 
state parameter•) do material. 

Es ta fenomenologia t em sido aplicada, em di 
versas condições, a uma variedade de mater iais, 
tais como, aço ao Cr, Mo, V resis tente ã fl uên 
cia 1251, aços fnoxidãveis .austenlt icos tipÕ 
AISI 304 126 1 e 316 126-291 ferro- a !JOI,alu 
m1nf o 124,31 e niõbio 130 puros , titani o co~ 
mercia1mente puro 1321, tungsténio 1331, inco
nel 738 1341, zircaloy 2 1261 , zirconio 1351, 
alem das ligas Sn - 5% Bi t 361, 50 Sn - So tn 
1371 e eutetico Mg- At !351. O que e parti cu 
1armente importante cgn~1derar sobre os 2rãf~~ 
cos log a vers us log c e que se uma equaçao plas 
tica de estado existir, en tão as curvas de du~ 
reza de um determinado material podem dar ori 
gem a uma cu rva mestra, que conterã todas as ou 
tras. Como most r a a figura 1, a· curva mes trã 
i obtida a partir de uma translação das curvas 
de durez a em uma determinada direção, sem rota 
ção. Os pontos das curvas de dureza que inter 
ceptam a reta que possui esta direção (pontos 
1, 2 e 3 na figural ) são os mesmos pontos na 
c urv a mest-ra. Assim, todos eles correspondem a 
pontos com o mesmo valor de v . 

O coeficiente angular da reta que caracteri 
za a di re ção de trans lação e ~. 

(a tn o) 
ll = a t n c 

" 
( 1 o) 

O cãlculo de ~ define uma nova maneira de se 
determinar o expoente de sensibilidade ã taxa 
de ~eformação 124,381 . A curva mestra fica,as 
sim, caracterizada a partir de diversas curvas 
de dureza para um material. Estas ~ltimas são 
obtidas va rian do-se o estado de dureza da amos 
tra atravês de testes a diferentes n1vets de 
deformação plãstica a uma dada temp eratura ll S, 
24, 27-29,311 ou a diferentes temperaturas a 
uma certa deformaçãol34l, ou mesmo para di fe
rentes tamanhos de grão cristalino l36l,manten 
do-se fixas as outras variãveis. -

T(CNICAS EXPERIMENTAIS 
As caracteristicas quimicas, geométricas e 

metal~rgfcas das amostras de titânio, assim co 
mo a têcnica utilizada na condução dos testes 
jã foram descritas na Parte I deste trabalho. 
A vantagem da utilização da RT ao invés de ou
tros tipos de testes para uma anãlise semelhan 
te a de Hart, ê que a RT e capaz de estabele~ 
cer relações tensão-taxa de deformação em um 
amplo intervalo de taxas de deformação com re
lativamente pouca quantidade de deformação plãs 
tica. Acrescenta-se, ainda, o fato disto ser 
obtido em um ~nico experimento, portanto, de 
f orma mais rãpida. A forma de obtenção da ta
xa de deformação plãstica (Ê) que ocorre duran 
te a RT ê descrita a seguir. Durante a tração 
que antecede a RT, o deslocamento total do tra 
vessão mõvel da mãquina pode ser expresso por: 

o ( 11 ) 

onde lltpa é o alongamento plãstico da amostra 



TABELA I - EQUAÇOES DE RELAXAÇ~O PROPOS TAS NA LITE RA TURA 

TIPO DE NQ EQUAÇAO MATERIAL(IS) SOLICITAÇAo ORIGINALMENTE UTILIZADO($) MECANICA 

1 P = c1 + c2 log (C3 + t ) . fio de chunbo tração e torção 

2 a = o 
0 

11 - c1 1 og (1 + c2 t ) 1 . cobre puro tração 

3 o = c1 exp (s1 t ) - c2 exp (s2 t ) 

4 a = I (n-1) E/ A") t + a~-n l l/1 -n inconel tração 

5 Ln a = (1/1-m) Ln (1 + C t) + ln o0 
Fe-3,25% Si, Fe-0,004% C e tanta1o tração 

6 a - ao " c1 1c2 - log (t + C)l Molibdênio (monocr1sta1) tração 
2 2o . 1 f Fe, Cu, A1 e Pb de elevada pureza e 

CO~Jl)~Ssão 7 a = l: a;J tanh- I (tanh ) exp (- 2kjaj t) I 
j:1 Al 1100 

8 t = t exp- ir 11 - (;;)1/212 cobre irradiado por neutrons tração o T0 (monocrista1) 

9 -1 / m-1 J. i F, NaCl (mono crista 1 ) tração o - o; = c1 (t + c2) Fe elevada pureza 

10 ~ = c1 exp (c2 T) - c3 exp (- c2 T) Gelo (monocrista1) 

11 o= o
0 

11 ~ c1 t c2 a
0 

(n-2);c2j 1/l -n Zirca1oy 2 

12 d tn o • y dt + v dt nÊ 

13 ã = c1 exp 1- c2 (o - a i ) I Titânio com/puro tração 

14 ). = cl llH - V* T* exp (- KT ) Urânio - a tração 

15 a = a 11 + bta ~-l/n-1 o Cob~ com/puro tração 

16 1/n-1 (outras exp~ssões foram obtidas para tração a= o1 + (a
0

- o1) (1 + f(t)) torção e dobramento) 
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Fig I - Representação esquemático de curvos de dureza. 
Os pontos 1,2 e 3 possuem o mesmo derivado 
\> = ( õ log CT I ó log € >e· A relo que une estes 
pontos, define o dlreçõo de tronslo.çõo ' poro ob
tenção de uma curvo mestra ( 33} 

e ótea e ateM representam os alongamentos elá~ 
ticos sofridos pela amostra e pela mãquina,res 
pectivamente. Considera-~ "mâquina" neste tra 
balho a todo o conjunto constituído pela sua es 
trutura, célula de carg~ e garras de conecxão: 
bem como partes da amostra fora da seção util 
de menor área. Derivando-se a eq. (11) em re
lação ao tempo, obtem-se a velocid~de de movi
mentação do travessão da mâquina (D),que duran 
te aRTe nula. Assim, a derivada da eq. (11) 
pode ser escrita sob a forma: 

( 12) 

onde um ponto sobre o simbolo si~nifica deriva 
da temporal. A taxa de deformaçao plâstica dÜ 
rante a RT (~) pode ser obtida dividindo-se a 
eq.(12) pelo comprimento (t) da amostra 

• 1 • ( ) 
c = - I (ótea + óR.eM) 13 

A rigidez (K) de um sistema mecânico em série 
e dada por: 

1 1 + (14) 
K "Ç KM 

onde KM e a rigidez da máquina e K aquela da 
amostra. O alongamento elástico t8tal (da amo~ 
tra mais da máquina) 
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( 1 5) 

pode ser expresso por: 
p . p p 

ateT = K = ~ + K: (16) 
a M 

Derivando-se a eq. (16) em relaxão ao tempo e 
substituindo-se na eq. (13) obtem-se: 

E: = - ~ (17) 

Conheci dos K e t a equação ( 17) mostra uma 
forma simples para o câlculo de ê, bastando pa 
ra isto que se disponha de um registro conti7 
nuo de carga ao longo do tempo de relaxação. 

RESULTADOS 
Os resultados da relaxação do titânio ãs di 

ferentes temperaturas e niveis de pre-deforma7 
ção, apresentados na Parte I foram tratados se 
gundo a fenomenologia de Hart. Para tal, foram 
traçados grâficos de logaritmo de tensão versus 
logaritmo da taxa de deformação para verificar 
a possivel aplicabilidade de uma equação plás
tica de estado do tipo da equaxão (3). Os va
lores da taxa de deformação plastica (c) duran 
te a RT foram obtidos a partir de uma deriva 
ção numérica das curvas de relaxação e da rela 
ção mostrada na equação (17). -

A figura 2 mostra os gráficos de log o ver
sus log c para toqo o espectro de temperaturas 
em que foraw realizados os testes. As coleções 
de curvas a cada temperatura representam os di 
ferentes ciclos de relaxação conduzidos a par7 
ti r da mesma carga inicial. Todos estes resul 
tados se referem a ensaios de RT com pre-defor 
mação igual ã deformação do limite de escoameõ 
to convencional. Pode-se observar que as cur~ 
vas referentes aos diferentes ciclos de relaxa 
ção a uma mesma temperatura não se superpõem-:
C2mo f!a esperado, as "curvas de dureza" do t1 
tania a temperatura ambiente deslocam-se para 
valores superiores ao longo do eixo das ordena 
das a medida que se aumenta a pré-deformação~ 
Isto e o que mostra a figura 3,cujas curvas re 
presentam os segundos ciclos da relixação a ci 
da nivel de deformação. A equação: -

Log o = A exp (8 log c) ( 18) 

aproximou-se muito bem aos resultados do titâ
nio e foi utilizada para identificar os pontos 
de mesma derivada v a cada nivel de deformação. 
Para a temperatura ambienté obteve-se v = 0,0316. 
Estes pontos estão marcados com um X em cada 
uma das curvas da figura 3. Os valores dos P! 
rãmetros A e 8 da equação (18) utilizados para 
construir esta figura estão listados na Tabela 
I I . 

TABELA II - Valores dos Parâmetros da Equação 
18 Utilizados na Construção da Figura 3 

c(%) A 8 

0,65 1, 705 0,0190 

1. 76 1 , 7819 0,0205 

2,48 1 • 812 3 0,0198 

5,1 o 1 ,8177 0,0179 
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Os grâficos da figura 4 mostram gara o inter 
valo de temperaturas de 100°C ã 400 C resulta7 
dos idênticos aqueles ob t ilos para a temperatu 
r a ambiente. Por conveni.ência , os resultados 
referentes ã temperatura mais elevada (600°C), 
tratados pela fenomenologia de Hart,serão apre 
sentados a seguir. Isto porque, desta forma: 
acredita-se melhorar a compreensão dos fenome 
nos obse rvados e enriquecer a discussão. 

DISCUSSAO 
O modelo proposto por Hart 111 assume , como 

principal con dição para que seja vilido, que o 
estado de dureza do material permaneça inalte
rado durante o teste. Isto significa que, em 
principio, esta abordagem não se aplica em si
tuações em gue fenômenos concor rentes com a de 
formação plastica do material se manifestem de 
f o rma efetiva durante o teste. Re centemente, 
Rohde e Swearengen 137 , 391 mostraram que uma 
equação mecânica de es tado não pode existir se 
for expressa apenas em termos de tensão, defor 
mação, taxa de deformação e temperatura. Pelõ 
menos uma variãvel evolucionã r i a ou proprieda
de dependente da história previa do mater i al 
deve existir. Eles propuseram quatro critérios 
bâsicos para uma equação plâstica de estado : 
i ) ela deve conter ao menos uma variãvel evo 

lucionãria: 

ii deve ser capaz de predizer o comportamen
to do material em determinada condiçâo,in 
dependente do caminho seguido para atin7 
gir aquele ponto; 

i i i) reg i ões do comportamento da deformação não 
devem ser excluldos da anâlise ã priori; 

i v ) deve ser pragmãtica, d~ fãcil utilização. 
Os resultados obtidos para o titânio - o a 

diferentes temperaturas mostram, como serã vis 
to a seguir, que algun s, destes critérios não sãõ 
obedecidos quando se utiliza o modelo de Hart. 
A figura 2, que apresenta os conjuntos de ci 
elos de RT a partir da mesma carga inic i al ãs 
diferentes temperaturas em grãficos de log o 
versus log c indica que: os diferentes ciclos 
de RT a uma mesma temperatura não se superpõe~ 
como prevê a teoria de Hart e que ã 300°C as 
curvas se 1 oca 1 i zam a níveis de tensão igual ou 
super i or ãquelas de 2oooc. O fato das curvas a 
uma mesma temperatura não se superporem repre
senta uma alteração do uestado de dureza" (de 
resistên cia mecânica) do material a cada ciclo 
de rela xação ( vale observar que nos erimei ros 
ciclos ainda estão embutidas as inf luencias da 
mãquina). Atê 4oooc as curvas dos ciclos s ub
sequentes ocupam nive is de tensão cada vez mai E_ 
res, porque neste intervalo de temperaturas o 
material aumenta a sua resistência mecâni ca de 
ciclo para ciclo. A medida que a temperatura 
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cresce (de ambiente ate 400°C) este efeito é 
~ais marcante. A 500 e 600°C , entretanto, os 
últimos ciclos ocupam niveis de tensão inferio 
res aos intermediirios. Isto indica uma dimi~ 
nuição na resistência mecãnica ou no "estado de 
dureza" do material. Estes resulta dos são uma 
consequência do que foi mostrado na Parte I, 
no senti do de que de ambiente a 4oooc o titâ
nio - a sofre envelhecimento durante a RT e,en 
tre 500 e 600°C, observam-se evidêncfas de re~ 
cuperação . ( o fato do envelhecimento ser mui 
to efetivo a 3000C que permite ãs curvas obti7 
das a esta temperatura localizarem-se a nive is 

de tensão compativeis com os de uma temperatu 
ra l00°C menor. Estas observações mostram que 
a equação de Hart não segue o critério iii aci 
ma descrito. Na realidade, também o criteriõ 
ii não e satisfeito como serã visto a seguir . 
A tentativa de composição de uma curva mestra 
a partir dos resultados obtidos neste trabalho 
não teve sucesso. Embora Ellis e Li 1321, que 
trabalharam com titânio - a comercialmente pu
ro, afirmem que seus resultados·obtidos a tem
peratura ambiente "não são inconsistentes" com 
a fenomenologia pr~osta por Hart, não se pode 
dizer também que estejam em pleno acordo com e_! 
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ta teoria . Isto e o que mos.tram os grãficos da figura 3 para a temperatura ambiente . Os pon-
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de defor mação para o titânio o Goo•c. As curvos são 

troçados utilizando-se a equação 14 . Estes dados se refe
rem aos ultimos ciclos de reloxaçõo 
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tos de mesma derivada v, que deveriam dar ori
gem a uma linha reta, a qual definiria a dire
ção de translação para a obtenção da cu rva mes 
tra (conforme descrito na figura l), estão mar 
cados com um X em cada curva. Os dados da fi7 
gura 3 mostram, semelhante ao que realmente in 
dicam os resultados de Ellis e Li J32J,que nãõ 
se pode compor uma curva mestra a part,r das 
"curvas de dureza• obtidas para o tttãnioã tem 
peratura ambiente. Este mesmo com,ortamentõ 
foi observado ãs demais temperaturas de teste. 
A fi~ura 5, que contêm ~rãficos de log a versus 
log c a 600°C, mostra alguns efeitos de altera 
ção do "estado de durezau do titânio durante ã 
RT, devido a recuperação. As curvas desta fi
gura foram traçadas com base na equação (18) 
aproximada aos primeiros minutos de relaxação 
ã 600°C, assumindo que nos primeiros instantes 
do teste a recuperação não se manifesta ainda 
de forma mui to efet iva . A figura 5 sõ foi apre 
sentada neste ponto, quando a possib ilidade de 
ocorrência de recuperação apõs algum tempo de 
RT ji foi evidenciada com su~orte experimental 
de forma suficiente. Os parametros da equação 
(18) utilizados nos grãficos da figura 5 foram: 

i (S) 

0,56 
2,40 

A 

2. 84 86 
3,6346 

B 

0,3751 
0,4162 

A indicação mostrada na figura 5 de que o mat! 
rial amolece durante o teste refere-se ao fato 
dos pontos experimentais localizarem-se a ní
veis de tensão inferiores aos das curvlS traça 
das com o auxílio da equação (18), para os tem 
pos maiores de RT. Pode-se dizer, ern resumo~ 
que o fato do titânio - a ser capaz de ter o 
seu estado'de resistência mecânica alterado du 
rante a RT, ora por envelhe cimento , ora porre 
cuperação, dependendo da temperatura de teste~ 
significa que o material passa por uma sucessão 
de estados de dureza diferentes ao longo de uma 
mesma curva log a versus log c. Isto não per
mi te que os resulta dos obt) dos nestas condições 
se apliquem ã fenomenologia proposta por Hart. 

CONCLUSOES 
Foi evidenciado que fenômenos concorrentes 

com a deformação plãstica do titânio se mani
festam de forma efetiva durante a sua RT. De 
ambiente a 4000C hã um aumento em resistência 
mecânica devido ao envelhecimento, enquanto ã 
500 e 6000C o material amolece por recuperaçã~ 

A formulação fenomenolõgi ca apresentada por 
Hart não se aplicou ao titanto nas condições ana 
l isadas, uma vez que não foi possível construir 
uma curva mestra a partir de diversas •curvas 
de dureza•. Este comportamento se deve ãs al
terações observadas no estado de resistência do 
material ao longo de uma mesma curva log o ver 
sus log C.. Tais alterações fo ram provocadas orã 
por envelhecimento, ora por recuperacão, efet1 
vos durante a RT. Desta forma, a equação de 
Hart não pode ser considerada uma equação plãs 
ttca de estado ca~az de descrever e prever õ 
compo rtamento mecanico-estrutural dos metais e 
suas ligas de forma geral. Isto porque ela não 
possui variãveis evolucionãr i as que levam em 
conta as mo di ff cações meta 1 urg i co -estrutura is 
passiveis de ocorrer concomitantemente com a 
deformação plãstica dos metais e ligas metãli-

39 

cas. Uma equação constitutiva deve,então,con 
siderar como variãveis de estado, para ser ca7 
paz de descrever o comportamento mecânico dos 
materiais, a tensão, a taxa de deformação,a tem 
peratura e uma variãvel estrutural. -
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O VETOR VELOCIDADE ANGULAR 
VIA UM PROBLEMA DE MINIMIZAÇÃO 

LUIZ C. MARTINS 
PROGRAMA DE ENGENHARIA MECÂNICA COPPE/UFRJ 
PIUS P. DE MACEDO SOARES 
NUCLEBRÁS/ AJ 

SUMARIO 
O veto~ velocidade anguta~ de u~ co~po ~Igido ê int~oduzido na M~o~ia do~ t~~to6 de 
Mecânica Racional pa~a engenha~ia de um modo de6cuidado 6e compa~ado co• o nivet de 
~igo~ do ~e6to do texto. Aqui ap~e6entamo~ um novo en6oque pa~a a p~ova da exi~tincia 
do veto~ velocidade angula~ . p~ova e~ta que utiliza apena6 conceito6 eleMt."t~t.6 do 
Cálculo e que 6e ha~111o niza co111 o nivel de cuidado que 6e deve upe.~~ num p~11e..úto e.!!_ 
cont~o com a Mecânica Racional. 

INTRODUÇ~O 

Considere um corpo rigido 8 que se move com 
um ponto fixo O e: E, onde E ê o espaço eucl id.!_ 
ano tridimensional . A demonstração de que o ca!!! 
po de velocidades dos pontos de 8 ê dado pela 
expressão p=wxrp , onde rp ê o vetor posição de 
p em relação ao ponto O e w;ê o vetor velocid! 
de angular, não ê satisfa;ória na maioria dos 
textos elementares de Mecânica. 

Kane l ll, com cuidado , analisa o problema to 
~ando um triedro direto I,J,K fixo no co rpo e 
def i ne a velocidade angular por: 

. . 
w = (J. K)I + (K.I)J + (I.J)K. 

Da hipótese de ri~idez, !·1=1 e I.K•O , concl~ 
imos que 1.1=0 e I.K•-I.K e um simples cálculo . . . 
mo s tra que wxl = I, wxJ • J e wxK • K. 

Desta forma, w ê determinado por I, J e K e 
ê cl aro que p• wxrp para todo p e: 8. Note que a 
expressão de w requer o conhecimento das velo
cidades dos pontos de vetor posição I,J e K. 

O vetor velocidade angular também é dado P! 
la seguinte expressão, que envolve as velocid! 
des ta e rb de apenas dois pontos a e b de 8, 

de vetores posição ra e rb: 

Observe que esta expressão não faz sentido se 
ra.rb=O, o que pode ocorrer •es•o quando ra e 
rb não são linearmente dependentes. 

Se rc ê o vetor posição de um ponto c qual
quer do corpo, temos que, se a expressão acima 

faz sentido, rc= c 1 ra + c 2 rb + c1(raxrb); que 
derivada em relação ao teMpO nos fornece rC e• 
função das velocidades de a e b. 

Mostraremos nesta nota que basta o conheci
mento das velocidades de dois pontos p e q do 
corpo, com a Única restrição de que rp e rq S! 
jam linearmente independentes, para se calcu
lar a velocidade angular w (e assim o campo de 
velocidades do corpo) via uma expressão que e 
válida sem qualquer outra hipótese adicional. 

A EXISTENCIA DE w 
Sejam p e q dois pontos de 8, com seus vet~ 

res posição rp e rq linearmente independentes, 
e suponha que exista um vetor w tal que se te-
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nha rp•wxrp e rq •wxrq. Assim o .vetor posição 
de qualquer ponto u do corpo pode ser escrito 
COIIO! 

co• u1. u2, eu, constantes pela hipótese de 
rigidez. 

A velocidade rude u serã então dada por: 

Co•o wx( rpxrq)• (w.rq)rp - (w.rp)rq também 
se escreve 

que e o mesmo que rqx(rpxw) + rpx(wxrq).con
cluimos que: 

(1) 

E de ( 1) segue imediatamente que ru =wxru. 
Desta forma, o problema da existência da ve 

locidade angular se reduz a demonstrar que se~ 
pre é poss1vel determinar w tal que a fórmula . 
r ~ wxr seja correta para dois pontos do corpo 
com vetores posição linearmente independentes. 
Para tal, vamos demonstrar que se um corpo rí
gido s e·move com um ponto fixo então haverá ou 

; -
tros pontos dele instantaneamente parados. 

Assuma que uma esferá S centrada em O,o po~ 
to fixo do corpo 8, esteja nele contida. Então 
pontos de S diametralmente opostos tem veloci
dades simétricas: se ra= ai, o ponto diamet~al 
mente oposto teM vetor posição -ai, era= ai. 
SÕ não e trivial o caso em que ra não é zero. 
Considere a circunferência interseção da esfe
ra s com o plano p ortogonal a ra e contendo o. 
Escolha J em P, um vetor não nulo ortogonal a 
I . Então I e J são uma base para P e considere 
a evolução dos pontos do corpo de vetores posi 
ção I e J naquele instante. Como J.J =O e 
j.I + J.i =O • j.I ·neste instante pois i é or 
togonal a P, concluimos que a velocidade de um 
ponto qualquer de POS é ortogonal a P. 

Desta forma, se K é um vetor não nulo e pe! 
pendicular a P, a velocidade de qualquer ponto 
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s E snP é dada por rs= vsK. E como em pontos 
diametralmente opostos as velocidades são si
métricas, vs se anula em pelo menos dois pon
tos da circunferência SOP , dado que vs varia 
continuamente. 

Agora demonstramos a existência de w. Esco
lha um vetor segundo a reta definida por O e o 
ponto de S que tem velocidade nula . Como tal 
vetor estã em P podemos ajustar sua magni tude 
de modo que o produto vetorial dele por ra se
ja igual a ra. Tal vetor satisfará ã relação 
r=wxr para dois pontos de vetores posição li
nearmente independentes . 

UMA FORMULA PARA w 
Demonstraremos agora construtivamente como 

determinar o vetor velocidade angular em fun
ção das velocidades de dois pontos p e q de B. 
cujos vetores posição são linearmente indepen
dentes. 

Escolha um vetor k tal que kxrp= rp. Para 
todo B real teremos (k + Brp)xrp=rp. Nosso ob 
jetivo é determinar B tal que 

( 2) 

Como não e evidente que tal B exista. vamos nos 
' -contentar em es colher um B otimo no sentido de 

que o quadrado do módulo do vetor 

( 3) 

2 

seja estacionário. Derivando-se v (B) em rela-
ção a B e igualando-se o resultado a zero,tem
se que o valor estacionário de ( 3 ) é: 

Mas esta e a componente de kxr -r no plano de 
' q q 

rp e rq. E claro que kxrq-rq é ortogonal a rq• 
e como 

pela hipótese de rigidez, vemos que o valor es 
tacionãrio de v~ B ) é zero. Mas então (2 ) é sa : 
tisfeita para aquele valor de 8 . 
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De s ta forma temos a fórmula para o vetor ve 
locidade angular: 

w k- (kxrq - rq) . (rpxrq) 
2 

(rpxr9 ) 

Hã de se observar que para sua apl i cação d~ 
vemos escolher k tal que kxr = r . Um candida p p -
to natural para este vetor e obviamente: 
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