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ANALISE DINAMICA DE “RISERS” DE PERFURACAO DE
POCOS DE PETROLEO EM AGUAS PROFUNDAS

LIU HSU

F. MOURAO FARIAS
CENPES PETROBRAS
M. HIROO HIRATA

PROGRAMA DE ENGENHARIA MECANICA COPPE/UFRJ

SUMARIO

Em areas de forte conrenteza os "nisens” podem sofren fontes vibragbes provocadas por
vortices. Estas vibragoes Levam a atrasos considendveis na perfuracac de pegos, como

ocome, por exemplo, na costa de Amapa

. Neste trabatho adota-se o medefo matema

tico proposto por Skop e Gaiffin para ¢ caleulo da amplitude das vibragoes induzidas
por vortices. A discretizagdo do modefo continue feva a um sistema de equagoes dife -
nenedais ordinarias nao-Lineanes. O calewlo da amplitude de vibragac ¢ entae healiza-
do atraves do metodo da Forma Noamak que peamite de maneira comeda a inclusdo de va -

ndos modos do modefo diseretizado.

1. INTRODUGKAD

A importancia crescente do petrdleo da pla
taforma continental incgptivou 0o estudo mais
detalhado do comportamento dos equipamentos e
estruturas no oceano.

Neste trabalho a estrutura considerada e
um “n{sen" de perfuragao. Em aguas profundas
a perfuragdo de pogos de petroleo e normalmen
te feita por embarcagoes especiais chamadas
plataformas semi-submersiveis ancoradas verti
calmente sobre o ponto onde se deseja perfu-
rar. Dela parte uma tubulagado que & ligada a
um dispositivo previamente instalado ne fundo
do mar, Esta tubulagao e chamada "xisern” e
por dentro do "ndisen" passam a broca e a colu
na de perfuragdo e retornam a lama e os casca
Thos do fundo do pogo.

0s apoios superior e inferior de um "AL
sen" sdo constituidos respectivamente de uma
junta telescopica e uma junta esferica. A seu
lado correm duas tubulagdes de diametra  bem
menor usadas para o controle da pressdao na ca

beca do poge caso haja uma ameaga de erapgao.

Bl
lla extremidade superior, um "aisea™ e ain-

da ligado por cabos a um sistema hidraulico que
o traciona com forga aproximadamente <constan-
te, A tragao tem como finalidades basicas dimi
nuir as deflextes do "adsen" e evitar que ele
flambe devide a agao do peso proprio.

0s principais esforgos a que um "alsea" se
acha submetido sdo a tragao aplicada a seu to-
po, 0 peso proprio, o peso da lama de perfura-
¢ao, o empuxo hidrostatico, os esforgos causa-
dos pelos movimentos da semi-submersivel,ondas
e correntes marinhas.

0 estudo do dimensionamento do "xisen”, em
bora trabalhosoc, ndo acarreta maiores dificul-
dades, ja que se baseia no equilibrio de uma
viga tracionada |'|. Entretanto, o estudo das
vibragoes induzidas por vortices criados  por
interagao da estrutura com a corrente marinha
ja apresenta um carater pouco convencional e

‘se depara com duas dificuldades principais: a

construgdo de um modelo matematico aplicavel e
a sua analise,
A rigor, a solugdo do problema dinamico de



veria partir do calculo da forga de sustenta-
¢ao ("f44t") atraves da integragdec da pressao
na superficie do "aisen", envolvendo assim a
solucao das equacbes de Navier-Stokes, o que
& praticamente impossivel. Por isso, Hartlen
e Curie |?| postularam uma equagdo empirica pa
ra a forga de sustentagdo em cilindros rigi-
dos, a partir de experiencias em laboratdorio.
Esta equacao e do tipo que descreve o0 oscila-
dor de Van der Pol.

Vibragbes induzidas por vartices foram es-
tudadas por varios autores e as referencias
mais significativas podem ser encontradas nos
artigos de Skop e Griffin |['| |*|. Estes auto
rigidos

res estudaram inicialmente cilindros

excitados por vortices |’|, adotando formas
modificadas da equacdo de Hartlen e Curie em
seus modelos. Posteriormente, extenderam este
estudo ao caso de cilindros flexiveis |*|. Es
observagao experi-

flexiveis o proces

ta extensao foi baseada na
mental |*| de que em cabos
so de formacao de vortices em uma determinada

secao do cabo ¢ fortemente dependente da am-

plitude local de vibra¢dao, sendo praticamente
independente do comportamento de segoes vizi-
nhas. 0s mesmos autores advogam uma boa con-
cordancia entre resultados tedoricos e  dados
experimentais.

Neste trabalho as vibragoes do "nisen" sub
metido a vortices sio analisadas adotando-se
o modelo proposto por Skop e Griffin em |*|.
Chega-se assim a um sistema de equagoes dife-
renciais
um sistema de equacoes diferenciais
rias lineares,sendo a dimensao destes
mas,como de costume, dependente do numero de
modos de vibragoes que se deseja incluir. A
solugao analitica proposta em |"| & obtida

atraves do balangoe harmonico mediante a sim-

ordinarias nao-lineares acopladas a
ordina-
siste-

plificagao de que as equagGes nao-1lineares que
descrevem a forga de sustentagao ao longo do
cilindro s3o praticamente desacopladas. A so-
lug3o torna-se assim bem mais simples, porem,
a validade da simplificacdo & discutivel.Alem
do mais, e talvez seja essa a razao principal
para se optar por outra solugdo, para perfis
de corrente marinha nao uniformes ao lango do
“4is4ex" a hipotese de desacoplamento torna-se
ainda menos sustent3vel. Sem esta hipdtese,en

RevBrCMec, Rio de Janeirg, V, 111, n© 2, 1981

tretante, o metodo do balango harmonico (ou ou
tro metodo classico da teoria de oscilagoes
nao lineares) torna-se extremamente laborioso
se aplicado tal como costuma ser apresentado.

Alem do mais, como o comportamento do "ni
sex" se torna mais importante em condigoes de
ressonancia, o sistema a ser resolvido nestas
condigdes esta proximo de uma ressonancia in-
terna complexa |*|, complicando ainda mais a
sua resolugao.

Por estas razoes o metodo alternativo @ o
da Forma Normal [7|, que permite incluir de ma
neira relativamente simples, varios modos de
vibragao sem a hipotese de desacoplamento, em
situagoes proximas da ressonancia, e para per-
fis genericos da corrente marinha, geralmente
nao uniforme, devido a profundidade do mar con
siderada.

2. 0 MODELD MATEMATICO |*|

Para melhor compreensao da derivagao  das
equacoes dinamicas no caso de cilindros flexi-
matematico

veis expomos inicialmente o modelo

adotado por Skop e Griffin no caso de cilin-

dros rigidos.

y 2 = ca
ﬁ + 26w, % ¢ wl § =l ) (2.1)

20 _fp2 g2t 2 w2 B .
¢+ wit =[Cly-Ci- (€ /u ) ] (w G ~wikC, )

; (2.2)

- w FX
D
onde y & o deslocamento do cilindro, normal ao
fluxo; os parametros Clg» Fo 6.8 H, sdo parame
tros experimentais e positivos; w, e £,580 res
pectivamente a frequencia natural e o coefi-
ciente de amortecimento do sistema mola-massa
em um fluido estacionario com as mesmas
priedades do fluido movel; W e a frequenciade
2nSV/D, S & o numero de Strou-
hal, V a velocidade do fluxo e D o diametro do
cilindre); u = pD?2/81°S*M, p & a densidade do
fluido, £, o comprimento do cilindro e M, a
(massa virtual).

pro-

Strouhal (ms -

massa mais a massa adicional
A equacgao (2.2) @ a equagao postulada por Skop
e Griffin para descrever a sustenta-
gao CL. Notamos que se Yy =
nario) a equagao (2.2) leva a uma
¢ao dada exatamente por C..® Co

forga de

"

0 (cilindro estacic
autooscila-

sen -;ust
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Nesta mesma referéncia, sao dadas as sequintes
equagoes que descrevem a dependéncia de F, G e
H com a grandeza adimensional S, = &/u (amorte
cimento reduzido), no caso de cilindricos cir-
culares,

fog G = 0.25 - 0.21 S..

6 {(2.a)

(2.b)
log,q h SE'= -0.24 + 0.66 Sg (2.¢)

F = 46Sg/h , (2.d)
que sao validas para um numero de Reynolds com
preendido entre 400 e 10°, para o qual S e CLO
sao considerados constantes; $ = 0.21 e
= 0.30.

A extensao do modelo acima para o caso de

CLo

cilindros flexiveis & baseada na hipotese de
que o processo de formagdao de vortices em ca-
bos & fortemente dependente da amplitude local
mas apenas fracamente dependente dos elementos
vizinhos |"| |¥|. Desta forma, a equacdo (2.2)
pode ser aplicada diretamente na descricao da
forga de sustentagao ao longe de um cilindro
elastico, sem a introdugao de derivadas

ciais, isto &, a forga de sustentagao em
elemento do cilindro flexivel dependerd apenas

espa-
cada

do mesmo elemento. ¢
Toma-se entdo a deflexao do cilindro flexi
vel como,

yix, t) = (2.3)

LN e =1

i °1{’(.) qi{t):

1
onde ¢.(x) sdo as autofungOes normalizadas re-
referentes ao cilindro imerso em agua
Temos ent3do (m(x) = massa/unidade de comprimen
to):

parada.

£
[0 mx)0 (x)8;(x)dx = &5 - (2.8)
Expandindo CL em termos das mesmas autofun
coes, i.e.,
n

C =
L7

¢(x) Q (L), (2.5)

e substituindo (2.3) e (2.5) em (2.1) obtém-se
da maneira usual (multiplicagac por autofungao

5
e integragdao ao longo do cilindro onde w5¢0):
a5 9 q
— + 28w, — + wl — =L p,. G (2.8)
D iti D T j 13 %3

onde ;s & dado por

2 ic? z 2
Hij = (pD?*/8n°S }fc ws[x)¢§(x}¢j{x)dx. (2.7)
Hota: Salvo mengdo especial todos os  somatd-
rios se extenderao de 1 a n.

Analogamente, substituindo-se (2.5) e(2.3)
em (2.2) obtém-se

R T 4
}IQ-J’¢¢‘dx-CZG EQ-Ju¢¢.dx+
3 Pl i ] L0 3 b Ly = ¥ 3

L
t (1% HiClg) I Qy J wg ¢
i

. dx +
o J

¢
Hy Qj A O Jo wg &y 05 O ¢, dx] =

) il [f ®, 0. d (2.8)
= 3 — (1] . . X M -
148 plg s 173

0s parametros Fis 65 € H; sao definidos
por Skop e Griffin de maneira analoga ao ca%o

do c¢cilindre rigido (por exemplo, 1084 6; =
0,25 - U.215q1. Cabe aqui notar-se que,se a hipd
tese de independencia elemento a elemento apre
sentada anteriormente fosse adotada de maneira
estrita, estes parametros nao variariam como o
indice i.

Quando o fluxo @ uniforme, as equagoes se
simplificam bastante devido a ortogonalidade
das autofungbes. Neste caso {ms(x) = cte) o

sistema (2.6) (2.8) torna-se

q qs q;
—1 + 28,4 s + L, L w? NF
it 0

D P s s

¥ L



com u., = pD%/8n%s%, e

g, - w c?

j ~ g Clg By Qp + (1 + H

i

E i & ] . " .
+m G, Q,Q Q, + —6G, Q, Q Q, -
% % E(“s i3 Yk e s i Y5 Yk e

. £
] F -
| {2.10)
s i 0

Tanto o sistema (2.6) (2.8) como o siste-
ma (2.9) (2.10) sdo constituidos de dois sub-
sistemas acoplados sendo um linear e outro nao
lTinear; os termos de acoplamento sao dados pe
los segundos membros das respectivas equagoes
diferenciais.

0 sistema (2.9) e (2.10) foi
por Skop e Griffin através do método do balan
¢o harmonico de uma maneira analoga ao

resolvido

caso
do cilindro rigido. Entretanto, para isso, os
autores desprezaram o acoplamentd entre os mo
dos da expansao de EL(Q1' 02. etc...) conside
rando no somatorio de (2.10), apenas os
mos correspondentes a j = k = £ = i. Deste mo
do, observa-se gue para cada modo de vibragao
valor de 1) teriamos
de 2% ordem inteira-
(2.1) (2.2) do

ter-

do tubo (i.e., para cada
um sistema de 2 equagoes
mente analogo ao sistema pro-
blema do cilindro r?gido.f

Infelizmente, nao se pode a priori despre
zar os termos cubicos cruzados de (2.10) so
pelo fato de que o acoplamento entre os diver
ses modos Q; se faz por intermedio de termos
nao lineares; nao & dificil de se construir
um contra-exenmplo,

Se todos os termos de (2.10) sao conside-
rados, a aplicag3o manual do metodo do balan-
¢o harmonico torna-se bem mais trabalhosa
quando se deseja incluir mais de um modo Qi'
Esta dificuldade @ ainda mais notavel no caso
geral (fluxo nao uniforme) das equagbes (2.6)
(2.8).

F conveniente pois recorrer-se a um meto-
do que permita de maneira comoda contornar a
complexidade dos calculos formais envolvidos
no problema. Adotaremos aqui o metodo da For-
ma Normal proposto par Hsu || na an3alise de
vibragoes nao-lineares de sistemas de n graus

de liberdade proximas de uma condigaoc de bi-

multiplicidade 1

29 Passo: Eliminac¢ao dos termos

de-se mostrar |7
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furcagdo (no caso, de ressonancia interna).
3. METODO DA FORMA NORMAL

Seria impossivel dar aqui um resumo do me-
todo na sua formulagao mais geral.Considera-se
pois apenas o caso especifico do problema des-
te artigo.

Seja um sistema de 2n equagdes de 12 ardem

X = Ala)x + F(x, a) (3.1)
onde x ¢ R®", A: 2nx2n, F: R®"xR = R%",e a ¢ R,
sendo F analitica em seus argumentos em torno
de x = 0 e a = a . Suponha-se tambem que

F(0, a) = 0, que F(x, a) sG contenha termos de

ordem superior a 1 em x e que a, corresponda a

]
um valor de bifurcagdao da solugao x(t) = 0.

10 Passo: diagonalizagdoc da parte linear.

0 todos os 2n au-

tovalores i, de A sejam imaginarios purocs e de

Suponha-se que para o = a

(6s.2n autovetores correspon-

dentes formam umconjunto linearmente indepen-

dente).
Entdo, existe uma transformagao Tinear (com

plexa) X = s tal que o novo sistema fica na
: (X, Ty,
forma (X = (X;. X5,y «ouy in} ):
B.o= 2 X, +F (X, a )3 i = 1,2 2n. (3.2)
i i Ti =t Tet? HTmEEE :
onde F, & da forma
Folds ag) = T ¢y (o )%= (3.3)
i 0 qu=2 i,v'to’=
sendo {vl. Var e v2n),|2] = vy b vy ¥
oy Vo Vs inteiros > 0, X constantes
complexas e X" = xy! X;2 o x;gn
A escolha de S° pode ser feita de modo que
"
Ry = Xooo (3 = By vaey M)

nio-lineares
nao-ressonantes (Forma Normal).

(3.2)
os termos da expansao (3.3) que satisfazem a
relagdo

Entende-se por termo ressonante em

2 osv . -a3=0 .. (3.4)
Wege =5
onde A% = {A?. 12, ces kg&); isto e
0 0 o _ ,0 _
V) A1 + N, 12 + + Yan AEn Ai 0. Fo

atraves de uma transfor-
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magdo nao linear (formal) da forma (X - X):

Xy = T, 0+ | % 3 B?,u XE{B?'v, constantes com
\J: -~

plexas), (3.5)
o sistema (3.2) fica reduzido a forma
& 32 0 v
o= A7 X, 4 ;\z I L (3.6)
¥l .
lvl>2

que s0 contem termos ressonantes e que & dito
estar entdo na Forma Normal. A analise do sis
tema na Forma Normal @ geralmente bem mais
simples que na forma original.
Nota: A transformagao X + X pode ser escolhi-
da de modo que Y: = Y1+n (4 5 1, suuy Bl
Para valores de a # ¥y Mas proximos do
valor de bifurcagao, adota-se um esquema de
perturbagio com a introdugdc de um pequeno pa

rametro ¢ através da expressad |7]:
g2 (3l

Neste caso, se nos contentarmos com a pre
cisdo dque se pode obter com a Forma Normal de
(3.1) truncada a partir dos termos de - ordem
superior a 3, @ suficiente usar uma Forma Hor
mal aproximada para as situagOes quase criti-
cas (e # 0) dada explicitamente por |7]:

0 542 =0 W
5 (Aj + ¢ k1)21 + A{ " ¢i’xz; (3.8)
ui
lv|<3
T
-onde Ai . ! (E—E )ui; L [E - S |
ge? -

e gi e gj sdo respectivamente os autovetores
a esquerda e a direita de A relativamente a
Aj. Note-se que em (3.8) os coeficientes )
dos termos ressonantes sB0 03 mesmos que no
caso critico a = ay (ou €* = 0), o que facili
ta a determina¢do da Forma Normal.

Quando se tem mais de um grau de liberda-
de, a computagdo dos coeficientes ¢ da Forma
Normal (3.8) ou (3.6) pode ser facilmente pro
gramada numericamente a partir dos coeficien-

tes dos termos lineares e nao lineares de

obter-se
caonse=-

(3.1) |7]. Em geral, so & necessario
a Forma Normal at® os termos cibicos e
quentemente so se precisa conhecer o desenvol-
vimento do segundo membro de (3.1) ate os ter-
mos cibicos.
4. APLICACKO DD METODO DA FORMA NORMAL: VIBRA-
COES RESSONANTES DO “"RISER"
Uma caracteristica notavel da interagao
fluido estrutura & a sincronizagao ("Zock-4in")
entre as freguencias de vartice e de vibragao.
Isto significa que o cilindro e a esteira ("wa
ke") tem a mesma frequencia caracteristica e
que a frequencia de Strouhal natural, caracte-
ristica da formagdao de vortices atraves de um
cilindro estacionario, & suprimida. A sincroni
zagdo ocorre quando a amplitude de vibragao do
cilindro ultrapassa um valor critico e @ acom-
panhado por grandes correlagdes na fase da for
magao de vortices ao longo do eixo do <cilin-
dro |*|. A frequencia resultante da sincroniza
cdo & proxima da frequencia de Strouhal (wg) e

da frequencia de vibragao natural (w,) do ci-
1indro no caso rigido (considerando-se a massa
adicional devida ao fluido). No caso flexivel,
o "Lock-in" se passa a frequencias proximas de

w,_ e de w correspondente

5 n*
ao modo de vibrag3o considerado.

que & a frequencia

Neste trabalho, considera-se a condigao de
sincronizagdo por ser a condicao que leva a
maijores amplitudes de vibragado do cilindro.

Procura-se entdc para o sistema (2.9)(2.10)
uma solugdao periodica quase-harmonica pois, co
me de habito em métodos de perturbagio, o sis-
tema e suposto fracamente n3o-linear.

Considere-se o "fock-4in" em torno do 19 mo
do de vibragdao do cilindro, isto &, we
Neste caso podemos desprezar a amplitude de vi

z{.lJ-I-

bragio dos demais modos ou seja 9y AN (1
2, 3, ...) e bastara considerarmos (2.9) com
i = 1 sendo que em (2.10) g4 = 0 para i = 2,
( E——

No presente problema £,, uy, e CED sdo con
siderados como pequenos parametros, podendo,
sem perda de generalidade, supo-los proporcio-
nais a um unico pequeno parametro e?. A bifur-
cagao ocorre para e® = 0 pois o sistema (2.9)
(2.10) tem todos os seus autovalores (da parte
linear) sobre o eixo imagin3rio. Alem do mais,

sendo Wy o W podemos fazer Wy T owg ey )3

5



neste caso para £? = (0, tem-se uma ressonancia
interna pois todas as frequéncias caracteristi

cas do sistema (2.9) (2.10), linearizado, sdo
identicas.
4.1 Vibragoes Ressonantes do "adsea"™ sob

fluxo uniforme
0 modelo matematico neste caso e dado pe-

1o sistema (2.9) (2.10).
Como resultado de uma avaliagao previal'l,
os modos naturais de vibragao do adlsen sao

/éilSEH ili

me £

aproximados por

o4 (x) (4.1)

que sao os modos de uma viga biapoiada com tra
¢3do uniforme.

No estudo abaixo consideraremos apenas os
2 primeiros modos impares (i=1,3) para anali-
sar as vibragoes de frequencia proxima da fre-
quencia natural wy do cilindro correspondente
ao seu 19 modo, em condigao de "fockh-4in".

Como ja foi observado na segao anterior
podemos considerar Qs Q35 --- praticamente nu
los, i.e. que o cilindro vibra em seu 19 modo.
Devido a razoes de simetria e em condigido de
regime permanente oS Q;s para i par, sdao consi
derados nulos.

Assim, o sistema (2.9)(2.10) reduz-se a

¢
q

i 1,20
— + 2By — + 4l — = wl pyy Qp (4.2)
D 171 L § 513 N

(u11 = pD?/8n%S?)

L2 6§

O - wuglip G @ + (1+HC

o) wg O ¢

] -
¢ oo (05613010720, 05 044205 0,-0{0,
o O e G
* 40y 03 Q500 — (303-30705460,05) -}
S

-3Q3Q,+6Q,03)-H, (30,0}-20,0Q,0,+20,03-0,03 +

Hy(304-

9
b)

w_F

s 1 (4.3)

L]

+ 20,0,0,)]

Gy (-Q30y+

P B ! 1
Q3 = wCigGaQ3+ (140 )u Qg+ E;z[“s

. N 5
+ 80,050,+20305+3030,)+ = (-0}+60304+30)-
(4]
s
~w?Hy (~Q]+60304+305)-Hy (-0, 03440, 0,85+
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+20403+30403)] (4.4)

Para o valor de bifurcagdo e* = 0 (vide se
¢ao 3), i.e., £ =0, uyy =0e Cfo =0 as
tres frequéncias caracteristicas da parte 1i-
near de (4.2) (4.3) (4.4) sao identicas porem
o 19 passo do metodo da Forma Normal n3ao pode
ser realizado diretamente pois vemos facilmen-
te que os autovalores correspondentes tem mul-
tiplicidade 2,

Para contornar esta dificuldade procedemos
da seguinte maneira:

Supondo-se o sistema (4.2) a (4.4)
sendo fracamente nao-linear podemos considerar
que gy, a‘, Q] e é] sao dados aproximadamente
por

como

q1(t) = A1senmt: qy = A1m505ut; Q][t} =

= Bysen(wt+¥); Qp(t) = Byucos(ut+¥), (4.5)
onde w e a frequencia de sincronizagao do con-
junto fluido-estrutura. Usando Q] da aproxima-
gao (4.5) verifica-se que (4.2) representa um
oscilador linear sujeito a uma excitagao harmo
nica e facilmente podemos escrever para a solu
¢do de regime de q, a seguinte expressao:

q 2y w? W, Py qw? fuf-w?)
4 [ 1151 SJ91 [ 1195 bof ]q] ——
D Aw)

A(w)
sendo A(w) = (26 0wy )?*+(wj-w?)?, ou aproximada
mente

& 2w U Yy M .

Ay 211 Q - 1 z11 : (4.7)
D 51["!’1*‘4} ﬁ](Y]"’a)

Em (4.5) tem-se pois, '

tg ¥ = - 2/ v 2 (-0, (4.8)

81w
Substituindo-se (4.7) em (4.3) ficamos com no-
vo sistema

Qy+aqw 0 +a3uqy+ . ... ] = 0 (4.9)

03 w CLO 3Q3+(1+H o}u;q3+[......] =0 (4.10)
onde os colchetes de (4.9) e (4.70) represen-

tam respectivamente os termos nao lineares de
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(4.3) e (4.4) e
Cryug i Fe/E  (vi+)] - 6,CF,

# = : S 2 K
a) = 1+ H Cfo-2uy,F /6, (v]+4) (4.11)

Supondo-se pequenos (da ordem de €?) os
parametros CEO’ a; e a diferenga a5-1 chega-se
a forma normal (3.8) que no presente problema
e dada por

a

2 1 We 2
Xy=(- — =ia,)uw _X;= ——(-G,+iH,)[-12X3Y. +
1 2 278" 16me 1 1 T

_qy? " .
+AX3Y -BX3Y 48X XyY = 16X X3Y ]

%= (g 0l = i0w H3CL°)]m X S_(atptib, ),
3745 73TLo > $°3° Jeme 3 3
2 .
- [AX3Y,-8X]Y5- 16X, XY -12X5Y,] 5
Y=X3: Yy = X3 (4.12)

A transformagac linear que diagonaliza a
parte linear do sistema (4.9) (4.10) & dada por

.

o i " k) s
Xp = Qp + — 0y +0(e™)s ¥y = XY} 3
Yy
_ (4.13)
Xy = Qq + :L Qy + 0(e?); Yy = X3,

s
onde os termos em e’ podem ser desprezados no

grau de aproximagao considerado.

Introduzindo por cofvenigncia as coordena

das polares Pr» Pgs O)%e O3 atraves de

ie
x!=p]e

i
1~ . L3

e X3 = py e (4.14)
procura-se entao uma solugao per1od1ca caracte

rizada por p1 = p3 =0 e 01 2 é -w, onde ©

segundo grupo de igualdades representa a condi
Deste modo chegamos (a par

¢ao de sincronismo.
tir de (4.12)) as seguintes equagoes
63 - 81):

(A0 =

—Zﬂla]-3G]p?-4G]9§+plp3{35160560+ﬂ1Senﬁe)
(4.15)
+Zp;{~61coszne-ﬂ1sen2aa)

w
S (3H,p244H,p24p,p, (6, sENAO-
ppiea L s Lo Lo A

-3HIcosﬂ@)+2p§{-ﬁ1sen256+H1c052&9)];‘(4.16)

—w=- +
w Lﬂsaz

2m163Cpo3-4639%03-3G3p§+p;(GBCOSQG—HasenﬁG)+

+2p]p3(-G3c05200+H,5en240)=0; (4.17)

+3H

-paw==ug (T+H3C) g) o3+ 3PjP3+3tze3-

-p{(G3senae+H3cosae)+2p%93(Gasenzae+

+Hac0s2400)]. (4.18)

Nota: 3, e a, dependem de w.

As equacdes (4.15) a (4.18) formam um sis
tema algebrico nao linear de 4 equagbes a 4 in
cognitas w, py, py € 60. Entretanto se conside
rarmos w, como incognita em lugar de w a solu-
gdo do sistema se torna bem mais simples pois
introduzindo-se a incognita Z por

Z = pylpy » (4.19)
podemos calcular'Z e 40 a partir de 2 equagGes
obtidas de (4.15) a (4.18):

a1 (Gy,-H )]+2[-3CL0 163-42,6942a, (-G, ,H,) 14
+ 2763070 (3Gy, Hy)I+Z°E4CH 6,65 +
+choe3{ Gy+Hp)p-32,65] (4.20)

HyC?
2(1- =L0
2

=3p) (Ggu=Hy) #G5C 5 (-H3,-63) ¢+

Z{(1+

HoCF
3°L0
= [-BG3+4 3.H 2]+G CLD[4H3

-3H1;(2H3.93}]}+z G4C o (=3H s-6y)qt

I )
Z‘{—5G3(1+ EH3Ci0-a2)+63CE0[3H3-4H]+

+(-2H1,26,),]) (4.21)
onde usamos a notagao (a.h}" = acosnAd #+
+bsenna® (n = 1, 2).

As incognitas Z e AO podem ser obtidas
usando-se um método numérico como por exemplo

o metodo de Newton.

Uma vez encontrados os valores de Z e AD e
facil obter py por (4.15), py por (4.19) e w,
por (4.16). Para voltarmos as variaveis 9, e
03 usamos as relacoes (4.13) obtendo

01 = plsen(mt+?o}, Q3=p3sen(mt+w0-a8) (4.22)

onde a fase ¥/ @ arbitraria.
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Comparando com (4.5) obtém-se ainda

By =y
e finalmente a solugao de regime de (4.2) com
Q, dado por (4.22) tem amplitude
q; wghyy By
=)oy = Ay * ) (4.23)
D max [(w‘l_wz)l“_(zg]w‘m}l] /2
Observa-se que se impusermos Py = 0 em
(4.15) e (4.16) chegamos a solugao obtida por

Skop e Griffin usando o balango harmonico, po-
rém as equagoes (4.17) e (4.16) n3o seriam sa-
tisfeitas para P £ 0.

5. RESULTADOS NUMERICOS E COMPARACUDES

Um exemplo numerico com dimensdes tipicas
de um "aiser" real foi escolhido para compara-
¢3o0 com resultados anteriores e com integragao

numerica.
Diametro internc: 0.4763 m 5=0.21
Diametro externo: 0.508 m u=0,130308

EI = 1,52695 x 10° Newtons x m? S_ =S =0.130308

£=79m F)2F 395107110

P = 3.616x10" Newtons(tragdo G]=G3=1.59094
media)

m = 5.80133x10% kg/m HI=H3:O.46213?

€y = &4 " 3.x1072
C,g = 0.3 ;

No grafico da Fig. 5.1, apresentamos a
resposta em frequencia do "aisen", proxima da
ressonancia e obtida por trés métodos: (1)
tegragao direta (Runge-Kutta). (BH) meétodo do
balango harmonico |*| usando $6 o primeiro mo-
do de C , isto €, 0, e (FN) método da Forma
Normal wusando Q] e 03.

0 grafico (FN) foi tragado usando-se w
(a frequencia de "Lock-4in") como variavel inde
pendente. Assim, para cada w,atraves de (4.20)
(4.21) obteve-se pelo método de Newton os valo
res de Z e de AG. Inicialmente usou-se as ex-
presscoes aproximadas de a; e a, (4.11) e poste
riormente usou-se as suas expressdes exatas ob
tidas a partir de (4.6) e (4.3). Esta Ultima
alternativa foi realizada atraves de um proces
so iterativo para cada valor de w 0 que resul-
tou em pouca modificag@o na resolugdao de(4.20)
(4.21) em relagao a primeira alternativa., Com-

in-

-2
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Figura 5.1 - Resposta em frequéncia do "aisexr"
(1) iftegragdo numérica (Runge-Kutta),' (FN) mé
todo da Forma Normal com 2 modos, (BH) método
do balango harmonico com 1 modo.
parados com os resultados da integragdao dire-
ta, as expressoes exatas de a; e a, fornecem

resultados sensivelmente melhores do que os ob
tidos com as expressoes aproximadas.
Uma vez obtidos Z e A@, obtem-se de (4.15)
e (4.16), Pys Py € wg
Com B] =0 calcula-se AI por (4.23) e a
flecha maxima do cilindro & dada por

(Y/D)pgz, = Ay// 0.5 nC

6. CONCLUSDES

0 exemplo numérico selecionado na segao
precedente Teva a algumas conclusdes que clas-
sificamos como preliminares, por falta de
maior numero de exemplos.

Verifica-se que o método da Forma Normal
com 2 modos da bons resultados em comparagao
com a integracgao direta. 0s maiores erros(=10%)
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ocorrem bem proximo do pico de ressonancia, po
rém esta observagdo particular ndo & definiti-
va devido a sensibilidade numérica da integra-
¢ao direta que se notou nesta vizinhanga. Devi
do a boa concordancia verificada em frequén-
cias um pouco mais afastadas da frequéncia de

pico, era de se esperar que mesmo no pico a

concordancia fosse melhor, muito embora um er-

ro de 10% seja bastante razoavel no grau de
aproximagao considerado (erro relativo da or-

dem de € ou Cl,, isto &, = 10%).

Comparamos ;tambem os valores previstos de

w, py © A6 com aqueles obtidos pela integragao

verificando-se boa concorddncia (erro maximo

de cerca de 10% para Py & b0 & 1% para w). No-
ta-se porém que nem sempre P3 e desprezivel em
relagao a 9 podendo Py chegar quase a metade
de Py

Surpreendentemente, mesmo assim, o efeito

de p, € relativamente pequeno como mostra a

curva (BH) da Fig. 5.1 obtida supondo-se p3 =0

(no pico, o erro seria de 20%). Isto, em parte

justificaria, no caso de fluxo uniforme, a hi-

potese simplificadora de nao acoplamento  dos
modos Qi’ usada por Skop e Griffin |*].

0 uso do metodo da Forma Normal se justi-
fica pelas seguintes razoes:

a) permite com comodidade a inclusdo de  mais
modos de wvibragao e em consequencia estimar
o numero de modos necéssarios para se obter
uma previsao suficientemente precisa (a hi-
potese de n3o acoplamento de Skop e Griffin
corresponde a se usar um Unico modo), assim
se com n+] modos se obtem um resultado pro-
ximo (dentro da precisao desejada) ao obti-
do com n modos, pode-se com maior seguranga
usar apenas n mados;

b) permite considerar o caso de fluxo ndo uni=
forme evitando calculos formais extremamen-
te compiexos presentes normalmente na solu-
¢ao analitica das vibragdes de sistemas com
varios graus de liberdade.

Deve-se ressaltar que o modelo de Skop e

Griffin ndo & definitivo e sp comparagao com a

experiencia pratica, incluindo também casos de

fluxo ndo uniforme, podera indicar o seu grau
de validade.
Finalmente deve-se notar que a solugdo

analitica de modelos analogos ao usado, envol-

7

ve duas fontes distintas de imprecisao:(i) a
consideragao de um numero limitado de modos e
(i1) o fato da solugdo analitica do sistema dis
creto {(obtido com numero limitado de modos)ser
aproximada.

No exemplo tratado verificou-se que a gran
deza do erro gerado por ambas as maneiras era
da mesma ordem. Em geral, porém, isto nem sem
pre ocorre, se de um lado podemos prever(gros-
seiramente) a grandeza do erro intrinseco, a
aproximagao do metodo analitico (da ordeﬂ de
e? ou CEO} do outro e dificil de se estimar "a
paiondi™ o erro gerado pelo truncamento modal,
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SUMARIO

Neste trnabalho apresenta-se o8 nesulitados expenimentadis obtidos
tipo AISI 316 a diferentes
Tais nesuftades sao aproximados pela £edl de Nonto

em endalos de fluencia para ages do
temperaturas.
cujos parametnos A ¢ n sao deteaminades. Postendioamente,
-se como as variagoes dos parametnos da Lfei de Noaton afetam o
estado de fensoes e deformagoes em tubos finos e espessos subme-
tidos a predsaoc {nterna ¢ temperatura constanie.
te trnabalho gue para o4 casos estudades as tendoes sa0 pouco An-

fluenciadas pelas vardagées do pan&mat&g n e que resulta dificil

DEPT? DE ENGENHARIA MECANICA, PUC/RJ

estuda

Conclui-se nes

preven niveis de deformagdec acumulada,

ou variacoes em A e n introduzem senios eanocs

deformagao.

INTRODUGAD
Um dos problemas que frequentemente se apre

-

senta no emprego de materiais que experimen-
tam deformagoes de tipo viscoso & a determina
¢ao do estado de tensoes e deformagoes corres
pondentes 3 atuagao de carregamento e tempera
tura constantes ao longo de intervalos de tem
po prolongados. Tal fenomeno, conhecido como
fluéncia, & significativo em mGltiplas aplica
goes tecnologicas dentro das areas de Engenha
ria Mecanica, Metalurgica, Nuclear, Civil, etc.

Admite-se que, geralmente, a teoria fenome
deste
século com os trabalhos do fisico Andrade[1].

nologica da fluencia comegou no inicio

Nestes trabalhos foi introduzida a terminolo-
gia empregada até o presente para distinguir
diferentes zonas de fluéncia, assim como a di
ferenga de comportamento entre deformagoes de
fluencia de barras metalicas a tensao e carga
constantes.

uma vez que as incertezas
na velocdidade de

Posteriormente, o fenomeno despertou gran-
de interesse, tanto do ponto de vista teorico
surgimento

como fenomenologico, motivando o
de inUumeras equagoes constitutivas,

goes variacionais e métodos numéricos capazes
de resolver problemas onde a fluencia deve ser

levada em consideragao.
Na primeira parte deste trabalho

ria de fluencia, assim como as inumeras fun-
goes empiricas que relacionam deformagac com

tensao, temperatura e tempo.

lar da lei de Norton mostram-se seus fundamen
tos fisicos, suas vantagens e limitagoes e a
partir de ensaios experimentais coloca-se o
problema da incerteza na determinagao de suas
Posteriormente, analisa-se o pro-

constantes.

blema de determinar o estado de tensdes e de-
constitutiva

formagoes de um corpo cuja lei

formula-

apresen-
tam-se os fundamentos mais importantes da teo

No caso particu-
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de fluencia e uma generalizacaoda lei de Norton.



Finalmente, para o problema do tubo infini
to com pressao interna, mostra-se como as ten
obtidas sao influenciadas
pela incerteza da variagac das constantes A e

saes e deformagoes

n da lei de Norton.
DESCRIGAO FENOMENOLOGICA

A fluéncia pode ser definida como um pro-
cesso de deformagao cuja lei de acumulagao de
pende do tempo em que atua uma solicitagao me
canica [2]. Ela &, geralmente, identificada a
partir do acrescimo da deformagao em um compo
nente submetido a uma carga ou tensao constan
te ao longo do tempo. Entretanto, o sentido
amplo da definigao inicialmente utilizada in-
clui o efeito de relaxagao de tenspes :omo um
dos seus casos particulares. Esta € a situa-
¢ao que ocorre em corpos tensionados, cuja de
formagao
cao da deformagao elastica de natureza recupe

ravel se transforma, com o tempo, em deforma-

total & mantida constante e uma fra

¢ao permanente acarretando uma correspondente
redugcao na tensao aplicada.

A maioria das aplicacoes industriais requer
certo compromisso entre trés propriedades ba-
sicas e que, resumidamente, podem ser enumera
das como: resisténcia a deformagao por fluen-
cia, resisténcia a fratura e dutilidade [3].
0 diagrama da Figura 1 ilustra o carater inde
pendente dessas propriegades através das cur-

vas de fluencia sob carga constante de tres

w Ensaios a ca(ga constante mesma
temperatura e tens3o imcial

O

e

O

<

= muenaIC

ac

O

('S

g material B

material A

TEMPO t

Figura 1. Resultados tipicos de ensaio de
fluéncia a carga constante em
ligas metalicas (Ref. 3)

RevBrCMec, Rio de Janeiro, V., 1ll, n® 2, 1981

materiais hipotéticos ensaiados nas mesmas con
digoes de temperatura e tensao inicial. 0 ma-
terial A apresenta baixa velocidade de acumu-
lagao de deformagao, sendo escolhido paraapli
cagoes que apenas exijam estabilidade dimen-
sional. 0 material B @ o que melhor resiste a
ruptura por fluéncia e o C aquele gue alcanga
a maior dutilidade.

A fluencia se faz sentir em materiais meta
licos e nao metalicos e a intensidade dos seus
efeitos depende primordialmente do estado de
tensoes, do tempo e da temperatura. Para osme
tais acredita-se que a fluéncia deva ser con-
siderada em aplicagbes mecanicas envolvendo
temperaturas no entorno e alem da metade da

sua temperatura absoluta de fusao.

Primeiro Segundo Terceiro
Cstdgio Estdgio Estagio
w
O
| ¢ ¢ ¢
O~ diminue pouco wvar;a aumenta
<
5 ruptura
(@]
W
w
O __'_'__‘___.__,_,_--—-
G _::1 ﬂelormqg:o inicial
TEMPO t
Figura 2, Curva de fluéncia sob carga constan

te onde sao indicados seus diferen-
tes estagios

A Figura 2 @ a representagao esquematica
de uma curva de fluencia onde se nota ja no
tempo zero a existencia de uma deformagao

(so) imposta pelo carregamento inicial. A par
tir de € 2 deformagao se acumula como uma fun
¢ao do tempo sab a agao de uma carga (ou ten-
sao, o) constante.

0 primeiro estagio de fluéncia & caracteri
zado por uma taxa de (e = de/dt;
decrescente com o tempo, onde prevalecem meca
nismos de encruamento. Isto &, o material se
torna cada vez mais resistente a deformagao
esta prosseque. A curva de

fluencia mostra, logo apds, um minimo na taxa

deformagao

4 medida em gue

de deformagao e define uma regiaoc onde ¢ vya-
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ria muito pouco, sendo mesmo considerada cons
tante para certas aplicagoes. Isto define o se
gundo estagio de fluéncia, onde a agao de me-
canismos de recuperacgao (i.e., de amolecimen-
to) equilibra-se aproximadamente a de mecanis
mos de encruamento (i.e., de endurecimento).
No terceiro estagio de fluencia a taxa de de-
formagao aumenta progressivamente de forma a-
celerada até a ruptura final, sob a acgao de me
canismos de fratura. Nas aplicagoes industri-
ais a extingao da vida util de um componente
@ ditada por dois criterios alternativos: i) a
lTimitagao da deformagao imposta por exigen-
cias operacionais (geralmente no segundo estd
gio) e ii) a ruptura por fluéncia (no tercei-
ro estagio). A descrigao apresentada para a
curva de fluéncia admite, porém, algumas exce
goes para certas ligas e condigoes de teste es
pecificos [4,5].

Geralmente se admite que a deformagio de
fluencia pode ser expressa como o produto de

funcoes dependentes do tempo, da temperatura
e da tensao, ou seja:
e = fi(t) f2(T) fa(o) (1)

A partir de tal formulagao uniaxial simpli
ficada onde ¢ & a deformagao acumulada ao fim
de certo tempo, t, por agﬁo da temperatura em
graus absolutos, T, e da tensao, o, Penny e
Mariott [6] discutem diferentes tratamentos
para relacionar a deformagdo por fluéncia com
as variaveis t, T e 0.

Inumeras fungoes de natureza empirica tem
sido propostas para cada um dos termos da re-
lagao (1), algumas das quais serao relaciona-
das a sequir.

Para a fungao f,:

i) fy(t)= A(1+BtY?) exp(pt)
ii) fy(t)= A+Bt+C exp(-gt)
iii) fy(t)= A + Bt"
iv) f,(t)= At™ + BtPsceTs. ..
v) f,(t)= A log t+BtP+Ct
vi) fi(t)= e, + €p 0 - .
- exp(-mt)]+ eyt

Andrade, 1914
McVetty, 1934
Bailey , 1935
Graham , 1953
Wyatt , 1953

Garofalo, 1965

onde A, B, C, m, p e q sao constantes, ¢ ade
formagao inicial e €, o 1imite da deformagdo
transiente no primeiro estagio de fluéncia.
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Para a fungao f,, Le May [7] propoe:
1) Se T < 0.37, £.(T) = 1
ii) se T > 0.37, f2(T) = Alexp(-Q/RT]"

onde A e m sd3o constantes, Te € a temperatura
absoluta de fusao do material, Q @ a energia
de ativagao aparente em fluencia e R a cons-
tante universal dos gases,
Para a fungao fj:

i) f3(0)= Ac" Norton , 1929
i1) fa(o)= n[exp(o/oo}-l] Soderberg, 1936
i11) f3(0)= A sinh(o/c) McVetty , 1943
iv) faz{o)= A exp(c/ao) Dorm , 1955

v) fa(o)= AaP + BoC Johnson , 1963
vi) fs(a)= A[sinh{ofao)] Garofalo , 1968

onde S, & uma tensao de referéncia para adi-
mensionalizar o quociente.

A combinagao das fungoes f,, f, e f3 ofere
ce um grande nimero de alternativas para a e-
quagao descrita em (1). Entretanto, a maioria
das equagdes constitutivas, assimresultantes,
sao de natureza empirica e nao se dispoe de
base experimental suficiente que estabelega
seus campos de validade para os diferentes ma
teriais de uso estrutural.

Gma alterpativa relativamente simples e que
tem sido bastante empregada & dada por:

e = Ao" [t exp(-Q/RT)]"™

R temperatura constante a equagao anterior se
reduz a:

e = Ad" t"

Alguns autores [8,9], parém, consideram m = 1,
o que permite reduzir a equagao constitutiva
a simples relagao de Norton:

€ = A"

Esta equagao tem como vantagem um considera-
vel respaldo em modélos fisicos que descrevem
o comportamento de certos mecanismos de defor
magao por fluencia. Alem disto, & simples de
ser tratada por via analitica e seus coefici-
entes sdo relativamente faceis de serem deter
minados empiricamente. Porém, a lei de Norton
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representa somente o comportamento do segundo
estagio de fluéncia, onde a taxa de deforma-
¢ado & aproximadamente constante com o tempo e
possui um valor pequeno se comparado aos atin

gidos durante o primeiro e o terceiro esta-
gios,
0 comportamento mecanico de uma estrutura

previsto pela equagao de Norton podera seafas
tar da realidade se a deformagao ao fimdo pri
meiro estagio de fluencia for grande se compa
rada a que se acumula ao longo do segundo es-
tagio ou ainda se o material entrar no tercei
ro estagio de fluéncia.

Por outro lado, a expressao de Norton sb @
adequada para descrever a relagao entre defor
magao e tensao sob temperatura constante. Es-
ta limitagao @ importante em aplicagoes indus
triais, uma vez que raramente se encontra uma
estrutura que trabalhe permanentemente em con
digoes isoteérmicas.

Uma outra limitagdo diz respeito aos mode-
los fisicos que sustentam esta equagao. Ela po
de ser considerada como uma forma simplifica-
da da equagao semiempirica de Mukherjee et
alli [10] para temperatura constante:

-
onde D & o coeficiente de autodifusao, G 2 o
modulo de rigidez, b @ o vetor de Burgers, A
e n sdo constantes e os demais simbolos tem o
significado usual. Essa
lidade comprovada sob certas condigoes de ten
sdo e temperatura para um grande nimero de ma
teriais [10]. Ela caracteriza a atuagao do me
canismo de fluéncia por discordancias[11], on
de a deformagao @& controlada pelo movimento
nao conservativo de discordancias e depende
da difusao de lacunas no material. Este mode-
lo de mecanismo controlador de deformagao por
fluéncia nao &, entretanto, Unico. Diversos me
canismos podem atuar competitivamente num mes
mo material. A Figura 3 apresenta um diagrama
tridimensional que define os campos de predo-
minio no espago tensao, témperatura, tamanho
de grao dos diversos mecanismos que controlam
a deformagao inelastica dependente do tempo no
aluminio [12]. Assim, a validade de aplicagao
da relagao de Norton para o aluminio limita-

equagao tem a sua va
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-se no espago de predominio de fluencia por
discordancias, que na Figura 3 corresponde aos
campos F e G. Fora desses limites deve-se ele
ger outra equagao constitutiva que nao seja a
relagac de Norton.

A Figura 4 apresenta um mapa de mecanismos
de deformagao de Ashby [13] para o ago inoxi-
davel AISI 316 com tamanho de grao de 120 um,
destacando o intervalo (temperatura, tensao)
de mais interesse para as aplicagoes industri
ais. 0Os mecanismos controladores da deforma-
gao por fluéncia na regiao representada no ma
pa sao:

i) deslizamento de discordancias;
ii) fluencia por discordancias;
iii) fluencia por difusao - Coble;
iv) fluéncia por difusao - Nabarro-Herring.

D
F E
16 —
G A
& 10‘ B 10’
h-]
) i c ¥'e
Iﬁ'l! ._l |ll 5 11.4 * 1.0 ‘d
/T
B E
A
{le 4 7
5 ® d
‘6'2 _J,/‘c'
@ 1.0
A i C
2.2 18 14 10
Tm/T

Fiuéncia por diTusBo segundoCoble

Fludncia por difusfio segundo Nabarro Herring

Fiudncia por difusiio segundo Harper Dorn

Delormaghc supetpidstica conirol sda por dlusio na contorno de grao
DeformagBo superpl dstics conltolada por dilusio na rede

Fl véncia Nl’"WUIﬂ‘M conlrolada por difusho no nicies
Fiulncis por discot dhnclas control ada por dil uslio na rede

" monOw >

Figura 3. Solido de deformagao paraoaluminio
segundo Oikawa (Ref. 12)
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As equagbes constitutivas proprias para es
ses mecanismos estao indicadas na Tabela 1.
Na Figura 4 observa-se que as condigoes de ten
sao e temperatura exploradas por ensaios de
fluéncia com tempo de ruptura de até 50.000 ho
ras recaem no campo, onde a deformagao & con-
trolada por fluéncia de discordancias. A rela
¢ao de Norton @ aplicavel aos resultados des-

ses ensaios.

-2 TEMPERATURA sp0 600 700 800 C
' ]

w
v 10 T T
E Deslizamenlo AlISI 316
a de discordancias d=120pm
]
<
-3 Flu&ncia por
g +a discor d Sncias)
Z 10 ~
o Fluencia por
1< difusdo Coble
[«3
<
@«
= e -
w Condicoes
o §§§ e ', 100000
ae =4 h
2 o | == condigoes d
g == industriais "2250000'_.
:" L L] 1 1
az 03 04 0.5 0.6 (1%

TEMPERATURA NORMALIZADA T/1810 K

Figura 4. Mapa de deformagao para o ago AISI
316 com d = lﬁoum que mostra as
regices dos” ensaios de caracteri-
zagao e das aplicacgoes industriais
para 100000 e 250000h de vida (Re
ferencia 13)

Entretanto, as aplicagoes industriais para
as quais se esperade 100.000 hs. a 250.000 hs.
de tempo de ruptura [14] recaem no campo sob
controle de fluéncia por difusdo segundo Coble
Esta Ultima regido @ pouco estudada por ensai
os diretos de fluencia devido ao longo tempo
de teste envolvido. As equagoes constitutivas
de Nabarro-Herring e Coble, na Tabela 1, suge
rem que o material adota um comportamento vis
coso Newtoniano bastante diverso daquele pre-
dito pela relagao de Norton.
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Tabela 1. Equagoes Constitutivas para
Mapas de Deformagao de Ashby

DESLIZAMENTO DE DISCORDANCIAS

(=]
o

¢ exp -[ba (Gb/c-0)/kT] se

Eg 0

]
o
mja
v
oo o

éz se

mla
A

FLUENCIA POR DISCORDANCIA

D_Gb
A —ET- (o/6)"

m
=]
]

FLUENCIA POR DIFUSAO
Nabarro-Herring:
5 D,Gb
Egq = “ —FT— (bfd)z {0/6)
Coble:

D _Gb .
€2 = B —G— (b/d)?(0/6)

onde: a @ a area de ativagao; ¢ distancia
media entre obstacules ao desligamento; k
constante de Boltzmann; G modulo de rigi-
dez; o, tensao de libertacao; D coeficien
te de autodifusao; ch coeficiente de di-
fusao nos contornos de grao.

VARTAGOES DAS CONSTANTES DA LEI DE NORTON
Nestd segao comentam-se algumas restrigoes
ao emprego da relagao de Norton como equagao
constitutiva para o dimensionamento de estru-
turas em condigoes de fluéencia.
Seus parametros A e n sao muito sensiveis
a aspectos macro e micro estruturais do mate-
rial. Em diferentes amostras, caracterizadas
de acordo com determinada norma técnica como
sendo de um mesmo tipo de material, & possi-
vel encontrar valores dispares para A e n. Co
mo exemplo apresenta-se a seguir as diferen-
¢as determinadas em duas partidas de ago AISI
316, identificadas por A e .B, ensaiadas em
fluéncia sob carga constante em regime de iso
temperatura no intervalo entre 600 e 800°C
[3]. 0 equipamento de fluéncia utilizado foi
uma maquina de fabricagdo WPM, modelo Z5T2/3.
As amostras, cujas composigoes quimicas estao
indicadas na Tabela 2, foram tratadas termica
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Tabela 2. Composigdao Quimica (% em peso)

amorementol ¢l omn [ osio [ oor | N | Mo P s | cu | m
A 0.07 122 0.50 18.3 12.5 2,65 0.026 0.014 0.13 0.02
B 0.05 | 0.73 | 0.40 | 17.7 | 12.2 | 2.07 | 0.035 | 0.018 | 0.16 -

Composigao | 0.08 | 2.00 | 1.00 16 10 2 0.045 | 0.030

Nominal max max max f% fﬂ ; max ma x - -

mente a 1100°¢C por 40 minutos em banho de sal

e resfriadas em agua.

Este tratamento

produ-

ziu na amostra A um tamanho de grao médio de

30um na por¢ao central da segao
e 250um na fracgdo

pondendo a 30% de

restante. A amostra B
de grao médio de 80um.

sua area

reta corres-

apresentou um
Os corpos de prova ci-
1indricos para o ensaio de fluencia foram con

tamanho

feccionados com 38mm de comprimento Util e 27

mm2 de area da se

Os valores dos parametros A e n podem
obtidos da Figura 5 por regressadao linear e es
tao mostrados na Tabela 3 juntamente com

gdo reta.

ser

0s

coeficientes de correlagao, r?, encontrados.

- B Ago A
‘";_ O Ago B
-
2
ok
3
=
-l
hET 3
-9
10 L4 5 2 1.1 L
S0 100 200
TENSAO MPa

figura 5. Relagdo entre taxa minima de fluen
cia e tensao aplicada para os ma-

teriai

s AeB

Figura 6

Na segao a seguir verifica-se a extensao em
que as dispersoes obtidas nestes parametros
influem na determinacao do estado de tensades
e deformagO0es em tubos do tipo utilizavel na
indistria petroquimica.

Tabela 3. Coeficientes em ¢ = Ag"

Laterial Temp?gggura A n r?

600 1.5x10-27| 9.3 | 0.96

650 4.4x10-28) 10,4 | 0.94

A 700 3.9x10720 7.6 | 0.94

750 4.5x10716| 6.2 | 0.99

X 800 2.3x10715( 6.4 | 0.96

600 2.2x10725| 8.8 | 0.88

B 700 1.4x10-17 6.6 0.99

800 5.7x10°1%( 5.8 | 0.99

INFLUENCIA DA VARIAGAO DOS PARAMETROS DA LEI
DE NORTON NA DETERMINAGAO DO ESTADO DE TENSOES
E DEFORMAGDES

Nas segoes anteriores a lei de Norton foi
estabelecida a partir de ensaios uniaxiais.
Este fato exige a sua extensao a estados de
tensao mais complexos.

A partir das comprovagbes experimentais rea
lizadas por Bailey, de que as deformagoes por
fluéncia nos metais produziam-se a volume cons
tante surgiram uma série de equagbes constitu
tivas para estados complexos de tensoes. En-
tre elas podem-se citar:

i) Lei associativa de von Mises-0Odqvist

(1936) [15]:

3 n-1
D =y AT‘ S

iJ iJj
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ii) Lei associativa de Tresca:

Dy = -A(T3-T;)"
D = 0
D3 = A(T3-Ty)"
para T3 > T, > T,.
A equagao de Tresca foi empregada por
Wahl [16] na analise de tensoes em discos
que giram a velocidade constante.
iii) Lei nao-associativa de von Mises-Tresca:

]

Dyy = 3 A(T4-1;)"! S¢s s
para T3 > Ty, > T,.
A equagao acima foi introduzida por Coffin
[17] na an3alise de fluéncia em vasos de
pressao.
Nas equagoes constitutivas apresentadas, A
e n sao as constantes da lei de Norton, D.. e
Sij sao as componentes do tensor
de deformagao e do tensor desviador de ten-
soes, T, e D1 sao as tensoes e velocidades de
deformagao principais e Te € a tensao efetiva

ij
velocidade

ou tensao uniaxial equivalente.

Como pode-se observar nas equagoes anterio
res a deformagao de fluencia se processa a vo
lume constante, tendo em vista que Dii =0. A
1ém disso, todas estas leis se reduzem a lei

de Norton quando o estado de tensoes & wunia-

xial. g
Definidas as equagdes constitutivas, pode-
-se apresentar o problema de valor de contorno
correspondente ao segundo estagio do fenomeno
de fluencia (també&m conhecido na 1literatura
como “steady state creep"). Neste problema ad
mitem-se conhecidas (Figura 6):
1) A regiao Q de contorno I' que ocupa o cor
po;
ii) 0 sistema de forgas que atuam sobreo cor
po: b, a.
b = b(x) densidade das forgas de volume
a2 = a(x) densidade das forgas de superfi
cie prescritas em PT
iii) a velocidade V = v(x), prescrita em r,
iv) a lei constitutiva do material.
0 problema de valor de contorno
em determinar v, D, T (v, vetor velocidade; D,
tensor velocidade de deformagao; T, tensor de
tensoes) tais que sejam satisfeitas as seguin

consiste
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tes equacgoes:
Equagao de equilibrio em Q:

divT+b=20 (Tij gt b, = 0)
Equagao constitutiva em @:
D= 0(T)  (Dyy = 0yy (Tpn))

Equagcao cinematica em Q:

D = % (vv + va] (Dij = % {vi,j + vj.i}}

com as condigoes de contorno:

Tn = a em PT;

n, vetor unitario normal a I'y (Figura 6)

v = v em Fv

A seguir sera resolvido o problema de va-
lor de contorno correspondente a um tubo infi
nito sob pressao interna,p, constituido por um
material tipo von Mises-Odqvist. A resolugao
deste problema permitira determinar a influén
cia das constantes A e n na distribuigao de
tensoes e deformagoes.

Em coordenadas cilindricas r, 6, z, as com
ponentes de v, D e T referidas ao triedro or-
togonal e, e,, e, est3o dadas por:

B'
v 9, 0 0
vl = [o| . [0 =0 o5 0f.
0 0 0 o,
> dv
Er {'} F E 0
[:D‘ij:l = 0 EB 0 = |0 T 0
0 0 0 0 0 0

e as componentes da div T e do tensor desvia-
dor S sao:
do: or—591

L%
ar r

[(div T),] = 0
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Figura 7. Distribuigao da tensao radial em tu Figura 9.
bo de parede fina, refri = 1.0630,
com pressao interna, p, para dife-
rentes valores de n
] 5
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n=zo
3.
-08
S
2,
-0-8 —
- 106 110 118 20 (]n b
Figura 8. Distribuigao da tensao radial em tu Figura

bo de parede grossa.re!r1 = 1.2402,
com pressao interna, p, para dife-
rentes valores de n
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:
\

. . W02 1.04 1w0e
Distribuigao da tensao circunferen-

cial Ogs © da tensao longitudinal,
Oys €M tubo de parede fina, r /r, =
= 1.0630, com pressio 1interna, p,
para diferentes valores de n

nat /

Lo8 o 148 120 [

10. Distribuigdo da tensdo circunferen

cial, o4, e da tensao longitudinal,
g, em tubo de parede grossa, re!
Iry = 1.2402, com pressao interna,
p, para diferentes valores de n
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o -%(oe+az) 0
[SiJ]= % 0 Gd'%{°r+°z}
; S T

Sendo que a tensao efetiva esta dada por:

3 1
Te= 5 5.8 = E[{ar-ce}z + (94-0,)2 + (0,-0,)?]
0 problema de valor de contorno no cilin-
dro infinito que experimenta deformagoes de
fluencia no segqundo estdgio, corresponde a de

terminar v, €ps Egos Ur' Og © cz tais que:
do o _=a do
r r 8 z
div T =0 {?F—-I- v 80, W‘O}

3, ¢n-1 - -1 ]
D=3 AT 's {e =AT" [0~ 5log+a,)]
: -1 ]
Eg = ATy [og- glog*o,)]
A T:"[oz- %(or+aa}]=0}

€
z

"

i dv . v
{Er “dr * % * F]

D = %-{?v+va}
Sejam satisfeitas para todo r 8[}1.re] com a
condigdao de contorno:

Tn = a {o = -p , Q = 0}

.. !
r=r. r=r
1 e

onde r; e r_ sdo, respeckivamente, os raios in
ternos e externos do tybo e p a pressao.

Para a resolugdo do problema anterior, tem
~se;

tr D =0 ou Y+ e 0
roodr

integrando a equagac diferencial anterior ob-
tem-se a expressdao da velocidade:

onde C; @ uma constante definida atraves das
condigoes de contorno.

Tendo em vista que éz = 0, resulta:

oy =} (oyra)

substituindo o

2 s tem-se:

na expressao de Tq

)
Te = 7 (9g79y)

‘ Figuras 7,
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que por sua vez substituida na equagao consti
tutiva conduz a:

€, =3 AT No,=00) v 6g = -2 AT

€y (u -0

8!

Lembrando que v = C,/r e que ér
-se:

= dv/dr, obtem

Ue_ur - 2 (2 _1_}1“1
/3 /3 Ar?

Substituindo a expressao anterior na
de equilibrio e integrando, tem-se:

equacgao

" 33

Das condigoes de contorno:

(

%f}1fn r—?!n + Gy

o.ry) = =p, a.(ry) =0

as constantes de integracgao resultam:

Y3 V3
Cy Aré[n 5] . cz"g

r
o e GHAM -

Com os valores de C; e C,, tem-se.as  ex-
pressoes finais de v, €.r €gs T Oy € 00

z
v = %g Ao gy
. 2
ORI YL TLIM Y
Eg ® - ¢,
r
o = =8 [P - q]
. 2 _ "e\2/n
o = 2 [‘i 1N(-=42/" . 1]
ag_+a r
o, = _Lz_ﬁ -2 [(% . 1){1§)2’" + 1}
DISCUSSAO E CONCLUSDES
Pode-se observar que as expressoes acima

dependem das constantes A e n da lei de Norton,
sendo que as tensoes dependem apenas den. Nas
8, 9 e 10 apresentam-se graficos
das variagoes das tensades O.» Og» O, COM N pa
ra duas geometrias padroes de tubos, identifi
cadas pelas razoes entre seus raios externos

e internos, r /r,, iguais a 1.06 e 1.24. Es-
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tas duas relacoes foram utilizadas nesta ana-
lise por serem representativas de geometrias
projetos de tubula-

tubos

usualmente empregadas em
coes. Correspondem, respectivamente, a
sch 40 e 160, ambos com diametro
20 polegadas conforme a norma ASTM A120-75. Pe
la teoria classica, tubos com r‘e!ri = 1.06 po

nominal de

dem ser encarados como finos para a maior par
te das aplicagoes praticas, enquanto tubos com
refri = 1.24 devem ser considerados como es-
pessos.

E interessante notar-se que embora as ten-
soes radiais, Op» dependam do parametro n e
este tenha sido variado dentro de limites am-
plos, as variacoes destas tensbes com n sao
bastante pequenas porque dependem dos termos
re!ri e re/r. que para os casos estudados as-
sumiram valores proximos de 1, Assim, na Figu
ra B nota-se uma variagaoc maxima de o, igual
a 8.4% quando n assume valores de 1 e 10, pa-
ra a geometria r /r, = 1.24. Variagoes maio-
res podem ser encontradas para as tensoes oe
e g, nas Figuras 9 e 10, principalmente para
o caso de tubo espesso., Na Figura 10 (r'Ez’r-,i =
= 1.24) ocorrem variagoes de 2b6% para gy © de
35% para g, quando n varia entre 1 e 10, para
pontos da superficie interna. Convenm
tar que, dependendo do valor assumido para n,
os valores maximos das djstribuigbes de o5 e
a, poderao ocorrer nas'superchies1nternasou
externas dos tubos. Da Tabela 3 pode-se notar
que os valores obtidos experimentalmente para

ressal-

n variaram entre um minimo de 5.8 e um maximo
de 10.4, embora as variagoes dentro de cada
faixa especifica de temperatura tenhamsido me
nores; a maxima ocorrendo a 700°C quando os va
lores de n obtidos para os agos A e B foram
7.6 e 6.6 respectivamente. Assim, aq € 0, vVa-
riam apenas de 3% para os tubos espessos quan
do n assume valores de 5 e 10.

Pode-se entao concluir que, o estado de
tensoes @ pouco influenciado pela variagao de
n e independente de A.

Por outro lado, as deformagdes sao bastan-
te influenciadas pelas variagoes de ambos os
parametros da lei de Norton. A partir das ex-
pressoes obtidas na Segao 4 observa-se uma de
pendéncia linear de v, € e e, com A. A Tabe
la 3 ja mostrara que este parametro assume va
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lores bastante pequenos e variacoes da ordem
de 10-3 entre duas determinacgoes.

Valores das velocidades v, para as duas geo
metrias de tubos analisados neste trabalho sao
apresentadas nas Tabelas 4 e 5 como uma fun-
gao da posigae radial r/r; e do valor do para
metro n. Constata-se na Tabela 4, que quando
n varia de 1 a 10, ocorre uma variagao de or-
dem de 1019 npos valores adimensionalizados de
v. Em particular, para variacoes de n iguais
3 unidade, as velocidades modificam-se de 4

ou 14 vezes, conforme o tubo.

TABELA 4, Valures de w(Axp" x r‘] para Diferentes Expoentes n da Lei de

Worton. Tubo Infinito. r!.."l'i = 1.063

/75| 1.0000 1.0189 1.0315 1.0841 1.063
n
1 0.12268 E+02|0.12041 E<0Z|0.11894 E+02}0.11750 E+DZ]0.11541 E+D2
I 0.17396 E<03|0.17073 E+03(0.16864 E+030.16661 E+03|0,16565 E+103
3 0.24661 E+04 |0_24204 E+D4|0.23908 E+04 [D. 23619 E+04[0.23200 E<04

1 0.34559 E«D5|0.3431]1 E-05)0.33851 E+D510.33482 E+05)0.32887 E-05

5 0.49556 E«D6|0.4B637 E+06|0.48042 E+D6 (0.47463 E+0D6|0. 46619 E+0b
& 0.70247 E+07|0.68944 E+07)0.68102 E+D7 |0.567280 E+07|0._66084 E-07
7 0.99578 E+08|0.97730 E+DB|0.96537 E+08 |0.95372 E+0B[0.93676 E+08
L] 0.14115 E+10[0.13853 E+10]0. 13684 E+10[0.13519 E+10{0.13279 E+1D
B 0.20009 E+11]|0.19638 E+11/0.19398 E+11|0.19163 E+11/0.18823 E+11
w0 D.28363 E+12|0.27836 E+1Z[0.27496 E+12|0.27165 E+12]0.26682 Es12

TABELA §. Valores de v/ (Axp" x 1) para Diferentes Expoentes da Lei de
Morton. Tubo Infinito r /r; = 1.2402

YTyl 1oo00 1.0721 1.1201 1.1680 1.z402
n
1 0.34572 E=D1 ‘D.ﬂ“l E+01 I'.m E+01 |0. 29596 E+01 Iﬂ.!?‘?‘ E~0]
2 0.13962 E+02|0.13023 !‘Wl’.lf“s E‘o?h.ll’ﬂ 5‘0!!‘0-]]?5’ E«02
L} 0.56239 E-02|0.52458 E‘ﬂ!]ﬂ.wm E+DZ|0.48144 E-02 IU.ISMT E+D2

0.22639 E+03]0.21117 E+030.20232 E+03[0.19380 ms|o.1u5- E+03
0.91110 E+03]0.84986 E-03]0.81341 r.on3|n.nm M:Jo.um E+03
036667 E+04[0.34198 E+04[0.32731 E+04 [0.51 385 £+04 0. 79561 E=04
0.14751 E+05[0.13760 :-naln.lmu E<05[0.12628 E+05 0. 11895 £s05
0.5935% E+05[0, 55364 Ms|o.m E+05]0.50810 E+05[0.47858 E-05
0.23880 E+06]0.2227% r-oulmnm E+060.20142 E~060.19255 E.06
[a.mws E+06[0.89618 E-u}l.ls?ﬂ £+060. 82246 touiu.nm £406

G| m) ||

-
=]

Pode-se concluir entao, ser dificil prever
niveis de deformacao acumulada uma vez que as
incertezas ou variagoes em A e n introduzem

serios erros na velocidade de deformacao.
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REVISAO DOS MODELOS DE FRATURA EM ACOS PARA
VASOS DE PRESSAO PARA FINS NUCLEARES

FATHI A. I. DARWISH

DEPT? DE CIENCIA DOS MATERIAIS E METALURGIA, PUC/RJ

SUMARID
A variagao da tenacidade com a femperafura de acos utifizados na fa
bricacao de vasos de pressdo de aplicacoes necleares estd apresenta
da e discutida atraves de modefos que se baseam em atingin um valon
caitico de tensdo ou deformagdo no momento da- fratura. 0s modelos

considenados sao compativeis com os micromecanismos de fratura atuan

tes e sdo capazes de prever as varniagoes na tenacidade a parntin das

propriedades mecdndicas avaliadas no ensaio de tracao. A 4influéncia
da {irradiagde pon neutrons na tenacidade bem come na variacgdo da

mesma com a femperatura de seavdice

te revisao.

INTRODUGAD

A energia nuclear repFesenta para o mundo
de hoje uma parcela cada vez majior no quadro
do consumo energético. Atualmente cerca de 8%
da energia el&trica consumida, ou seja, 120
mil megawatts, & gerada em preatores nucleares
e a previsao para 1985 € de que esta porcenta
gem deve dobrar, representando 290 mil a 350
mil megawatts [1).

Durante a operacao dos reatores nucleares

modernos, restrigdes s3ao impostas sobre a pres
sdao e a temperatura para aquecimento e resfria

mento do sistema de refrigeragao do reator, a

fim de garantir uma margem adequada de seguran
¢a contra a possibilidade de falhas dos materi

ais ferrTticos dos vasos de pressao [2]. Em
virtude desta preocupacao com a possibilidade
de fratura critica ou subcritica no vaso do

reator, um grande esforgo de pesquisa nos G1ti

mos anos vem sendo dirigido no sentido de ca-
racterizar a tenacidade dos acgos utilizados na
fabricagao de vasos para fins nucleares. Tal

esta tambem descrita na presen

5

caracterizagdo € feita em fungao da composigao
do ago, quantidade de elementos residuais, tem
peratura de operagao do reator e taxa de defor
macao para o material nao irradiado e irradiado
por neutrons.

0 propdosito desta revisdo & abordar os mode
Tos de fratura em agos ferrTticos de baixa re
sisténcia mecanica do tipo utilizado na fabri-
cacac dos vasos de pressao de reatores nuclea
res. A viabilidade de aplicar esses modelos a
fim de prever a variacao da tenacidade com a
temperatura e a taxa de formacao em tais acgos,
nao irradiados e irradiados por neutrons, sera
também apresentada e discutida.

MODOS DE FRATURA EM AGOS FERRITICOS

A composigdo quimica de dois acos ferriti-
cos (SAS533B e SA302B) do tipo utilizado para
vasos de pressao de reatores nucleares estd mos
trada na tabela 1, Estes agos de baixa resis-
tencia mecanica sofrem uma transicado clissica
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Analise em % de peso

Material C Mn P 3
SA533B ,23 1,55 ,009 ,014
SA3028B »23 1,47 ,013 ,024

Tabela 1. Composigao quimica

no modo da fratura com a variagao da temperatu
ra. Em baixas temperaturas (patamar dinferior)
a fratura € fragil (de baixa emergia) enquanto
em temperaturas mais altas (patamar superior),
a fratura & ditil acarretando maior absorgao de
energia, conforme mostrado na Fig.1. Esta figu

=

>

2

=

n

€ NAO - IRRADIADO
S

<

— IRRADI ADO
-

T

-

*unr
TEMPERATURA

Fig.1. Variagcao da energia Charpy com a
temperatura para agos -ferriticos

ra indica, também uma degradacao significativa
na tenacidade do material irradiado por neu-
trons, manifestada pelo deslocamento da curva
de<impacto para temperaturas mais altas [2]

Observagoes fractograficas [3] mostram que
nesses agos de baixa resisténcia mecanica, fra
tura nas baixas temperaturas (patamar inferior)
ocorre por um mecanismo de clivagem transgranu
lar enquanto nas altas temperaturas (patamar su
perior) fratura ocorre por um mecanismo de ini
ciagao, crescimento e coalescéncia de pequenas
cavidades formadas a inclusdes e partTculas de
segunda fase. Recentemente inumeras tentativas
vem sendo realizadas a fim de relacionar estes
modos microscopicos aos critérios mecanicos lo
cals para a fratura, com o objetivo de prever
a tenacidade na fratura a partir do conhecimen
to das propriedades mecanicas avaliadas em um
ensafo simples de tragao.

Si N Cr Mo ¥ Cu
»20 ,67 ,04 ,53 ,003 ,16
.26 L,17 ,05 ,52 ,004 ,20
dos agos SA533B e SA302 B

Fratura abaixo da temperatura de transigao
vem sendo modelada utilizando o critério de
tensao critica proposto por varios pesquisado-
res [4-8]. De acordo com este critério, fratu
ra ocorre quando uma tens3ao critica of* (carac
teristica do material) @ superada localmente

na frente da ponta da trinca. Do mesmo modo,
fratura a temperaturas elevadas, 1.e., acima
da temperatura de transiciao, & modelada como

rutura completamente ditil (coalescéncia de mi
crocavidades), utilizando um critério de defor

magao critica originalmente proposto por
McClintock [9] e posteriormente adaptado por
MacKenzie, Hancock e Brown [10]. Aqui & supos

to que fratura ocorra quando uma deformagao cri
tica (dutilidade), es*s for localmente supera
da na frente da ponta, com a restrigcao de que
tal deformagao critica seja uma fungdao forte do
estado de tensao que, por sua vez, varia com a
distancia na frente da ponta. 0 sucesso desses
modelos evidentemente depende da determinagdo
dos valores criticos envolvidos (og* e e¢*)a
partir de ensaios de tracao e de flexao reali
zados em amostras entalhadas, além do conheci
mento das distribuicoes de tensao e deformagao
na frente de trincas pontiagudas.

MODELOS DE TENSAO CRITICA PARA A TENACIDADE NO
PATAMAR INFERIOR

Estudos de fratura por clivagem (iniciada
por cisalhamento) a baixas temperaturas, para
modo I de carregamento, em agos de baixa resis
téncia, como ago doce, indicaram que trincas de
clivagem se propagam numa maneira 1instivel quan
do a tensdo principal miaxima Iyy s (Fig.2) na
frente de um entalhe ou uma trinca excede um
valor critico, og*, que € relativamente 1inde-
pendente da temperatura e a taxa de deformagao
[6,8].

Partindo da solugdo de Hi11 [11] para a dis
tribuigao da tensao ¢,,6 na frente de um enta-
The de raio de curvatura p na ponta, Malkin e
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Fig.2. Distribuigdao esquematica da ten
sao longitudinal, ayys NA frente
de um entalhe

Tetalman [6] expressaram a tenacidade na fratu

ra, ch' como:
1/2 1/2
Kpe=2:9 cv[exp(of*/cY-1}-1] o (1)
onde o, & o limite de escoamento e p, repre-

senta a agudeza limite efetiva do material.Des
te modo, Po & equivalente ao rafo da curvatu
ra, p, na ponta do entalhe abaixo do qual a te
nacidade passa a ser independente de p e assim
determinada por o congorme equacdo (1). Malkin
e Tetalman associam Py com algum parametro mi
croestrututal tal como o diametro de griao, es
pacamento entre inclusdes, ou separagao entre
bandas de cisalhamento. E Gbvio que para p > Po
a tenacidade ch (p) pode ser calculada a par
tir de equagao (1) substituindo Py POT 0. A
existencia desta agudeza limite efetiva impli-
ca numa grande importancia pratica, desde que
ela impoe um 1imite inferior sobre K1c(p} e as
sim previne a tenacidade de cair para valores
despresTveis em estruturas contendo trincas pon
tiagudas.

0 fator de intensidade de tensdes K{ para um
corpo de prova carregado em flexdo (Fig.3) e
expresso como [4,6,12]

Ky = —Sr T (2)

onde M & o momento no plano de entalhe e f
uma funcdo de a/W que pode ser encontrada nas
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Fig,3. Diagrama esquematico do corpo de
prova para a determinacao de Kile)

referencias 4,6 e 12. No momento da fratura Ki
e substituida oor Kic(p) e M por M e caso o en
talhe termine por uma trinca de fadiga (p=0),
Kic(e) € substituido por Kic+ Por outro lado a
extensao da zona plastica, R, @ dada em funcgao
de Ky como [13]

K
1.2
;?} (3)

R =0,12 (

Na fratura R @ substituida por Rp e K, por

Kie(p) e na presenga de trincas pontiagudas es
te G1timo & substituido por Kie®

Para um dado raio de curvatura, p, a esten

sSo\da zona plastica no momento da fratura,can

forme a solugao de Hi1l [11], € dada por(Fig.2)

Re/p = exp [ og* /oy =1 ] -1 (4)

As relagoes acima citadas foram utilizadas para a
determinacao de o¢* [§5,6]. Medindo o momento
na fratura, "F’ numa dada temperatura, ch(p]
€ calculado a partir de equagdo (2) e em segui
da R & estimada utilizando equagdo (3). De
terminando gy na mesma tepperatura a uma ta-
xa de deformagao correspondente aquela que exis
te na zona pldstica na frente do entalhe, og*
pode ser determinada através de equacao (4).

Partindo do valor de KIc determinado experi
mentalmente (equagao (2)), de oy medida a mes
ma temperatura e taxa de deformagao e de aft
pode-se estimar a agudeza limite efetiva ot
utilizando equagdo (1). Importante apontar que
uma estimativa direta de fo .pode ser realiza
da experimentalmente através do levantamento
da curva KIC{D) - 91)’2’ onde Po € representa
da pelo raio p abaixo do qual Kic(e) nao va
ria com p. Tal determinagao foi adotada por



Wilshaw, Rau e Tetelman [4] para um aco doce e
por de Abreu, Darwish e Ouro [14] para o ago
SAE 1060.

Equagdo (1) indica que Kic decresce a medj
da que o, cresce. Entao, para um nivel exigi
do de oys que pode ser alcangado através de
varios tratamentos térmicos, a microéstrutura
compativel com o valor mais alto de of* deve
ser escolhida. Por exemplo em agos carbono -
manganés, uma grande faixa de o¢* pode  ser
obtida a um dado nivel de o, através da va-
riacao do tamanho € espagamento entre as parti
culas do carbonato.

0 modelo acima apresentado foi aplicado [6]
aos agos A302B e A533, temperados e revenidos,
utilizados em reatores nucleares. Para fratura
por clivagem em tais agos, & possivel determi
nar a tenacidade bem como a sua dependéncia da
temperatura (equagao (1)) a partir do conheci
mento de oy na faixa de temperatura em ques
tdo. Para um dado mecanismo de fratura (neste
caso clivagem), o.* e Py nao devem variar
com a temperatura.

Deve-se anotar que a raziao maxima de 'of* /
oy Ppara a concordancia entre os valores de
KIc previstos pelo modelo (equacao (1)) e os
experimentalmente déterminados (equagdo (2)) &
de 2,6, de acordo com a teoria de plasticidade
para materiais rigidos e perfeitamente plasti
cos. Entretanto o encruamento do material na
zona plastica pode aumentar o.* / o, para va
Tores acima de 3 [6], o que estende a faixa de
temperatura na qual o modelo seja valido.

Ritchie, Knott e Rice (RKR) [8], utilizando
analises mais precisas [15-18] para a  distri
buigdo de tensao plastico - elastica na frente
de trincas pontiagudas, concluiram que o crité
rio para fratura na presenca desse tipo de des
continuidade nao pode ser baseado apenas no al
cance de cf* a um ponto na frente da ponta
da trinca. O critério para fratura e conse-
qllentemente K;. sdo determinados pela exigén
cia de que a tensao principal maxima deve al-
cangar ou ultrapassar oc* sobre uma distancia
caracterTstica microestruturalmente significa-
tiva, zo*.

Devido 3 intensificacdo rapida da tensao na frente
de uma trinca pontifaguda, a tensdo longitudinal

BLX atingida bem proximo da pon-

maxima o e
ta e da??’ 9yy comega a cair. Um diagrama
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esquematico do acontecimento critico que leva
a fratura estd apresentado na Fig.4. A distri

K"

TRINCA c

Fig.4. Representagao esquematica do acon

tecimento critico para a fratura

buigao da tensao ¢ _ diretamente na frente da
ponta de uma trinca pontiaguda sob condigoes
de deformagao planar & obtida para um material

nao encruavel da solugdo de Ostergren [15](Fig.
5) enquanto para um material encruavel as so

L]
(/01"

4] A A i

005 000 015 o020

Fig.5. Distribuicao de o
terial nao encrudvel

para um ma

(18]

lucoes de Rice e Rosengren [16] e Hutchinson
[17] (Fig.6) sdo utilizadas. Bem perto da pon
ta a distribuigao & dada por Rice eJonhson [18].
Em todas essas solugoes a intensificacdo de tensao
o,, / o, & dada em fungao do parametro adimen
sional x!{KIfoo)z onde L € a tensdao de es-
coamento representada por gy

Conhecendo a razao o¢*/oy, pode-se calcy
lar o parametro adimensional £°*f{chuY)2.Pot
tanto KIc pode ser determinada se 80* for
conhecida.

com a temperatura foi

A variagao de Ky
esta

prevista pelo modelo para um ago doce e
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L)
(x/0, 1
o.-nal.n;-lan.ml;;a
' 0005 0-010 oos

Fig.6. Distribuicao de o,y Para um mate
rial encruavel (n = expoente de encrua
mento) [16-18]

apresentada na Fig.7.
na dependéncia de o

baseada
sobre a temperatura.

Tal previsao &

Y

50| .
-

¥ . ;
€
4
=

° 301 .
x®

201 -

A L L

A L i A =
—1S0 -140 -I30 -120 -0 -100 -90 -80 -70 -80
TEMPERATURA °C

Fig.7. Variacao de Kie com a tempera
tura [8]

Distancia caracteristica. Na aplicagiao do
modelo de RKR a um ago doce, uma boa concordan
cfa com os dados experimentais foi obtida [B8]
para uma distancia caracterTstica to* de dois
diametros de grao (L ,* = 2d). No entanto acre
" dita-se que ndo haja um significado fisico fun

damental para a conclusdo de RKR. Na verdade
Parks [19] aponta que £ * deve ser encarada
como, essencialmente, uma quantidade empirica

embora seja de relevancia aos aspectos microes
truturais da iniciagdo da fratura. Em resumo,
€ razodvel supor que o acontecimento crftico
de iniciagdo da fratura deva ocorrer nos poucos
primeiros graos preasustenitico na frente da
ponta da trinca. Assim sendo, Ritchie, Server

29
e Wullaert [2] no seu trabalho sobre os  agos
SA533B e SA302B, consideraram que to* pode va

riar entre 2d e 4d.

Formulacdo analitica do modelo de RKR. 0 mo
delo de RKR, baseado nas solugdes numéricas pa
ra a distribuicao de tensdo na frente de trin-
cas pontiagudas, pode ser formulado analitica
mente [20]. Utilizando a lef constitutiva de
Ramberg ® 0Osgood, na qual a deformagao plasti-
ca (e,) & expressa em fungdo da tensdo equiva
lente (o) como:

a tensao de tragao de abertura o a uma dis
tancia x diretamente na frente da ponta da
trinca foi obtida como:

1
o J N+ (5)
I
ke f(")[—"r"eo }

onde o, € a tensao de escoamento levada como
oy, J; a integral - J, e, a deformagdo  de
escoamento, N o expoente de encruamento de
Ramberg - Osgood, I uma constante numérfca - de
pendente de N, e f(N) o valor, diretamente na
frente da trinca, da fungao normalizada da dis
tribuigdo angular de o, . J; & relacionada

com K; pela relagio [21]
JI'E
K =__2_
I T-
v
onde E & o midulo de elasticidade e v & a

razao de Poisson. Deste modo equagao (5)
seér expressa cComo:

pode

1 1
+

el ]

9y ‘o (Ky/oy)

Importante observar que a tens3ao equivalente &
definida por

“e \/%[‘”1““2)2"(“2"’3)2*{"3'“1}2 ]

onde

Al

9y » 0, € oy S30 as tensdes grincipais.
e que o expoente de encruamento N = 5 onde
n representa o expoente na lei constitutiva
usual
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= £ n
£ w e
0 0
De acordo com o critério de RKR, Ky = Kpeo
quando o excede cf* sobre x = 20* direta

mente na frente da ponta da trinca. A tenacida
de ch‘ e, entao obtida como

N+1T
N+l [
K 8 g 2 *] i o i
oyl Z
.
5 LEal
onde 8 = f{N}{ %lf- 1
0

As constantes I, f(N) e g obtidas a partir
da solugao numérica da distribuigao de tensao
de Hutchinson [17,22], sao listadas na tabela

2 para varios valores do expoente N.

N 1 f(N) B
3 5,51 1,94 5,50
5 5,02 2,22 4,52
9 4,60 2,46 3,80
13 4,40 2,58 3,53
25 4,14 2,73 3,24
49 3,96 2,83 3,10
99 3,84 2,90 3,03

Tabela 2. Valores numéricos de I, f(N)
e s [2,17,22] (v = 0,33 e ey= 0,0025)

MODELOS DE DEFORMACKO CRTTICA PARA A TENACIDA
DE NO PATAMAR SUPERIOR

Estudos metalograficos [3] dos mecanismos
de fratura de agos para vasos de pressiao de
reatores nucleares, como SA533B, a temperaturas

correspondentes ao patamar superfor, revelaram
que a rutura se inicia por nucleagdo e cresci
mento de cavidades formadas a inclusdes de sul
fetos de manganés e oxido de aluminio (de ta-
manho de 5 = 10u) na frente da ponta de um epn
talhe ou trinca. A coalescencia destas cavida
des, através da localizagao de deformagao
tre as mesmas, resulta entdao na formagao ecres
cimento de macrotrincas. De uma forma simplis-
ta, pode-se realisticamente modelar este tipo de fratu

en-
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ra como se fosse induzido oor deformacao, i.e., coales-
cencia das cavidades ocorre quando um valor critico
de deformagdo € ultrapassado na frente da ponta.

Entretanto McClintock [9] apontou que a du
tilidade de uma regiao do material em deforma
¢do & reduzida pela presenca de altas tensoes
biaxfals ou triaxiais, Este fato foi constatado
em materfais conjugados fibrosos [23].

Em analogia fratura por clivagem,
MacKenzie, Hancock e Brown [10] propuseram um
critério para fratura ditil onde um valor cri
tico de deformagdo, ec*, & Tocalmente excedido
sobre uma distancia caracterfstica microestru
turalmente significativa {zo*) na frente da
ponta. Entretanto o critério reconhece que tal
valor critico € uma fungdo forte do estado de
tensao e que por sua vez varia com a distancia
na frente da ponta. Assim sendo, a aplicacao
desse modelo necessita ou envolve a determina
¢ao experimental da deformagao na fratura (a
dutilidade 2;) em funcdo do estado de tensdo,
além do conhecimento da distribuicao da defor
magao na frente da trinca pontiaguda.

Determinagao de Ef

com a

Valores de ¢ podem ser

obtidos em funcdo do estado de tensao [10] atra
vés do garregamento uniaxial de tracio de bar-
ras cilTndricas circunferencifalmente entalha
das (Fig.8). Em tais corpos de prova, fratura

/2P 18-201A

/
.

[ -
= |

U

2P

DIMENSOES EM mm
Ge, MAID INICIAL DA
SECAOD ENTALHADA =
3,8 om

Fig.8. Amostra de tragdao circunferencial
mente entalhada [2,10]

se inicia na regiao central do entalhe onde
estado de tensao hidrostatico € mais severo.Di
ferentes estados de tensdo podem ser obtidos
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variando a aqudeza do entalhe.
De acordo com a analise de Bridgman [24], a
deformacao plastica efetiva, £ , na secao do

entalhe & dada por [2,10,24]

2 tn 2 (6)
E = n —
P min

sao o raio original e o raio
respectivamente.

onde a, e a..

minimo da secao entalhada,

Por outro lado, o estado de tensao no centro
do corpo de prova & dado por [2.10.24]
/5 = mo(1 4 lmin 7
T U—T* n ( Tp"’) (7)

onde p € o raio de curvatura do entalhe (Fig.
8) e o, & a tensdo média, ou hidrostdtica,da
da por

om = (o + oy + a3),

Ensaiando uma série de amostras (Fig.8) de

varios ¢'s, as equacoes (6) e (7) podem ser
utilizadas para obter os valores de €, "nomo
mento da iniciagao da fratura, ., em funcao

de o, / 5. Curvas tipicas desta relacdo obti
das por Ritchie, Server e Wullaert [2] para os
acos SA533B e SA302B a temperatura ambiente es
tao mostradas na Fig. 9. Essas curvas indicam
uma redugao acentuada n& dutilidade dos agos
para um estado severo -de tensao hidrostatica.
Expressao para ch. Fig.10 representa a

distribuicao de Ep e o,/ & na frente de
uma trinca, em modo I sob condicoes de deforma
¢ao planar, para pequena escala de deformacgao

[2,10,18]. Esta distribuigao & valida para ma
terfais ndao-encrudveis até um nivel de tensao
aplicada de cerca de 3/4 de oy, e tem a vanta

gem de levar em conta a abertura da ponta da
trinca, &, acarretada pela deformagao plasti
ca. Conforme Fig.10, o,/ e Ep sao plotadas
em funcao de x/&. Deste modo Kic Pode ser
prevista atraves da determinacao do valor de §
para o qual & excede, sobre a distancia ca
carteristica £,*, a deformacao critica pa
ra fratura, eg*, representativa do estado de
tensao naquela posigao. A curva de Ep da
F1g.10 pode ser expressa pela sequinte
gao [18].

rela-

i
12 i)
=10 .
SA5338
08 4
©
-~
S
- 0.6 J
SA3028
04 .
Loz ' 4
1 1 1 1 1
o 02 04 0e os Lo
&
Fig9.9. Curvas de iniciagao da fratura pa
ra varios estados de tensao [2Z]
- &
Ep = C-l —_— {B)

onde c] € uma constante a ser determinada a
partir da prdpria curva. No momento de iniciagio
da fratura dutil, tem-se

£, = :f* s X = £°* e 6 =48

p c
KIc e relacionada a 8¢ pela expressao [25]
chz
8, = 0,6 —— (9)
E UY

Combinando equagoes (8) e (9), o modelo de
deformagao critica & expresso como [2]

“

ch = constante\/cf* . Lo* - Oy - E 5

onde a constante & igual a 1/ \’0.6 <
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L
L8} —Hz0
1.0 -~ 1.5
Ep Om /T
TRINGA INICIAL  TRINCA DEFORMADA =
l‘ﬁ / ’
- >
05 ..__x-———J —H10
0 L 05
0.5 1.0 L5 2.0 25
x/8
Fig.10. Distribuigdo de & e o,/ g na proximidade
de uma trinca [2]
»
0 valor de ef* utilizado para prever a te Em alguns acos, por exemplo SA302B, o acon

nacidade na fratura & representado por £g cOr
respondente ao estado parciﬁy1ar de tensao que
existe a uma distancia Zof da ponta da trin
ca. Desde que .na proximidade da ponta as ten-
sbes sdo altamente triaxiais, eg* pode seres
timada por Ef correspondente ao estado de
tensio on/% > 1,2 (Fig.9), representativo de
estado de tensio na regiao da ponta [2,10].

De acordo com [2], os valores de ce*  assim
estimados para os agos SA533B e SA302B decres
cem levemente com a temperatura. Para estes
mostra ser pouco dependente da tem
peratura na faixa acima de NDT [2] e o modelo
de deformacao critica preve uma tenacidade qua
se independente da temperatura na regiao do pa
tamar superior.

Distancia caracteristica. Valores de Zo*
para rutura dUtil sao geralmente equivalentes
a miltiplos do espagamento entre particulas de
sequnda fase ou inclusdes. Estimativas para £
variam entre 1 e 10 vezes o referido espagamen

agos, oy

to.

tecimento critico para iniciagao da fratura du
til & a coalescéncia de cavidades grandes, for
madas a inclusces, com a ponta da trinca. Des
te modo a coalescencia de uma unica cavidade
com a ponta ser3a a etapa critica para fratura.
Em outros casos, por exemplo o ago SA533B, a
coalescéncia de algumas cavidades relativamen
te pequenas formadas na zona plastica,represen
ta a etapa critica. Aqui o mecanismo para avan
¢co da trinca nao serd pela nucleacao de uma ca
vidade que em seguida clalscera com a ponta da
trinca principal, mas sim pela nucleagao e coa
lescencia de varias cavidades isoladas na zona
plastica. Este mecanismo esti perfeitamente
consistente com as observagdes metalograficas
de Van Stone [3]. Portanto, para fratura di-
t11 a distancia caracteristica, £,*, deve ser
encarada nao s0 como mera reflexao do espaga-
mento entre particulas que nucleam cavidades,
mas também como numero critico de cavidades
coalescer com a trinca principal no momento da

a

iniciagao.
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EFEITO DE IRRADIAGCAO POR NEUTRONS

Fragilizacao de agos ferriticos causada por
irradiacao por neutrons € geralmente caracteri
zada por um acréscimo na temperatura de transi
¢ao bem como na temperatura de minima dutilida
de, NDT, conforme mostrado na Fig.l. Ao mesmo
tempo a energia correspondente ao patamar supe
rior sofre uma queda. Em termos de mecanica de
fratura, estas variacoes correspondem a uma re
ducao na tenacidade KIc‘

Na faixa do patamar inferior, irradiagao por
oy e diminui n [26] enquan
to oc* e £ * permanecem nao alteradas. Par
tindo-se, entdo, da influencia de irradiagao
sobre os parametros de escoamento, pode-se pre
ver 3@ dependéncia de Kic sobre a temperatura
em funcao da dose de neutrons a qual o material

neutrons aumenta

foi sujeito. A variagdao de Kie com T pre-
vista pelo modelo de RKR esta mostrada na
Fig.11 [2]). Esta previsao esta de acordo com
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em teo-
seja rea
variacao
de

os modelos de deformagao critica, sao
ria plausiveis. Para que tal previsdo
lizada, precisa-se dos dados para a
da dutilidade na fratura com o estado
sao para o material irradiado.

Desde que a distancia caracteristica para
fratura dutil parece ser uma funcao da microes
trutura (espagamento entre inclustes) bem como
do niumero médio de cavidades que coalescam com
a ponta da trinca no momento da iniciacdo da
fratura, & dificil imaginar que esta distancia
nao seja dependente da dose de irradiacdo.

ten-
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EFEITO DO RAIO DE GURVATURA DA RAIZ DO ENTALHE
NA TENACIDADE DINAMICA DO ACO SAE 1060 A BAIXA

TEMPERATURA

AUGUSTO C. R. DE ABREU
FATHI A_l. DARWISH
CESAR R. OURO

DEPT? DE CIENCIA DOS MATERIAIS E METALURGIA, PUC/RJ

ca e a energia absonvida na fratura @aco SAE 1060 nommatizado foi
atraves de ensaios de impacto instrumentado a -196°C. 08 nesultados

para raios menores que 0,5mm.
buicao de tensao a grente do entalhe.

INTRODUGAD

SUMARIO
A influgncia do raio de cwwatura da aaiz do entalhe, p, sobre a tenacidade dinami
determinada
moALraram
que ambos os panametros decrnescem a medida que p dechesce, permanecendo constantes
Tais nesuftados sao discutidos em tenmos de distni
de prova abaixo do escoamento geral, o que

Alguns pesquisadores tem se preocupado em
estudar a influencia de condigoes de servigo
sobre a tenacidade na fratura de materiais me
talicos estruturais. Geometria do entalhe,
temperatura e taxa de deformagao sao exemplos
dessas condigOes. Os agos sao destacadamente
os mais importantes mater;a1s estruturais._Nes
tes a redugao da temper&tura e/ou aumento da
taxa de deformagao ocasionam reducao de sua
tenacidade [ 1,2 ]. Isto implica no aumento
da fragilidade do ago, o que tende a provocar
fratura predominantemente elastica. A determi
nagao da influéncia da geometria do entalhe &
realizada basicamente variando o raio de cur
vatura de sua raiz, p, ou o seu angulo de
abertura, w, sendo que a influencia de o e
mais significativa que a de w.

0 proposito deste trabalho foi
a influéncia do raio de curvatura da raiz do

determinar

entalhe no valor do fator critico de intensi
dade de tensbes sob condicoes de deformagao
planar do ago SAE 1060 normalizado, atraves

de ensaios de flexao dinamfca realizados na

temperatura de -196°C. A alta taxa de defor
magao e a baixa temperatura de testes foram
escolhidos para garantir fratura dos corpos

permitiria a determinacao da tenacidade do ma
terial KIc(p) em fungao do raio de curvatura
A partir desses resultados, foi estimada a re

sistencia intrinseca do material a fratura,
uf*.

Para alcangar os objetives almejados neste
trabalho foram testados diversos corpos de
prova em maquina Charpy instrumentada, tendo
sido registradas a energia absorvida no pro
cesso de fratura e a curva de carregamento di

namico (carga x tempo) de cada corpo de prova.

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

A composicao quimica do ago SAE 1060, wuti
lizado no decorrer desta investigacgdo, esta
apresentada na tabela 1.

0s corpos de prova, usinados a partir de
barras quadradas de 1/2" x 1/2", foram sujei
tos a um tratamento té&rmico de normalizagdo a
uma temperatura de 850°C durante 30 minutos e
em seguida resfriados ao ar. A geometria das
amostras era a de Charpy, sendo que p variava
de aproximadamente zero (trinca por fadiga)
até Imm. A figura 1 mostra o desenho e o0 mo
do de carregamento dos corpos de prova.
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Elemento
quimico ¢ Ho St F S
Percentagem
em peso 0,63 1,289 0,299 0,021 0,029

Tabela 1. Composigao quimica do aco SAE 1060

L=ag

"T A - .

y

i

|

Fig.1. Geometria e modo de carregamen
to das amostras (Dimensoes em mm)

- =

As amostras, apos terem sido mergulhadas
em nitrogénio 1Tquido por 10 minutos, foram
fraturadas em uma maquina de impacto Tinius
OTsen equipada com DYNATUP modelo 500 da
Effects Technology e com um osciloscopio
TEKTRONTX 5103 N [ 3 7. Tais equipamentos,

mostrados na figura 2, permitiram o registro

Fig.2. Maquina de impacto instrumentada

de cargas instantaneas no corpo de prova duran
te seu dobramento, como também a energia fnte
grada no tempo de duragao do impacto [ 3,4 ].

Ensatos de tragao foram também realizados
a -196°C em amostras cilindricas de diametro
de 10mm a uma taxa de carregamento da ordem

de ]OKgF/mmzseg. Deter inou-se para o limite

de escoamento
e a dutibilidade na tragao €ps
123.6Kgffmm2. 125.2Kgf}mn2 e 1,2%, respectiva
mente.
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oy» 0 limite de resisténcia of
0s valores

RESULTADOS E DISCUSSKO

A figura 3 mostra um exemplo tipico de cur

Fig.3. Curva de carregamento dinamico

vas carga x tempo obtidas durante o ensaio de

impacto. Em todos os casos observou-se que as
amostras falharam abaixo do escoamento geral.
A variacio da energia absorvida no impacto

com p pode ser observada na figura 4. Veri
= 0
3
: [°
3
% _—
e
[ %] ae [ X ] .0
1 =i 1 | 1
P (mm)

Fig.4. Energia absorvida em fungao de p
fica-se que os valores de energia diminuem com
o raio de curvatura, tendendo a se nivelar pa
ra baixos valores de p, permanecendo constan
tes quando estes sao inferiores a 0,5mm.

Desde que as amostras tenham falhado abaixo
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do escoamento geral, a carga maxima aplicada,

P,» coincide com a carga de fratura, Pe- A va
riagdo desta carga com p & semelhante aque
1a apresentada pela energia absorvida, como

pode ser observado comparando as figuras 4 e
5.

y (ngr)

Fig.5. Carga na fratura em fungao de p

Tenacidade na fratura. Para a geometria e
o modo de carregamento utilizados nesta inves
tigacao, o fator de intensidade de tensdes,.K,
€ determinado a partir da equagdo [ 5 ]

1/2
Ky ;g.:,".z[sl,7(%)-54,3(&)%211(5}3} (1)

onde M representa o momento aplicado, dado pe
1a expressao M = PL/4, sendo P,L,c e d mos-
trados na figura 1. No instante da fratura a
equagao (1) representa Kic(p), onde o momento
aplicado & determinado a partir de Pe-

A figura 6 mostra que ch(p} também & de
crescente com p, permanecendo constante no va
lor de 44,4%2.6 Kgf.uu'alz. para raios de
raiz de entalhe menores que aproximadamente
0,5mm. 0 raio de curvatura efetivo, por abai
x0 do qual KIc(p, nao varia, define entiao a
tenacidade de amostras contendo entalhes ou
trincas de rafos de curvatura meneores que Por
Este valor constante representa a tenacidade
do material na fratura sob condigdes de defor
macao planar, Kic» Visto que o mesmo atende a
desigualdade [ 1,2 ]

2
uaz.S(T:E—) <c

-
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Kig (), (gt an W)

ke i

[ AL 1]

Fig.6. Tenacidade na fratura em funcao
de p

onde w € a espessura do corpo de prova (Fig.l)
Resisténcia intrinseca a fratura. Para amos
tras que falham abaixo do escoamento geral, o

critério de fratura mais adequado & aquele ba
seado em um valor critico og* (tensao de fra
tura intrinseca do material) atingido na fren
te do entalhe. A tensdo maxima longitudinal

(na diregdo y) na secdo do entalhe (Fig.7) ocor

re na interface eldstico-plastica, a uma dis
tancia R da raiz deste, onde R representa a
extensdo da zona plastica. Fratura ocorre quan

do a mixima tens3ao longitudinal, oyy-ax. alcan

¢a o valor oc*, isto &, quando R alcanga um
valor critico Rp, dado pela expressdo [6,7]

Re = ofexp [ (op*/oy)-1]-1} (2)

Esta relagao mostra que Rp cresce com p. A ex-
tensdo da zona plastica, R, & uma
K;. Sob condigoes de deformagao
momento da fratura, R. &

(8]

fungao de
planar e no
dada pela equagao

2
K

i [
F s

Eliminando Re entre equagoes (2) e [3).Krc{p}
& explicitada como

Kre(p) = 2,9 ay {exp [(og*)-1]-131/2 ;172
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A tenacidade Kk, & entao dada por [ 7,9 ]

Kpc=2:9 oylexp[(og*/ay)-11-111/2; 1/2 (4

Substituindo-se os valores de ch. Po & Oy
determinados experimentalmente, na equagao (4),
foi obtido o valor de 126,6 Kgf.ﬂn'z

valor este pouco maior que

para og*,
a tensao de fratu
Fa, og, para amostras de tracao ensafadas a
-196°¢ (op = 125,2 Kgf.um‘z). E importante ob
servar que esta estimativa & baseada no oy de
terminado em ensaio de tracao realizado a uma
taxa de deformacdo bem inferior a3 correspon-
dente ao ensaio de impacto. Entretanto a uma
baixa temperatura tal como a de -195°C. dy de
um aco como SAE 1060 nao deve variar com a ta
Xa de deformacao. Ensaios realizados neste ago
na temperatura ambiente [ 10 ] mostraram que
© limite de escoamento dinamico, obtido em im
pacto, € 17% maior que o seu valor estitico.

A observagao de que Krc(p) cresce com p pa
rap > o, pode ser explicada na base da dis-
tribuicao das tensoes no plano do entalhe. A
figura 7 representa um diagrama
!

esquematico

L] B — i _‘_

Fig.7. Diagrama esquematico da distri-
buig¢ao de tensoes a frente do entalhe
desta distribuicao no momento da fratura para
dois valores de p(p, > py). Quando 0>p o Rp @
proporcional a p ocasionando a distribuicaoc
de tensoes, no momento da fratura, mostrada na
figura. A tensao na zona plastica & dada por

[ 6,7 ]

- X
oy y(X) = oy [T4en (1 + ] o< x <R
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Para x > Rc, as tensdes sdo eldasticas e decres
cem mais bruscamente quando p diminui [ 7 ], 0
que ocasiona maior deslocamento do eixo neutro
no sentido do entalhe (Fig.7).

A forga interna de tracao no momento da fra
tura pode ser descrita pela expressao

R af2-ax

F
Ft=oYa/- [l+£n(l+—:)]dx+w/ °yy(z)dx
F

onde a_ (x) no segundo integrante representa a
distribuicao de tens3ao na regido da secio do
entalhe tracionada elasticamente e ax & o des
locamento do eixo neutro ocasionado pela pre
senca do entalhe. '

Pelo exposto podemos concluir que Fy e con
seqlientemente P crescem a medida que p aumen
ta. Sendo Kic(p) diretamente proporcional a
Pe (equagdo (1)), também cresce com o aumento
de p.

Distancia caracteristica. Utilizando equa-
¢ao (3), foi obtido Re = 0,075mm para amostras
de p = p,. No caso de raios de curvatura in
feriores a Pos @ extensao da zona plastica no
momento da fratura nao varia com p, devendo
permanecer constante no valor de 0,015mm cor
respondente a Po- Aparentemente para que ha
ja fratura, escoamento deve ocorrer em
Tume finito e minimo do corpo de prova. Tal
volume & definido, conforme figura 8, pela lar

um vo

Fig.8. Distribuigao de tensoes na fren
te de entalhes pontiagudos (p¢p°} =

gura x = 0,015mm e altura 2=p. Na presenca de
entalhes pontiagudos (p < po). um material fra
gil, tal como aco SAE 1060 a -196°C, falha quan
do escoamento ocorre naquele volume minimo si
tuado na frente do entalhe, atingindo um nivel
de tensao na interface elastico-plastica, no
minimo iqual a Uf*. Para p = p,, as duas con-
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digbes sdo satisfeitas simultaneamente. Enquan

to para p < pg, op* € atingido a uma distan
cia inferior a distancia caracteristica (0,015mm)
na zana

visto o maior gradiente da temsao L
plastica (Fig.8). Entretanto escoamento tem
que prossequir para estender a zoma plastica
até x = 0,015mm. Assim a temrsdao longitudinal
neste ponto atingird um nivel maior que uf* da

do pela equacao (4).
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SUMMARY

This paper is conceaned with the dynamic equations of coupled Linear thermoelasticity.

Its aim 4is to present a numerical algorifhm which combines finite-efement space approx

imation with a two-step time discretization 4in such a way as to neach significant com-
putational savings: 4t features a sirategy fon independenily caleculating the displace-

ment and temperature f<iefds through equations that neveathless nemain coupfed.
scheme convergence was shown to be optimal and its machine performance, as

by some examples, fainly safdisfactony.
INTRODUCTION

Vibrations and stresses of thermal origin
have an important role in & large number of
practical situations, as. on steam engines,
internal combustion motors, thermal power
plants, and so on. Thermal stresses may occur
when a body is subjected to non-uniform heat
ing or even when heating conditions are uni-
form but the body's resulting volumetric ex-
pansion is mechanically constrained,cf. [1].

On the other hand, for some elastic mate-
rials, damping of their free vibrations is
theoretically explained as a result of inter
nal production of thermal energy,cf. [2], an
effect described in [3] as a thermoelastic
internal damping. Experimental evidence of
the influence the strain rate may have upon
a body's temperature is even part of a lay-
man's background in Physics.

The study of coupled thermoelasticity theory,
that is, the mathematical modeling of the
interaction between deformation and temperature
fields, has therefore strong support under

The

(lustrated
%

both theoretical and physical grounds.

This paper is restricted to those assump-
tions leading to linear equations:
deformations as well as small and slow temper
ature changes. Despite its apparent over-sim
plification, linear thermoelasticity has shown

small

to be accurate enough as to describe phenomena
presenting a temperature range of about 40°c,
cf. [4].

The aim of this article is to
numerical algorithm for linear thermoelasticity

discuss a
which combines finite-element space approx-

imation with two-step time discretization.

a1

Its main feature is to calculate the temperature

each
time step, thus leading to great computation-
al savings.

In spite of having been designed for linear
models, the algorithm may be useful when treat
ing some non linear problems as, for example,
those physical situations where one-sided
constraints are present. In their mathematic-
al modeling, variational inequalities come up,

and displacement fields separately, at
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see [5], and these are amenable to be treated
by Tinking the regularization or penalization
techniques to the numerical scheme under study.

THE MODEL EQUATIONS

For m=1, 2 or 3, let 8 E™ be the refer-
ence configuration of a material body, i
standing for the m-dimensional Euclidean space.
The boundary I' of the open, bounded, connect-
ed region 7 must be piecewise smooth.

The thermodynamical state of the body under
study is assumed to be <characterized by its
displacement “:{“i)1<i<m and its temperature
©. Both fields are function of the time t and
the space variable x=(xi)lii£m
usu(x,t) , ©=0(x,t) , (x,t) in @ x E!?

They are defined through the linear different
ial system

iy = (555pup, ) j"{zij[G'To]} g

tof, s 1<i<m (1)

pc9+£1jToﬁi'j = {bije )+ per (2)

T L
plus initial and boundary®conditions to be
described later on. -

The notation used in (1){2) is defined as

follows:

p=p(x) - material density (taken in the refer
ence configuration)

a=a(x) - elasticity tensor

R=0(x) - coupling operator

T0 > 0 - reference temperature

f=f(x,t) - external force field

c=c(x) - specific heat

b=b(x) - heat conduction tensor

r=r(x,t) - external heat source

The summation convention for repeated indices
is employed throughout, along with the standard
notation

g = dg/dt s g agfaxj

B
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for any scalar or vector function g=g(x,t)
Some properties of those fields and operators

in (1)-(2) will be taken for granted in the

sequel:

{ i) Symmetry - for all i, j, k, &

T qike ?

Aiike T ki

bij = by 5 245 = 244
( ii) Positivity - for some o>0, any x in @,
all m x m matrices £ and m-vectors n,

D{X]ia 3 a‘l,]k?.(x}g'l.]f'kﬂ.zag'l,]gh] H

c{x)>a 5 biingn.>a nyny

ijritd

{(iii) Integrability: for all t

J fifidv < = J ridv < =
i Q

As explained in [2], & simple deductionof
equations (1)-(2) may be gotten by postulafing
a free energy function e, quadratic "in both
the deformation gradient and the temperature
deviation T = G—TD,

N i 1T
bR = 7 eVt gt e T

A complete treatment for the genéra] laws of
Mechanics and Thermodynamics which leads to
(1}-(2) through 1{near1zation may be found in
[6] .

Initial conditions that assure well posed
ness for (1)-(2) are

u(x,0) = u (x) 5 d(x,0) = v, (x) (3)

8(x,0) = 8,(x) (4)

where Uy Vo O, are given and describe the
system state at t = 0.

On the boundary I',partitioned as I‘:I‘u U I‘S
and T=T, U re Dirichlet conditions are assign

ed:

u=U (x,t) on T [prescribed displacement] (5)
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©=0(x,t) on ry [prescribed temperature] (6)

as well as a surface traction
o=stress tensor
o.v=S5(x,t) on T (7)
v=outward normal

and two types of heat flow through rq=r‘, Lir,
namely

bije,1"j=q1("t) on T, [prescribed

heat flow] (8)
b;30 §v§=h(6-T,) on I'; [heat transfer

by convection]  (9)

Knowledge of the fields u, 0, 5 and q, is
assumed. The conductance coefficient, denoted
by h=h(x)>a>0, and the environment temperature
T, are also given data.

Despite its Tinearity,system(1)-(9) exhibits
a strong mathematical appeal as a consequence
of linking a parabolic equation to hyperbolic
ones, thus inhibitting a straight- forward
application of classical results. In [2], a
thorough treatment of this problem was present
ed, using a method already employed by Visik
in [7]. The variational formulation was the
approach chosen by Duvaut and Lions [5] and
by J.J. Henry [8]. In the "former authors 'models,
variational inequalities are obtained for trea
ing one-sided constraints and particular types
of non-linearity. Of course, their results may
be applied to the linear case but the external
agents they allow are less general than those
treated here. A slightly unsatisfactory math-
ematical treatment for the linear equations of
thin plates under thermomechanical
given by the latter author [B8].

A variational formulation for (1)-(9) may
be obtained in a simpler form by introducing
new variables u and 8 associated to homogeneous
Dirichlet conditions

stress is

u =20 on r (lu)
8 =0 on To {(11)

They are related to u and © by

43

u=u-~-9d

8 =a-%Y

where the functions ¢ and ¥ are arbitrary reg.
ular extensions of u and @ to the whole of .
Such a formulation is:

Find ui=ui{x,t}, 1<i<m and 8=6(x,t) for
which

Iﬂpuividwjgaijklui,,jvk,ld” =
=Jn”ij[B“To]“i,Jd” +
+anFividu+anFi‘Jv1.jdu (12)

lnpcecpdwjnbija,jq:’idu -

= ~Jﬂzijroni.j¢ dv +

ch,i¢,idu (13)

+J pcR¢du+J
2 Q

Equations (12)-(13) must hold for any instant
t in the time interval [0,t] under consider-
ation, and for all fields v=(v ), ., 2and ¢
that satisfy the homogeneous boundary conditions
{(10)-{11). Such admissible fields will be
said to form the space V. As regards to the
functions F={Fi}1<i<m and R, they correspond
not only to f and r but also to the choice of
¢ and ¥, as well as to the functions S and
q - related to the Neumann conditions. In
fact, F and R are constructed as distributions,
all details may be seen in [9].

It is convenient to introduce a self-ex-
planatory notation which lets (12)-(13) to
be rewritten as

(DUIV}+A{u;v)=L{B—TD;v}+ <pF,v> (12')

(pc|o)+B(6:¢)=-L(T ¢30)+ <pcR,e>  (13')

or, by combining the terms in the right-hand
side of (12')
(pli|v)+A(usv)=L(8;v)+ <pF,v> (12*)

Imposing the initial conditions (3)-(4)
in the variational form is more natural and
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thus it is required that, for all(v,¢) in V,

u(0),v> = <u ,v> (14.a)
U(0),v> = <v ,v> (14.b)
<6(0),6> = <@ ,¢> (15)

hold, where the new initial data are specified
by

uO{xJ uu(x)-¢(x.0)

Vo(x) = v (x)-2(x,0)

Bo(x) Oo(x]—v(x.ﬂ}
THE NUMERICAL ALGORITHM

For a system which is essentially the same
as (1)-(2), a finite-difference scheme was
proposed in [10] and dnalyzed in [11]. An
alternate algorithm, which combines finite-
element spatial approximations to finite-differ
ence time discretization, and featuring an
uncoupling strategy was suggested in [12],
many numerical tests for it having been present
ed. Neverthless, a convergence proof for such
a procedure could not be ?chieved without a
technical device, namely the introduction of
an artificial viscosity, see [9].
not change the scheme operation count and may

This does

even have a heuristic justification: how come
the strain rate is taken into account by the
parabolic equation of energy and has no influence
upon the hyperbolic equations of motion?

To define the computational scheme, first
choose approximation spaces Vh that converge
to V.as h -~ 0. [For example, they may be
takan* as finite-element spaces, h being a para-
meter associated to the mesh width.] To make
it precise, by this convergence it is meant
that for any (v,4) in V there exist (vh,¢h}
in Vh such that

h

Iim[fv-vh.v—vh> + <¢p-¢ ,¢-¢h>} = 0

h+0

(18)

Take then a time step k = At > 0, an art-
ificial viscosity parameter € > 0, both fixed
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and arbitrary, in order to define (U",t") in
Vh intended to approximate the discrete values
(u",0™) = (u(nk).e(nk)), n=0,1,...,N = t/k.

For any mesh function g“. n=0,1,..., intro
duce the quotient difference operators

s gn = (g"+]-g"'])/2k

k

n n+l

3,9 = (9 -2"+g" 1) /2
and the weighted averages

M" = (" Tag" Ny 2

MPg" = pM g"+(1-p)g" , 0<p<l

After choosing a value for the weight p,
the evolution scheme is characterized by the
following equations that must hold for arbitrary
(v,6) in V", [It should be kept in mind that
the computed approximations (U”,T") are 1in
fact functions of x that depend upon the para

meters h, k, € and p,

LU =0k, p) 5t = <M(hak,elp).
The notation (Un,"r"} will be kept for the sake

of simplicity, though.]

Description of the algorithm,
(a) Initialize the scheme with U°, U, °,
1! as given by

<w®,v> = U sV (17.a)
<Ut,v> = <u tkv o ,v> (17.b)
<%,¢> = <0,10> (18)
(oo L0 gy 25 000) -
LT 0s UeP0cpe BAR s (19)
or
(DC6k/2r1!ZI@)*B(Hk/211f2;¢)
=-L(T0¢;5k/2U1/2)+<ocR1/2.¢> (19")
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un+1

(b) For n>1, compute with the known

values of U", U"“], " from

(032U |v)+A(MPU" V) +eA(8, U sy) =

- L(Tn;vjq- <pEn,v> (20)

n+l

and then get t through

(pcs, t" ) +B(MB<";6)=-L(T ¢;6,U")
n
+ <pecR7,¢> (21)

a relation which uses u"™ ', u"1, PL

and
#
The evolution equations (20)-(21) are

always of implicit type, except for p = 0.
Obtaining their solution at each time level
t, amounts to solving two linear systems of
algebraic equations. In fact, let
{(vj.OJ.{0.¢{)}; T<icNy, 1<j<mN, be a basis
for V', associated to which are the follow-
ing expansions

n _ ,n

Ut = Uy (22)
n_ _n

T = Ij¢j (23)

When relations (22)-(23) are taken into
account, (20)-(21) are rewritten as

FATL wmPyn .
akUj{pvj[vi)+Hkujﬁ(vj.v1)+
+ed U?R[v.‘v.}:qu(¢ VL )+
k™3 j*i J iti
+<ofn,v1> for i=1.....mﬂh (24)
5KTE(DC¢J |¢.| }*"ﬁT?B{"’ji"i]’
-T 6, UML(6,3v)+<pcR",0,>
o k'j i 'V
for 1=1,....Nh (25)
It should be emphasized that, for each

n+l
n, (Uj }1<J‘mﬂh is computed from a system

that requires the knowledge of Un']. u?  and
12 as can be more easily seen by writing(24)

in the form

45

[(vaIvi]/k’+ph(vj;vi}/2{

+cn(vj;vi}lak}u?+]=T?L(¢j;vi]+

+<p?",vi>+{2(pv11vi}/h’-

. n_
-[I-p)A(vj,vi}/2]Uj {(nvjlvi)/k2+
+pA(vj;vi)/2+cﬁ{vj;vi}/2k}ug-] (24*)

This is then followed by the computation
of T"+I from (25). The just obtained values
of U;”I jointly with U;'l. 13—1 and T? are
then needed for the corresponding system of
order Nh:

({DC¢J-|¢i}/2k+PB(¢j;¢1UZ}rg”=
=TS UGL(8;3v ) <pcR 0> -
n ) .
T5(1-P)B(d 50, /2-{(pco;[d;)/2k+
IS n-1 )
+pB(34) 2} (25')

Notice that the computations are perform-
ed ia an uncoupled way but the variables re-
main linked. With this (uncoupling) procedure,
sensible computational savings are obtained
as compared to an algorithm which would
calculate both U™ and ™! from the same
(coupled) system. Indeed, the latter strategy
would require a number of multiplications of
order [(m+1)N 1%, that is, BNp, 27N; and
64N; for m=1,2,3, while the corresponding values
for the former scheme are (m*+1)N?, that is,
2N2, 9N; and ZBNQ. respectively. Therefore,
savings are as high as 75%, 66.7% and 56.3%.

Convergence properties of the algorithm
under study will be described in the next
section.

THEORETICAL RESULTS

From (12)-(13) an energy conservation
estimate is readily obtained by taking, for
avery instant t, v=0a(t) and ¢=B(t)/T°: add
the equations thus reached and integrate the
resulting one through the time interval [0,%],
T < t. This gives
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Jﬁpﬁi[x.f}ﬂi(x.?)dv+Juaijkiui’j(x,T)uk‘i(x.I)du+ T%Jgp¢9:{;,f)du+
t

odtlnbije'J(x.t)e‘i{x,t)du=lﬂpﬁi(x.0)ni(x.O)du+

|
+
Yo
1 - T
*In°ijk:"i,3“'°)“k.z(*'°)d”* T;Jﬂpce (x,ﬂ)du+lo<pF{t].0(t}>dt+
T
R I <pcR(t),6(t)>dt
0
which leads, for some constant K, to
Japﬂi(x,?}ﬂi(x.f]du+Jgaijk£ui’j(x.f}uk’l{x,f}du+ T%ancez[x,t}du+

T
1
+ T;Jgdtlnbije’j[x,t)a’i(x.t}duiK{anﬁi(x,ﬂ}Gi{x.D]du+

T . -
1 a2
+Inaijklui.J(x.o)uk’ztx,njdu+ T;Jﬂpce (X.O)du+Jo<pF(t}.pF(t)>dt+

+ J:cacR(t).pcR(t)>dt} (26)
Equation (26) asserts that at any instant {<v—vh,q—vh> + <¢-¢h.¢—¢h>} < Mh* (27)
T the total energy of the system (mechanical
plus thermal energy) remains bounded by “the where M = M(v,¢) does not depend upon h and
total energy present in the system at the s >0 is a fixed number.-
initial state added to the energy amount in- Then the algorithm defined by (17)-(21) is
troduced in it by the external agents. This unconditionally convergent, which means that
is the crux of the mathematical analysis for the com}uted solutions converge to the ‘exact
the model. In this estimate, no role is play ones as h + 0, k - 0, no matter which relation-
ed by the coupling terms: tﬁpy cancel out ~ship exist between the parameters h and k. In
when the equations are added. ~ other words, denoting by (U,7) piecewise
When analyzing the discrete equations(20})- linear interpolations of {U“,T"] the follow-
(21), an analogue of this estimate is sought. ing inequalities hold:
It can be obtained only if the artificial t
viscosity term is present. The reason is as ' J f(u(t)-u(t)|U(t)-u(t))+ .
follows: the uncoupling of the equations prevents 0
the cancelation of the coupling terms from +(r(t)-a(t)|r(t)-0(t))}dt<
occurring. An estimate for these terms is
thus required but can not be achieved. < H,(hs+k’+g) (28)
We formalize now the theoretical results
obtained. %

t ;
hJ {<U(t)-u(t),U(t)-u(t)> +
Convergence of the algorithm. 0

Assume the above hypothesis (i)-(iii) on + <t(t)-o(t),r(t)-o(t)>}dt <
the coefficients and external agents and also
square integrability for all space derivatives < H,(hs+k’+s) (29)
of ug, (of order < 2) and of o and Béof order
< 1). Choose p > 1/2 and the approximation where M, and M, are proportional to 1/v& and
spaces Vh such that the limit in (16) may be depend only on the solution (u,8). Thus egs.

put under the form (28)-(29) assert that
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Tim 11E(U(hsk.s.91,T(h.k.c.p]} o

e+0 Y h+
k+0

= (u,8) (30)

and that the convergence in (30) is optimal

with respect to the distances associated to
the inner products (.|.) and <.,.> as well as
to the accuracy of the approximation spaces
as given by (27).

CONCLUSIONS

A numerical algorithm for linear thermo-
elasticity was presented which, at each time
level, requires solving two linear algebraic
systems: the one for calculating the temperature
field has order Nh x Ny while the other, for
the displacement variables, has ordermthmNr
Here Nh stands for the dimension of the chosen
approximation function space and m equals 1,
2 or 3, depending upon the data and the geo-
metry of the body under study. As a function
of m, the uncoupling strategy the algorithm
is based on allows for computational savings
of order 75%, 67% or G56%.

Theoretical and computational analysis
have shown the scheme behaves fairly well,
see [9] and [12].
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PLANE BUOYANT PLUMES
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ABSTRACT

Approximate sofutions fon plane Laminar buoyant plumes, with 4in
creasing accuracy asd the Prandtl number o approaches 5/9 , o
whichan ¢xact sofution was given by Vih[1]2,] ane presented, faom
which the sclutlon for ain (s chbtadined by setting o equaf £c0.73
Forn gases o 4& nct gfar from 5/9, so0 that appn.o'ﬁmaia. Aofutions
fon plane Laminar plumes are now avaifable, for gases. For plane
tunbulent plumes the tunbufent Prandtf number o &8 mear 1 .An ap
proxamate sclfution for plane turbulent plumes with o nearn 2/3 ,
forn which an exact $olution was found by V.ih[3,:| 44 given, and

equal tol and A equal Lo 0.19 (See [31) 4in this
papen gor the dedindtion of A .) e have~found very geood agree -
ments with the experdimental nesufts of Humphneys obtfained unden
the supervision of Hunter Rouse. See Rouse et af[4]Finatty, a

transformation {indispensable for a purely numernical computafions

upon detiing o

of the govennding equations gdiven 4in This paper {s shown, fo fa -

cdlitate any such computations 44 they are atftempied.

INTRODUCTION

The dispersion of fog on airfields by paral
lel Tine sources of heat was of great interest
to England during the Second World War.Shortly
after it Hunter Rouse of the lowa Institute of
Researth, by a dimensional analysis, obtained
the dimensionless parameters governing the phe
nomenon of turbulent gravitational convection
from point and line sources of heat,and he en
Tisted his research students to perform the ex
periments., The task of turbulent convection
from a single line source was given to H.W.
Humphreys, and his experimental results,pre -
sented according to Rouse's dimensionlesspara-
meters, were presented in Rouse, Yih and
Humpheys[d]The task of turbulent convection

from two parallel line sources was given to W.

D.Baines and Humphreys,and their experimental
results were presented in Rouse, Baines and
Humphreys[SJ In recen£ years convective plumes
again attract attention because of their bear
ing on environmental problems,e.g., problems
that arise in the disposal of hot water in
rivers, lakes, or the sea.

In this paper, buoyant plumes will simply
be called plumes, for brevity.The first analy
tical solutions for laminar plumes, round or
plane, were given by Yih [1].[2]. [s] , for Prandtl
numbers 5/9 and 2 for plane laminar plumes ,and
for Prandtl numbers 1 and 2 for round laminar
plumes. The analytical solutions for turbulent
plumes were found more than two decades later
by Yih[3,] for turbulent Prandtl numbers 2/3 and



2 for plane turbulent plumes, and 1.1 and 2

for round turbulent plumes, after he foundthat
Prandtl's simplified theory [7 Jemployed by Goértler[8]

to study turbulent jets could be employed to
study turbulent plumes as well.

In this paper we study plane plumes. Acome
sponding paper for round plumes will be pre -
sented in a separate paper. We have constucted
an approximate solution for plane Taminar plu
mes with Prandt] number o pear 5/9, with its
accuracy increasing as O approaches 5/9.5ince
for gases o is near 5/9, e.g., o = 0.73 for air
this approximate solution is evidently appli-
cable to plane laminar gas plumes. We have
also constructed an approximate solution
plane turbulent plumes with the turbulent
Prandtl number o near 2/3. Since for turbulent
plumes this o is expected to be near 1, which
is not far from 2/3, we have found an approxi
mate analytical solution for plane turbulent
plumes. As will be shown later, the results
from our analytical solution agree ver}

for

well
with the experimental results of Humphrey in
Rouse et al 4
Finally, we give a transformation indispen
sable for any numerical computations for plane
plumes, Taminar or turbulent. This overcomes
an important difficulty in any such computa -
tions, and will greatly facilitate them if ever
they are attempted, for any Prandtl number.

-

PLANE LAMINAR PLUMES

We shall use Cartesian coordinates x,y, and
z, with the x-axis pointing vertically upward
The line source of heat lies on the z-axis,so
that the flow is two-dimensional, and depends
only on x and y, y being measured in the hori
zontal direction normal to the z-axis. The
velocity components in the directions of in-
creasing x and y will be denotedby u and v ,
respectively. The gravitational acceleration,
acting in the direction of decreasing x, will
be denoted by g.

The temperature variation will be repre =
sented by the variation of the specificweight
Y , which is gp , p’being the density. The
ambient vy will be denotedby Y 0° andy - Y 0
will be denoted by Ay .

We shall use the boundary-layer equations,
that is, we shall ignore the seccnd derivati-
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ve of u or Ay with respect to x in comparisaon
with its second derivative with respect to y.
Then, with v and 5 denoting the kinematic vis-
cosity and the thermal diffusivity, respective
ly, the equation of motion and the equationof
heat diffusion are, respectively,

u 34 v 3u =v 32y 9 AY (n

3x ¥ 3.2 T o
Y

u B8y , v 3AY = @ 24y (2)

ax ay 3y
The equation of continuity is

au . _3v 0, {3)
d X ay

wich permits the use of the stream function ¢
in terms of which

. Ay , and . I . (4)
gy 3x

The boundary conditions are:

v=0, 34 -0,and 28 =0 fory=20;
3y 3y
u==0and a3y =0 for y =t = « §8)

Upon integrating (2) with respect to y from
minui infinity to plus infinity, and using the
boundary conditions, we find that

oo

- J ulydy
does not vary with x. This is indeed a measure
of the strength of the heat source (per unit
length in the z-direction), and we shall write

Taking (Yih [1], [2 ], with up denoting the viscosity

G = ubydy. (6)

o3 N5 4o (5, {7
Gx u2
wi 3N Vh%y oL 1 e ) (8)
PTG 125
£ 1 % \/5, (9)
A X

and using (4), we can write ¢1),(2),and (6)as
(10)
(11)

Frer- 3ff

of ' + fo ' = _ filos
a

=fll‘+e’
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S fled €

-0

= 125, (12)

where cis the Prandt]l numberv fa , the boundary
conditions can now be written

. f (0) = f£'*(0) = &' (0) =0,

£' (2=)= 0 (2= ) = 0. (13)

Yih 1, 2 obtained exact solutions for the differential
system (10) to (13) for o= 5/9 and o= 2. For
g = 5/9, he obtained f ( £) = 2.19 tanh 1.827¢,
6 (£) = 42.74 sech® 1.827¢ , (1)
(In Yih, the number 2.19 was given as 2,24, the
1.827 was given as 1.863, and the number 42.74
was givenas 41.99. The presente numbers arethe
correct ones, having been obtained by more
accurate computation.)
For ¢ = 2, he obtained
f(e) =1.67 tanh 2.506¢ , 8(£) =70.14 sech? 2.506 E.
(15)
(In Yih, the number 1.67 was given as 1.69, the number
2.506 was given as 2.505, and the number 70.14
was given as 70.20. The present numbers are
the correct ones, being obtainedby a more accu
rate computation.) We note that, for ¢ = 5/9,
1/5

5/ o u \/%u= £'(¢) = 4.00 sech’
(&)

In Yih, the correct number 4.00,was given as 4.16)
For ¢ = 2.

1.827 ¢,  {16)

5( 2 :)”5 u=f' (9 =4.19 sech’ 2.506 £. (17)

(In Yih[z], the correct number 4.19 was given as 4.23)

For airg = 0.73 approximately. Mr.E.Bendor
(private communication, 1953), formerly at the
Imperial College of London, performed anumerical
camputation forg = 0.733. Unfortunately his
velocity curve does not cross the velocity curve
for g = 5/9, as it should but lies entirely
below it. It seems desirable to give an analytical so-
lution, albeit approximate, for any Prandt]l number
near 5/9, including 0.73, so that it can be
applied to all plane gaseous plumes.

Before presenting our solution we note that
a systematic approach is possible if we take

2
f:fo"'ﬁ{}'f] +(AU} f2+"-l

2
8 = 8y * AcBy * (Ao} , + ...,

51

where fD and Go are the solution for o= 5/9,
and Ao =0© -g . The appropriate expansions of

f] and are

1
£, =,%, 8, tanh Bz sech?("lge
8, ="§] D, sech?" B ,
where B can be determined afterwards from (12)
But the convergence of both series is painful
ly slow, and therefore we do not think the
approach is practical. The same thing can be
said of a similar-systematic approach for the
plane turbulent plume. We shall now present
our simple approximate solution for plane la-
minar plumes below.
First, we note that (11) can be integrated
to

“3c6f = 8 , (18)

upon use of the boundary conditions pn 8. The
crucial approximation we make in this paperis
the approximation of sech4 Bt (whatever B may
be) by B8 sechz BE£ . Since the velocity as well
as the temperature distribution varies with £
as sechz BE, we could determine8 by requiring
that (withn =BEg)

4 -e atn =10
~gsechn - sechn=

Eatn'-'zTID.

ng being the value of nat which sech?n has
the point of inflection. This would give a
fairly good approximation of sech? nin the core
of the plume. But since sechqn diminishes very much
faster than sechzn as n increases,.a better approxima-
tion is provided by the method of least squares over
the whole range of £ , i.e., from = = tp £ = =
The value of g so determined is 0.8, so that we shalil
use the approximation

4

sech® B = 0.8 sech’Be . (19)-

The solution we seek is

f = AtanhBt , (20)
with
A= 3_2_E B, (21)
so-that, from (18)
8 = C sech’BE (22)

The constants A and C are "to be determined. So far
(10) has not been satisfied.
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But using (20),(21), and (22) we find that (10) so that we have
bec ome's f' = 4.10 sech? 2.12 ¢ , o= 48.43 sech? 2.12 ¢ (27)
34 (120 X 4) sech4B P (24 _ 8) secth £l For any other gas, a similar calculation follows imme-
902 ;;2 % E diately from (25), once o is given.
Ce sech2 B g (23) We can also give a similar sblution for Prandtl num
With {20}.{2]) and {22}’ equatiun{lZ) gives ber g near 2. But since for gases g is near 1 [and
therefore near 5/9) and for water and 0il g is much
c. %—5‘ nzs o (24) larger than 2 whereas for liquid metal g is very much
Substituting (24) into (23), and using (19), we have less than 1, there is not much practical need to
5 3 present the solution near o =2
B 101250 (25) 5 2 :
—_— The velocity distribution, represented by f' (See
?4 (140.6 ¢) the first equality in (16)), and the temperature
Fora = 0.73 (sir) distribution, represented by g , are shown
8° - 42.7981. B= 2.1198. A= 1.9358, in Figure 1, for
AB= 4,1035. C-= 48.4273, (26) o = 0.73 and o = 5/9.
1.0 1.0
0.8
0.6
’
8/125 £/5
0.4
\(a‘= 5/9
[ ]
i — 0.2
| 0
i0 08 06 04 0.2 (o) 0.2 0.4 06 08 i.0
y/x y/ %
Fig. 1. Velocity and temperature profiles for plane laminar plumes, for Prandtl numbers

5/9 and 0.73. 0 denoted Prandt]l number.

to u. See equations (14) and (1€).

& is proportionmal to/Ay , and f'
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Note that, unlike Bendor's results, the velocity curves
do cross each other, as they should. Otherwise
our results do not differ a great deal from
Bendor's results obtained purely by numerical
calculation. We emphasize that our resultsare
for any g near 5/9, not just 0.73. Note also
that the coefficient of sech‘B gin (23) ispro
portional tog -‘g » S0 that the closer cis to
5/9, the more accurate is the approximation.

The error committed by (19) inthe determi. -
nation of the constants A, B, and C arise from
the residue B‘R. where

2
R = f? {U-g ) (sech4BF, - 0.8 sech®BE).

This residue is tantamount to a vertical body
force distribution. It is positive forBE< 046
and negative forBg >0.46 ify > 5/9. The
effects of the positive and negative values of
the residue on the maximum velocity thus com-
pensate each other to a certain extent, But
even if we ignore this mutual compensationand
give the percentage error its most unfavorable
estimate, we see from (23 ) that foro = 0.73
the ratio of the maximum residue (at £ = 0 )
to the value of the left-hand side of (23) at
the same Tocation is 12 %. The maximum error
in Bs determined by (25) is then 12% at most,
and the error in B is 2.3 % at most. From (21)
and (24) it can be seen then that the error
in A and C is 2.3% at most. For o less than
0.73 and greater than 5/9, the results are
even more accurate.

We note that (21) is obtained by an exact
integration of (11), and (24) satisfies the
integral condition(12) exactly, once one ac-
cepts the form of f given by (20). These facts
together with the high power of B in (25),
which reduces the error inB, contribute to the
accuracy of the results.

Very much the same arguments can be put
forth for the solution for the turbulent ca-
se. We shall, then, not repeat them later.

PLANE TURBULENT PLUMES

For the analysis of the turbulent plume, we use the
(kinematic)eddy viscosity € instead of the molecular
kinematic viscosity v so that equations (1) and (2)
now become

uu, + vuy =€ Uyy - gAu{yU & (28)

1 2

dy?

where now o is the turbulent Prandtl number ,
which is generally accepted to be very near |
if not exactly equal to 1. Equations (3), (4},
and the boundary conditions (5) remain the
same. As to the definition of the strength of
the heat source, (6) should be replaced by
gus

u —gjﬁ'\' + v 'ﬁifi Ay=eq~ AY (29)

(udy + u'ay ') dy, (30)

where the primes indicate turbulentfluctuations.
Equation (30) can be obtained from the comple
te heat-diffusion equation in its boundary -
layer form, including fluctuating quntities ,
but retaining v instead of using e(which is
used to account for the turbulent part of the
inertial terms). It can be argued in dimensio
nal terms, and it has been shown in allexperi-
mental researches on plumes (George et a].[QJ
Kotsovinos and List DO.]Kotsovinos [lt],
Beuther et al. [12]. ) that for either round
or plane turbulent plumes the turbulent part
of the integral in (30) is a definite propor-
tion of the primary part (the part based on
uAy), though this proportion is not the same
for rgund and plane plumes. Thus we can retain
(6) as the nominal definition of the strength
of the heat source, understanding that the G
given by (30) is somewhat Tlarger. This has
the advantage of convenience when comparison
is made with the majority of experimental re-
sults, since often G is determined by the pro_
filies of u and Ay .

Yih [3] used a dimensional analysis as well
as Prandtl's simplified theory[?]{uhich was
previously used by Glrtler for analyses of
turbulent jets) to reach the expression fore

e = Ax (87a )3 , (31)

where ) is a numerical constant to be determi
ned by experiments. Then the following trans-
formation was used (Here we have added the
factor A to the expression for the stream
function ¢ , and the factor 12 to be expression
forAy, in order to rid of the final differen-
tial equations of the presence of A, but this
modification is for convenience only and does
not change the substance of things.) :

v= (6/0)"3 xt (€) , (32)
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&y = 12(9 62) VXV e (g . (33) f=AtanhBE, 8 =C sech’BE, (39)
where £ continues to be defined by (9). o
The velocity components are given by .
1/3 1/3 A = 3B,C=6B (40)
u =x (8/p ) "7F* (£), v= -k (6/p ) "7(f - £F'), (34)

with another relation between A and C given by (38),
and equations (28) and (29) become

3
T ffll p flll +8 . (35} AC = 3/4 AT, (‘]}
-o(f 8)' =0"" . (36) Then (40) and(41) give
The boundary conditions are still given by (13).Equa - 24!!5 VY e 1. (42)

tion (36) can be immediately integrated, with the aid

Once A is given, A,B, and C can be immediately
of the boundary conditions for @, into

obtained from (40) and (42).

-ofo = @' . (37) -
The integral condition (6) now has the form Now for o near 2/3, we write
[T fede = a7 (38) f = A tahhBE (43)

Yih[3]gave two exact solutions for the differential and by choosing
system consisting of (35), (37),(38), and the boundary A s 2B (48)
conditions (13), forc = 2/3 ando = 2.Since for turbu- “o
lent flows o should be very near unity, the solution
for o = 2/3 is significant, because we can construct
an approximate solution for o near 2/3, and 1 is not 8= L sech

very different from 2/3. Yih's[i!]so]ut'im foro =2/3 is One relationship between A and C is furnished by (38),

integration of (37)gives

2g¢ (45)

20
30

B
_ /(Ji \\\ A
| 3 A
38
ya

—

s
%/ N
,4| T~
8.3 0.2 0.4 0.1 0.2 O.g

y/x y/x
Fig.2. Velocity and temperature (represented by Ay ) profiles for plane turbulent plumes.
‘The curves are obtained for turbulent Prandt] number 1 and A = 0.019, from the
solution given in this paper. See equations (33) and (34).
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and is
AC = 3741 3

substituting (43),(447, and (45) into (35), we have

8t (3
a a g a
Using (19) again, we have
1.6 {o +1) 8

Y

c

2) sech®s , 48%(2 _ 2)sech®B £ = Csech

From (44), (46) and (48), we have finally,

B =[ 156° ]”5

64 (g +1)33

For any ¢ , once ) is given, A,B, and C are imediate
1y calculated. We can determine * by reguiring that
the resulting solution give the best fitting to the ex

perimental data.

55
For turbulent flows we assume ¢ =1 , and
find that for
A= 0,19 (50)

the results of Humphrey's measurements under
the supervision of Hunter Rouse (Rouse et al
[4]) agree vey well with the solution given:
by (43) to (46), (48), and (49), as shown in
Figure 2. Also, for the ) given by (50) , we
have presented graphically the temperature and veloci
ty profiles for & = 2/3 and for o = 1, respective
ly, in Figure 3, for comparison. Figure 2 shows that
our solution giwen above can be used to represent the
mean temperature and velocity profiles with a very
good degree of approximation.

. ’ 1 * ¥ 20
30 }\'q
XAy
(pG3)'"? » . -2
' -1/3
Po T u(G/p)
2.0 & | P
o 3/0 ! '
cb JL { - 1.0
cz:g/e | | -
1.0 Chad
& &
Jf 05
> L M|
oo L] l \
[o) | 0
03 0.2 0. 0 0. 0.2 0.3

y/x

y/ X

Fig. 3. Comparison of & (proportional to Ay ) and f' (proportional to u) for turbulent

Prandt] numbers 2/3 and 1 and for

= 0.019.



A TRANSFORMATION TNDISPENSABLE FOR NUMERICAL CALCULA
TIONS

Since the approximation (19) has been used, it may
be desirable for some to give a numerical computation

for the plane plume, whether laminar or turbulent.
When a purely numerical computation is attempted, one

difficulty is that the integral condition (12} or (38)
can be tested only after the computation is done.

Let us consider the plane laminar plume first.There
are three boundary conditions in (5) at£ = 0. In
trying to satisfy (10) and(18) , we are at liberty to
choose a value for f' (0) and another for 6(0), in the
hope of satisfying the boundary conditions atf = +w
But first of all we note from the differential system
(as well as by physical insight) that f must be an odd
function and & an even function of ¢. Hence the bounda
ry conditions at infinity can be simply written as

f'(w) =0 (51)

g (=) =0. (52)
Since we do not expect downward velocities, (51) im -
plies that f ( =) is positive, infinite or finite (our
analytical solutions show that it is finite).In either
case the solution of (18),

0« ¢ exp[-kS - ﬂ:b;] (53)
0

shows that (52) is satisfied. Hence the choices of f'
(0) and p(0) are to satisfy (51) and the integral con
dition (12).

As we have said above, the Satisfaction of (12) po
ses practical difficulties. To overcome them, we shall
give a transformation which allows us to assume any
value, say 1, for g(0), and to satisfy (12) after a
calculation is made. Thus, we assume a value for f'(0)
which allows us, with g(0) = 1, to proceed with the
numerical solution of (10), (18) or (53), satisfying
the boundary conditions at £ = 0 in (5). When the
correct value of f' (0) is assumed, {51) will be satis
fied. Let the solution so obtained be denoted by f( £)
and 6(¢) . and let (w is now not the thermal diffusi-
vity)

j__ f'ed e = 125° . (54)

If o = 1, then the solution has been obtained. If 4

is not equal to 1, we make the following transforma -
tion (note that u? is expected to be positive):

f =of (£) >, @ = = ag (55)

These substitutions obviously leave (1) invariant in

o 88,

form ( i.e., every variable in it is circumflexed)
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but gives

f'edf =125, (56)
inwhich ' = d #/d £. Thus 7 ( 7) and B(7) satisfy
'the differential system as well as (12), and hence fur
nish solution

For turbulent plumes the same transformation (55)

can be used and the same procedure followed, whatever
is assumed. Indeed, since ) does not appear in the
differential equations or in the boundary conditions ,
we can solve the differential equation to satisfy the
boundary conditions without regard to ) or the integral
condition (38), by again taking ¢ (0) to be 1, and de-
termine o afterwards for gwhatever A is assumed to fit
the experimental data best.
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