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ANÁLISE DINÂMIÇA DE " RI~ERS" DE PERFURAÇÃO DE 
POÇOS DE PETROLEO EM AGUAS PROFUNDAS 

LIU HSU 
F. MOURÃO FARIAS 
CENPES PETROBRÁS 
M. HIROO HIRATA 
PROGRAMA DE ENGENHARIA MECÂNICA COPPE/ UFRJ 

SUMARIO 

Em â.tta.6 de 60Jl..te c.oMent~zct ot. "weM" podem .:.o&ILVI. 6011.Ut. v.ib.ta.ç.õu p~~.ovoc.ada.6 pM 

vÔII..tü:et. . Et.ta.6 v.<.b.ta.ç.ÕU .levam a a..tltM ot. cOn6.i.dt!Aiiveú na peA6UAaçâo de poçot., como 

ocoMe , poli. U.I!JI!Ptc, na co~>.ta do Amapá 8 . NeHe tltaba.lho adota-t.e o modelo ma.tem~ 

t.<.c.o pJt.opot.to pOli. Skop e G.u:66-Ur pallct o cá.tcu!o da ampl.Ltude da.i v..i.b.ta.çõu .<.ndu.udM 

polt vÕ!tt.<.c.et.. A d.i.6CM.t.<.zaç.âo do modelo concinuo .leva a um 6~em4 d~ equaçõet. d.i6e • 

Jt.encia..i.6 Olt.d.&úiJt..<.M nâo-.e..<.neMet.. O c.á.tc..u.lo da amplitude de v.i.bJtctçâo é então ~tealiza­
do lltJtavél> do método do. FOJtmo. NOJtma.t. que pVIIII-Ue de mane.úla cômoda a .<.nc.l.u~>ão de vá -
Jt...i.o1> modot. do modelo d..i.óc.JteU.zado. 

1. INTROOUÇ.40 

A importância c rescente do petróleo da pl~ 

taforma co ntinental inceftivou o estudo mais 
detalhado do comportamento dos equipamentos e 
estruturas no oceano. 

Neste trabalho a estrutura consi derada 
um "Jt..Üe·'l" de perfuração. Em ãguas profundas 

a perfuração de poços de petróleo e normalme~ 
te feita por embarcações especiais chamadas 
plataformas semi -su bmers1veis ancoradas vert~ 
calmente sobre o ponto onde se dese j a perfu­
rar. Dela pa rte uma tubulação que ê 1 igada a 
um dispositivo previamente instalado no fundo 
do mar. Es ta tubulação e chamada "Jr.it.elt." e 

por dentro do "ltit.elt." passam a broca e a colu 
na de perfuração e retornam a lama e os casca 
lhos do fundo do poço. 

Os apoios superior e i nferior de um "Jt..i 

e21t" são constituldos respectivamen te de uma 
j unta telescópica e uma junta es féri ca. A seu 
la do correm duas tubulaç ões de diâmetro be~ 

menor usadas para o controle da pressão na ca 
beça do poço caso haja uma ameaça de e rapç~o. 

... 
r:a extremidade superior , um '' ll.i6eil " e ain-

da 1 i gado por cabos a um sistema hidrãul ico que 
o traciona com força aproximadamente constan­
te. A tração tem como finalidades bâsicas dimi 
nuir as deflexões do "ll.it. eil" e evitar que ele 
flambe devido a ação do peso próprio. 

Os principais esforços a que um "Ait.e.lt" se 
acha submetido são a tração aplicada a seu to­
po, o peso prÕprio, o pes o da lama de perfura­
ção , o empuxo hidrostãtico, os esforços causa­
dos pelos movimentos da semi-submerslvel,ondas 

e co rrentes marinhas. 
O estudo do dimensionamento do "lli6ell." , e! 

bora trabalhoso, não acarreta maiores dificul­
dades, ja que se baseia no equillbrio de uma 

vig a tracionada I 1 I. Entretanto, o estudo das 
vibrações induzidas por vór ti ces criados por 
interação da estrutura com a cor rente marinha 
jã apresenta um carãter pouco convencio na l e 

·s e depara com duas dificuldades principais : a 

construção de um modelo matemãtico ap l icãve l e 

a sua aniilise. 
A rigor, a solução do problema dinâmico de 
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veria partir do cá lculo da força de sustenta­
ção ("ti6t") atravis da integração da pressão 
na superficie do ·~i6&~". envolvendo assi~ a 

sol ução das equações de Navier-Stokes, o que 
i praticamente imposslvel. Por isso, Hartlen 

e Curie 12 ! postularam uma equação empirica p~ 

ra a força de sustentação em ci lindros rigi­
dos, a partir de experiências em laboratório. 
Esta equação ê do tipo que descreve o oscila­
dor de Van der Pol . 

Vibrações induzidas por vórtices foram es­
tudadas por vários autores e as referências 
mais significativas podem ser encontradas nos 
artigos de Skop e Griffin I li I" I . Estes aut~ 
res estudaram inicialmente (ilindros rigidos 
ex(itados por vórtices I )I , adotando formas 
modificadas da equação de Hartlen e Curie em 
seus modelos. Posteriormente , extend eram este 

estudo ao caso de cilindros flexiveis I" I . E~ 
ta extensão foi baseada na observação experi­

mental I ~I de que em cabo s flexiveis o proce~ 
so de formação de vórtices em uma determinada 
seção do cabo é fortemente dependente da am­

plitude local de vibração, sendo praticamente 
independente do comportamento de seções vizi­

nhas. Os mesmos autores advogam uma boa con-
cordânci a entre resu lta dos teóricos e dados 
experimentais. 

Neste trabalho as vibrações do ·~i6e~· sub 
metido a vórti ces são an/lisadas adotando-se 
o modelo proposto por Skop e Griffin em 1"1 . 
Chega-se assim a um sistema de equações dife­
renciais ordinãrias não-1 ineares acopladas a 
um sistema de equações diferenciais ordiná­
rias lineares , sendo a dimensão destes siste­
mas,como de costume, dependente do nümero de 
modos de vibrações que se deseja incluir. A 

solução analitica proposta em 1'1 ê obtida 
através do balanço harmÕnico mediante a sim­

plificação de que as equações não-linearesque 
descrevem a força de sustentação ao longo do 
cil indro são praticamente desa cop ladas. A so­
lução torna-se assim bem mais simples, porem, 
a validade da simplificação ê discutivel.Alêm 
do mais, e talvez seja essa a razão principal 

para se optar por outra solução, para perfis 
de corrente marinha não uniformes ao longo do 
·~l•e~· a hip~tese de desacoplamento torna-se 
ainda menos sustentável. Sem esta hipÕtese,e~ 
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tretanto, o método do balanço harmónico (ou o~ 

tro mitodo clássico da teoria de oscilações 
não lineares) torna-se extremamente laborioso 

se aplicado tal como costuma ser apresentado. 
Al êm do mais, como o comportamento do "Ai 

6&~" se torna mais importantE: em co ndições de 
ressonância, o sistema a ser resolvido nestas 
condições estã prÕximo de uma ressonância in­

terna complexa 16 1, complicando ainda mais a 
sua resolução. 

Por estas razões o mitodo alternativo e o 

da Forma Uormal PI. que permite incluir de ma 
neira rela ti vamente simples, vãrios modos de 
vibração sem a hipótese de desacoplamento, em 
si tuações próx imas da ressonância, e para per­
fis 9enêricos da corrente marinha, geralmente 
não uniforme, devido a profundidade do mar con 
siderada. 

2. O MODELO MATEHATICO 1'1 
Para melhor co~preensão da derivação das 

equações dinâmicas no caso de cilindros flexi­
veis expomos inicialmente o modelo matemãtico 

adotado por Skop e Griffin no caso de cilin­

dros rigidos . 

:t.. + 2E.;w
0 

'l. + 
D O 

( 2. 1 ) 

w
5 

F ~ (2.2) 
o 

onde y e o deslocamento do cil indro, normal ao 

fluxo; os parâmetros CLO' F, G.e H, são parâm~ 
tros experimentais e positivos; w e ~ .são res 

o -
pectivamente a frequência natural e o coefi-
ciente de amortecimento do sistema mola-massa 
em um fluido estacionârio com as mes.mas pro­

priedades do fluido mõvel; w.s e a frequência de 
Strouhal (ws = 2rrS V/0, S ê o numero de Strou­
hal, V a velocidade do fluxo e O o diâmetro do 
cilindro); u = p0 2 l/8w 2 S2 M, p ê a densidade do 
fluido, t, o comprimento do ci lindro e M, a 

massa mais a massa adicional (massa virtual). 
A equação (2.2) ê a equação postulada por Skop 
e Griffin para descrever a força de sustenta­
ção CL . Notamos que s~ y; O {cilindro estaci~ 
nãrio) a equação (2.2) leva a uma autooscila­

ção dada exatamente por cL . = eLO sen úJ
5
t 1•1 . 
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Hesta mesma refer~ncia, são dadas as seguintes 
equaç~es que descrevem a depend~ncia de F, G e 

li com a grandeza adimensional SG = ~/11 (amort! 
cimento reduzido}, no caso de cilindricos cir­
cula res, 

log G 0 .25- 0 . 21 SG. (2.a) 

H = ~ h (2 .b ) 

log 10 h se.·., -0.24 + 0.66 SG ( 2. c) 

( 2. d) 

que são válidas para um número de Reynolds com 
preendido entre 400 e 10 5

, para o qual Se eLO 

são considerados constantes; S ~ 0.21 e 

CLO:: 0.30. 

A extensão do modelo acima para o caso de 
cilindros flexiveis e baseada na hipÕtese de 

que o processo de formação de võrtices em ca­
bos e fortemente dependente da amplitude local 
mas apenas fracamente dependente dos elementos 

vizinhos 1~1 1$1 . Desta forma, a equação (2 . 2) 

pode ser aplicada diretamente na descrição da 
força ds sustentação ao longo de ~ cilindro 
elástico, sem a introdução de derivadas espa­
ciais , isto e, a força de sustentação em cada 

elemento do cilindro flexivel dependerá apenas 
do mesmo elemento. 1 

Toma-se então a dftflexio do cilindro f}exi 
vel como, 

n 
y(x, t) .. L 4> 1 (x~ qi(t), 

i =l 
(2.3) 

onde • 1 (x) são as autofunç~es normalizadas re­
referen tes ao cilindro imerso em ãgua parada. 

Temos então (m(x) = r:lassa/unida,de de comprime~ 
to): 

( 2. 4} 

Expandindo CL em termos das mesmas autofun 
ções, i. e. , 

( 2 . 5} 

e substituindo (2.3) e (2.5) em (2. 1) obtem-se 
da maneira usual (multiplicação por autofunção 

5 

e integração ao longo do cilindro onde wsfO): 

q. qi qi 
__!.+ 2~iWi + w~ r l.J ;j Qj o o l o j 

onde lltj e dado por 

ll ;j (p0 2 /8n 2 S 2 )J~ w~{x)• ;(x)•j(x)dx. 

Uota: Sa 1 v o menção espec i a 1 todos os 
rios se extenderão de 1 a n. 

Analogamente, substituindo-se ( 2. 5) 

em ( 2. 2) obtêm-se 

l. O; I: •; .j dx-C~ 0G 1 r. Qj I: ws :Iii .j 
j j 

t { 1 t H.CLO) l: Q. r w7 ~i ~. dx + 
, 'j J s J o 

( 2. 6) 

( 2. 7) 

somatõ-

e{2.3) 

dx + 

+ [ [ [ [G; ój Qk Ql r ws • i ~j :lik ~i dx + 
j k l o 

+ G; ój Qk Qt. I: ~ i ~j 
ws 

Qk 4>t. dx -

- H. Qj ~k Ôt. J~ 41; ~j <ll k ~.t dx -l 
ws 

- À. , Qj Qk Ql I: ~i .j 4>k 4>l dx 

H; Qj Qk O.e. r 
o 

w2 4>. g 1 .j ~k ~t dxJ 

F; 4 
q i 

( ws 4>; 4>j dx ( 2. 8) 
J o 

Os parâmetros F;• G; e H; sao definidos 
por Skop e Griffin de maneira análoga ao caSo 
do cilindro rigido (por exemplo, log 10 G1 = 
0,25- 0,215Q;· Cabe aqui notar-se que,se a hip.§_ 
tese de independencia elemento a elemento apr! 
sentada anteriormente fosse adotada de maneira 

estrita, estes parâmetros não var1ariam como o 
1ndice i. 

Quando o fluxo e uniforme, as equações se 

simplificam bastante devido ã ortogonal idade 
das autofunções. Neste caso (w

5
{x) = cte) o 

sistema (2 . 6) (2 . 8) torna-se 
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+ m L L i(w G. oj o k Q .e 
1 Qj Qk O.e. -+- Gi 

j k s 1 ws 
- wz H; Qj Qk Ql.-Hi oj ok Ó.el (' ~i ~j ~k ~.edx= s o 

Fi 
C:; 

( 2 . lo) ws o 
Tanto o sistema (2.6) (2 . 8) como o siste­

ma (2.9) (2. lO) são constituidos de dois sub­
sistemas acoplados sendo um 1 inear e outro não 

linear; os termos de acoplamento são dados P! 
los segundos membros das respectivas equações 

diferenciais. 
O sistema (2 .9) e (2.10) foi resolvido 

por Skop e Griffin atravês do método do balan 

ço harmônico de uma maneira anãloga ao caso 

do cilindro rigido . Entretanto, para isso, os 

autores desprezaram o acoplamento entre os m~ 

dos da expansão de CL ( Q1 , 02 , etc ... ) cons id! 

rando no somatõrio de (2. 10), apenas os ter­

mos correspondentes a j = k " i "' i. Deste mo 
do, obser va-se que para cada modo de vibraÇão 

do tubo (i .e., para cada valor de i) teriamos 

um sistema de 2 equações de 2~ ordem intetra­

mente anâlogo ao sistema (2.1) (2 .2 ) do pro­

blema do cil indro rigido. ~ 

Infelizmente, não se pode a priori despr! 

zar os termos cÚbicos cruzados de (2. lO) so 

pelo fato de que o acoplamento entre os dive! 

sos modos O; se faz por intermédio de termos 

não lineares; não e dificil de se construir 

um contra-exemplo. 
Se todos os termos de (2 . 10) são conside­

rados, a aplicação manual do método do balan­

ço harmÕnico torna-se bem mais trabalhosa 

quando se deseja incluir mais de um modo O;· 
Esta dificuldade ê a i nd a mais notãvel no caso 

gera 1 ( f l u x o não uni forme) das equações ( 2 . 6) 

( 2. 8). 

E conveniente pois recorrer-se a um méto­

do que permita de maneira cômoda contornar a 

complexidade dos cálculos formais envolvidos 

no problema. Adotaremos aqui o método da For­

ma Normal proposto por Hsu I' I na anâl i se de 

vibrações não-lineares de sistemas de n graus 
de liberdade prÕximas de uma condição de bi-
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furcação (no caso , de res sonância interna). 

3 . M(T ODO DA FORMA NORMAL 

Seria impossivel dar aqui um resumo do me­

todo na sua formulação mais geral.Considera-se 
pois apenas o caso espec1fi co do problema des­

te artigo. 

Seja um sistema de 2n eq uaç ões de l~ ordem 

x 2 A(a)~ + ~ (~ , a) { 3 . 1 ) 

2n 2n 2n onde ~ E R , A: 2nx2n, F: R xR .. R ,e a E: R, 

sendo ~ analiti(a em seus argumentos em torno 

de x = O e a = Q . Suponha-se também que 
- - o 

f(Q . et) = Q. que ~(~. a) sã conte nha termos de 
ordem superior a ~ em ~ e que a

0 
corresponda a 

um valor de bifurcação da solução ~(t) : Q· 
lQ Passo: diagonalização da parte linea r. 

Suponha-se que para a = a
0 

todos os 2n au­

tovalores À; de A sejam imaginãrios puros e de 

multiplicidade 1 (ds. 2n autovetores correspon­

dentes formam um conjunto 1 inearmente indepen­

dente). 

Então , existe uma transformação linear(co!!! 

plexa) ~ a S0 x tal que G novo s istema fica na 
- - T 

forma(~ (X 1 , X2 , ... , Xz
0

) ): 

À~ x1 +Fi(~. a 0 ) ; 1 , 2 , ... ,2 n· (3 . 2) 

onde r 1 e da forma 

00 

F 1.(~. a } ~ J: $· (a )X~ 
o lv T=2 1,~ o-

( 3. 3) 

sendo~= (v1 , v2 , ... , v2 nl, l~ l = vl + v2 + 

+ ... , v20 , v. inteiros > O, $
1
. constantes 

J - • v 
complexas e ~v = x~l X~2 ••. - x~~n 

A escolha de S0 pode ser feita de modo que 

X~= Xi+n (i= 1, .... n). 
2Q Passo: Eliminação dos termos não-lineares 

não-ressonantes (Forma Normal). 

Entende -se por termo ressonante em (3.2) 

os termos da expansão (3.3) que satisf azem a 

relação 

À o 
~ \) h o À~ = o (3. 4) 

\1 . 1 _, 

onde h o o pl , 
o 

-~ 2. 
o . 

>. 2 n ) ; isto e 

À o À o o À~ o. Po \11 + v2 + ... + v2n "zn - : 
1 2 1 

de-se mostrar I 7 I que através de uma transfor-
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mação não linear (formal) da forma (~ + !l: 

"' s? X~{B? , constantes com 
1,~- 1,~ 

plexas), (3 . 5) 

o sistema (3 . 2) fica reduzido a forma 

ti = À o X; + l ~? X~ 
i 

À .=O 1,~ 
V1 

{ 3. 6) 

1~1~2 

que sõ contém termos r essonantes e que é dito 
estar então na Forma Normal. A anãlise do sis 
tema na Forma · Normal é geralmente bem mais 
simples que na forma original. 
Nota: A transformação X +X pode ser escolhi-
---- * - -
da de modo que X1 = Xi+n (i= l, ... , n). 

Para valores de a ; a
0

, mas próximos do 
valor de bifurcação, adota-se um esquema de 
perturbação com· a introdução de um pequeno p~ 

rãmetro e através da expressãe! 1' 1: 

{ 3. 7) 

Neste caso, se nos contentarmos com a pr! 
cisão que se pode obter com a Forma Normal de 
(3 . 1) truncada a partir dos termos de ., ordem 
superior a 3, é suficiente usar uma Forma no! 
mal aproximada para as situações quase criti­
cas (e I O) dada explic'Ítamente por 17 1: 

·onde À~ 
1 

(3. 8) 

e vi e ui são respectivamente os autovetores 
a esquerda e a direita de A relati va mente a 
À i . Note- s e que em ( 3 . 8 ) os c o e f i c i entes ~ 

dos termos ressonantes são os mesmos que no 
caso critico a= a

0 
{ou E2 = 0), o que facill 

ta a determinação da Forma Normal. 
Quando se tem mais de um grau de liberda­

de, a computação dos coeficientes ~ da Forma 
Normal (3.8) ou {3.6) pode ser facilmente pr~ 
gramada numericamente a partir dos coeficien­
tes dos termos lineares e não lineares de 

(3.1) 1'1. Em geral, soe necessãrio obtér - se 
a Forma Normal atê os termos cÚbicos e conse­
quentemente sõ se precisa conhecer o desenvol­
vimentd do segundo membro de {3.1) atê os ter­
mos cúbicos. 
4. APLICAÇ~O DO M(TODO DA FORMA NORMAL: VIbRA­

ÇOES RESSONANTES DO "RISER" 
Uma caracteristica notãvel da interação 

fluido estrutura ê a sincronização ("Loek-in") 
entre as frequências de vórtice e de vibração. 
Isto significa que o cilindro e a esteira ("w~ 
k~") tem a mesma frequência caracteristica e 
que a frequência de Strouhal natural, caracte­
ristica da formação de vórtices através de um 
cilindro estacionãrio, e suprimida. A sincronl 
zação ocorre quando a amplitude de vibração do 
cilindro ultrapassa um valor critico e ê acom­
panhado por grandes correlações na fase da fo! 
mação de võrtices ao longo do eixo do cilin­
dro I • I . A f r e q u~ n c i a r e s u 1 ta n te da s i n c r o n i z! 
ção ê prÕxima da frequência de Strouhal (w

5
) e 

da frequência de vibração natural (w
0

) do ci­
lindro no caso rigido {considerando-se a massa 
adicional devida ao fluido). No caso flexivel, 
o "Loek-in" se passa a frequências próximas de 
ws e de wn' que é a frequência correspondente 
ao llt·odo de vib ração considerado. 

Neste traba~ho, considera-se a condição de 
sincronização por ser a condição que leva a 
maiores amplitudes de vibração do cili~dro. 

Procura-se então para o sistema (2 .9)( 2.10) 

uma solução periÓdica quase-harmónica pois, c~ 
md de hãbito em métodos de perturbação, o sis­
tema é suposto fracamente não - linear. 

Considere-se o "Loc.k-.i.n" em torno do 19 mo 
do de vibração do cilindro, isto e, ws = wl . 
Neste caso podemos desprezar a ampl itude de vi 
bração dos demais modos ou seja qi i O {i = 
2, 3, ... )e bastarã· considerarmos (2.9) com 
i = 1 sendo que em {2. 10) G; = O para 2 , 
3 .... 

No presente problema t; 1, \Jll e cL_ 0 sao con 
siderados como pequenos parâmetros, podendo , 
sem perda de general idade, supô-los proporcio­
nais a um único pequeno parâmetro e 2 • A bifur­
cação ocorre para e 2 = O pois o sistema (2.9) 

(2. 10) tem todos os seus autovalores (da parte 
linear) sobre o eiKo imaginãrio . Alem do mais, 
sendo wr : w

5 
podemos· fazer w1 = ws + t 2 ( ••• ) ; 

7 
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neste caso para E 2 = O, tem-se uma ressonânci a 
interna pois todas as frequências caracteristl 
cas do sistema (2.9) (2 . 10), linearizado, são 
idênticas . 

4.1 Vibrações Ressonantes do "Ai~eA" sob 
fluxo uni forme 

O modelo matemãtico neste caso é dado pe­
lo sistema (2.9) (2.10}. 

Como resultado· de ur:1a ava 1 iação previa I' 1. 
os modos naturais de vibração do Ai~eA são 
aproximados por 

41 i (X) " 
f2 i rrx /...!:_ s en 
mt t 

( 4 . 1 } 

que sao os modos de uma viga biapoiada com tr~ 

ção uniforme. 
No estudo abaixo consideraremos apenas os 

2 primeiros modos lmpares (i=1,3) para anali­
sar as vibrações de frequência prÕxima da fre­
quencia natural w1 do cilind ro correspondente 
ao seu lQ modo , em condição de "Lock-in•. 

Como jã foi observado na seção anterior 

podemos considerar q2 , q3 , ... praticamente n_!! 
los, i . e. que o cilindro vibra em seu lQ modo. 
Devido a razões de simetria e em condição de 
regime permanente os o;s para i par, são consi 
derados nulos. 

Assim, o sistema (2.9)(2. 10} reduz-se a 

I 

•a q 1 
+ w, -

o 

+ [w
5
G1 (30jõ1-2o1 o3 ó1+20j o1-ojo3 + 

2mt 
Gl . . 

+ 40 1 03 03}+- P01-J'ljÕ3+6Q 1 t)j}-w~ H1 (301 -
ws 

-30i03+6010j}-H1 ( 301Õi·20 1Õ1Ó3+201Ój-O/>j + 

. . ql 
+ 4030103}] = w/1 O ( 4. 3) 

.. • 1 • 
Q3 = wsC~OG303+(l+H3CLO}ws03+ 2mt[wsG3(-0jQl+ 

+ 40103Ql+20l03+JqjQ3)+ GJ (-~1+6~ÍQ3+JQj} -
ws 

·w 2 H3(-0i+60i03+30j}-H3(-0 1Qi+401Q1Q3+ 
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(4.4) 

Para o valor de bifurcação E2 = O (vide S! 

ção 3) , i.e . , ~ i .. O, 11 11 =O e eLO= O as 
três frequências caracteristicas da parte li­
near de (4.2) (4.3) (4 . 4) são idênticas pore• 
o lQ passo do mêtodo da Forma Normal não pode 
ser realizado diretamente pois vemos facilmen­
te que os autovalores co rrespondentes tem mul­
tiplicidade 2. 

Para contornar esta dificuldade procedemos 
da seguinte maneirij: 

Supondo-se o sistema (4.2} a (4 . 4) como 
sendo fracamente não-li near podemos considerar 
que q1 , q1 , 01 e 61 são dados aproximadamente 
por 

q1 (t) = A1senwt: ql = A1wcoswt; Q1(t) 

= s,sen(wt+'!'}; o, (t) = IJ,wcos(wt+'l'),, (4.5) 

onde w ê a frequência de sincronização do con­
junto fluido-estrutura. Usando o1 da aproxima­

ção (4.5 ) verifica-se que (4.2) representa um 
oscilador linear sujeito a uma excitação har•ª 
nica e facilmente podemos escrever para a solu 
ção ~ regime de q1 a seguinte expressão: 

ql t2'1Jll ( l W 2 W1W~J [1J11W~ fwj·w
2 
)] • 

- z Q - Q 
O ll(w) • 1 ll(w) 1 (4 . 6) 

sendo ll(w) • (2~ 1 ww 1 ) 2 +(wf-w 2
)

2
, ou aproximad~ 

mente 

ql 2ws '~-~11 
o, 

yl IJ 11 
o, -

o ~ ,(y~+4) ~ , (y]+4} 
(4 . 7) 

Em ( 4. 5) tem-se pois , 

tg '!' "' - 2/yl i . 2 (J!.. - 1 } • yl 
t, w, 

(4 . 8) 

Substituindo-se (4 . 7} em ( 4.3) ficamos com no­
vo sistema 

( 4 . 9) 

.. . 
o3 -wsCl_ 0 G 3 Q3 +(l+H 3 cL 0 )w~03 +[ ...... ] = o (4.10) 

onde os colchetes de (4.9) e (4.10) represen­
tam respectivamente os termos não lineares de 
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(4.3) e (4.4) e 

( 4. 11 ) 

Supondo-se pequenos (da ordem de r. 2
) os 

parâmetros CLO' a 1 e a diferença a2-1 chega - se 
a forma normal (3.8) que no presente problema 
e dada por 

a 1 w 
x

1
=(-- -ia 2 )w x

1
- _s_(-G

1
+iH

1
)(-12XjY 1+ 

2 s 16mt 

+.4 X jY 3- 8X J Y l +8X l X 3 Y l -1 6X l X J Y 3] ; 

H C 2 w 
x3=[.! G3 c~ 0 -i(l+ __l__h_Q,)] w x

3
- _s_( -G3+iH3). 

2 2 s 1 6m.l 

. [4XjY 1-sxp3-16X 1x3v1 -12XjY3) 

( 4. 12) 

A transformação linear que diagonal iza a 
-· parte li~ear do sistema ( 4.9 ) ( 4.10) e dada por 

x1 Ql + Ql + O(r.z ): v, X* 1 
ws 

( 4. 13) 

xJ = QJ + 
ws 

Q3 + O( r.z ); y3 " X* 3 . 
onde os termos em E2 podem ser desprezados no 
grau de aproximação considerado. 

Introduzindo por cor<'veniencia as coorden!_ 
das polares p1, p3 , e

1
•e e3 através de 

;e ;e 
x, = Pl e· 1 ~ e x3 = P3 e 3 

procura-se então uma solução periÕdica 
rizada por p1 = i> 3 = O e 01 = é3 = -w, 

segundo grupo de igualdades representa 
ção de sincronismo. Deste modo chegamos 
tir de (4. 12)) ãs seguintes equações 
e3 - e1 ) : 

(4.14) 

caracte 
onde o 
a condi 

(a pa.!: 
{ll0 

-2mta 1-3G 1p1-4G1pj+p1p 3 (3 G1cos ll0+H 1senll0 ) 

+2pj{-G1cos 2ll0-H1sen2ó0 ) = O; 

ws 
-w=-w

5
a 2+ --[ 3H1p1+4H1pj +p1p3 (G 1sen ll0 -

4mL 

{ 4. 15 ) 

-3H 1cos69 )+2 pj (-G1sen260+H 1cos2ll0 )] ;. (4.16) 

9 

2mtG3 cl 0 p3 -4G3 plp3 -3G3 pj+p~{G3 coslle-H 3 senll0 )+ 

+2 pl p3(-G3cos2ll0+H 3sen2 ll0 )=0; (4.17) 

w 
- p3w=- w-s (l+H3CLO) p3+ _s [4H3 pl p3+3H3 pj-

4mL 

- p{(G 3senll6+H 3cosll9 )+2 plp3 (G 3sen2ll0+ 

( 4.18) 

f~ota: a 1 e a2 dependem de w. 

As equações (4. 15) a (4.18) formam um sis 
tema algébrico não linear de 4 equações a 4 in 
cõgnitas w, p1 , p3 e c.e. Entretanto se consid~ 
rarmos w

5 
como incõgnita em lugar de w a solu­

ção do sistema se torna bem mais simples pois 
introduzindo-se a incõgnita Z por 

( 4. 19) 

podemos calcular Z e 60 a partir de 2 equações 
obtidas de (4.15 ) a (4.18): 

a l ( G3, -H 3) l +Z [- JC L é l 63- 4a l 63 + 2 a l ( - G3 'H 3) 2] + 

+ z 2 [ (j 3 c L o (3 G 1 • H 1 ) 1 J + z 3E- 4 c lo 6 1 G 3 + 

+2CL 0G3 (-G 1,H 1 ) 2-3a 1G3]; (4.20) 

' H3CLO 2 
2(1- -- -a2){G3'-H3)1+G3CLO(-H3,-63)1+ 

2 
H3CLO 2 

Z{(l+ - - -a 2 )[-8G3+4(-G3 ,H 3 )2]+G3CL0 [4H 3-
2 

-3H 1 +( 2H 3 ,G 3 )] ) +Z G3cL_ 0 ( -3H 1 ,-6 1 ) 1 + 

Z1 (-6G3 {1+ .!H3cl0-a 2 )+G3cl0 [3H 3-4H 1+ 
2 

+(-2H1 ,2G1 ) 2] } (4.21) 

onde usamos a notação (a,b)n = acosnllO + 
+bsenn llG (n = 1, 2). 

As incógnitas Z e ll0 podem ser obtidas 
usando-se um método numéri co como por exemplo 
o método de ~ewton. 

Uma vez encontrados os val ores de Z e llO e 
fãcil obter p l por (4.15), p 3 por ( 4.19} e w

5 
por (4.16 ) . Para voltarmos as variãveis Q1 e 
Q3 usamos as relações (4.13) obtendo 

{4.22) 

onde a fase ~o e arbitrãria. 
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Comparando com ( 4. 5) obtem-se ainda 

Bl = pl 

e finalmente a solução de regime de ( 4. 2) c o• 

Ql dado por (4 .22) tem amplitude 

Observa-se que se impusermos p3 = O em 
(4.15) e (4 .1 6) chegamos a solução obtida por 
Skop e Griffin usando o balanço harmónico, po­
rem as equações (4. 17) e (4. 16) não seriam sa­
tisfeitas para pl ; O. 

5. RESULTADOS NUMtRICOS E COMPARAÇOES 
Um exemplo numérico com dimensões tipicas 

de um ·~i6 &~" real foi escolhido para compa ra­
ção com resultados anteriores e com integração 
numérica. 

Diâmetro interno: 0 . 4763 m 
Diâmetro externo: 0.508 m 
EI = l ,5 2695 x 10 8 Newtons x m2 

I. 79 m 
P = 3.616xlo~ Newtons(tração 

media} 
m = 5.80133x10 2 kg/m 
~1 = ~3 = J.xl0-2 

CLO" 0.3 
I 

5=0.21 
ll"O , 130308 

s ::$ =0.130308 
9193 · -2 I" l =F 3= 9.51D71x 10. 

Gl =G 3= 1. 59094 

No grâfico da Fig. s:1, apresentamos a 
resposta em frequên cia do ··~ .t..ae~ ·, prÕxima da 
ressonância e obtida por três métodos: ( 1) in­
tegração direta (Runge-Kutta) . (BH) método do 
balanço harmónico 1"1 usando sõ o primeiro mo­
do de CL' isto é, Q1 e (F N) método da Forma 
Normal usando Q1 e Q3. 

O grãfico (FN) foi traçado usando-se w 

(a frequên.cia de "lock-.i.n") como variãvel ind!_ 
pendente. Assim, para cada w,atraves de (4.20) 
(4 .21) obteve -se pelo método de Newton os valo 
res de Z e de àS . Inicialmente usou-se as ex­
pressões aproximadas de a1 e a 2 (4. 11) e post!_ 
riormente usou-se as suas expressões exatas ob 
tidas a partir de (4.6) e (4 . 3) . Esta Última 
a 1 ternat i va foi realizada através de um pro c e! 
so iterativo para cada valor de w o que resul­
tou em pouca modificação na resolução de(4.20) 
(4.21) ~m relação a primeira alternativa. Com-
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Figara 5 .1 - Resposta em frequência do "~..We1t" 

(I) iiltegração numérica (Rung e-Kutta ) , ' (FN) me 
todo da Forma Normal com 2 modos, ( BH) metod~ 
do balanço harmónico com 1 modo . 

parados com os resultados da integração dire­
ta, as expressões exatas de a1 e a 2 fornecem 
resultados sensivelmente melhores do que os ob 
tidos com as expressões aproximadas. -

Uma vez obtidos z e 60, obtem-se de (4.15) 
e (4.16), pl' p3 e w

5
• 

Com B1 = pl calcula-se A1 por (4.23) e a 
flecha mãxima do cilindro e dada por 

(Y/D}mãx A.l I I O. 5 ml 

6 . CONCLUSOES 
O exemplo numérico selecionado na seção 

precedente leva a algumas conclusões que clas­
sificamos como preliminares, por falta de 
maior numero de exemplos. 

Ver ifica-se que o método da Forma Normal 
com 2 modos dã bons resultados em comparação 
com a integração direta. Os maiores erros(:lO%) 



RevBrCMec, Rio de Janeiro. V. III, nC? 2, 1981 

ocorrem bem prõximo do pico de ressonância, p~ 

rem esta observação particular não e definiti­
va devido ã sensibilidade numérica da integra­
ção direta que se notou nesta vizinhança. Dev! 
do a boa concordância verificada em frequên­
cias um pouco mais afastadas da frequência de 
pico, era de se esperar que mesmo no pico a 
concordância fosse melhor, muito embora um er­
ro de 10% seja bastante razoãvel no grau de 
aproximação considerado (erro relativo da or­

dem de E
2 ou eLO ' isto e. = 10%). 

Comparamos . também os valores previstos de 
w, p 3 e .àe com aqueles obtidos pela integração 
verificando-se boa concordância (erro mãximo 
de cerca de 10% para p3 e .àe e 1% para w). No ­
ta-se porém que nem sempre p3 e desprezivel em 
relação a p 1 podendo p3 chegar quase a metade 

de pl. 
Surpreendentemente, mesmo assim, o efeito 

de p 3 ê relativamente pequeno como mostra a 

curva (BH) da Fig. 5.1 obtida supondo-se p3 =O 

(no pico, o erro seria de 20%). Isto , em parte 
justificaria, no caso de fluxo uniforme, a hi­
pÓtese simplificadora de não acoplamento dos 
modos Qi' usada por Skop e Griffin 1"1. 

O uso do método da Forma Hormal se justi­
fica pelas seguintes razões: 
a) permite com comodidade a inclusão de mais 

modos de ~ibração e em consequência estimar 
o numero de modos neúêssãrios para se obter 
uma previsão sufici~ntemente precisa (a hi­
põtese de não acoplamento de Skop e Griffin 
corresponde a se usar um único modo), assim 
se com n+l modos se obtêm um resultado prõ­
ximo (dentro da precisão desejada) ao obti­
do com n modos, pode-se com maior segurança 
usar apenas n modos; 

b) permite considerar o caso de fluxo não uni­
forme evitando cálculos formais extremamen­
te complexos presentes normalmente na solu­
ção analitica das vibrações de sistemas com 
vários graus de liberdade. 

Deve-se ressaltar que o modelo de Skop e 
Griffin não ê definitivo e sõ comparação com a 
experiência prática, incluindo também casos de 
fluxo não uniforme, poderá indicar ~ s eu grau 
de validade. 

Finalmente deve-se notar que a solução 
analit1ca de modelos análogos ao usado, envol-

l1 

ve duas fontes distintas de imprecisão:(i) a 
consideração de um numero 1 i·mi tado de modos e 
(ii) o fato da solução anallti ca do sistema di! 
creto (obtido com número limitado de modos)ser 
aproximada. 

No exemplo tratado verificou-se que a gra! 
deza do erro gerado por ambas as maneiras era 
da mesma ordem. Em geral, porem, isto nem sem 
pre ocorre , se de um lado podemos prever(gros-
seiramente) a grandeza do erro intrínseco, a 
aproximação do método analiti co (da ordem de 

• c2 ou CLO) do outro i dificil de se estimar "a 

p~io~i" o erro gerado pelo truncamento modal. 
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SUMARIO 

Ne~t e ~Aabalh o apAe~ enta-~e o6 A~6uttado6 expeA~m entai~ obti do6 

em e n6aio~ de 6tu ência paAa aço6 do tipo A1SI 316 a di6eAente6 
tempe4atuAa6. Tai6 Ae6ultado6 6io apAoximado~ peta lei de NoAto 

cuj o6 paAimetAo6 A e n 6io deteAmi nado6. 

-6 e como a6 vaAi aç Õe 6 do6 paAim etA04 da 

e~ ~a do de t en6 Õe 4 e deódAma~Õe4 ~m tubo4 

Po~teAioAm ente , e4tud~ 

tei de NoAton a6etam o 

6in o~ e e4pe64 04 4ubme -
t i do6 a pA e46ão in~ eAna e tempeAatuAa con6tante. Conctui -4e ne6 
t e tAabaf.ho que paAa o ~ ca~o6 e6tudado~ a6 ten6Õ e6 6âo pouco in -

6tuenciada6 pela4 va4iaçÕe6 do paAãmet~ n e que Ae6ulta di6Zcit 

pAeveA nlvei6 de de 6oAmação acumulada, uma vez que a6 inceAteza4 

ou va4iaçõe~ em A e n intAoduzem 6é4io6 eAA06 na velocidade de 
de 6oltmaçào . ,r 

INTRODUÇAO 
Um dos problemas que frequentemente se apr~ 

senta no emprego de materiais que experimen­
tam deformações de tipo viscoso ê a determin! 
ção do estado de tens ões e deformações corre~ 
pondentes a atuação de carregamento e temper! 
tura constantes ao longo de intervalos de te~ 
po prolongados. Tal fenômeno, conhecido como 
fluência, é significativo em múltiplas aplic! 
ções tecnulôgicas dentro das ãreas de Engenh! 
r·ia Me cânica, Metalúrgi ca, Nuclear, Civ i l, etc. 

Admite-se que, geralmente, a teoria fenom~ 
nolôgica da fluênc i a começou no inicio deste 
século com os trabalhos do fisico Andrade(l]. 
Nes tes trabalhos foi introduzida a terminolo­
gia empregada atê o presente para distinguir 
d i ferentes zonas de fluência, assim como a dl 
ferença de comportamento entre deformações de 
fluência de barras metálicas a tensão e carga 
constantes. 

Posteriormente, o fenômeno despertou gran­
de inte~esse, tanto do ponto de vista teórico 
como fenomenológico, motivando o surgimento 
de inümeras equações constitutivas, formula­
ções variacionais e métodos numéricos capazes 
de resolver problemas onde a fluência deve ser 
levada em consideração. 

Na primeira parte deste trabalho apresen­
tam-se os fundamentos mais importantes da te~ 
ria de fluência, assim como as inúmeras fun­
ções empiricas que relac1onam deformação com 
tensão, temperatura e tempo. No caso particu­
lar da lei de Norton mostram-se seus fundamen 
tos fisicos, suas vantagens e limitações e a 
partir de ensaios experimentais co l oca-se o 
problema da incerteza na determinação de suas 
constantes. Posteriormente, analisa-se o pro­
blema de determinar o estado de tensões e de-
formações de um corpo cuja lei constitutiva 
de fluência ê uma generalizaçãoda lei de Norton. 
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Finalmente, para o problema do tubo infin~ 
to com pressão interna, mostra-se como as te~ 
sões e deformações obtidas são influenciadas 
pela incerteza da variação das constantes A e 
n da lei de Norton. 
OESCRIÇAO FENOMENOLOGICA 

A fluência pode ser definida como um pro ­
cesso de deformação cuja lei de acumulação d! 
pende do tempo em que atua uma solicitação m! 
cãnica [2]. Ela é, geralmente, identificada a 
partir do acréscimo da deformação em um comp~ 
nente submetido a uma carga ou tensão consta~ 
te ao longo do tempo. Entretanto, o sentido 
amplo da definição inicialmente utilizada in ­
clui o efeito de relaxação de tensões ; orno um 
dos seus casos parti culares. Esta ê a situa-
ção que ocorre em corpos tensionados, cuja d! 
formação total e mantida constante e uma fra 
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materiais hipotéticos ensaiados nas mesmas con 
dições de temperatura e tensão inicial. O ma­
terial A apresenta baixa velocidade de acumu­
lação de defo r mação, sendo escolhido para aplj_ 
cações que apenas exijam estabilidade dimen­
sional. O material B e o que melhor resiste a 
ruptura por fluência e o C aquele que alcança 
a maior dutilidade. 

A fluincfa se faz sentir em materiais metã 
l icos e não metãl icos e a intensidade dos seus 
efeitos depende primordialmente do estado de 
tensões, do tempo e da temperatura. Para os m! 
tais acredita~se que a ·fluência deva ser con­
siderada em aplicações mecânicas envolvendo 
temperaturas no entorno e alêm da metade da 
sua temperatura absoluta de fusão. 

Pr•melro Segundo Terce oro 
Estágio E1táglo Estágio 

- -f-·- --
ção da deformação elástica de natureza recup! tu 

rãvel se transforma, com o tempo, em deforma-
ção permanente acarretando uma correspondente 
redução na tensão aplicada. 

A maioria das aplica'=ões industriais requer 
certo compromisso entre três propriedades bá­
sicas e que, resumidamente, podem ser enumer! 
das como: resistência ã deformação por fluên­
cia, resistência ã fratura e dutilidade [3]. 
O diagrama da Figura l ilustra o carãter inde 
pendente dessas proprie~ades através das cur­
vas de fluência sob cprga constante de três 

o 
~<( 

<..), 
<( 

2 
a: 
o 
lL 
w 
o 

Ensaios a ca1ga const,!nte mesm~ 
temperatura e tensao onocoa 

material C 

TEMPO 

Figura l. Resultados tTpicos de ensaio de 
f l uênc i a ã carga constante em 
ligas metálicas (Ref. 3) 

o 
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<( 
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a: 
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L-7 
-~ao ' n 'c i a f 

Figura 2. Curva de fluência sob carga constan 
te onde são indicados seus diferen­
tes es t ágios 

A Figura 2 é a representação esquemática 
de uma curva de fluência onde se nota jã no 
tempo zero a existência de uma deformação 
(~ 0 ) imposta pelo carregamento inicial. A pa~ 
ti r de ~ a deformação se acumula como uma fun o -
ção do tempo sob a ação de uma carga (ou ten-
são, o) constante. 

O primeiro estãgio de fluência é caracter~ 
zado por uma taxa de deformação ( É = d ~/ dt j 

decrescente com o tempo, onde prevalecem mec! 
nismos de encruamento. Isto é, o material se 
torna cada vez mais resistente ã deformação 
à medida em que esta prossegue. A curva de 
fluência mostr.a, logo apõs, um mTnimo na t axa 
de deformação e define uma região onde É va-
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ria muito Pouco, sendo mesmo considerada con~ 
tante para certas aplicações. Isto define oS! 
gundo estagio de fluencia, onde a ação de me­
canismos de recuperação (i .e., de amolecimen­
to) equilibra-se aproximadamente a de mecani~ 
mos de encruamento (i.e., de endurecimento). 
No terceiro estãgio de fluênc ia a taxa de de­
formação aumenta progressivamente de forma a­
ce l erada atê a ruptura final, sob a ação de m! 
canismos de fratura . Nas apl icações industr i­
ais a extinção da vida ütil de um componente 
é ditada por dois critérios alternativos: i) a 
limitação da deformação imposta por exigen­
cias operacionais (geralmente no seg undo est! 
gio) e ii) a ruptura por fluencia (no tercei­
ro estãgio). A descrição apresentada para a 
curva de fluência admite, porêm, algumas exc! 
ções parà certas 1 igas e condições de teste es 
pecificos [4 ,5]. 

Geralme~te se admite que a deformação de 
fluência pode ser expressa como o produto de 
funções dependentes do tempo, da temperatura 
e da tensão, ou seja: 

( 1 ) 

A partir de tal formulação uniaxial simpl~ 

ficada onde E ê a deforma ção acumulada ao fim 
de certo tempo, t, por asão da temperatura em 
graus absolutos, T, e da tensão, a , Penny e 
Mar iott [6] discutem diferentes tratamentos 
para relacionar a deformação por fluência com 
as variãveis t, T e a. 

Inúmeras funÇões de natureza emp1rica têm 
sido propostas para cada um dos termos da re­
lação (1), algumas das quais serão relaciona­
das a seguir. 

Para a função f 1 : 

1) ft(t)= A(l+Bti/J} exp(pt) 
ii) 

i i i ) 

h) 
v) 

v i ) 

f 1 ( t ): 
f 1 ( t) = 
ft(t)= 
f d t)= 
fd t)= 

A+Bt+C exp(-qt} 
A + Btm 
Atm + BtP+Ctq+ ... 
A 1og t+BtP+Ct 
E + E [1 -o p 
- exp(-mt}]+ E2 t 

Andrade, 1914 
McVetty, 1934 
Bailey , 1935 
Graham , 1953 
Wyatt , 1953 

Garofalq, 1965 

onde A, B, C, m, p e q são consUntes, E ade o -
formação inicial e EP o limite da deformação 
transiente no primeiro estagio de fluência. 

Le May [7] propõe: 
f 2 (T) = 1 

15 

Para a função f 2 , 

i) se T < 0.3Tf 
ii) se T > 0.3Tf f 2 (T) = A(exp(-Q/RTI(" 

onde A em são constantes, Tf é a temperatura 
absoluta de fusão do material, Q e a energia 
de ativação aparente em fluência e R a cons­
tante universal dos gases. 

Para a função f 3 : 

i ) n Norton 1929 f 3 (a)= Ao • 
i i ) f 3 (a) .. A(exp(a/a

0
)-l ] Soderberg, 1936 

i i i ) f3(a)= A ~inh(a/a 0 ) McVetty . 1943 
i v) f3(a}= A exp(a/a

0
) Dorm • 1955 

v) fs(a)= AaP + Boq Johnson • 1963 
v i ) f3(a)= A[s inh(a/a )] o Garofalo • 1966 

onde a
0 

ê uma tensão de referência pa~a adi­
mensionalizar o quociente. 

A combinação das funções f 1 , f 2 e f 3 ofere 
ce um grande número. de alternativas para a e­
quação descrita em (1). Entretanto, a maioria 
das equações constitutivas, assim resultantes, 
são de natureza emplrica e não se dispõe de 
base experimental suficiente que estabeleça 
seus campos de validade para os dife~entes ma 
teria is de uso estrutural. 

' Uma alternativa relativamente simp.les e que 
tem sido bastante empregada ê dada por: 

E "' Aa 0 [t exp(-Q/RT}]m 

A témperatura constante a equação anterior se 
reduz a: 

Alguns autores [8 ,9], porém, consi deram m = 1, 

o que permite reduzir a equação constitutiva 
ã simples relação de Norton: 

E = Aa 0 

Esta equação tem como vantagem um considerã­
vel respaldo em modélos flsico~ que descrevem 
o comportamento de certos mecanismos de defo! 
mação por fluência. Além disto, é simples de 
ser tratada por via ana11tica e seus coefici­
entes são relativamente fã ceis de serem deter 
minados emp iricamente. Porém. a lei de Norton 
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representa somente o comportamento do segundo 
estãgio de fluência, onde a taxa de deforma­
ção ê aproximadamente constante com o tempo e 
possui um valor pequeno se comparado aos ati~ 
gidos durante o primeiro e o terceiro estã­
gios. 

O comportame nto mecânico de uma estrutura 
previsto pela equação de Norton poderã se afa~ 
tar da real idade se a deformação ao fim do prj_ 
meiro estãgio de fluência for grande se comp! 
rada a que se acumula ao longo do segundo es­
tãgio ou ainda se o material entrar no tercej_ 
ro estãgio de fluência. 

Por outro lado, a expressão de Norton sõ ê 
adequada para descrever a relação entre defor 
mação e tensão sob temperatura constante . Es­
ta limitação e importante em aplicações indu! 
triais, uma vez que raramente se encontra uma 
estrutura que trabalhe permanentemente ea con 
dições isotêrmfcas. 

Uma outra limitação diz respeito aos mode­
los fTsicos que sustentam esta equação. Ela p~ 
de ser considerada co mo uma forma simplifica­
da da equação semiemplrica de Mukherjee et 
alli [ 10] para temperatura constante: 

onde O é o coeficiente dt autodifusão, G é o 
mõdulo de rigidez, b é.o vetor de Burgers, A 
e n são constantes e os demais slmbolos tem o 
significado usual. Essa equação tem a sua V! 
lidade comprovada sob certas condições de te~ 
são e temperatura para um grande numero de m! 
teria is [10]. Eh caracteriza a atuação do m_! 
can1smo de fluência por discordâncias[ll], o~ 
de a deformação é controlada pelo movimento 
não conservativo de discordâncias e depende 
da difusão de lacunas no material. Este mode­
lo de mecanismo controlador de deformação por 
fluência não ê, entretanto, iínico. Diversos m_! 
cani smos podem a tu ar competit1 vamente num me_! 
mo material. A Figura 3 apresenta um diagrama 
tridimensional que define os campos de predo­
mínio no espaço tensão, temperatura, tamanho 
de grão dos diversos mecanismos que controlam 
a defor11ação i ne 1 ã s ti c a dependente do te11po no 
alu11lnio [12]. Assim, a validade de aplicação 
da relação de Norton para o alumlnio limita-
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-se no espaço de predomínio de fluência por 
discordâncias, que na Figura 3 corres ponde aos 
campos F e G. Fora desses limites deve-se ele 
ger outra equação constitutiva que nao seja a 
relação de Norton. 

A Figura 4 apresenta um mapa de mecanismos 
de deformação de Ashby [13] para o aço i nox i­
dãvel AIS! 316 com tamanho de grão de 120 um, 
destacando ·o intervalo (temperatura, tensão) 
de mais interesse para as aplicações industrj_ 
ais. Os mecanismos controladores da deforma­
ção por fluência na região representada no ma 
pa são: 

i) deslizamento de discordâncias; 
ii) fluência por discordâncias; 

iii) fluência por difusão - Coble; 
iv) fluência por difusão - Nabarro-Herring. 

c 
tO'L-~--J-~~-L--L-~ 

lt • ,. 

'lr.JT 

A fi uin<:•o 110< di lu o lo ugundoCoble 
e ""'""'' POr dlluolo ugundo NlbtHro Horrlnt 
C ,...a~cl l - dllu oio oogundo Horpor Oorn 
D Delomaçlo -•Piáollca conlrof a do POI óluato noconto•nodegrÕo 
E Delormaflo ouperpl áouc o -trot a da pgr dlluoio no rodo 

' ,,..ancia Por dlocord&..c!ll tontrotodo pgr dlluolo no nJcloo 
o ""'nci• PO<. dJ.-dl nclu contrOiodl por dlluoto na rodt 

Figura 3. SÕl ido de deformação para o aluminio 

segundo 01kawa (Ref. 12) 



RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. III , n<? 2, 1981 

As equações constitutivas prõprias para e~ 
ses mecanismos estão indicadas na Tabela 1. 
Na Figura 4 observa-se que as condições de te_!! 
são e temperatura exploradas por ensaios de 
fluência com tempo de ruptura de ate 50.000 h~ 
ras recaem no campo, onde a deformação e con­
trolada por fluência de discordâncias. A rela 
ção de Norton e aplicãvel aos resultados des­
ses ensaios. 

-2 T€MPE R ATURA O 700 800 
~w1o r-----~~~~--~~~~--~~~~--~~ 

g 
~ 
N 

..J 
~ 
~ 
a: o -3 
z 10 
o 
1~ 
(). 
~ 
a: .... 
w 
o 

,o -· 
•:, I 0 

z 

Desl izamen lo 
de discordancias 

Fluenc•a por 
dilusJ'oCoble 

~ CondiçÕ~s 
~de ens~10 == Condiço~s. == lndusl r~a•s 

AISI 316 
d::120~m 

0.2 0.3 0-4 Q.5 0.6 0.7 
TEMPERATURA NORMALIZADA T/1810 K 

Fi gura 4. Mapa de deformação para o aço AISI 
316 com d z l~O~m que mostra as 
regiões do~ ensaios de caracteri­
~ação e da s aplicações industriais 
para 100000 e 250000h de vida (R! 
ferência 13 ) 

EntretJnto, as aplicações industriais para 
as quais 'se espera de 100 .000 hs. a 250.000 hs. 
de tempo de ruptura (14] recaem no campo sob 
controle de fluência por difusão segundo Coble. 
Es ta ultima região e pouco estudada por ensal 
os diretos de fluência devido ao longo tempo 
de teste envolvido. As equações constftutivas 
de Nabarro-Herring e Coble, na Tabela 1, sug! 
rem que o material adota um comportamento vi! 
coso Newtoniano bastante diverso daquele pre­
dito pela relação de Norton. 

tabela 1. Equações Constitutivas para 
Mapas de Deformação de Ashby 

DESLIZAMENTO DE DISCORDANCIAS 

e:.2 = c o exp - [ba (Gb/c-o}/kT] o 00 
se 'G' >lf 

E2 = o se 

FLUtNCiA POR DISCORDANCIA 

O Gb 
c 2 = A -h- '( o/G) n 

FLU ENCIA POR DIFUSAO 

Nabarro-Herrin9: 
O Gb 

E 2 = A -h- (b/d) 2 (o/G) 

Coble: 

E 2 = B Dk1Gb (b/d) 3 (o/G) 

o < 
00 

'G' lf 

onde: a é a ãrea de ativação; c distân ci a 
mêdia entre obstáculos ao desl igamento; k 
constante· de Boltzmann; G mõdulo de· rig i­
de~; o tensão de 1 ibertaçã o ; O coef icien o v -
t~ de autodifusão; Dcg coeficiente de di-
fusão nos contornos de grão. 

VARIAÇOES DAS CONSTANTES DA LEI DE NORTON 
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Nest~ seção comentam-se algumas restr ições 
ao emprego da relação de Norton como equação 
constitutiva para o dimensionamento de estru­
turas em condições de fluência. 

Seus parâmetros A e n são muito senslveis 
a aspectos macro e mi c ro estruturai s do mate­
rial. Em diferentes amostras, caracterizadas 
de acordo com determinada norma técnica como 
sendo de um mesmo tipo de material, ê possí­
vel encontrar valores díspares para A e n. C~ 

mo exemplo apresenta-se a seguir as diferen­
ça~ determinadas em duas partidas de aço AISI 
316, i dent i ficada s por A e . B, ensaiadas em 
fluên cia sob carga constante em reg ime de iso 
temperatura no intervalo entre 600 e 800°C 
(3]. O equipamento de fluência utilizado foi 
uma mãqu ina de fabricação WPM, modelo ZST2/3. 
As amostra s , cujas composi ções químicas estão 
indicadas na Tabela 2, foram tratadas termi ca 
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Tabela 2. Composição Quimica (S em peso) 

Elemento c Mn Si C r Amostra 

A 0.07 1. 72 0.50 18.3 

B 0.05 0.73 0.40 17.7 

Composição 0.08 2.00 1. 00 16 
a 

Nominal max max max 18 

mente a ll00°C por 40 minutos em banho de sal 
e resfriadas em ãgua. Este tratamento produ­
ziu na amostra A um tamanho de grão medio de 
30~m na porção cent ral da seção reta cor res­
pondendo a 30% de sua ãrea e 250~m na fração 
restante . A amostra B apresentou um tamanho 
de grão medio de 80~m. Os corpos de prova ci ­
lind r icos para o ensaio de fluência foram con 
feccionados com 38mm de comprimento util e 27 
mm 2 de ãrea da seção reta. 

Os valores dos parâmetros A e n podem ser 
obtidoi da Figura 5 por regressão linear e es 
tão mostrados na Tabela 3 juntamente com os 
coeficientes de correlação, r2, encontrados. 

~ ., 
lO 

• : .. 
.. 10 

.. 

• Aço 
o Aço 

. . 
• 
' 

1 0 L---~50~L-~~~------~~~~_. 

MP e 

Figura 5. Relação entre taxa minima de fluên 
cia e tensão aplicada para os ma­
teriais A e B 

• 
Figura 6 

Ni Mo p s Cu Nb 

12.5 2.55 0.026 0.014 o. 13 0.02 

1 2. 2 2.07 0.035 0 . 018 o. 16 -

10 
a 

14 

2 0.045 0.030 
a - -
3 max max 

Na seção a seguir verifica-se a extensão em 
que as dispersões obtidas nestes parâmetros 
influem na determinação do estado de tensões 
e deformações em tubos do tipo utilizãvel na 
industria petroquimica. 

Tabela 3. Coeficientes em E = Aan 

~aterial 
Temperatura 

(OC) A n r2 
. 

600 1.5xlo-27 9.3 0.96 

650 4.4xlo-2& 10.4 0.94 

A 700 3.9xlo-2o 7.6 0.94 

750 4.5xlo-ls 6.2 0.99 

800 2.3xlo- 15 6.4 0.96 
_"\ 

600 2.2x1o-2s 8.8 0.88 

B 700 1.4xlo- 17 6.6 0.99 

800 5.7xlo-l .. 5.8 0.99 

INFLUENCIA DA VARIAÇAO DOS PARAMETROS DA LEI 
DE NORTON NA DETERMINAÇAD DO ESTADO DE TENSOES 
E DEFORMAÇOES 

Nas seções anteriores a lei de Norton foi 
estabelecida a partir de ensaios uniaxiais. 
Este fato exige a ~ua extensão a estados de 
tensão mais complexos . 

A partir das comprovações experimentais re~ 
lizadas por Bailey, de que· as deformações por 
fluência nos metais produziam-se a volume con_3 
tante surgiram uma série de equações constit~ 
tivas pára estados complexós de tensões. En­
tre elas podem-se citar: 

i) Lei associativa de von Mises-Odqvist 
(1936) (15]: 



RevBrCMec. Rio de Janeiro, V. III, nl? 2. 1981 

i i ) Lei associativa de Tresca: 

01 -A(T3·Tt) n 

Oz o 
03 A(T3·Tt)n 
para T3 > T2 > T1 • 

A equação de Tresca foi empregada por 
Wahl [16] na anãl i se de tensões em discos 
que giram a velocidade constante. 

iii) Lei não-associativa de von Mises-Tresca: 

para T3 > T2 > T1. 
A equação acima foi introduzida porCoffin, 
[17] na anãlise de fluência em vasos de 
pressão. 

Nas equações constitutivas apresentadas, A 
e n são as constantes da lei de Norton, Dij e 
Sij são as compone ntes do tensor velocidade 
de deformação e do tenso r desviador de ten­
sões, Ti e Di são as tensões e velocidades de 
deformação principais e Te ê a tensão efetiva 
ou tensão uniaxial equivalen te. 

Como pode-se observar nas equações anterio 
res a deformação de fluência se processa à v2 
lume constante, tendo em vista que Dii 
lêm disso, todas estas lei s se reduzem a 
de Norton quando o estado de tensões ê 
xial. 

I 

O. A 

1 e i 
unia-

Definidas as equaçaes constitutivas, pode-
-se apresentar o problema de valor de contorno 
correspondente ao segundo estãgio do fenômeno 
de fluência (também conhecido na literatura 
co•o Msteady state creep"). Neste proble~a a~ 
mite•-se co nhecidas (Figura 6): 

i) A região n de contorno r que ocupa o cor 
po; 

i 1) O s.i stema de forças que atuam sobre o cor 
po: b, ã. 
b b(x) densidade das forças de volume 
a = ã(x) densidade das forças de superfl 

cie prescritas em rT 
iii) a velocidade v . v(x), prescrita em rv 
iv) a lei constitut iva do material. 

O problema de valor de contorno consiste 
em deter•inar v, O, T (v , vetar vel ocidade; O~ 
tensor ve locidade de defor•ação; T, tensor de 
tensões) tais que sejam satisfeitas as segui~ 

tes equações: 
Equação de equilibrio em n: 

div T + b = O (T.j . + b
1
• , • J 

Equação constit ut iva em 0: 

O = O(T) 

Equação cinemãtica em O: 

O) 

1 .,.. (v . j +v . 
1
. )) 

c. 1 • J ' 

com as condições de conto rn o: 

Tn ã em rT; 

n, vetor unitãrio normal a rT (Figura 6) 

A seguir serã resolvido o problema de va­
lor de contorno correspondente a um tubo infi 
nito sob pressão interna,p, constitu1do por um 
material tipo von Mises-Odqvist. A resolução 
deste · probl~ma permitirã determinar a influên 
ci~ das constantes A e n na distribu'ição de 
tensõés e deformações. 

Em coordenadas cilindricas r, e , z, as com 
ponentes de v, O e T referidas ao triedro or­

togonal er• e6 , ez estão dadas por: 

m· [~' 
o u [v i] [Ti j) (18 

o 

o 

:] r· o 

:J ['• rr 
[D;jJ • ~ êe o ! 

r 
o o o 

e as componentes da div T e do tensor desvia-
dor S são: 

de · c r- 0 e r + a;:- r 

o 
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Figura 7. Distribuição da tensão radial em tu 
bode parede fina, re/r1 = 1.0630, 
com pressão interna, p, para dife­

rentes valores de n 

Figura 8. Distribuição da tensão radial em tu 
bode parede grossa,re/r 1 • 1.2402, 
com pressão interna, p, para dife­
rentes valores de n 
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Figura 9. Distribuição da tensão circunferen-

a. 

1. 

cial a
6

, e da tensão longitudinal, 
az• em tubo de parede fina, re/ri • 
• 1.0630, coM pressão intetna, p, 
para diferentes valores de n 

LOI •.• o J.l5 J.IO r 'I . 

Figura 10. Distribuição da tensão circunferen 
cial, ae· e da te·nsão longitudinal, 
az, em tubo de parede grossa, re/ 
/r 1 • 1.2402, com pressão i nterna, 
p, para diferentes valores de n 
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Sendo que a tensão efetiva estã dada por: 

O problema de valor de contorno no cilin­
dro infinito que experimenta deformações de 
fluência no segundo estãg1o , corresponde a de . . 
terminar v, Er' E6 , ar, a 6 e oz tais que: 

div T = O 

Tn-1 (e1 _ 1 A '2'(ae+az)] e r 
A n-1 [ Te ae- !(az+C1r)] 

,. A Tn-1 [ _ 
e az ! (C1r+oe)] =0} 

{Ê: = dv 
r rr · o Ee = ~} r 

Sejam satisfeitas para todo r E[ri,reJ com a 
condição de contorno: 

Tn = a {a [ .. -p • a r [r•r = 0} 
r r=r . , e 

onde r; e re são, respectivamente, os raios in 
ternos e externos do tybo e p a pressão. 

Para a resolução do problema anterior, tem 
-se: 

tr O = O ou v + dv • 0 ;: Tr 

integrando a equação diferencial anterior ob­
tem-se a expressão da velocidade: 

C1 
v=­r 

onde C1 é uma constante definida através das 
condições de contorno. 

Tendo em vista que Ez c O, resulta: 

substituindo oz na expressão de Te , tem-se: 

I! 
Te = T (oe-C1r) 

21 

que por sua vez substituída na equação const i 
tutiva conduz a: 

Lembrando que v 
- se: 

dv/dr, obt~ 

Substituindo a expressão anterior na equação 
de equillbrio e integrando, tem-se: 

Das condições de contorno: 

as constantes de. integração resultam: 

r2 [ll' .e] n 
e n a 

Com os valores de C1 e C2 , tem-se .as ex-
pre~sões finais de v, ir ' E6 , ar, a8 e az: 

r2 

v = !f A ( "; ~) n re 

rrr rrr r 2 
Er - lr A(lr ~)n ( :) 

DIS CUSS~O E CONCLUSOES . 
Pode-se observar que as expressões acima 

dependem das constantes A e n da lei de Norton, 
sendo que as tensões dependem a~tenas de n. Nas 
Fi guras 7, 8, 9 e 10 apresentam-se grãficos 
das variações das tensões ar' a 6 , a

2 
com n p~ 

ra duas geometrias padrões de tubos, i dentifi 
cadas pelas razões entre seus raios externos 
e internos , re/ri' ig ua is a 1.06 e 1. 24. Es -
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tas duas relações foram utilizadas nesta anã­
lise por serem representativas de geometrias 
usualmente empregadas em projetes de t ubula­
ções . Correspondem, respectivamente, a tubos 
sch 40 e 160, ambos com diâmetro nominal de 
20 polegadas conforme a norma ASTM Al20-75. Pe 
la teoria clãssica , tubos com r /r. ~ 1.06 po e 1 -

de~ ser encarados como finos para a maior pa~ 
te das aplicações prãticas, enquanto tubos com 
r e/r i = 1. 24 devem ser considerados como es­
pessos. 

E interessante notar-se que embora as ten­
sões radiais, or, dependam do parâmetro n e 
este tenha sido variado dentro de limites am­
plos, as variações destas tensões com n são 
bastante pequenas porque dependem dos termos 
re/r 1 e re/r, que para os casos estudados as­
sumiram valores próximos de l. Assim, na Fig~ 

ra 8 nota-se uma variação mãxima de or igual 
a 8.4% quando n assume valores de 1 e 10, pa­
ra a geometria re/r; = 1.24. Variações maio­
res podem ser encontradas para as tensões o6 
e az nas Figuras 9 e 10, principalmente para 
o caso de tubo espesso. Na Figura 10 (re/r; = 
= 1. 24) ocorrem variações de 26% para o6 e de 
35% para oz quando n varia entre 1 e 10, para 
pontos da superficie interna. Convem ressal­
tar que, dependendo do valor assumido para n, 
os valores mãximos das d~tribuições de o6 e 
o poderão ocorrer nas superficies internas ou z -
externas dos tubos. Da Tabela 3 pode-se notar 
que os valere~ obtidos experimentalmente para 
n variaram entre um minimo de 5.8 e um mãximo 
de 10.4, embora as variações dentro de cada 
faixa especifica de temperatura tenham sido m~ 
nores; a mãxima ocorrendo a 700°C quando os v~ 
lares de n obtidos para os aços A e B foram 
7.6 e 6.6 respectivamente. Assim, o6 e oz va­
riam apenas de 3% para os tubos espessos qua~ 
do n assume valores de 5 e 10. 

Pode-se então concluir que, o estado de 
tensões e pouco influenciado pela variação de 
n e independente de A. 

Por outro lado, as deformações são bastan­
te influenciadas pelas variações de ambos os 
parâmetros da lei de Norton. A partir das ex­
pressões obtidas na Seção 4 observa-se uma de 
pendência linear de v, cr e €6 com A. A Tabe 
la 3 jã mostrara que este parâmetro assume va 
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leres bastante pequenos e variações da ordem 
de l0-3 entre duas determinações. 

Valores das velocidades v, para as duas ge~ 
metrias de tubos analisados neste trabalho são 
apresentadas nas Tabelas 4 e 5 como uma fun­
ção da posição radial r/r; e do valor do par~ 

metro n. Constata-se na Tabela 4, que quando 
n varia de 1 a 10, ocorre uma variação de or­
dem de 10 10 nos valores adimensionalizados de 
v. Em particular, para variações de n iguais 
à unidade, as velocidades modificam-se de 4 
ou 14 vezes, conforme o tubo. 

TABElA •· V1tvrn c.te- v/(A.• pn a T,) pna OUeruatH bpocntes n da Lei de 

Norton. 1\6o ln.ünito. reiTl • 1.06l 

~i 1.0000 1.0119 1.031S I. OUI 1.063 

I O. lllbS E+Ol 0.120-tl E•02 O.UI94 E•OZ 0.11750 E+OZ O.IIS41 EoOZ 

l 0.1 7396 E•03 0'.1707) E+O) 0.16164 E•03 0.)6661 fo03 0 . 16.165 E•Ol 

3 0.24()6) f,-.()4 0.24204 E+Of o . .23901 E+04 0.13619 E .. 04 0. 2)200 E•04 

• O. 34959 E•OS 0 . 34311 E-OS O. »191 E•OS O. 13412 E+OS O. !lll87 E•OS 

5 0.49SS6 E•06 0.416)7 E+06 0.~*·1 E•-06 o.~n6l 806 0.4661!1 E•06 

6 O. 70247 E•07 0 .68940 E•07 o. 66102 E-07 0.67210 E+07 0.- Eo07 

1 0 .99578 E•OI O. 97730 E•OI o. 96537 E+OI 0.9SJ72 E+OI O. 9l676 EoOI 

8 0.14115 E•IO 0.131S3 E•lO 0. 136M 'E•lO O.t.l519 E+IO O.tll19 E•lO 

9 0 . 20009 E•ll 0.19631 E•ll 0.19391 E•ll 0. 19163 E+ll O.llllll E•U 

... lO D.l8l63 f•IZ 0.271.16 1:•12 0.27496 E•l2 0.27165 E+IZ 0.26682 E-U 

TAIIF.U. S. Valo.-es ~ Y/ (A.ari" x r,) s-no DUe,...,tes Eiq>oftltes da Lei d~ 

Nortcn l\6o Infinito r / r • I 2401 .•. l 

~ 1.0000 1.07ll 1.1201 1.1611 1.1402 

I O.lOS72 E-Gl O.SllU E-Gl O .l016S E-Gl O.l!IS96 E•OI O.l7t76 EoOI 

2 0.1)962 E•02 0 .1:101) E•Ol 0.12465 E•OZ 0.11952 Eo01 0.11251 E•01 

3 0.562.!9 E•Ol O. S24S9 E-G2 O.!Ol09 E•OZ O.UIU E•02 O. H.\01 E•Ol 

• 0.126» E•Ol. O. 21117 E•03 O. ZOtll E•O) 0 .19Jil0 E-G3 0 . 112~ E-G3 

s 0 .91110 E-G3 O.l-t916 E•O) O.lUU E•O) ~- 77996 [•03 ~.7~1>4 f•OJ 

6 O. J6661 E•OO O • .IOIM EoOO O. SZHI E•04 O.JI3&S t.OO ~.29561 LoOO 

7 0.14751 E-GS o.u7til E+OS 0.111111 E•OS 0.11621 E-GS .-.11195 EoOS 

I O. S9353 E +OS O. SSJ64 E-OS O. !.6919 E•OS O. 50810 E•OS o.nasa E-os 

9 0 . 1:1110 E•06 0.2ll75 [•06 o.zu" E•06 o.zouz [•06 0.19US Eo06 

lO 0.9e075 [•06 0.89611 [•06 0.1>77~ !•06 0 .12146 [•06 o.n•r.a t•06 

Pode-se concluir então, se r dificil prever 
niveis de deformação acumulada uma vez que as 
incertezas ou variações em A e n int roduzem 
sérios erros na velocidade de deformação. 
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REVISÃO DOS MOPELOS DE FRATURA EM AÇOS PARA 
VASOS DE PRESSAO PARA FINS NUCLEARES 

FATHI A. I. DARWISH 
DEPH DE CIÊNCIA DOS MATERIAIS E METALURGIA,PUC/RJ 

SUMJ(RIO 
A va~~acão da ~enac~dade com a ~empe~atu~a de acoh ut~lizado6 na 6~ 

b~~cação de va&oh de p~eh&ão de apl~caçõe& nectea~e& e6~â ap~e6ent~ 
da e d.ücut.tda a.tJtav~h de modeto6 que 6e ba6ectm em a~~ngiJt. um vato11. 

c~l~.tco de ten4ão ou deóollmação no momento da- 611.a~u\a . 0& modeioh 

con&~de~ado6 6âo compa~Zve.i;& com o& m~cll.omecani&mo6 de 6Jta~ul!a atuan 

te& e &ão capaze& de pl!evel! a6 val!~açÕ eh na tenac.(;dade a palltil! da; 

pl!opl!.tedadeh mecãn~ca~ avat~~d«~ no en&a.(;o de t/(ação. A i n6iuêneia 
da ~I!Jtad~ação poll neutl!on6 na ~enac~dade bem como na vall~ação da 

me&ma com a .tempella.tulla de &ellviço e&tá .tamb~m de&cl!~~a na pl!ehe~ 

.te llevüõ.o. 

INTRODUÇAO 
A energia nuclear representa para o 

( 

de hoje uma parcela cada vez maior no 
do consumo energetico .• Atualmente cerca 

mundo 
quadro 
de 8% 

da energia elêtrica consumida, ou seja, 120 
mil megawatts, e gerada em reatores nucleares 
e a pr evisão para 1985 e de que esta porcenta 
gem deve dobrar, representando 290 mil a 350 
m11 megawatts [1]. 

Durante a operação dos reatores nucleares 
modernos, restrições são impostas sobre a pre~ 
são e a temperatura para aquecimento e resfri! 
mento do sistema de refrigeração do reator, a 

fim de garantir uma margem adequada de segura~ 
ça contra a poss i bilidade de falhas dos mater1 
ais ferrft1cos dos vasos de pressão [2). Em 
virtude desta preocupação com a possibi li dade 
de fratura crítica ou s ubcrlt i ca no vaso do 
reator, um grande esforço de pesquisa nos ult! 
mos anos vem sendo dirigido no sentido de ca­
racteriza r a tenacidade dos aços ut il izados na 
fabricação de vasos para fins nucleares. Ta l 

caracterização é feita em função da composição 
do aço, quantidade de elementos residuais, te~ 
peratura de operação do reato r e taxa de defor 
mação para o mate ri a 1 na o irradiado e irradiado 
por neutroos. 

O propósito desta revisão ê abordar os mod~ 
los de fratura em aços ferríticos de baixa r~ 

sistência mecân i ca.do tipo utilizado na fabri ­
cação dos vasos de pressão de reatores nuclea 
res. A viabilidade de aplicar esses modelos a 
fim de pr ever a variação da tenacidade com a 
temperatura e a taxa de formação em tais aços, 
nã·o irradiados e irradia dos pqr neutrons, se rã 
também apresentada e discutida. 

MODOS DE FRATURA EM AÇOS FERRfT1COS 
A composição química de dois aços ferríti­

cos (SA533B e SA302B) do tipo utilizado para 
vasos de pressão de reatores nucleares estã mos 
trada na tabela 1 . Estes aços de baixa resis­
tincia mecinica sofrem uma transição c l ássica 
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Anãlise em % 

Material c Mn p s 
SA533B ,23 1 J 55 ,009 ,014 
SA302B ,23 1 ,4 7 ,013 ,024 

Tabela 1. Composição química 

no mod o da fratura com a variação da temperat~ 

ra . Em bai xas temperaturas (patamar inferior) 
a fra tu ra é frãgil (de baixa energia) enquanto 
em tempe r at uras mais altas ( patamar superior). 
a fra t ura é dÜtil acarretando maior absorção de 
energi a , conforme mo s trado na Fig.l. Esta fig~ 

z 
> o 
,.. 
a. 
I[ 
c 
z 
u 

c 
ii 
I[ ... 
z ... 

NÁO - IIIIRAOIAOO 

TEIII~IIIATURA 

Ffg. 1. Variação da energia Charpy com a 
temperatura para aços ~errftic o s 

ra indica, também uma degradação significativa 
na tenacidade do material irradiado por neu­
trons, manifestada pelo deslocamento da curva 
d~ 1mpacto para temperaturas mais altas [2] 

Observações fractogrãficas [3] mostram que 
nesses aços de baixa resistência mecânica, fr~ 
tura nas ba1xas temperaturas (patamar inferior) 
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de peso 

Si Ni C r Mo v Cu 
,20 ,67 ,04 ,53 ,003 J 16 
,26 • 17 ,05 ,52 ,004 ,20 

dos aços SA533B e SA302 B 

Fratura abaixo da temperatura de transição 
vem sendo modelada utilizando o critério de 
tensão critica proposto por vários pesquisado­
res [4-8]. De acol'do com este critério, fratu 
ra ocorre quando uma tensão crítica of* (cara~ 

terfstica do material) e superada localmente 
na frente da ponta da trinca. Do mesmo 
fratura a temperaturas elevadas, i.e., 
da temperatura de transição, é modelada 
rutura completamente dÜtil (coalescência 

modo, 
acima 

como 
de mi 

crocavidades), utilizando um critério de defor 
mação critica originalmente proposto por 
McC11ntock [9] e posteriormente adaptado por 
MacKenzie, Hancock e Brown [10]. Aqui e supo~ 

to que fratura ocorra quando uma defomação cri 
t1ca {dut1l1dade), tf*• for localmente super! 
da na frente da ponta, com a restrição de que 
tal deformação crítica seja uma função forte do 
estado ~e tensão que, por sua vez, varia com a 
distância na frente da ponta. O sucesso desses 

modelos ev1dente~~nte depende da determinação 

dos valores crfticos envolvidos (o f* e 
partir de ensaios de tração e de flexão 
zados em amostras entalhadas, alem do conheci 
mento das d1str1buições de tensão e deformação 
na frente de trincas pontiagudas. 

MODEtOS DE TENS~O CRTTICA PARA A TENACIDADE NO 
"PATAMAR INFERIOR 

Estudos de fratura por clivagem (iniciada 
ocorre por um mecanismo de clivagem transgran~ por cisalhamento) a baixas temperaturas, para 
lar enquanto nas altas temperaturas (pa~r s~ modo I de carrega~ento, em aços de baixa resi~ 
perior ) fratura ocorre por um mecanismo de in.! tência, como aço doce, indicaram que trincas de 
ciação, crescimento e coalescência de pequenas clivagem se propagaM nuMa maneira instãvel qua~ 
cavidades formadas a inclusões e partículas de do a tensão principal máxima a

11
, (Fig.2) na 

segunda fase. Recentemente 1nümeras tentativas frente de um entalhe ou uma trinca excede um 
vem sendo realizadas a fim de relacionar estes valor crítico, or*· que e relativamente inde­
modos microscõpicos aos critérios mecânicos 1~ pendente da temperatura e a taxa de deformação 
cais para a fratura, com o objetivo de prever [6,8]. 
a tenacidade na fratura a partir do conhecime~ .. Partindo da solução de Hill [11] para a di~ 
to das propriedades mecin1cas avaliadas em um tribu1ção da tensão a11 na frente de um anta­
ensaio simples de tração. lhe de raio de curvatura p na ponta, Malkin e 
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1 I I I 
I~ I I li 
~ I 

i A I I 
1 • , I I 

Fig.2. Distribuição esquemática da ten 
são longitudinal, oyy• na frente 

de um entalhe 

Tetalman [6] expressaram a tenacidade na fratu 
r a, K 1 c, como: 

( 1 ) 

onde oy é o limite de escoamento e p
0 

repre­
senta a agudeza limite efetiva do material.Des 
te modo, p

0 
ê equivalente ao raio da curvat~ 

ra, p, na ponta do entalhe abaixo do qual a t~ 
na cidade passa a ser 1 ndependente de P e assim 
determinada po r p 

0 
confo rme equação ( 1). Mal ki n 

I -e Tetalman associam p
0
'* com algum parametro m.!_ 

c roestrututal tal como ·o diâmetro de grão, es 
paçamento entre inclusões, ou separação ent r e 
bandas de c1 sa 1 hamento. ( Õbvi o que para P > p

0
, 

a tenacidade Klc (p) pode ser calculada a pa~ 

t ir de equação (1) substituindo p
0 

por p. A 
existência desta agudeza limite efet1va impli­
ca numa grande importância prática, desde que 
ela impõe um limite inferior sobre K1c(p) e a~ 
sim previne ~ tenacidade de cair para valores 
des pre s heis em es tru tu r as contendo trincas PO.!). 
ti agudas. 

O fator de intensidade de tensões K1 para um 
co rpo de prova carregado em flexão (Fig . J) e 
expresso como [4,6,12] 

2M 

onde M é o momento no plano de entalhe e 

uma função de a/W que pode ser encontrada 

( 2) 

f 

nas 

w 

L~---------------J 

Fig.J. Diag rama esque~itico do corpo de 
prova pa ra a determinação de K1(p ) 
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referências 4 , 6 e 12. No momento da fratura K1 
e substituída po r Klc( p ) e M por Mf e caso o e!!. 
talhe ter!lline por um·a trinca de fadiga (p•o), 
K1c(p) é substituído por Klc' Por outro lado a 
extensão da zona plástica , R, é dada em função 
de K1 como [13] 

K 
R. = O , 1 2 ( _!) 2 

oy (3) 

Na fratura R é subs~ituída por RF e K1 por 
K1c(P) e na presença de tr.incas pontiagudas e_! 

te ulti mo é substituído por Klc ' 
Para um dado raio de c~rvatura, ~~ a esten 

sâo~da zona plástica no momento da fratura,c~n 
forme a solução de Hi 11 [11], é dada por (Fig .2) 

(4) 

As re 1 ações acima citadas foram utilizadas para a 
determinação de of* [5,6]. Medindo o momento 
na fratura, MF, numa dada temperatura, K1c(p) 
é calculado a partir de equação (2) e em segu.!_ 
da RF é estimada utilizando equação (3). ~~ 

terminando oy na mes~a te~peratura a uma ta­
xa de deformação correspondente âquela que exi! 
te na zona plástica na frente do entalhe, of* 
pode ser determinada através de equação (4). 

Partindo do valor de K1c determinado exper! 
mentalmente(equação (2)), de oy medida a mes 
ma temperatura e taxa de deformação e de of*• 
pode-se estimar a agudeza limite efetiva Po • 
utilizando equação ( 1). Importante apontar que 
uma estimativa direta de p

0 
.pode se r realiz! 

da experimentalmente através do levantamento 
da curva Klc(P) - pl / 2 , onde p 0 é represent! 
da pelo raio p abaixo do qual K1c(P) não va 
ria com p . Tal deter~inação foi adotada por 
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W11shaw , Rau e Tetelman [4] para um aço doce e 
por de Abreu, Darw1sh e Ouro [14] para o aço 
SAE 1060. 

Equação (1) indica que Klc decresce a medl 
da que ay cresce . Então. para um nível ~x1g! 
do de ay • que pode ser alcançado através de 
virios tratamentos térmicos. a m1croéstrutura 
compatível com o valor mais alto de af* deve 
ser escolhida . Por exemplo em aços carbono 
manganis, uma grande faixa de a,• ~ode ser 
obtida a um dado nível de oy através da va­
riação do tamanho e espaçamento entre as part! 
culas do carbonato . 

O modelo acima apresentado fo1 aplicado [6] 
aos aços A3028 e A533, temperados e reven1dos, 
utilizados em reatores nucleares . Para fratura 
por clivagem em tais aços. e possível determ! 
nar a tenacidadé bem como a sua dependinc i a da 
temperatura (equação (1)) a partir do conheci 
mento de ay na faixa de temperatura em que! 
tão. Para um dado mecanismo de f r atu ra (neste 
caso clivagem). a,• e 
com a temperatura . 

p* não devem o variar 

Deve-se anot~r que a razão mixima de ·o,• I 
ay para ·a concordãnci& entre os v~lores de 
Kic previstos pelo modelo (equação (1)) e os 
experimentalmente détermfnados (equação (2)} é 
de 2,6. de acordo com a teoria de plastici dade 
para materiais rígidos e perfeitamente plást! 
cos. Entretanto o encruamen;o do material na 
zona plástica pode aumentar af* I ay para va 
lores acima de 3 [6]. o qu·e estende a faixa de 
temperatura na qua l o modelo seja válido . 

R1tchie. Knott e R1ce (RKR) [8]. uti11nndQ 
anilhes u1s precisas [15- 18] para a d1stri 
bufção de tensão plást i co - elãsti~a na frente 
de trincas ponti agudas. conclu í ram que o crit! 
rio para fratura na presença desse tipo de de! 
continuidade não pode ser baseado ape~as no al 
cance de a,• a um ponto na frente da ponta 
da trinca. O cr itério para fratura e conse­
qUentemente Krc são determinados pela exigin 
cfa de qu.e a tensão principal mãxima deve al­
cançar ou ultrapassar of* sobre uma db~nc1a 
caracterlst1ca m1croestrutu r almente s1gn1fica­
tiva. t

0
•. 

Devido i intensificação rãp1da d& tensão na frente 
de uu t r inca pontiaguda. a tensão longitudinal 
- i max - i -max rna oyy e ating da be!ll proxi1110 da pon-

ta e daí ayy começa a cair . Um diagrama 
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esquemático do acontecimento crft1co que 
ã fratura está apresentado na F1g.4. A 

leva 
d1s tri 

a, 

TRINC A 

Fi g.4 . Representação esquemática do acon 

tecimento crftico para a fratura 

X 

buição da tensão a di r etamente na frente da yy. 
ponta de uma trinca pontiaguda sob condições 
de deformação plana r e obt1 da para um material 
mao encruãvel da solução de Ostergren (15](F i ~ 

5) en.quanto para um material eneruãvel as s~ 

a,., 
T 

• 
(llt/OO.l1 

0·--~~~~~~~~~~ 
0 .05 0 .10 0 .15 0 .20 

Fig.S. Dístri buição de ayy 
terial não encruãve l 

para um ma 
[15] 

luções de Rice ~ Rosengren Q6] e Hutchinson 
~17] (F1g.6) são utilizadas. Bem perto da PO!! 
ta a distribuição é dada por Ri ce e Jonhson (18] . 

· · Em todas essas soluções a intensificação de tensão 
oyy I a

0 
é dada em função do parâmetro ad1•en 

sional x/(K1/o
0

)
2 onde a

0 
e a tensão de es­

coame~t4 representada por ay · 

Conhecendo a razão af*l ay• pode-se cale~ 
lar o parâmetro adimens·ional t 0*/(K1coy) 2.Po!:_ 
tanto Kic ~de ser determinada se t

0
* for 

conheci da... 
A .v.aria-çã.o de K1 c com a tempera tu r a foi 

prevista pelo mode~o ~~ra um aÇo doce e estã 
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a./1 • 0,0025 

n• ·2 
ft # • l 

I 11 =0 , , 
' , 

I ' 
/ 

/ 

/ • 
(«/o.f' 

o 
0.00!1 0·010 O·Ofll 

Fig.6. Distribuição de ayy para um mate 
ria1 encruãvel (n = expoente de encrua 

mento} [16-18] 

apresentada na Fig . 7. Tal previsão e baseada 
na dependência de sobre a temperatura . 

5 40 
I 

E 
z 
:a .. ... 
" 

20 

-lliO -140 -150 - 120 -110 -00 -to -80 -70 -to 
TEM~ATURA °C 

F1g . 7. Variação de Klc com a temper! 
tura [8] 

Distância caracterfstica. Na aplicação do 
modelo de RKR a um aço doce, uma boa concordâ~ 
cfa com os dados experimentais fo1 obtida (8] 
para uma distância caracterfstica l 0* de dois 
diâmetros de grão (l

0
* .. 2d) . No entanto ac"! 

dita-se qu~ nio haja um significado flsico fu~ 
damental para a conclusão de RK~. Na verdade 
Parks (19] aponta que l

0
* deve ser encarada 

como, essencial~ente, uma quantidade emplr1ca 
embora seja de relevância aos aspectos microe~ 
truturafs da 1n1c1 ação da fratura. Em resumo, 
ê razoãvel supor que o acontecimento crft1co 
de ini ciação da fratura deva ocorrer nos poucos 
primeiros grãos preasustenftico na frente da 
ponta da trinca. Assim sendo, Ritchie, Server 
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e Wullaert [2] no seu traba 1 h o sobre os aços 
SA533B e SA302B. considerara~~~ que l 0 * pode Y.! 
riar entre 2d e 4d . 

Formulação anaHtica do modelo de RKR. O m~ 
delo de RKR. baseado na·s soluções nu•ér1cas P.! 

ra a distribuição de tensão na frente de trin­
cas pontiagudas. pode ser formulado ana11t1c.! 
mente [20). Utilizando a le1 constitutiva de 
Ramberg ~ Osgood, na qual a defor•ação plãsti­
ca (Ép) _i expressa em função da tensão equ1v.! 
lente (o) como: 

a tensão de tração de abertura ayy 
tãnc1a x d1retamente na frente da 
trinca fo1 obtida como: 

1 
m 

a u11a di! 
ponta da 

(5) 

onde a
0 

é a tensão de escoa~ento levada co11o 
ay, J 1 a integral - J, r 0 a defor~açio de 
escoamento. N o expoente de encruamento de 
Ramberg - Osgood. I uma constante numérica · d! 
pendente de N, e f(N) o valor, diretamente na 
fre~te da trinca. da função normalizada da di! 
tribuição angular de ayy· Jl e relacionada 
com K1 pela relação [21) 

J I. E 

1-) 

onde E ê o mõduto de elasticidade e v e a 
razão de Po1sson. Deste modo equação (5) pode 
s~r exp~essa como: 

1 1 
lr.T - W+T 

r:.n_ = f(N)[l-v
21 ·[ X 1 

ay ~J (K
1
1oy)tj 

Importante observar que a tensão equivalente é 
definida por 

a = 

onde a 1 • o2 e o3 são as tensões 
e que o expoente de encruamento N = 

pr1nc1pa1s. 
l ii • onde 

n representa o expoente na le1 

usual 

const1tut1va 
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De acordo com o criterfo de RKR, K1 Klc' 
quando oyy excede of* sobre x = l 0 * direta 
mente na frente da ponta da trinca. A tenacida 
de Krc• é, então obtida como 

onde 

As 
da 
de 
2 

constantes I • f(N) e a obtidas a parti r 
solução numérica da distribuição de tensão 
Hutchinson [17. 22] • são listadas na tabela 

para vãrios valores do expoente N. 

N .!.1!!1 _L 
3 5 ,51 1 • 94 5 ,50 
5 5,02 2,22 4 ,52_ 
9 4,60 2,46 3,80 

13 4,40 2 , 58 3,53 
25 4,14 2 ,7 3 3,24 
49 3,96 2,83 3.1 o ,. 
99 3,84 2,90 3,03 

Tabela 2. Valores numéricos de I, f(N) 
e a [ 2 ,17, 22] ("" 0,33 e to"' 0,0025) 

MODELO S DE DEFORMAÇ~O CRTTICA PARA A TENACIDA 
DE NO PATAMAR SUPERIOR 

Estudos rnetalo9rãficos [3] dos mecanismos 
de fratura de aços pa ra vasos de pressão de 
reatares nucleare~, como SA533B, a temperaturas 
correspondentes ao patamar superior, revelaram 
que a rutura se inicia por nucleação e cresci 
mento de cavidades formadas a inclusões de sul 
fetos de manganês e Õxido de alumfnio {de ta­
manho de 5 + 10~) na frente da ponta de um e~ 

talhe ou trinca. A coalescência destas cavida 
des, através da localização de deformação en­
tre as mesmas, resulta então na formação ecre! 
cimento de macrotrincas . De uma forma simplis­
ta, pode-se realisticament~ modelar este tipo de fratu 
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ra como se fosse induzido oor deformação, i.e., coales­
cência das c avi àad-es ocorre quando um valor crítico 
de deformação ê ul tr.apassado na frente da ponta. 

Ent r etanto McCHntock (9] apontou que a du 
tilidade de uma região do material em deforma 

ção é reduzida pela presença de altas tensões 
biax1ais ou triax1ais. Este fato foi consHtado­
em materiais _conjugados fibrosos (23]. 

Em analogia com a f ratura por clivagem, 
MacKenzie, Hancock e Brown [10] propuseram um 
critéri o para fratu ra dÜtil onde um valor cri 
tico de deformação, tf*• é localmente excedido 
sobre uma distância caracterfstica microestr~ 

turalmente significativa {l
0

*) na frente da 
ponta. Entretanto o critério reconhece que tal 
valor critico i uma função forte do estado de 
tensão e que por sua vez varia com a distância 
na frente da ponta. Assim sendo, a aplicação 
desse ~odelo necessita ou envolve a determina 
ção experimental da deformação na fratu ra (a 
dutilidade ~f) em função do estado de tensão, 
além do conhecimento da distribuição da defor 
mação na frente da trinca pontiaguda. 

Determinação de êf . Valores de éf podem ser 

obtidos em função do esta do de tensão [1 O] atr_! 
vês do ~arregamento uniaxia l de tração de bar­
ras cilíndricas circunferenc1almente entalha 
das {f1g.8). Em tais co r pos de pr ova, fratura 

1/2 p 1&-2 DIA 

OIIIIENSÓU EM -
o•, AAIO llt!CIAL OÀ 

S~Çio ENTALHADA • 

'··-
fig . S. Amostra de tração circunferencial 

mente entalhada [2,10] 

se in1c1a na região central do entalhe onde •• 
estado de tensão hidrostãtico é mais severo.Di 
ferentes estados de tensão podem ser obtidos 
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variando a agudeza do entalhe . 
De acordo com a anal i se de Bri dgman (2 4] , a 

deformação plástica efetiva, cp , na seção do 
entalhe ê dada por [2 ,1D,24] 

{6) 

onde a 0 e amin são o raio original e o nio 
mínimo da seção entalhada, respectivamente. 
Por outro lado, o estado de tensão no 
do corpo de prova e dado por [2 ,1 D,24] 

1 amin 
om I õ = ~ + ln (1 + -zp-) 

centro 

(7) 

onde p ê o raio de cu rvatura do entalhe (Fig. 
B) e om é a tensão média, ou hidrostãtica,d~ 
da po r 

Ensaiando uma série de amostras (Fig.8) de 
vãrios P's, as equaç~es (6) e (7) podem ser 

utilizadas para obter os valores de cp no mo 
mento da iniciação da fratura, cf' em função 
de om I õ. Cu rvas típicas desta relação obt! 
das por Ritchie, Serve r e Wull aert [2] para os 
aços SA5~3B e SA302B ã temperatura ambiente e~ 
tão mostradas na Fig. 9. Essas curvas indicam 
uma redução acentuada n~ dutilidade dos aços 
para um estado severo ~e tensão hidrostática. 

Expressão para K1c. Fig.lO representa a 

distribuição de cp e om I õ na frente de 
uma trinca, em modo I sob condições de deform~ 
ção planar, para pequena escala de deformação 
[2,10,18]. Esta distribuição é vãlida param~ 
ter1ais não-encruáveis até um nível de tensão 
aplicada de cerca de 314 de ay e tem a vanta 
gem de levar em conta a abertura da ponta da 
trinca, 6, acarretada pela deformação plást1 
ca. Confor11e Fig.lO, o,.lã e ep são plotadas 
em função de xl6. Deste modo K1c pode ser 
prevista através da determinação do v•lor de 6 

para o qual ep excede, sobre a distância ca 
carteristica l 0*, a deformação crltica P.! 

· ra fratura, cf*• representativa do estado de 
tensão naquela posição. A curva de ÊP da 
Ftg. 10 pode ser expressa pela seguinte rela ­
ção [18]. 
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1.2 

1.0 

SA!5331 

0.8 

10 
...... 
E 

t> 

0 .6 

0 .4 

0 .2 

o 0 .8 1.0 

i, 

{ig.9. Curvas de iniciação da fratura P! 
ra vãrios estados de tensão [2] 

6 

X 
(8) 

onde c1 é uma constante a ser determinada a 
partir da pr~pria curva. No momento de iniciação 
da fratura d~til, tem-se 

Klc ê re 1 aci o nada a 6c pela expr:e$são [25] 

Klc 
2 

6c D,6 (9) 
E oy 

Combinando equaç~es (8) e (9), o modelo de 

deformação crítica é expresso co11o [2] 

Klc • constante 'vftf* l 0 * . oy . E , 

onde a constante e igual a 1/ yo,6 c1 ' 
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UI z.o 

1.0 U!l 

tRINCA I~NOC>" ,.~~-·DA 

=-- ~ 

cr.,. !Cf 

1.0 

oL-------------L-------------L-~----------~~~--~----L-----------~0.5 
o.~ 1.0 1. 5 z.o Z.5 

X/3 

Fig.lO. Distribuição de EP e cm I ã na proximidade 
de uma trinca [2] 

O valor de ef* utilizado para prever a t! 
nacidade na fratura e representJdo por Ef co~ 
respondente ao estado parcit~lar de tensão que 
existe a uma distância l

0
* da ponta da trin 

c a. Desde que .na proximi da.de da ponta as ten­
sões são a 1 ta mente tr1 axi ais, ef* pode ser es 
timada por Ef correspondente ao estado de 
tensão am/ã > 1,2 (Fig.9), representativo de 
estado de tensão na região da ponta [2, 10] . 

De acordo com [2], os valores de E"f* assim 
estimados para os aços SA533B e SA302B decres 
cem levemente com a temperatura. Para estes 
aços, ay mos~ra ser pouco dependente da tem 
per.atura na faixa acima de NDT (2] e o modelo 
de def!)rmação crítica prevê uma tenacidade qua 
se independente da temperatura ~~ região do p~ 

tamar -superior . 
Distância característica. Valores de l

0
* 

pa ra rutura dútil são geralmente equivalentes 
a múltiplos do espaçamento entre partículas de 
segunda fase ou 1 ncl usões . Estimativas para l

0 
* 

variam entre 1 e 10 vezes o referido espaçame~ 
to. 

.... 
Em alguns aço~. por exemplo SA302B, o acon 

tecimento critico para iniciação da fratura dQ 
til e a coalescência de cavidades grandes, fo! 
madas a inclusões, com a ponta da trinca. Des 
te modo a coalescência de uma única cavidade 
com a ponta será a etapa critica para fratura. 
Em outros casos, por exemplo o aço SA533B, a 
coalescência de algumas cavidades relativamen 
te pequenas formadas na zona plãstica,represe~ 
ta a etapa critica. Aqui o mecanismo para ava~ 
ço da trinca não será pela nucleação de uma ca 
vidade que em seguida clalscerã com a ponta da 
trinca principal, mas sim pela nucleação e co~ 
lescência de várias cavidades isoladas na zona 
plástica . Este mecanismo estã perfeitamente 
consistente com as observações metalogrãficas 
de Van Stone (3]. Portanto, para fratura dú­
t11 a distância característica, l

0
*, deve ser 

encarada não só como mera reflexão do espaça­
mento entre partículas que nucleam cavtdades, 
mas também como n~mero critico de cavidades a 
coalescer com a trinca principal no momento da 
iniciação. 



RevBrCMec, R1o de Janeiro, V. III, n<? 2. 1981 

EFEITO DE IRRADIAÇ~O POR NEUTRONS 
Fragilfzaçi~ de aços ferrit1cos causada por 

irradiação por neutrons é geralmente caracter! 
zada por um acréscimo na temperatura de trans! 
ção bem como na temperatura de minima dutilid~ 
de, NDT, conforme mostrado na Fig. 1. Ao mesmo 
te~po a energia correspondente ao patamar SUP! 
rior sofre uma queda. Em termos de mecânica de 
fratura, estas variações correspondem a uma r! 
dução na tenacidade Klc' 

Na faixa do patamar inferior, irradiação por 
neutrons aumenta oy e diminui n [26] enqua~ 

to of* e !
0
* permanecem não alteradas. Pa! 

t1ndo-se, então, da influência de irradiação 
sobre os parâmetros de escoamento, pode-se pr! 
ver ã dependência de Klc sobre a temperatura 
em função da dose de neutrons ã qual o material 
foi sujeito . A variação de Klc com T pre­
vista pelo modelo de RKR estã mostrada na 
Fig.ll [2]. Esta previsão estã de acordo com 

-s 
•• 
I 
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:. 
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100 
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os modelos de deformação critica, são em teo­
ria plausíveis. Para que tal previsão seja re~ 
lizada, precisa-se dos dados para a variação 
da dutilidade na fratura com o estado de ten­
são para o material irradiado. 

Desde que a distância característica para 
fratura dÜtil parece ser uma função da microe! 
trutura (espaçamento entre inclusões) bem como 
do número médio de cavidades que coalesçam com 
a ponta da trinca no momento da iniciação da 
fratura, ê dificil imaginar que esta distância 
não seja dependente da dose de irradiação . 
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EFEITO DO RAIO DE CURVATURA DA RAIZ DO ENTALHE 
NA TENACIDADE DINÂMICA DO AÇO SAE 1060 A BAIXA 
TEMPERATURA 

AUGUSTO C. R. DE ABREU 
FATHI A. I. OARWISH 
CESAR R. OURO 
OEPT9 OE CIÊNCIA DOS MATERIAIS E METALURGIA, PUC/RJ 

SUMAMO 

A i.n6lu.êneia do ltO.i..o de cultvatwux da .I!.ILÚ do en.tal.he, p, 4ob~~.e a .temte.úiade ~ 

ca e a ene~~.gi.a ab4oltvi.da na 6Jta.twta c<ga.c.o SAE 1060 no.ltJfltJ.Üzado 6o.i de.t€JUrJ.útada 

a.tJtavêA de en4a.io4 d~ impac.:to i.n6bw.ment.ado a - 196°C. Oh Jte4ulto.doh moh.tlr.altam 

qu.e ambo6 o6 paltâme-tlto6 det:Jtucem a med..ú:Ja. q!Le p dee/l.uc~_. peJuiWlecendo coM.tan.teA 

patt.a Jtai..o6 meno11.u qu.e O, S11111. T w lt.Uu.!tacio6 6ão d.i6cuU.do4 em .tVImoh de d.i6.tJt.i. 

btU.çâ.o de .ten6âo a 6~ten.te do en.tal.he. 

li'HROOUÇ~O 

Alguns pesquisadores tem se preocupado em 
estudar a influência de condições de serviço 
sobre a tenacidade na fratura de materiais m~ 
tãlicos estruturais. Geometria do entalhe, 
temperatura e taxa de deformação são exemplos 
dessas condições. Os aços

1
são destacadamente 

os mais importantes materiais estruturafs.Ne1 
tes a redução da temperátura e/ou aumento da 
taxa de deformação ocasionam redução de sua 
tenacidade [ 1,2 ] . Isto implica no aumento 
da fragilidade do aço, o que tende a provocar 
fratura predominantemente elãstica. A determ! 
nação da influência da geometria do entalhe é 
realizada basicamente variando o raio de cur 
vatura de sua raiz, p, ou o seu ângulo de 
abertura, ~. sendo que a influência de p é 
mais significativa que a de ~. 

O propõs1to deste trabalho foi determinar 
a influência do raio de curvatura da raiz do 
entalhe no valor do fator critico de intensi 
dade de tensões sob condições de deformação 
planar do aço SAE 1060 normalizado, através 
de ensaios de flexão dinimtca realizados na 
temperatura de -196°C. A alta taxa de defor 
mação e a baixa temperatura de testes foram 
escolhidos para garantir fratura dos corpos 

de prova abaixo do escoamento geral, o que 
permitiria a determinação da tenacidade do ma 
teri~l Krc(P) em função do raio de curvatur~ 
A partir desses resultados, foi estimada a r~ 
sistência fntrfnseca do material a fratura, 

o( · 
Para alcançar os objetivos almejados neste 

trabalho foram testados diversos corpos de 
prova em mãqu1na Charpy instrumentada , tendo 
sido registradas a energia absorvida no pr~ 

cesso de fratura e a curva de carregamento d! 
nãmico (carga x tempo) de cada corpo de prov~ 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 
A compo·sição química do aço SAE 1060, uti 

lizado no decorrer desta investigação, estã 
apresentada na tabela 1. 

Os corpos de prova, us1nados a partir de 
barras quadradas de l/2" x l/2", foram suje! 
tos a um tratamento térmico de normalização a 
uma temperatura de 850°C durante 30 minutos e 
em seguida resfriados ao ar. A geometria das 
amostras era a de Charpy, sendo que p variava 
de aproximadamente zero (trinca por fadiga) 
atê lmm. A fi ·gura 1 mostra o desenho e o mo 
do de carregamento do s corpos de prova. 
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Elemento c Mh químico Si p s 

Percentagem 
em peso 0,63 1,289 0,299 0,021 0,029 

Tabela 1. C0111posiçio quT:nica do aço SAE 1060 

Fig. 1 . Geometria e modo de carregame~ 

to das amostras {D i mensões em mm) 

As amostra s , apõs terem sido mergulhadas 
em nitrogênio líquido por 10 minutos, fo ra m 
f r aturadas em uma mãq uina de impacto Tinius 
Olsen eq ui pada com DYNATUP mode l o 500 da 
Effects Tec hnology e com um osciloscópio 
TEKTRONIX 5103 N [3]. Taisequ1pame'ntos , 
mostrados na figura 2, permiti ram o registro 

fig. 2. Mãquina de impacto instrumentada 

de cargas instantâneas no corpo · de pr ová dura~ 
te seu dobramento, como também a ener gia int~ 

grada no tempo de duração do i mpacto [ 3, 4 ] . 
Ensaios de tração fo r am também real izados 

a -196°C em amost r as cilfnd r icas de diâmetro 
de lOmm a uma ta~a de carregamento da ordem 
de l0Kgf/mm2seg. Deter inou-se para o limite 

AevBrCMec, Aio de J aneiro, V. I 11. nÇ 2. 1981 

de escoamento oy• o 11~ite de res1stinc1a or 
e a dut1b111dade na tração 't• os valores 
123,6Kgf/mm2 , 125,2Kgf/ mm 2 e 1,2S, respect1v! 
mente. 

RESULTADOS E DISCUSS~O 
A figura 3 mostra um exemplo tfp1co de cur 

Fig.3. Curva de carregamento dinâmico 

vas ca rga x tempo obt1das durante o ensa i o de 
im pacto. E~ todos os casos observou-se que as 
amostras falha ram abaixo do escoamento geral . 

A va{ iação da energia absorvida no impacto 
com p pode ser· obse rvada na figura 4. Veri 

• 
: 
! • 

' I • 

... .. . ... .. . 
f i g.4. Energia absorvida em função de p 

fica-se que os valores de energia diminuem com 
o rai o de cu r vatu ra, tendendo a se nivelar p~ 

ra baixos valores de p , pe rmanecendo constan 
tes quando estes são inferiores a O,Smm. 

Desde que as amostras tenham falhado abaixo 
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do escoa•ento geral, a carga •ixf•a aplicada, 
Pu• coincide co• a carga de fratura, PF. A v! 
r iação desta ca rga com p é semel hante aqu! 
la apfesentada pela energia absorvida , como 
pode ser observado co•parando as figuras 4 e 
S. 

i 
~ -

... ... ... 
, ..... 

F1g.S. Carga na fratura em função de p 

Tenacidade na· fratura. Para a geometria e 
o modo de carregamento utilizados nesta tnve! 
tigação, o fato r de intensidade de tensões,K1, 

é determinado a pa r ti r da equação [ S ] 

onde M representa o moménto aplicado, dado P! 
la expressão M • Pl/4 , sendo P,L,c e d mos­
trados na f1·gura 1. No instante da fratura a 
equação (1) representa K1c(p), onde o momento 
aplicado é determinado a partir de PF. 

A figura 6 mostra que K1c(p) também e d! 
crescente com p, permanecendo constante no va 
lorde 44,4!2,6 Kgf.mm- 312 , para raios de 
raiz de entalhe menores que ~rox1madamente 

O,Smm. O raio de cur'(atura efetivo, p , abai o -
lCO do qual K1c(PJ não varia, define então ·a 
tenacidade de amostras contendo entalhes ou 
tr.incas de raios de curvatura menores que p

0
. 

Este valo r constante representa a tenacidade 
do material na fratura sob condições de defor 
mação planar, Krc• visto que o mesmo atende ã 
desigualdade [ 1,2 J 

K 2 
w ~ 2,5 (-1-c-) 

ay 

.,; 
• • 

.. 
• .. 

F1g.6. Tenacidade na fratura em função 
de p 
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onde w e a espessura do corpo de prova (Ftg.l) 
Resistência intrfnseca a fratura. Para aliO_! 

tras que falham abaixo do escoamento geral, o 
critério de fratura mais adequado e aquele b! 
seado em um val~ r crftico af* (tensão de fra 

tura intrfnseca do material} atingido na fre~ 
te do entalhe. A tensão mãxi•a longitudinal 
(na direção y) na seçio do efltalhe (Fig.J) ocor 
re na' tnterface elãstico-plãstica, a uma di1" 
tincia R da raiz deste , onde R representa a 
extensão da zona plástica . Fratura ocorre quan 
do a mixi•a tensão longitudinal. o ••x, alcan 

- yy 
ça o valor ar*• isto e, quando R alcança um 
valor cr ft1co RF, dado pe l a expressão ( 6,7] 

( 2) 

Esta relação mostra que RF cresce com p . A ex­
tensão da zona pl ástica, R, e uma função de 
K1. Sob condições de defo~mação planar e no 
momento da fratura, RF é dada pela equação 
[ 8 J 

212t [ r (3) 

Eliminando RF entre equações (2) e (3),K1c(p) 
e exp l icitada como 
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A tenacidade Klc e então dada por [ 7,9 J 

Substituindo-se os valores de Klc' p
0 

e oy• 
determ1 nados experimental11ente, na equação (4), 

foi obtido o valor de 126 ,6 Kgf.11m- 2 para of*• 
valor este pouco aaior que a tensão de frat~ 
ra, of' para a11ostras de tração ensaiadas a 
-196°C (of = 125,2 Kgf . mm- 2). ( 1mpor.tante o~ 
servar que esta estimativa e baseada no oy d~ 
terminado em ensaio de tração rea lizado a uma 
taxa de deformação bem inferior ã co rrespon­
dente ao ensaio de impacto. Entretanto a uma 
baixa t emperatura tal como a de -196°C, oy de 
um aço como SAE 1060 não deve variar com a ta 
xa de deformação. Ensaios realizados neste aço 
na ten~peratura ambiente [ 10 ] mostrara11 que 
o lin~ite de escoamento dinâmico, obtido em i~ 
pacto, e 171 maior que o seu valor estático. 

A observação de que K1c(P) cresce com p P! 
ra P > p 0 pode ser explicada na base da· dis­
tribuição das tensões no plano do entalhe. A 
figura 7 r epresen.ta um diagrama esquemático 

... ,.,.,. 

f 
•• I ~ •., i 

.::i 
, . .. i= !I ., .. .. , .... •• ! i~ ·' '·i • 

-~~· 
• t 

Fig. 7. Diagrama esqueJWitico da d1s tri-
bu1ção de tensões a frente do entalhe 

desta distribuição no momento da fratura para 
dois valores de p(p 2 > p 1 ). Quando p>p

0
, RF ê 

proporcional a p ocasionando a distribuição 
de tensões, no ~o•ento da fratura, mostrada na 
figura. A tensão na zona plástica e dada por 
[ 6. 7 J 
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Para x > Rr• as tensões são elásticas e decres 
cem mais bruscamente quando p di mi nu i [ 7 ], o 
que ocasiona maior deslocamento do eixo neutro 
no sentido do entalhe (Fig.7). 

A força interna de tração no momento da fra 
tura pode ser descrita pela expressão 

RF a/2-àx 
Ft=oyj [l+.tn(l+~)]dx+/ oyy(x)dx 

o F 

onde ayy(x) no seg undo integrante r ep resenta a 
distribuição de tensão na · região da seção do 
entalhe tracionada elasticamente e àx é o des 
locamento do eixo neutro ocasionado pela pr~ 

sença do entalhe. 

Pelo exposto podemos concluir que Ft e CO.!!. 
seqOentemente Pr crescem a medida que. p aume.!!. 
ta. SeRdo K1c(P) diretamente proporcional a 
Pr (equação{l)). tambe~ cresce com o aumento 
de p. 

Distância característica. Utilizando equa­
ção {3), foi obtido RF = O,Ol5mm para amostras 

de P • Po· No caso de raios de curvatura in 
feriores a Po, a extensão da zona plástica no 
momento da fratura não varia com p , devendo 
permanecer constante no valor de 0,015mll cor 
respondente a p

0
. Aparentemente para que h! 

ja f ra tura, escoa11ento deve ocorrer e11 um vo 
lume finito e mínimo do co rpo de prova. Tal 
volume e deflnido, conforme figura 8, pela la.!: 

L _~ • t • ., ~--------·· 

• :.~··- I , 
I _.1 
~t 

• ... Ir 
Fig.8. Distribuição de tensões na fre.!!. 

te de entalhes pont1agudos (p<p
0

) -

gura X • 0,015mm e altura t •p . Na presença de 
entalhes pontiagudos (p < p

0
) , u• 111aterial fr! 

gil, tal co•o aço SAE 1060 a -l96°C, falha qua.!!. 

do escoa•ento ocorre naquele volu•e •fni•o s! 
tuado na frente do entalhe , atingindo u• nfvel 
de tensão na ;nterface elást1co-plã$t1ca, no 
11fnh1o igual a at*· Para p = p

0
, as duas- con-
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dições são satfsfe1tas simultaneamente. Enqua~ 

to para p < p
0

, of* e atingido a uma distâ~ 

c i a inferior ã distância caracteristica {0,015mm) 

visto o maior gradiente da tensão o na zona 
- yy 

plastica (Fig.S). Entretanto escoamento tem 

que prosseguir para estender a zona plástica 

atê x = 0,015mm. Assim a tensão longitudinal 

neste ponto atingirá um nfvel maior que af* d! 

do pela equação (4). 
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SUMHARY 

ThiA pape4 iA conce4ned wi~h the dynamic equa~ion~ oó coupted tineaA the4moeia~ticity . . 
ltA dim iA ~o p4e6ent a numeAicdt digo4i~hm which combineA 6ini~e - eiemen~ ~pace app4o~ 

ima~on with d ~o-6tep time di4cAe~z~on in Auch a way aA to 4each Aigni6icant com­
put~ondi 6aving~: it 6e~uAe6 a At~ategy 6o~ independently catcutdting the di~ptace-

men.t and .turpeJtatuJLe 6i.eld4 .thAough éqwttionA t!ta.t ne.vu.th!e.u Jte.mlt.i~ couple.d. The 
4cheme conveAgence WdA 6hown to be op~imat and i~6 machine peA 6oAmance, d4 ilu~~JLated 

by 6ome exampieA , 6aiJLty Aat~A6actolly. , 

INTRODUCTION 

Vibrations and stresses of thermal origin 
have an important role in ~ large number of 
pra ctical situations, a~ on steam engines, 
internal combustion motors, thermal power 
plants, and so on. Thermal stresses may occur 
when a body is subjected to non -uniform hea! 
ing or even when heating cOnditi ons are uni­
form but the body's resulting volumetric ex­
pansion is mechanically constrained,~f. [ 1] . 

On the other hand, for some elastic mate­
rials , damping of their free vibrations is 
theoretically explained as a result of inte! 
nal production of therrul energy,cf. (2), an 
effect described in [3) as a thermoelastic 
internal damping. Experimental evidence of 
the influence the str~in rate may have upon 
a body's temperature is even part of a lay­
man's background in Physics. 

The study of co upled the~lasticity theory, 
that is, the mathematical modeling of the 
interaction between deformation and temperature 
fields, has therefore strong support under 

both theoretical and physical grounds. 
This paper is restricted to those assump­

tions leading to linear equations: small 
deformations as well as small and slow tempe! 
ature changes. Despite its apparent over-$i~ 
plification , linear thermoelasticity has shown 
to be accurate enough as to des c ribe phenomena 
presenting a temperature range of about 40°C, 
cf. [4] . 

The aim of this article is to dis cuss a 
numerical algorithm for li near thennoelasticity 
whi c h combines finite-element space approx­
imation with two-step time di scretization. 
Its main feature is to calculate ~he temperature 
and displacement fields separa~ely, at each 
time step, thus leading to great computation~ 
al savings. 

ln spite of having been designed for linear 
models , the algorithm may be useful when trea! 
ing some non linear problems as, for example, 
those physical situations where one-sided . 
constraints are present. ln their mathematic­
al modeli ng, variational inequalities cDme up, 

41 
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see [5), and these are amenable to be treated 
by linking the regularization or penalization 
techni ques to the nu me ri c a 1 scheme under study. 

THE MODEL EQUATIONS 
For m=1, 2 or 3, let íl c Em be the refer­

ence configuration of a material body, Em 
standing for the m-dimensiona1 Euclidean space. 
The boundary r of the open, bounded, connect­
ed region n must be piecewise smooth. 

The thermodynamica1 state of the body under 
study is assumed to be characterized by its 

disp1acement u=(u;ll <i<m and its temperature 
e . Both fie1ds are finZti~n of the time t and 

the space variable x=(x 1)l <i <m 

u=u(x,t) • 0=0(x,t) • (x,t) in n X E1 

They are defined· thro ugh the linear different 
ial system 

l <i<m ( 1 ) 

pce-t.t1J.T
0
ui,J' = (b .. e .) +per 

1 J • J 'i 
(2) 

p1us initial and boundarylconditions to be 
described 1ater on. 

The notation used in (1)-{2) is defined as 
fo11ows: 

p=p(x) 

a=a(x) 
R.=R.(x) 
T

0 
> O 

f=f(x,t) 
c=c(x) 
b=b(x) 

material density (taken in the refer 
ence configuration) 

- elasticity tensor 
- coupling operator 

reference temperature 
- external force field 
- specific heat 
- heat conduction tensor 

r=r(x,t) - external heat source 

The summation convention for repeated índices 
is employed throughout, along with the standard 
notation 

g = dg/dt 9 . 
• J 
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for any sca1ar or vector function g=g(x,t). 
Some properües of those fields and operators 

in (l)-(2) wi1l be taken for granted in the 
sequel: 
( i ) Symmetry- for all i, j, k, R. 

( ii) Positivity - for some a>O, any x in n, 
all m x m matrices ~ and m-vectors n, 

p(X)2:_<l 

c(x)2:_n 

a . . k • ( x) t. . f. k • >o.(, .. f. .. 1 J ... 1 J .. - \ J . 1 J 

b. j n. n . >a n 
1
• n 

1
. 

1 1 J-

(iii) lntegrability: for all t 

J f.f.dv <"' n 1 , 

As explained in [2] , a simple deductionof 
equations (1)-(2) may be gotten by postulating 
a free energy function e, quadra~ic ' in both 
the àeformation gradient and the. temperat"ure 
deviation T = e-T

0
, . 

l 1 T 2 

pe = .,. a .. k. u. . u k. • -R. • . u. . T- .,-pc ..,.-
L lJ JC. l,J , .._ 1J 1,J L lO 

A complete treatment for the general laws of 
Mechanics and Thermodynamics which leads to 
(1 )-(2) through linearization may be found in 
[6] . 

Initial conditions that assure we11 pose~ 

ness for (1)-(2) are 

u(x , O) = u
0

(x) ; ti.(x,fl) (3) 

e(x,O) = e~(x) ( 4) 

where u , v • e are gi ven and descri be the o o o . 
system state at t ~ O~ 

On the boundary r ,partitionedas r=ru u rS 
and T=r0 U r , Dirichlet conditions are assign 

q -
ed: 

u ~ (x, t) · on r 11 [prescri bed di splacement ] (5) 
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0=~ ( x, t) on r 9 [ prescri bed temperatureJ ( 6) 

as well as a surface traction 

[

o= s tress tensor 

o.v=~(x,t) on r
5 

v =outward normal 

(7) 

and two types of heat flow through r q= r 1 U r 2 

namely 

bije ,ivj =q 1 (x ,t ) on ri [ prescri bed 

heat flow] (8) 

b .. e .v. =h( 0-T ) on r1 [heat transfer lJ ,l J CIO 

by convection] ( 9) 

Knowledge of the fields ~ · ~ · S and q 1 is 

assumed. lhe co nductance coeffi cient , denoted 

by h = h (x)~a>O , and the environment temperature 

T~ are also given data. 

Despite its 1 i nearity ,system (1 )-(9) exhibits 

a strong mathematical appeal as a consequence 

of linking a parabolic equation to hyperbolíc 

ones, thus inhibitting a straight-forward 

appli cation of cl assi cal results. ln [2], a 

thorough treatment of this problem was presen.,! 

ed, using a method a1ready emp1oyed by Visik 

in [7] . The variationa1 formu1ation was the 

approa ch chosen by Duvaut and Lions [5] and 
I 

by J.J. Henry [8]. ln the former authors 1models, 

variational inequalities are obtained .for tref! 

ing one-sided constraints and particular types 

of non-linearity. Of course, their results may 

be appl ied to the 1 inear case but the external 

agents they allow are less general than those 

treated here. A slight ly unsatisfactory math­

emati ca1 treatment for the linear equations of 

thin plates under thermomechanica1 stress is 

given by the latter author [8]. 
A variationa1 formulation for (1)-(9) may 

be obtained in a simpler form by introducing 

n e w v a r i a b 1 e s u a n d e a s s o c i a te d to homogeneous 

Dirich1et conditions 

u "' o on r u (10} 

6 " o on r e ( 11} 

They a r e related to u and e by 

u .. u - ~ 

e e - "' 
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where the functions ~ and 'I' are arbitrary re_a. 

ular extensions of u and e to the whole of n. - -
Such a formulation is: 

Find ui =u; ( x,t}, 1<i <m and e=e( x,t} for 

whi ch 

f pU.v.dv+J a .. k. u .. vk 1 dv n , 1 n lJ .... , , J , 

=J t .. [e-T ] v1 . dv + n 1J o ,J 

+J pF.v.dv+J pF . jv .. dv (12} n , , n ,, ,,J 

J 
pce~dv+J b .. e ., .dv = n n lJ ,J ' 1 

= -J R. •• T O. j+ d v + 
n .1J o 1, 

+JnpcR.dv+JnpcR,i~,idv (13) 

Equat1o ns (12}-(13} must ho1d for any instant 

t in the time interva1 (.O , tJ under consider­

ation, and for a11 fie1ds v" (v;)l <i <m and ~ 

that satisfy the homogeneousboundary-conditions 

(10}-' (11). Such admissible f iel ds will be 

said to form the space V. As regirds to the 

functions F=(F ; }l<i<m and R, they correspond 

not only to f and-r- but also to the choice of 

~ and '1', as well as to the fun ct ions S and 

q - re1ated to the Neumann conditions. ln 

fa ct, F and R are constructed as distributions, 

all detail s may be seen in (9]. 
It is convenient to introduce a self-ex­

pl4natory notation whi ch 1ets (12)-( 13) to 

be rewritten as 

(pUiv)+A( u;v } =L (~-T0 ;v)+ <pF,v> ( 12 I } 

( 13 I } 

or, by combi ning the terms in the right-hand 

si de of (12 1
) 

(pül v)+A ( u;v )=L(e ;v )+ <pF ,v > ( 1 2 11 
} 

Imposing the inithl conditions (3)-( 4} 

in the variational form is more natural and 



44 

thus it is requ i red that, for a11(v,~) in V, 

<u(O) ,V'> ( 1 4 . a) 

<ú(O),v > (1 4. b) 

( 1 5) 

hold, where the new initial data are specified 
hy 

u
0

(x)-<l>(x,O) 

THE NUMERl CAL ALGORITHM 
For a system which is essentia11y the sarne 

as (1)-(2), a finite-difference scheme was 
proposed in [10] and ànalyzed in (11]. An 
a1ternate a1gorithm, which combines finite­

element spatia1 approximations to finite-diffe! 
ence time discretization, and featuring an 

uncoup1ing strategy was suggested in [12], 
many numerica1 tests for it having been presen_! 

ed. Neverth1ess, a convergence proof for such 
a procedure could not be ;chieved without a 
technical device, name1y the introduction of 
an artificial viscosity', see [9]. This does 
not change the scheme operation co unt and may 
even have a heuristic justification: how come 
the strain rate is taken into account by the 
parabo1ic equation of energy and has no inf1uence 
upon the hyperbo1ic equations of motion? 

To define the computational scheme, first 
choos~ approximation spaces vh that converge 

to V as h ... O. [For example, they may be 
takan• as fi ni te-el ement spaces, h being a para­
meter associated to the mesh width. ] To make 
it precise, by this convergence it is meant 
that for any (v,~) in V there exist (vh.~ h) 
in vh such that 

lim (< v-vh,v-vh > + <~-~h. ~-~ h >} =O 
h ... o 

( 16) 

Take then a time step k : â t > O, an art­
ificial vis cosi ty parameter E > O, both fixed 
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and arbúrary, in order to define (Un,,n) in 

vh intended to approximate the discrete values 
n n -(u , e ) : (u(nk),e( nk)), naO,l, ... ,N = t/k. 

For any mesh function gn, n=O, 1, ... , intro 
duce the quotient difference operators 

and the weighted averages 

After choosing a va1ue for the weight p, 
the evolution scheme is characterized by the 
following equations that must ho1d for arbitrary 
(v.~) in vh. (I t should be kept in mind that 
the co mputed approximations (Un,,n) are in 

fact functions of x that depend upon the par~ 
meters h, k, c and p, 

' 
u" = un(h,k,t,p) 

The notation (U" ,,") will be kept for the sake 

of simplicity, though.] 

Description of the algorithm~ 
(a) lnitialize the scheme with U0

, U1
, 

T
1 as given by 

o 
t ' 

( 17. a) 

<U 1 , v> ( 17. b) 

<t o.~ > = <eo . ~> ( 18) 

1 o 1 o 
( PC ~~~)+B~~;~) 

= -L(T0 ~; ~)+<pc ~.~> ( 19) 

o r 

1/2 1/2 
(pCI\/ 2' ~ ~)+B( Mk / 2 t >lP) = 

T/2 1/2 =-L(T
0
$;ôk/ 2u )+<peR ,tP > ( 19 I ) 



RevBrCMec. Rio de Janeiro. V. III, n'? 2. 1981 

(b) For n>1, compute u"+ 1 with the known 
v a 1 u e s o f U 0 ~ U 0 

-
1 , T 

0 f r om 

n - n 
" L( T ;v)+ <p F ,v > (20) 

and then get t
0 +1 through 

a re1ation which uses u"- 1, u0 +1 , 
n 

T . 

n-1 
T 

( 21 ) 

and 

The evo1ution equations (20)-(21) are 
a1ways of imp1icit type, except for p =O. 
Obtain i ng their so1ution at ea ch time 1eve1 
t

0 
amounts to solving two linear systems of 

algebraic equations. ln fact, 1et · 

{(vj'~) , (0,~ 1 )}; 1~i~Nh' 1 ~j~mNh be a basis 
for V , associated to which are the fo~1ow­
ing expansions 

u" 

n 
T 

I 

(22) 

(23) 

When re1at1ons (22)-(23) are taken into 
~ccount, (20)-(21) are rewritten as 

for i =1, ... ,mNh (24) 

for i =1, ... , Nh (25) 

It should be emphasized that, for e a eh 
n+l 

n, (Uj )1<j <mNh 
that requfres the 

n tj as can be more 
in the form 

is computed from a system 
n-1 n know1edge of uj • uj and 

easi1y seen by writing(24) 

- n +<p F ,v. >+{2(pv.lv 1)/h 2
-

1 J 

( 24.) 

This is then fo11owed by the computation 
of t ~+ 1 from (25). The just obtained va1ues 

Jn+1 . . n-1 n-1 n 
of Uj jo1nt1y w1th uj , t j and tj are 
then needed for the corresponding system of 

order Nh : 

- t j (1 - p) B ( cp j ; cp i ) /2- { ( pc cp j I cp i ) I 2 k + 

n-1 
+pB( ~j ;~i )/2h j ( 25 I ) 

Noti ce that the computations are perform-
' ed in an uncoup1ed way but the variab1es re-
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main 1inked. With this (un coupling) procedure, 
sensible computationa1 savings are obtained 
as compared to an a1gorithm which wou1d 
ca1culate both uj+ 1 and -r j+1 from the same 
(coupled) system . lndeed, the latter strategy 
would require a number of mu1tiplications of 
order [(m+l)~h] 1 , that is, 8Nh' 27Nh and 
64Nh for m=1,2,3, while the corresponding values 
for the former scheme are (m 1 +1)Nh' that is, 
2Nh' 9Nh and 28Nh' respective1y. Therefore, 
savings are as high as 751, 66.7S and 56.31. 

Convergence propeTties of the 
under study will be described in 
section. 

THEORETICAL RESULTS 

algorithm 
the next 

From (12)-(13) an energy conservation 
estimate is readi1y obtained by taking, for 
every instant t, v=Q(t) and ~ = e(t) / T0 : add 
the equations thus reached and integrate the 
resul ting one through the time interval [O,t]. 
t < t. This gives 
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whi ch leads, for some constant K, to 

J 
PU;(X,t)u;(X,t)dv+J a .. k"u .. (x,t)uk o(x,t)dv+ .)_I p-ce 2 (x,t) dv+ n n 1 J'- 1 •J ,.. 'on 

+ ~J'{dtJ b
1
.je j(x,t)e 1 (x,t)dv~K{J pQ.(x,O)ü.(x,O)dv+ oo n , ' o 1 1 

J 
l J . Jt - -+ 

0
aijktui,j(x,O)uk,R.(x,O)dv+ ~ 

0
pce 2 (x , O) dv+ O <pF{t),pF(t) >dt+ 

t 
+ J 

0 
<p eR( t), pe R( t) >dt} 

Equation (26) asserts that at any instant 
1 the total energy of the system (mechanical 
plus thermal energy) remains bo un ded by · the 

total energy present in the system at the 
initial state added to the energy amount in ­
troduced in it by the external agents. This 
is the crux of the mathematical analysis for 
the model. ln this estimate, no r ole is pla~ 
ed by the coup 1ing te rm s: they cancel out 

I 
when the equations are added. 

When analyzing t he dtsérete equations(20)­
(2 1), an analogue of this estimate is sought. 
lt can be obtained only if t he artificial 
viscosity term is present. The rea so n i s as 
follows: the un co upl ing of the equations prevents 
the cance l ation of the coupling te rms from 
occu rr i ng. An estimate for these terms is 
th us required but can not be achieved. 

We formalize now the theoretical results 
obta i ned. 

Convergence of the algorithm. 
Assume the above hypothesis (i)-(iii) on 

the coefficients and external agents and also 
square i ntegrabi 1 i ty for a 11 space derivatives 
of u

0 
(of order 2 2) and of v

0 
a nd e

0
(of order 

< 1). Choose p > l/2 and the approximation 
~paces vh s uch that the limit in (16) may be 
put under the form 

(26) 

(27) 

where M = M(v,+) does not depend upon h and 
s > O is a fixed number.· 

Then the algorithm defined by (17) - (21) is 
uncondittonally convergent, which ~eans that 

' the computed solutions converge to the ~xact 
ones as h ... O, lc ... O, no matter which relation­
shi p exist between the parameters h and lc. ln 
other words, · denoti ng by (U,t) piecewise 
l inear interpolations of (Un, , n) the follow­
i ng inequalities hold : 

J;{(U(t)-u (t)IU(t)-u(t))+ 

+( t( t)-e(t)l t( t)-e(t))Jdt~ 

-
hJ: {<U(t) - u(t),U(t) -u ( t )> + 

+ <t(t)-e( t),t(t)-e(t) >} dt < 

(28) 

( 29) 

where M1 and M2 are proport1ona1 to 1/Rand 
depend only on the s~lution (u,e). Thus eqs . 
(28)-(29) assert that 
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lim{lim(U(h,k, E ,p),T(h,k, ~: ,p)) 
~:+0 h•O 

k+O 
= (u,e} (30} 

and that the convergence in (30) is optimal 
with respect to the distances associated to 
the inner products (. j .) and <.,. > as well as 
to the accuracy of the approximation spaces 
as giveo by (27). 

CO NCLUSI ONS 
A numeri cal algorithm for linear thermo­

elasticity was presented whi ch, at eac h time 
level, requfres solving two linear algebraic 
systems: the one for ca l culatíngthe temperature 
field has order Nh x Nh while the other, for 
the displa cement variables, has ordermNhxmNh. 
Here Nh stands for the dimension of the chosen 
approximation fun ctio n space and m equals l, 
2 or 3, depending upon the data and the geo­

metry of the body under study. As a function 
of m, the uncoupling strategy the algorithm 
is based on allows for computational savings 
of order 75~ . 67% or 56%. 

Theoretical and computationàl analysis 
have shown the scheme behaves fairly well, 
see [9] and [12]. 
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PLANE BUOYANT PLUMES 

CHIA-SHUN UIH 
THE UNIVERSITY OF MICHIGAN 
A. S. GUPTA 
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INTRODUCTION 

ABSTRIICT 
AppJt.ox.i_ma.t~ ~o:lu.t.i.on4 60IL plane. !a.m.ina.IL buo !JO.nt plumu, w.i..th .uz 

c11.ea.6-ing accull.acy a.6 i.h~ Pllandtl numbelt o appll.oachu 5/9 áo.t 

w h,(_cha.n e.xac.t t.oi.u.t.<.on wu g.i.ven by Y.i.h [í ~ ,] aJte pii.Ue.n-te.d, áA:OIII 

wlt-i.ch .th'!. t.o.f.ut.i.on óolt a.ill. ü ob.ta.i.ne.d by Ht.t-lng o equ.a.l toO. 73 

FM ga.t.e.6 o ü no.t óa.tt 61Lom 5!9, .6o tha.t appll.ox.<.ma.te.' .6olu..t.i.on~ 
6ott plane la.m.i.nal!. p.tu.me.6 a.ILe 1~ow ava.ilable, 6oll. ga.6e~. Foi:. pl4.ne 

.tulr.bu.le.nt plu.rne.6 .the tu.lr.b_u.f.en.t Pttand.tl numbe.Jt o .it. ne.a.Jt 1 .An «E 

pltoximate .60!u.ticn ôo~ plane tu.~bule.nt p!ume.6 witk o ne.~ ?{3 , 
óolr. wh.i.ch an exact 6o.lu.tion wa.t. ~ou.nd by Y.i.h[3J ü g.i.ve.n , and 

u.pon t.e.t.tútg o equ.al tol andÀ·equ.al to 0.19 (See. (31} .i.rr th.i.~ 

papelt 6M the de.6út.i.t.i.on o6 À • l ure have."' 6ou.nd ve.Jr.y good ag11.e.e. -

men.t6 w.i.th .the expelt.i.mental lr.e6ul.t6 o6 Hu.mph1Le.y.6 obta.i.ne.d und~ 

the õu.peJtv .i.ú.on a6 Hu.ntelt Rou..6e. See Rou.H e.t al [4]F-inallq, a 

tJtanõ6 0/Lma..t.i.;.on i..nd.üpenõabl'!. 6oiL a pu.ILely nu.me.Jr.-ic.al c.ompu..ta.t.ion.6 

o6 the govptn.<.ng equ.at.i.on.6 gi..ve.n i.n thú pa_pe.ll i..6 .6hown, .to 'áa -

c.i..l-<.tate. a.lt!f õu.ch compu..ta.tün.6 -<-6 they aJte a.t.tempte.d. 
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The dispersion of fog on airfields by par!l 
lel line sources of heat was of great interest 
to England during the Second World War.Shortly 
after it Hunter Rouse of the Iowa Institute of 
i{esecrth, by a dimensional analysis, obtained 
the dimensionless parameters governing the ph~ 
nomenon of turbulent gravitational convection 
from point and line sources of heat,and he e~ 
listed hi s research students to perform the ex 
periments. The task of turbulent convection 
from a single line source was given to H.W. 
Humphreys, and his experimental results,pre -
sented according to Rouse's dimensionlesspara­
meters, were presented in Rouse, Yih and 
Humpheys [4]The task of turbulent convection 
from two parallel line sources was given to W. 

D.Baines and Humphreys.and thei r experimental 
results were presented in Rouse, Baines and 
Humphreys[s.J In recen.t years convective plume-s 
again attract attention because of their bea! 
ing on environmental problems,e.g., problems 
t hat arise in the disposal of hot water in 
rivers, lakes , or the sea. 

In this paper, buoyant plumes will simply 
be called plumes , for brevity.The first anall 
tical solutions for laminar plumes, round or 
plane, were given by Yih 11], (2 J, (6 J, for Prandtl 
numbers 5/9 and 2 for plane laminar plumes,and 
for Prandtl numbers 1 and 2 for round la•inar 
plumes. The analytical solutions for turbu lent 
plumes were found more than two decades later 
by Yih[3J for turbulent Prandtl mnbers l/3 and 
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2 for plane turbulent plumes, and 1.1 and 2 

for round turbulent p1umes, after he found~at 

Prandtl's simpHfied theory [7 )emp1oyed by Gôrtler[8] 

to study turbulent jets could be emp1oyed to 
study turbulent plumes as well. 

ln this paper we study plane p1umes. Aco~~ 
sponding paper for round p1umes will be pre­
sented in a separate paper. We have constrvc~d 

an approxi11ate solution for plane_ laminar p1!:!_ 
•es with Prandt l number o near 5/9, with its 
accuracy increasing as o approaches 5/9.Since 
for gases o is near 5/9, e . g., o,. 0.73 for air 
this approxi11ate so lu tion is evident1y appli­
cable to plane la11inar gas plumes. We have 
also const ructed an approximate so1ution for 
plane turbuleAt pl umes with the turbulent 

Prandtl number o near 2/3. Since for turbuent 
plu.es this o is expected to be near 1, which 
is not far f r o11 2/3, we have found an approx! 
.ate analytical solution for plane turbulent 

plu•es. As will be shown later, the results . 
fro• our analyticai solution agree very we11 
•ith the experimental results of Humphrey in 
Rouse et al 4 

Finally, we give a transformation indispe~ 
sable for any nu11erical computations for plane 

plu•es, laminar or turbulent. This overcomes 
an i11portant difficulty in any such computa -

tions. and will greatly facilitate them ifever 
t 

they are attempted, for any P~andtl number. 

PLANE LAMINAR PLUMES 
We shall use Cartesian coordinates x,y, and 

z. with the x-axis pointing vertica11y upward 
Tbe line source of heat lies on the z-axis,so 
tha.t the fl ow is two-dimens i o na 1, and depends 
only on x and y, y being measured in the hori 

zontal direction normal to the z-axis. The 
velocity components in the directions of in­
creasing x 4nd y will be denotedby u and v , 
respectively. lhe gravitational acceleration, 

acting in the direct ion of decreasing x, wi11 
be denoted by g . 

lhe te•perature variation will be repre ~ 

sented by the variation of the specificweight 
Y • which is gp • p "being the density. T1le 
a•bient y wlll be denotedby Y 0 , andy - Y 

0 
Will be denoted by ày 

We shall use the boundary-layer equations, 
that is, we shall ignore the seccnd dfrivati-
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ve of u or ~Y with respect to x in comparison 
with its second derivative with respect to y. 
Then, with v and C~ denoting the kinematic vis..­

cosity and the therma1 diffusivity, r.espectil!! 
ly, the equation of motion and the equati on of 
hea t diffusion a r e, respectively, 

u au + v (lu :v a2u g ÍJ.Y (1} 
ax ôy 9 

-
'( o 

u (lfn + v atn (). '13 
2ôY ( 2) 

ÔX ôy ~ 
The equation of cuntinuity is 

Í)U 

élx 

ÔV 
+ -- = o, 

ay 
( 3} 

wich permits the use of the stream function ~ 

in terms of which 

U= .2!!!. . a n-cl v= _2_L - ( 4) 

ay ax . 
The bounGia.rY condHions a r e: 

v= O, au " O, and a t.y = O for y O ; 
ay Cly 

u = o and ôy a for y = t "' . ( 5) 

Upon iotegrating (2) with respect to y from 

minus infinity to plus infinit_y, and usingthe .... 
boundary conditions , we find that 

00 

-J ullydy 
- oo 

does not vary with x. This is indeed a measure 
of the strength of the heat source (per unit 
1ength in the . z-direction), and we shal1 write 

G = - J ullydy. ( 6) 

.. 
~ denoting the viscosity 

f (E; ) • ( 7 ) 

a (E;) ( 8) 

125 

():~ )l.f5y, ( 9) 

and using (4), we can write f1),(2),and (6)as 

f 1 f 1
- 3ff" 

Bf 1 + fe I 

= f" 1 +e, 

-• -\I I -- --. 
(1 

( 1 o) 

( 11) 
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~~ f'ed ~ : 125. (12) 

-~ 

where cr is the Prandt1 numberv fo. , the boondary 

conditions can now be written 

f (O)= f"(O) e• (O) =O, 

f I ( , ) : 6 ( _!"" ) : o • (13) 

Yih 1, 2 obtained exact so1utions for the differentia1 

system (10) to (13) for o= 5/9 and o = 2. For 

o = 5/9, he obtai ned f ( E;} = 2.19 tanh 1.827~. 

e (t:;) "'42.74 sech2 1.827 t:; , . (14) 

(ln Yih, the number 2.19 was given as 2.24,the 

1.827 was given as 1.863, and the number 42.74 

was given as 41..99. The presente numbers arethe 

correct ones, having been obtained by more 

accurate computation.) 

For o = 2, he obta ined 

f ( t:;) = 1.67 tanh 2.506(, e(d =70.14 sech4 2.506 t:;. 
(15) 

{ln Yih, the I'W.Imber 1.67 was given as 1.69, the number 

2.506 was given as 2.505, and the number70.14 

was given as 70.20. The present numbers are 

the correct ones, being obtainedbya more acc~ 

rate computation.) We note that, for o = 5/9, 

5(~· u_)
115

u= f' (t:;) = 4.00 sech
2 

1.827 t:; , 
Glx 

ln Yih, the correct number 4.00twas given as 4. 16) 

For t:; = 2. 

5 ( G~ ~rS u=f' (E) =4.19 sech
2 

2.506 E;. 

( 16) 

( 17) 

('ln Yih[2], the correct number 4.19 was given as 4.23) 

For airo = 0.73 approximately. Mr.E.Bendor 

(private communication, 1953), formerly at the 

Imperial College of London, performed amnerical 

canputation foro = O. 733. Unfortunate1y hi s 

velocity curve" does not cross the velocity curve 

for 0 = 5/9, as it should but lies entirely 

below it. lt seems desirable to give an analytical so­

lution, albeit approximate, for any Prandtl number 

near 5/9 . including O. 73, so that it can be 

applied to all plane gaseous plumes. 

Before presenting our 

a sys tema ti c approac h is 

f f 0 + âof1 + (Ao) 2 

2 e eo + âoe, + (âo ) 

solution we notethat 

possib1e if we take 

f2 + ... , 

2 + 

where f 0 ande 0 are the solution for a = 5/9, 

and M = a -~ • The appropriate expansions of 

f 1 and 
1 

are 

f 1 =n!1 Bn tanh Bt:; sech2 (n-l)B( 

e1 =nf l Dn sech
20 

BE; , 
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where B can be determined afterwards from (12) 

But the convergence of both series is painf~l 

1y slow, and therefore we do not think the 

approach is practical. The sarne thing can be 

said of a similar·systematic approach for the 

plane tu r bulent p1ume. We sha11 now present 

our simple approximate solution for plane la­

minar plumes below. 

First, we note that (11) can be integrated 

to 

-3 o et .. e' • (18) 

upon use of the boundary conditions ,J~n e. lhe 

crucial appr-oximat'ion we make in thi1'.'paperis 

the approximation of sech 4 Bt (whatever B may 

be) by 6 sech 2 B t:; . Since the ve1ocity aswell 

~ s the temper~ ture distri but ion v~ri e s with s 
as sech2 B E; , we cou1d determine 6 by req,uiring 

that (with. n =- B E;) 

4 {- c a t ·n = O 
'-6 Sech n - sech n = 

c at n "" 2n 0 , 

no being the va1ue of n at which sech2 n ha s 

the point of inf1ection. lhis wou1d give a 

fair1y good approximation Qf sech 4 ni n themre 

of the plume. But since sech4n diminishes very much 

faster than sech2n as n increases, .a better approxíu­

tion is provided by the method of least squares over 

the whole range of E; , i .e., fran E;= _, to ~ = .., 

The value of 6 so detennined is 0.8 , so that 1111e shaH 

use the approximation 

sech4 8( = 0.8 sech2BE; (19} · 

lhe so luti on we seek is 

f = AtanhBt; , (20) 

with 

A = 2 B, 
!O 

(21) 

so·that, from (18) 

e = C sech2Br, (22) 

The constants A and C are ·to be detennined. So far 

(10) has not been satisfied. 
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But using (20) , (21), and (22) we find that (10} 
becanes 

s4 Í(l _ 20 + ~ ) sech4B + 
L t;b2 

C- sec h2 B E; 

(~ _ ~ r) sech2B E;l ~ 
~ ~ >J 

(23) 
With (20),(21) and (22), equation(12) gives 

c 375 11 25 a {24) = ---;n- .. 88 
Subs ti tut i ng {24) into (23), and using (19), we have 

é 10125a 3 
(25) 

64 (1+0.6 0 ) 

For 0 = 0.73 (air) 
5 B ~ 42.7981. B= 2.1198. A= 1. 9358, 

AB= 4.1035. C= 48.4273, (26) 
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so that we have 
f' = 4.10 sech2 2.12 E; , e= 48.43 sech2 2.12 E; (27) 

For any other gas, a similar calculation follows imme­
diately from (25), once a is given. 

We can a1so give a similar sblution for Prandtl num 
ber 0 near 2. But since for gases a is near 1 (and 
therefore near 5/9) and for water and oi 1 a í s much 
1arger than 2 whereas for 1 iquid meta 1 a is very much 
1ess t han 1, there is not much practica1 need to 
present the so1ution near a = 2 

The velocity distribution, represented by f' (See 
the first equa 1 ity in {16)), and the tempera t u r e 
di st ribution , represen ted by e , are shown 
in Figure 1, for 

a = 0.73 and a = 5/9. 

t.O t.O 

0 .8 

0 .6 

8/12.5 

0.4 

.... 

~ 

y/x y/x 

Fig. 1. Ve1ocity and temperature profil es for plane laminar plumes , for Prandtl numbers 
5/9 and 0.73. o denoted Prandtl number. 6 is proportional to •õ y , and f ' 
to u. See equations (1 4) and (1E). 

0.8 

0 .6 
I 

f/5 

0.4 
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Note that , unlike Bendor's resu1ts, the velocity curves 
do c ross each other, as they shou1d. Otherwise 
our results do not differ a great dea1 from 
8endor's results obtained purely by numerica1 
calculation. We empha s ize that our resultsare 
for any 0 near 5/9, not just 0.73. Note also 
that the coeffi ci ent of sec h48 (i n (23) ispro 

5 -
portional to 0 - -g-, so that the c~oserois to 
5/9 , the mor e accurate i s the approximation. 

The error committed by (19) inthe dellemi.­
nation of the constants A, 8 , and C a ri se from 
the residue 84R, where 

R "~ ( o - .ij ) (sech48(- 0.8 sech28 ( ). 

This residue is tantamount to a verti cal bod~ 

for ce distribu tion. lt is positive for8~< fl46 
and negative for8 ( > 0.46 if0 > 5/9. The 

effects of the positive and negative values of 
the residue on the maximum velocity th us com­
pensate each other to a certain extent. But 
even if we ignore this mutual compensationand 
give the percentage error its most unfavorable 
estima te, we see from (23 ) that for o ·,. O. 73 
the ratio of the maximum residue (at ( = O ) 
to the value of the left-hand side of (23) at 
the sarne Tocation is 12 %. The maximum error 
in 85 determined by (25) is then 12% at most, 
and the error in 8 is 2.3% at most. From (21 ) 
and (24) it can be seen t~en that the error 
in A and C is 2.31 at m ~s t. For a less than 
0.73 and greater than 5/9, the result s are 
even more accuráte. 

We note that (2 1 ) is obtai ned by an exact 
integration of (11), and (24) satisfies the 
integral condition(l2) exactly, once one ac­
cepts the form of f given by (20). These facts 
together with the high power of 8 in (25), 
wh i e h reduces the error in8 , contri bute to the 
acc uracy of the results . 

Very much the sarne arguments can be put 
forth for the so lution for the turbulent ca­
se. We shall, then , not repeat them later. 

PLANE TURBULEHT PLUMES 
For the analysis of the turbulent plume, we use the 

(kinematic)eddy viscosity E instead of the molecular 
kinemati c viscosity v so that equations (1) and (2) 

neM becane 

(28) 
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u a tJ. a -1 "2 ~ y + v ~Y tJ.y:eo a 6y , ayz (29) 

where now o is the turbulent Prandtl number • 
which is generally accepted to be very near 1 

H not exactly equa1 to 1. Equations (3), (4), 

and the boundary conditions (5) rema in the 
sarne. As t o t he definition of the strength of 
t he heat source, ' (6) shou1d be replaced by 

G r (utJ.y + u' tJ.y ') dy, (30) 

where the primes indicate turbulen tfluctuatioils. 
Eq uati on (30) ca n be obtained from the comp1~ 
te heat-diffu s ion equatión in its boundary -
1ayer form, including f1uctuat ing quntities , 
but reta i ning v instead of using e (whi ch is 
used to account for the turbu1ent part of the 
i nertial terms). It ca n be argued i n dimensi~ 
na1 terms, and it has been shown in allexperi ­
mental researc hes on plumes (George et al.[9~ 
Kotsovinos and List [10,]Kotsovinos [11], 
8euther et a1 . [H?] , ) tha t for either round 
or plane turbulen t p1umes the turbu1ent part 
of the integral in (30) is a definite propor­
tion of the primary part (the part ba sed on 

utJ.y) , though this proportion is not the sarne 
for round and plane plumes. Thus we ca n r euin 

.... 
(6) as t he nominal def i nition of the strength 
of the heat source , understanding that the G 
given by (30) is somewhat larger . This has 
the advantage of convenience when compar ison 
is made wi t h the majority of experimental re ­
sul ts, since often G is determined by the pro_ 
filies of u and tJ.y . 

Yih [3] used a dimensional anal ysis as well 
as Prandtl' s si mplified theory[7](which wa s 
previously used by GOrtler for analyses of 
turbulent jets) to rea ch the expression fore 

E = .).X {G/p ) l {J , {31) 

where >. is a numer ical constant to be determi 
ned by experiments. Then the following tran s­
formation wa s ' used (Here we have added the 
factor >. to the express ion for the strea~ 
functi on ljl , and the fac tor >. 2 t o be expression 
for tJ.y , in order to rid of the final differen ­
tial equations of the presence of >. . but this 
modificat ion is for convenience only and doe s 
not change the substance of things.) 

ljl ~ (G/p) 113 xf (~) , (32) 



txy = l. 2{p G2) ll/3x-1 e {(} • 
where ~ continues to be defined by (9). 

The ve1ocity canponents are given by 

(33} 

u =l. {G/p )113r• ((}. v= -l. (G/p )113(f- tf'). (34} 
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2 f = A tanhB ( • e = C secb 8 ( • 

wnere 

'4 A • 38, C = 68 

(39) 

{40) 

and equations (28) and {29) becaae 

- ff" = f '" +e. 

with another re1ation bet.een A and C given by (38) , 

3 (35) AC = 3/4 l • (41) 

- 0(f e) I : ·6 I I • (36) Then (40) and(41} give 

The boundary conditions are sti11 given by (13}.Equa -

tion {36) can be illllediate1y integrated. with the aid 

of the boundary conditions for t, into 

- ate = e' (37) 

The integral condition (6) now has the for. 

.I: f' e d( l. - 3 . (38) 

Yih[3]gave two exact so1utions for the differential 

system consisting of (35) , (37},(38). and the boundary 

conditions (13), fora = 2/3 ando = 2.Since for turbu-

1ent flows a should be very near unity, the solution 

for o = 2/3 is significant, because .e can construct 

an approxi11ate solution for o near 2/3, and 1 is not 

very different fran 2/3. Yih's[3]solution foro =Z/3 is 

I 
! 
! 

(42) 

Once l is given. A,8, and C can be i11111edia te 1y 

obtained fro11 (40) and (42). 

No• for o near 2/3. we wri te 

f A tanhB C 

and by c h o os i ng 

A = 28 
o 

integration of (37)gives 

(43) 

(44) 

e= c sec h 28t (45) 

One relationship between A and C is furnished by (38), 

2.0 

3.0 
. ~ 

2 .0 

t.O 

~ 
o 
0.3 

vi 
/d 

) 
v CT=2/3! 

I 

v i 
~ i ' ~ CT = t ! 

~ l v . 
I 
i 

0.2 O.t o 
y/x 

~~ 

\' i\. 
\"' \ 1\/~/3 

" ~ CT= t 
~ 

"-" ....... 

O.f 0.2 
y/x 

t.5 

). t' 

t.O 

0.5 

'-.. 
"'-

o 
0.3 

Fig. 2. Ve1oci ty and telllperature (represented by lly ) profiles for p 1ane turbulent p l~~~~es. 

·The curves are obtained for turbulent Prandt1 maber 1 and l = 0.019, fra. the 

solution given in this paper. See equations (33) and (34). 
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a nd is 
AC = 3 / 4 À 

3 (~6} 

sub stituting ( 43), ( 441, and ( 45 ) into (35) , we have 

484 ( 3 2) sech4B 4B4{2 2)sech2B f;= Csec h2B; . 
- 0- - ; + -;;- ; ( 47) 

Usi ng (19) again, we have 

C _ 1. 6 ( o + 1 ) s4 

- -;z ( 48 ) 

Fr(Jll (44), (46) and (48), we have finally, 

B = [ 156
3 

j ]
15 

64 ( o + 1) ~ 

(49) 

For any o , once À is given, A, B, and C are i 11111edia t~ 

1y ca1cu1ated. We can detennine J<. by requiring that 

the r esulting sol ut ion give t he bes t fitt ing to the ex 

periment al data. 

I 

3.0 

• 

For turbulent f1ows we assume o 

find that for 

1 , and 
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À .. o. 19 (50) 

the results of Humph rey ' s measurements unde r 
the supervision of Hun ter Rouse (Rouse et al 

[ 4 J) agree vey well with the so lu tion given . 
by (43} to (46), ( 48), and (49) , as shown fn 

Figure 2. Al so, for the À gi ven by (50) , we 
have presented graphically the temperature and veloc~ 
ty prof i les for ~ = 2/ 3 and for o ,. 1, respectiv~ 
l y, in Figure 3, for comparison . .Figure 2 shows that 
our solution gi~n above can be used to represent the 

mean temperature and vel oc ity profiles with a very 

good degree of approximation. 
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= 0 . 01 9. 
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A TRANSFORHATIOH INDISPENSABLE FOR NUMERICAL CALCULA 
TIOHS 

Since the approximation (19) has been used, it may 

be desirab1e for SQ!Ie to give a numerica 1 computation 

for the plane plume, whether laminar or turbulent. 
When a purely numerical computation is attempted, one 
difficulty is that ~he integral condition (12) or {38) 
can be tested only after the computation is done. 

let us consider the plane laminar plume first.There 

are three boundary conditions in (5) at E; = O. ln 

trying to satisfy (10) and (l~) , we are at liberty to 

choose avalue for f' (O) and another for a (O), in the 

hope of satisfying the boundary conditions att; = !"" 

But first of all we note from the differentia 1 system 

(as well as by physical insight) that f must be an odd 

function and a an even function of t;. Hence the bound! 

ry conditions at infinity can be simply written as 

f' ( 00) o 
e ( ... ) = o. 

(51) 

(52) 

Since we do not expect downward velocities , (51) im­

plies that f ( oo) is positive, infiníte or finite (our 

analytical solutions show that it is finite)Jn either 

case the solution of ( 18), 

a = c exp [ -3o J: f~J {53) 

shows that (52) is satisfied. Hence the choices of f' 

{O) and a(O) are to satisfy (51) and the integral con 

dition (12). 

As we have said above, the i.atisfaction of (12) p~ 

ses practical difficulties. lo overcome them, we shall 

give a transformation which allows us to assume any 

value, say 1, for a(O) , and to satisfy (12) ~ a 

calculation is made. Thus, we assume avalue for f'(O) 

which allows us, with o(O) = 1, to proceed with the 

ntlllerical solution of (10), (18) or (53), satisfying 

the boundary conditions at E; = O in (5). When the 

correct value of f' (O) is assumed, (51) will be sati~ 

fied. Let the solution so obtained be denoted by··f( E;) 

ande( O , and 1et. (a> is now not the thermal diffusi­

vity) 

J-
.. 

f' ed c " 12~5 . (54) 

If a = 1, then the solution has been obtained. lf a 

is not equal tO 1, we make the fo11owing transforma 

tion (note that a5 is expected to be positive): 

f " <l<êl. e " a
4 ê((), (55) 

These substitutions obviously leave (1) invariant in 

fcrm ( i.e., every variab1e in it is circumflexed) 
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but gives 
00 

00 
" 125, (56) 

in which r ' = d r/d t. Thus r ( tl and ê (~ ) satisfy 

othe differential system as well as (12), and hence fur 

nfsh so1ution 

For turbulent plumes the sarne transformation (55) 

can be used and the sarne procedure followed, whatever À 

is assumed. lndeed, since .~ does not appear in the 

differential equations or in the boundary conditions , 

we can solve the ~ifferential equation to satisfy the 

boundary conditions without regard to À or the integral 

condition (38), by again ta'king e (O) to be 1, and de­

termine a afterwards for ~hatever À is assumed to fit 

the experimental data best. 
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