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ESTUDO ANALÍTICO E EXPERIMENTAL DE DINÂMICA 
DE ROTORES 

VALDER STEFFEN JÚNIOR 
DEPT9 DE ENGENHARIA MECÂN ICA. UN IVERSIDADE FEDERAL DE UBEALÂNDIA 

SUMARIO 
Ve.n,.t~te. 06 mê.todo6 anai2.üco6 e.x.U>te.n..tu pa11.a o c.á..ec.uio cün.M«.c.o de u~, 

dutac.a-6e o ".tll.M66Vt·mcWúx-me.thod:'' lmê.todo d<t4 ma.vúzu de .tlutlt66Vtên.cút 1· 
ú.te mé-todo 6oi a.,qu..<. u-tilizado paJU:t a ltUot.u.ç.õ.o de um 6-Ü>tema C01t6-Utu<.do de 

um 1t0to1t montttdo 6oblle manc.a.ú. 6-le.Üvw. ~ JtUu.Uad06 .teó(U.co6 6ao c.ompa~Ut -

do~> àquelu ob.ti.doll expelt.ÚI!wto.bltente. 

INTROOUçAO 
A finalidade deste trabalho foi a de modelizar ma­

tematicamente um rotor, considerado como sistema conti 
nuo, de forma a obter-se uma formulação geral com res­
peito aos auto-valores e auto-vetores. Calculou-se e~ 

tão, para uma dada configuração física comumente enco~ 
trada em engenharia, as diversas pulsações próprias e 
velocidades criti cas. Em seguida foram comparados os ' 
diversos resultados teõricos'aos resultados experimen­
tais obtidos utilizando uma maquete cujos dados de 
construção coincidem com os utilizados no cãlculo teõ­
rico. 

SIMBOLOS 

b 

o 
E,G 
G 

I 

Id 

K 

k 

constante sem dimensão 
operador diferencial 
módulo de Young, coeficiente de rigidez 
matriz giroscõpica 
momento de inércia da seção transversal 
momento de inércia de massa do disco 
símbolo imaginãrio ~ vr:J 
matriz rigidez 
constante de Timoshenko - depende da forma da 
seção transversal 
comprimento do rotor 
matriz massa 
massa do disco 
massa do mancal 

m massa do rotor por unidade de comprimento do ro 
tor. 
v-ésimo auto-valor 
constantes complexas sem dimensão 
raio do disco 

r semi-raio do rotor 
Vv v-ésimo auto-vetor 
W matriz de transferência 
X,Y,Z: sistema de referência fixo 
X,Y,Z: variãveis adimensionais , defi nidas como segue: 

X:-x-;v=..L.. Z= -z-
L L L 

x,y,z: deslocamentos ao longo de X,Y ,Z respectivamente 
a,B ângulos de rotação das seções transversais nos 

planos OXZ e OYZ respectivamente, em flexão pu­
ra. 

w 

p 

velocidade angular de rotação do rotor 
pulsação própria 
densidade 

MODELO MATEMATICO 

O modelo matemático estudado ê aquele representa­
do pela Fig.l. Tem-se um rotor de seção circular não~ 
niforme, de comprimento L, suportado nas extremidades 
A e B por mancais flexlveis e oscilantes. 

Não foram considerados os amortecimentos internos 
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e externos ou dos mancais, nem o peso prõprio do roto~ 

y 

z 

fLg . 1 

Considerando a seção transversal do rotor como sen 
do circular e uniforme e adotando a teoria de barras 
de Timoshenko [1] para a formulação, o sistema que es­
tudamos pode ser representado pela equação matricial 

( l } : 

[P~ M + P G 
v 

onde : 

mr2 o o o 
o m o o 

M = o o mr 2 o 
o o o m 

k 
[

-EID2 + KAG 
KAGD 

o 
o 

v v 

a. (z} 

x (z} 

8 (z} 

Y (z} 

+ K] [vJ= O 

o o 2mr2n o 
o o o o 

G " 2mr2n o o o 

-~GD 
· -KAGD2 

o 
o 

o o o o 

o o ] o o 
-EID2+KAG -KAGD 

KAGD -KAGD2 

( 1 } 

Na referencia [3] encontramos uma formulação cor­
respondente, partindo da teoria de barras de Navier -
Bernouilli. 

EXPRESSAO GERAL DOS AUTO-VETORES 

A solução geral e obtida combinando as diversas 
soluções particulares; para as variáveis adimensio -
na is: 
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8 ept + Qn . Z X (Z} = I: xn 
n=l 

8 
ePt + Qn.z a (Z} = I: xn an 

n=l 
(2) 

8 ept + Qn.Z y (Z} = I: xn dn 
n=l 

8 ept + Qn .Z B (Z} = I: xn bn 
n=l 

onde: xn são constantes comp lexas arbitrárias 

an =Q _2._ 
n KQ 

n 

bn 
1 (Q~ - 40'} + a s =-a 

8~ n KQn 

dn =-- bn (a-Q~ + 4o} - 8~ an 
a ~ Qn 

Q 1,2,3,4 :!: _l_ [2._ + 4o-8~i} ~ ~ + 4o-8~i } 2 -
2 k "Vk 

_ 16 (~ a+So + 2S~i)] 
r k k 

Q5,6, 7,8= expressão análoga ã precedente, 
sinal de ~-

invertendo o 

P-2p2 
C1 =--

4E 

G L2 
a = 4K - ----r-

E r 

A constante k é função da secção transversal do 
rotor e é dada por exemp 1 o, na referénci a [4 J para v! 
rias formas de secções transversais. 

MrTOOO DE RESOLUÇAO 

O método de resolução utilizado é o "transfer­
matrix-method" (método das matrizes de transferência} 
que encontra-se de forma deta 1 hada em [s J e que serã 
discutido brevemente . 

Para o estudo teôrico e experil'llE!ntal foi escolhi­
do o sistema representado pela Fig.2, .o qual é decom ­
posto nos sub-sistemas I e II da Fig. 3. 
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a) 

b . L 

·t 

Fig. 2 

I n 
f 

f::=:===::=::::=::=:!-!i )• • ) ~ 

Fig. 3 

T• f • O 
IHA•o 

Condições de contorno do Sub-sistema 

Para Z=O, tem-se: 

{Eiailz .. o = o 

{EIS') 
I z.,o " o 

I<AG{XI [ A A - ai)z .. o = kxx Xy{O) + kxy 
r 

I<AG{YI - SI)z. o = [ k;: X1{0) + k~y 

I: 

Y1{o)]L 

Y1{o)} 

b) Para Z = b, tem-se: 

- a!(b) = - g2 a 1(b) + igi BI( b) + ~ 
EI 

- Bi(b) = - g2 s1(b) - ig1 ai(b) + ~ 
EI 

(3) 

(4) 

(5) 

5 

( 11} 

(12) 

(13) 

(14} 

b) Para Z = l~b , tem-se: 

- (X' 

sendo 

( 15) 

-EI(Birlz=l-b " O 

[

KB kB 
- a) = ...!L X (l-b) + ~ 

z.,l-b KAG II KAG 

(16) 

v11 c1-bf(l7) 

Nas equações acima considerou-se: 
2 2 

I~L ldw L Mcfl L 
gl = -- ; g2 = --='---- ; Fd = -'-- - (19) 

EI EI KAG 

Para se recompor o sistema original (Fig.2) , a 
(6) partir dos sub-s istemas I e II, definiram-se as "condj_ 

ções de religação": 

Tx + Tx = O Ty + Ty = O 

(7) 
My+My=O Mx + Mx = O 

(8) 
(20) 

(9) 

{1 O) 

Os deslocamentos e esforços generalizados podem 
ser escritos na forma matricial: 

Condições de contorno do sub-sistema II: 

a) Para Z=O, tem-se: 

V(Z) = W(Z).h 

onde: 

TV(Z) = [x;Y;a;S,X' -a,Y'-B,a' .a·]: auto-vetor 

( 21) 



6 

W(Z) • matriz que leva em conta as soluçoes expressas 
pelas eq. (2). 

Considerando as condições de religação dadas pelas 
eq. (20) e as condições de contorno, define-se a ma -
triz de passagem Wp, tal que: 

(22) 

onde: VIIO auto-vetor definido na extremidade es 
querda do sub-sistema II , isto ê, 

VIIO'"Vri(O). 

VIl auto-vetar definido na extremidade direi 
ta do sub-sistema I, isto ê, v11 = v1(b). 

Wp = dia g [1 1 1 1 -1 -1 -1 -lJ 

Substituindo as condições de contorno do sub-sist! 
ma I, para Z=O , na eq. geral (21), obtem-se a equação' 
matricial: 

(23) 

onde: VIO = auto-vetor calculado na extremidade esque! 
da do sub-sistema r. 

WIO = WI(O): Calculada para Z=O no sub-sistema 
h1 = vetor de constantes do sub-sistema I. 

Semelhantemente, para Z•b, obtem-se também para o 
sub-sistema I: 

(24) 

onde VIl = auto-vetor calcul ado na extremidade direita 
do sub-sistema I. 

Wil = WI(b) : Calculada para Z=b no sub-sistema I . 

Das eq. (23) e (24), tem-se: 

- 1 onde WI~w10 .w10 ; matriz de transferência do sub-siste 
mal. 

Analogamente, para o sub-sistema II, pode-se obter. 

(26) 

onde WII = WIIl w;io : matriz de transferência, do 
sub-sistema II. 

Finalmente, das eq. (22),(25) e (26), pode-se defl 
nir a matriz de transferência global W do sistema 5: 
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onde W = w11 . Wp . w1 

A eq. (27} pode ser re-escr ita da fonna: 
.....----. 

XII(l-b) 
y II (l-b) 

ali (1-b) 

Bn(l-b) 

o 
o 
o 
o 

wl Wz 

w4 

(27) 

XI (O) 
y I (0) 

CXI (O) 

S1(0) 
o 
o 
o 
o 

(27a) 

Considerou-se o caso das matrizes rigidez dos man­
cais serem simétricos, isto ê , k =k . Assim sendo 

xy yx 
tem-se ~ • i~ 6 , o que significa que os auto-valo -
res são imaginários puros. 

Da eq. (27a), conclui-se que os auto-valores w 
- \1 

sao calculados anulando o valor do determinante da ma-
triz w3, para uma dada velocidade de rotação o do ro -
tor. Assim, 

det ~= O (28) 

ESTUDO DO SISTEMA DA FIG.2 - RESULTADOS 

Para o presente estudo, foram considerados os se­
guintes dados numéricos: 
Md = J,Okg ; Rd ~ lOOmm ; Mp = 0,733 kg 

k = k = 1,4 x 104 N/m i L= 900 mm XX yy 

b . L = 700 mm ; r • 2 mm 

Calculou-se as pulsações próprias w do sistema pa­
ra diferentes velocidades de rotação o do rotor, e as 
curvas obtidas são mostradas na Fig.4. A interseção de 
tais curvas com a reta 0-w nos dá os valores teóricos' 
das velocidades crTtlcas do rotor. 

O estudo experimental foi feito utilizando a maqu~ 
te de ensaio do "Laboratoire de Mêcanique Appliquêe de 
la Faculte des Sciences et des Techniques" de Besançon 
(França). A referida maquete, esquematizada pela Fig.~ 
permite o estudo de um rotor suportando um ou vários ' 
discos de posição variável, sendo que o rotor ê ele 
mesmo suportado por pelo menos dois mancais de rigidez 
variáveis segundo duas direções perpendiculares. Nas ' 
posições dos mancais dispõe-se de excitadores eletrodi 
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namicos, de captores de deslocamento ã variação de in­
dvção e de captores de velocidade do mesmo tipo que os 
excitadores. A técnica de obtenção experimental dos ' 
auto-valores, consiste basicamente de, fixada a veloc~ 
dade de rotação n do rotor, variar-se a frequência da 
força de excitação sendo os valores da ressonância de­
tectados pelos captores colocados a nivel dos mancais. 
A obtenção das/velocidades criticas ê feita simplesme~ 
te variando a velocidade de rotação n a partir do va -
lor Q = O, e verificando as velocidades n para as c 
quais sistema apresenta vibrações importantes, sem ex-
citação externa. 

Os valores experimentais pulsações são assinala -
dos po~ um "X" na Fig.4. A tabela 1 nos di as veloci­
dades criticas teõricas e as obtidas experimentalmente 

UJ (l< r) 

J1 

J1 " Jl. [H•) 

FiCJ.4 

~ z 
!O Ke 

yy 

"""~-i--y 

X 

KA 
yy 

. •:::.~r--{ 

~ 
o 

Fig.S 
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TABELA 1 

VELOCIDADES CRTTICAS nc [Hz] 

Teóricas 5,83 17,54 22,25 40,15 51 ,36 

Experimentais 5,90 18,00 23,00 39,60 -

CONCLUSOES 

- Foi mostrado que a utilização de um método anali 
tico "exato" pode ser utilizado na resolução de probl! 
mas em Dinâmica de Rotores, sem complicar excessivame~ 
te o tratamento numérico destes problemas. 

- O método usado ê particularmente interessante do 
ponto de vista numéri co, pois mesmo complicando o mod! 
lo estudado (colocando vãríos discos e mancais por e -
xemplo) a ordem da matriz complexa cujo determinante • 
temos que anular para determinação dos auto-valores ê 
sempre 4. 

- A utilização da teoria de Timoshenko para as ba! 
ras ê indicada principalmente quando não se pode des -
prezar o cisalhamento nas vibrações transversais e 
quando interessa-se ãs altas frequências. 

- Constatou-se uma boa correspondeência entre os 
resultados teõricos e experimentais conforme podemos ' 
ver ,na Fig. 4 e na Tabela 1. 
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Tttulo em Ingl~s: Analytical and Experi mental Study on Rotor-dynamics 

SUMMARY 

Among .the. ew.tútg o.na.i.y.ti.ca.t method.6 6011. the d.yrtarnl.cal. ca.i.c.u.la..Uon o6 mec.h.a.iúca.l 
~-OtuctuM-6, .the. .tll.o.M6e.Jt-mabt..i.x-me.thod 1..6 o. VeAIJ .impoll..to.n.t one. r.h1..4 mUhcd ~W.A 

w.ed in thi...6 po.pe.Jt to obta..i.n .th.e. t.ol.Liil.on o6 o. me..c.Jumi.c.a1 t.ljt.tem ILe.p.te.t.e.nie.d by a. 

lr.DtM. mounú.d on 6-fe.U..b.te j ow..Nl.l..4 . Tlte.oJt.e..t.Wtt II.Uu.tú 11M c.omptlJled w.Uh .th.o4e. 
o btainned upeA.ime.nta.t.tq. 
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TENSIONES EN DIFERENTES TAPAS TORIESFERICAS 
DE RECIPIENTES DE PRESION 

E. TAROCO 
R. A . FEIJÓO 
LABORATÓR IO DE COMPUTAÇÃO CIENT(FICA, CNPq 

RESUMEN 
P~~6~nta.6~ en ~te t~bajo la ~n6luenc~a 6ob~r.e ~l ~6tado de 
4ion~6 y de6o4macion~6 qu~ ~6e~ente4 tapd6 to~r.i~46~~ca6 

t~n 

pJt.od~ 

c~n ~" Aecipi~nte6 de pJt.~4iÕn de mat~al elá6~co ~6ot~r.Õpico.Et 
aná.ti...bü. H 11.ealüa a. t1r.av~6 de.l Mê.todo de Elem~nt'06 Finito6 uli 

.tizando un e.t~~nto cuAvo de tJr.e4 nudo6 d~6aJr.Jr.ollado poli. lo6 au 
toJte6. 

INTRODUCCION 

El anãlisis de tensiones en depósitos de 
presiõn ha progresado paralelamente al desar­
rollo de la teoria de cãscaras y a la aplica­
ciõn de dicha teoria en la resoluciõn de casos 
particulares, donde diferentes geometrias de 
la superfície media son,.)lstudiadas . 

Posteriormente a la formulaciõn de la teo­
ria de cãscaras, r ealizada por Love [1] a fi­
nes del siglo pasado y conocida como Teoria E 
lãstica de Cãscaras Delgadas , mültiples inves 
tigadores se abocaron a resolver el sistema de 
ecuaciones diferenciales resultantes para cãs­
caras con diferentes geometrias. 

Dada la complejidad del problema, sõlo fue 
posible la deterrninaciõn de soluciones para C! 
sos particulares, tales como cilindros , c~nos 

y esferas. En alg uno de ellos se hi zo necesa­
r io introducir simplificac1ones adicionales a 
las propuestas por Love eo la formulaciõn de 
su teoria (2 , 3] . 

La dificultad anterior motivõ al desarrollo 
de una teoria mãs simple , conocida con el 
nombre de Teoria de Membrana, en la que sola­
mente los esfuerzos directos son llevados en 
cuenta. En este caso las ecuaciones de equilí ­
brio y las condiciones de contorno hacen posi-

ble la determinaciõn de una distribuciõn de 
tensiones estãticamente admisible. 

En la medida que la cãscara sea delgada y 

qu~ los esfuerzos de membrana sean compati ­
bles con las condiciones de contorno, los es ­
fuerzos de flexiõn son pequenos y las tensio­
nes de membrana se aproximan a las tensiones 
reales . Si la carga a que la cãscara estã some 
tida y los r adios de la supe r fície media son 
co nti nues, la so l uciõn de memb r ana es una bue ­
na aproximaciõn para multiples aplicaciones que 
se presentan en Ingenier1a. 

Sín embargo, cuando existen cargas concen­
tradas o discontinuidades en el radio de cur­
vatura o quiebres en la superficie media o los 
esfuerzos de membrana no son compatibles con 
las condiciones de contorno , la soluciÕn de 
membrana es solamente vâlida en puntos sufici­
entemente a l ej ados de las zonas perturbadas.En 
dichas zonas se hace necesario lleva r en cuen 
ta, ademãs de los esfuerzos de membrana , los 
efectos de flexiõn, y solamente con la superp~ 
siciõn de ambos es posible aproximar la solu­
ciõn del problema. Mediante este procedirniento 
se han analizado cãscaras compuestas por cili~ 
dros, canos , cilindros semíesferas, cilindros 
esferas rebajadas, etc . (2, 3]. 
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Paralelamente al desarrollo teõrico para 
determinar el estado de tensiones en cãscaras , 
com miras a las aplicaciones en recipientes de 
presiõn , multiples investigaciones experiment~ 
les e n modelos reducidos y modelos fotoelãsti 
cos se han realizado. De esta manera ha sido 
posible complementar y verificar los resulta­
dos obtenidos mediante las teorias simplifica­
das [4,5 ) . 

los trabajos anteriores constituyer on la 
base para la confecciõn de normas y reglamen­
tos que permiten proyectar recipientes de pre ­
siõn con razonable grado de suguridad [6]. 

En la ultima decada, e l empleo de la ener­
gia nuclear y el gran desarrollo de industrias 
tales como petroquimica y aeronãutica, no sol~ 
mente incrementõ la demanda de recipientes de 
presíõn sino que colocõ a los proyectistas fren 
te a problemas especiales no previstos en los 
reglamentos existentes. 

Condiciones extremas de carga y serias ri-
esgos en la falia, que se presentan en casos 
especificas tales cono reactores nucleares,ex~ 
gieron anãlisis de tensiones precisos en la 
mayor parte de sus componentes. 

lo anterior fue posible con el desarrollo 
de mêtodos aproximados para la determi naci õn 
de tensiones y con el advenimiento del comput! 
dor como poderosa mãquina de cãlculo. Asi es 
que en la actualidad con ~1 uso de programas ! 
decuados es posible obt~ner la distribuciõn de 
tensiones en recipientes de presiõn con toda 
la precisiõn que los procesos tecnolõgicos re­
quieren. 

En este trabajo se analizan las tens ion es 
resultantes en recipientes cilindr1cos someti ­
dos a presiõn interna con tapas de forma tori 
esférica y el caso limite de semiesfe ra.Los re 
sultados obtenidos mediante la aplicaciõn del 
Método de Elementos Finitos , empleando un ele­
mento de cãscara desarrollado por los auto­
res [7 , 8] son presentados. En el primer ejem­
plo se comparan los resultados obtenidos , con 
valores teõricos y experimenta1es a que arrib~ 
ron otros autores . 

Posteriormente se analizan diferentes ta ­
pas de un mismo recipiente y se muestra como 
varia la distribuciõn de tensiones en funciõn 
del rebajamiento . 
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GEOMETRIA DE LOS RECIPIENTES DE PRESION 
Los recipientes de presiõn analizados en 

este trabajo son de espesor constante , tienen 
forma ci11nd r ica con tapas cons tituídas por un 
casquete esférico y un se9mento toroida l que 
permite el acordamiento de las paredes cilin­
dricas con dicho casquete, Fig . la. En el caso 
limite en que e l radio de la esfera coincide 
con el del cilindro , el segmento de toro desa­
parece y el recipiente de presiõn obtenido ti! 
ne la forma de un cilindro semiesfera , Fig. lb. 

a) toriesfera cilindro 

• 

b) semiesfera cilindro 
Figura 1. Geometr1a de las Tapas 

Teniendo en cuenta la simet r1a de revo lu­
ciõn , la geometr1a de la tapa estã definida 
cuando se conoce el meridiano y el correspon­
dieryte espesor en cada pu nto, que hemos admiti 
do constante. 

En el caso particular toriesfê rico, Fig. 1 ~ 
los parãmetros que determinan la geometria son: 
radio de la esfera R2 radio del toro R1 , diâm! 
tro de1 c il indro O y espesor H. Para la sem1es 
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fera , Fig . lb , R2 = 0.50. 
El ángulo ~0 • transiciõn entre la esfera y 

el toro, estã relacionado con R1 , R2, y O me­
diante la expresiõn 0 . 50 .. (Rz-Rt}sen !j!

0
+ R, lo 

mismo el rebajamiento ô de la tapa definido por 
la relaciõn 

ô = 
F 

0.50 

R - (R -R )cos $
0 2 2 l 

0 . 50 

Por lo tanto la tapa de un recipiente ci­
lindrico de espesor constante , de forma tories 
ferica esta caracterizado por las tres relaci~ 
nes R1 /H, R2 /H, 0/H. 

En el anãlisis de tensiones de recipientes 
de presiõn I9,10ilas rela cione s anterio r es son 
empleadas para mostrar las distribuciones de 
tensiones obtenidas en cada caso. 

ESFUERZOS RESULTANTES SEGON LA TEORTA DE LOVE 
Teniendo presente que los recipientes de 

presiõn que estamos analizando, tienen sime­
tria de revoluciÕn y llevando en consideraciõn 
solamente como carga externa la presiõn p, el 
equilíbrio de un elemento diferencial, Fig. 2, 
conduce al siguiente sistema de ecuaciones di ­
ferenciales 12,31 , en los esfuerzos Nq, , Ne , M$, 

Me y Q$: 

~(r N$) - r 1 cos ~ ~ e - r Q .. O 
ljJ 

r N<P + r 1 sen <P N6 
d 

+~ (r Q<P) - r rip o 

d 
Mq, ) - r

1
cos <P M6 r r Q = O ~(r -

I ~ 

Con N, M, Q indicamos fuerza directa, m~ 

mento y fuerza cortante por unidad de longit ud 
de la superfície media de la cãscara , rJ radio 
de curvatura del meridiano , r radio del paral! 
lo y con los subindices ljly e las direcciones 
del meridiano y paralelo re spectivamen te. 

El sistema de ecuaciones anteriores puede 
reduc i rse a dos mediante la eliminaciõn de Q~. 
Para ello introducimos en las dos primeras 
ecua cio nes el valor r Q$: 

r Qq, .. 

deducido de la tercera, con lo que se tiene: 

r cos 
I 

+ cos q, M6 = o 

Q~ tdQ~ 

N~ + dN~ 

11 

Figura 2. Fuerzas y Momentos en un Elemento de 
Cãscara 

De ntro de las hipõtesis de love, los es-
fuerzos directos N$, N6 y los momentos M$, Me 
pueden ser relacionados con los desplazamien­
tos de la superfície media v, w, mediante las 
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exoresi ones: 

Ntp D(e:IP+ve: 6 ) 

Mtp .. K(x.p+vx6 ) 

donde: 

o .. E H K "' 
E 

l- v 2 

son 1 as rigideces de 1 a cãscara a esfuerzos di 
rectos y momentos. 

son las deformaciones de la superfície 
en la direcci~n de t y 9(r 1 • r/se~ t) 

media 

son los cambies de curvatura de la superficie 
media. 

Para obtener las correspondientes ecuaci~ 
nes de la parte esférica, del segmento de toro 
y del cilindro, bastarã introducfr en las ex­
presíones anteriores los correspondientes v~ 

leres de r, r 1 y r1 de ~da caso: 

Esfera 

Toro ri " 

Ci lindro 

t = Tr/2 , r 1 + ... 

La 1ntegraci~n del sistema de ecuaciones 
de equilíbrio, con adecuadas condiciones de 
contorno, permitirã determinar los deplazamie~ 
tos v y w y, a partir de ellos, las deforma­

ciones e:t ' e: 6 , las curvaturas Xt• x9 y los es­
fuerzos Nt , N8 , Mt , M6 correspondientes . 

En el caso particular de este trabajo , la 
cãscara axisimêtrica que nos proponemos resol­
ver estâ formada por una composiciõn de trames 
de diferentes geometrias. Por lo tanto ademãs 
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de realizar la integracfõn del sistema de ecu~ 
ciones anteriores para cada tramo esfera,toro, 
cilindro, serã necesario ademãs compatibilizar 
los desplazamientos en los puntos de uniõn de 
geometrias diferentes . 

Lo anterior , bastante conocido en la lite­

ratura para casos simples [2,3], puede resul­
tar un trabajo tedioso no siempre con soluciõn 
analitica conoc i da . 

Otra ma nera de resolver el pr oblema es re­
currir a formulaciones variacionales (J] y sus 
corespondientes métodos directos. 

FORMULACION VARIACJONAL 
Como ya es clãsico en e l cãlculo variacio­

nal, el problema de integrar las ecuaciones de 
equilíbrio es equivalente ai problema variaci~ 
nal conocido em Mecânica como Principio de Mi­
níma Energ1a Potencial. 

Dicho problema consiste en determinar los 
desplazamientos v* y w*, pe r tenecientes a un 
campo cinematicamente admisibles, que minimi­
cen el Funcional Energ1a: 

donde los esfuerzos N y M estãn relacionados 
con las deformaciones E y x a través de las 
ecuaciones constitutivas presentadas en la sec 
ciõn anterior. 

De la condiciõn de minimo se sigue que la 
primera variaciÕn de n se anula o sea : 

Para mostrar la equivalencia entre ambos 
problemas y es tablecer lo que se entiende por 
desplazamiento cinematicamente admisible, se 
procederã a establecer cuales son las ecuacio­
nes de Euler y las condiciones de contorno 
(principales y naturales) asoci~das ai proble­
ma variacíona l. 

Para ello, introducimos en ; las relacio ­
nes cinemãticas E y x , presentadas en la sec­
ciõn anterior, e integramos por parte las ve-
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ces necesarias la expresiõn variacional n = O, 
con lo que se obtiene: 

- dw 1 'Pz 1 d I <1>2 - r r 1p}w dq,+rM<P ~ - - ~(rM )w + 
1 <Pt r1 "' 4> $ 1 

o 

Como la expresiõn anterior debe ser nula 
para cualquier v, w, se deducen las siguientes 
ecuaciones de Euler y condiciones de contorno 
asociadas al problema variacional planteadn: 

- Ecuaciones de Euler 

Como podemos apreciar, las ecuaciones de 
Euler corresponden a las ecuaciones de equilí­
brio de la cãscara . 

- Condiciones de contorno 
Principales 

v = v en q, 1 , <t> 2 

w w en $1, <t>z 

Naturales 
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v dw v dw 
(y:-;- - ~)={y:-;- - ~) en <P1 ,<1>2 

la última de las condiciones de contorno 
pone en evidencia un aspecto importante .En efe~ 
to , en la uniõn del casquete esférico con el 
cilindro, o en la uniõn del casquete toriesfe­
rico con el cilindro, o en la uniÕn de la esfe 
ra con el toro , existe una discontinuidad en 
r 1 ; no obstante esta discontinuidad la condi­
ciõn de contorno tambien nos dice que el campo 
v/r 1 -dw/r 1dq, debe ser continuo indepenaientemente 
de las posibles di s continuidades de la cãscara 
Desde el punto de vista tisico, lo anterior est~ 
blece que el ãngulo entre las normales a la gen~ 
ratri z a ambos 1 a dos de 1 a di sconti nu i dad es el 
mismo antes y despues de la deformaciõn. 

De esta manera estamos en condiciones de es 
tablecer lo que entende~os por "desplazamientos 

cinemãt1camente •dmisibles". 

Diremos que v y w son "desplazamientos cine­
maticamente admisibles" si son suficientemente 
regulares excepto en un número finito de puntos 
donde v/r 1 -dw/r 1 dq, es continuo como lo es en 

todo otro punto de la cãscar~. A su vez v, w y 

v/rl-dw/rtd<l> deben satisfacer l as condiciones 
de contorno principales . 

ELEMENTO FINITO EMPLEADO 
Si introducimos en el funcional de Energia 

n las ecuaciones constitutivas y cinemáticas de 
la teoria de cãscaras delgadas presentadas an­
teriormente, dicha expresiõn variacional resul 
ta en un funcional de dos campos v y w: 

J
<Pt dv dw d 2 w 

TI = f(v, 0$' W, ~' CfV) d$ 
<Po 

. . . . d d v dw con cond1c1ones de cont1nu1 a en v,w y ----
rt r1d<P 

Tomando la relaciõn diferencial v dw 

como una nueva variable B en el funcional ante 
rio~. el problema de minimizar n es equivalen­
te a determinar el minimo del funcional n* de 
tres campos independientes v, w y S: 

--Jq,, d dS n* f*(v, ~· w, 8, ~)d.p 
4>o 
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con la condiciõn subsidiaria: 

a - v dw - rt-~ 

y condiciones de contorno en v, w y B: 

Principales Naturales 
-v = v o N<P o en <P o ' <Pl 

w = w o Q<P o en <Po. 4>1 

a 8 o M<P o en <Po, 4>1 

Basãndose en el desenvolvimiento anterior fue 
desarrollado por los autores (7,8] un elemento 
finito curvo . Basicamente las aproximacionesi~ 
troducidas con este elemento corresponden a: 

1) Ap~ox~mac~ón d~ ta Supe~6~c~e 

La curva que define el meridiano de la cas 
cara es aproximada en cada elemento a travésde 
(Figura 3): 

3 
r :. r q,. ri 

i = 1 
1 

3 
z=rq,.z; 

i= 1 1 

·-------·------~ f.:-1 f.=O &=I 

~L 
e,-------

Figura 3. Elemento finito curvo 

donde (ri, z1 ) son las coordenadas del nudo 
i -êsimo del elemento y donde: 

1 
<Pz ="i E;(E;+l) 

2) A~o:Wrra.c..<.ón dei. Ca.mpo de Vupla.:z.am-i.(>M.o 

En cada elemento el campo de desplazamien­
to es aproximado de la siguiente forma: 
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3 1 i r 
i=l 

- S'" ljloi ,r.,w + 

donde: 

1/J o 1 

1/Joz 

IJ!ol 

ljlll 

.lfi 1 2 

1jJ I 3 

lJ! = .r. 

r.,z(l - r.,z) ( 1 + i t;) 

ez(l+E;t) 3 (1- l E;) 

(J - t;Z)Z 

i t;Z(J-t;)Z(l+f;) 

- i f;Z(J+()Z(l-f;) 

F.,(l-t;2)2 

~ 

1 d 3 . - -:-r-=- Í {IJ! .wl + 
S uf; i= l Ol 

a su vez s• 1 y r1 representan los valores de 
s' y r 1 en el nudo i - êsimo del elemento, ava­
luados haciendo uso de la aproximaciõn geomé­
trica establecida en 1), es decir: 

s' 
r"z'-r'z" 

y donde r' = dr/dE; 

Las cantidades v1 , wi representan los des­
plazamientos v y w en el nudo i-êsimo del el~ 
mento, y si es la rotaciõn del nudo i-êsimo. 

Con las aproximaciones propuestas puede ob 

servarse [6]: 

1 . Los coeficientes que aparecen en el inte-
grando de la formulaciõn variacional son 
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aproximados uniformemente dentro de cada el elemento propuesto practicamente coinciden 
elemento. 

2. los campos va y wa referidos al sistemagl~ 
bal son contí nuos independientemente de to 
da no regularidad de la superfície media 
de la cãscara. 

3. El campo Ba es continuo y satisface la con 
diciõn subsidiaria: 

EJEMPLOS NUM(RICOS 
Mediante la aplicaciõn del Método de Ele­

mentos Finitos y utilizando el elemento curvo 
presentado se analizaron cuatro ejemplos. 

El primero de ellos con la finalidad de 
comparar los resultados obtenidos empleando el 
elemento propuesto, con los que arribaron 
Stoddart y Owen en forma experimental [4, 11] y 

con los resultados experimentales de Stoddart 
y difieren poco de los que arribaron Marcai 
Pilgrim. 

Neli 

y 

Marcal y Pilgrim aplicando el Mêtodo de Elemen Figura 4. Oivisiõn de la Ciscara en Elementos 
tos Finitos (4, 12 ]. Finitos 

El recipiente ensayado por Stodda rt, a una 
presi5n interna de p • 100 psi, fuê cQnstruido 
de acero comün con mõdulo de elasticidad de 
E = 30.354 x IO'psi, coeficiente de Poisson 
v = 0.31 y tapas de forma toriesfêricas con 
las siguientes caracterTsticas geométricas. 
R1 = 2in. , Rl ~ 24in. , O • 24in. y H= 0 . 25in . 

Dentro de las hipõteses de la teoria de 
love las tensiones resul'Íantes o y oe varian 

~ $ 
linealmente en la dfre~cion del espesor de la 
cãscara. Sus valores extremos coinciden con 
las fibras exteriores e interiores de la lãmi 
na Y estãn dadas por la expresiõn: 

(] = 

En este trabajo, cada cãscara fuê subdivi­
dida en elementos finitos de igual tamano,sie~ 

do que el numero de elementos en la esfera, t~ 

ro y cilindro corresponden respectivamente a 

Nesf = 24 elem., Ntoro • 10 elem.,Ncil ~ l5 el~ 
como indica la Figura 4. 

Los resultados obtenidos para las tensio ­
nes meridionales o y ci rcunferenciales cr son 

~ e 
presentados conjuntamente con los de Stoddart 
y Marcal en las Figuras 5 y 6 . 

En la zona toroidal , que es donde las ten-
siones son mãximas los valores obtenidos con 

Posteriormente se analiza ron ademãs tres 
ejemplos de tapas, todos ellos de material e­
lâstico con las s1gu1entes constantes E~30x10'psi, 
~ ~ 0.30, espesor H = .24in. y rebajamiento d 
varíable en cada caso. 

los dos primeros de forma toriesferica con 
las siguientes caracterlsticas geométricas 

Ejemplo 0/H R1 /H Rz/H 4>0 ô 

2 100 2/.24 22/.24 30Q .Jgo 
3 100 25 75 30Q .634 

y el último ejemplo de forma semiesfêrica con 
radio Rl igual al dei c i 1 indro o sea R2=0 . 5D(ô=l). 

la divisiõn de elementos finitos empleada 
fue la misma para los casos toriesfêricos y la 
siguiente para la semiesfera Nesf.= 24 elem Y 

Ncilin. = 24 elem. 

Los resultados obtenidos para las tensio­
nes meridionales o y circunferenciales o

6 
ta~ 

to interiores como~exteriores , para los tres 
casos analizados en que el rebajamiento ô va­
ria desde 6~.39 a ôcl son graficados en las Fi 
guras 7, 8 , 9 y 10. Para adimensionar los valo 
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res presentados en dichos grâficos o ~/cr0 , cr9/o
0 

se empleõ la tensiõn circunferencial en la pa! 
te cilindrica cr = pD/2H. 

o 
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Figura 6 . Tensiones circunferenciales 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se muestra como es pos~ 

ble mediante la implementaciõn del elemento 
propuesto en un programa de elementos finitos, 
determinar la distribuciõn de tens1ones en un 
recipiente axisimetrico sometido a presiõn 
interna. 

• .. 
• • . . . . 
• • • • • • • • • • • • . /~ 

• I ~ 

• • : / 4 ___ / . 
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Las tensiones obtenidas, que muestran buen 
grado de aproximaciõn con resultados experime~ 
tales de otros autores, var1an en forma sensi­
ble con el rebajamiento de la tapa . 
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En el caso de tapa semiesfêrica las tensi~ 
nes meridionales y circunferenciales, tanto e~ 
ternas como internas, son de tracciõn. Sin em 
bargo en el caso de tapas toriesfêricas a med.:!. 
da que disminuye el rebajamiento se invierte el 
signo de las tensiones en la zona del t'oro,ap~ 

reciendo tensiones circunferenciales de compr~ 
siõn. 

Tal fenómeno alerta sobre problemas adicio 
nales a ser tenidos en cuenta en el proyectode 
recipientes de presiõn . 

En el caso de recipientes delgados ( rela­
ciones H/D pequenas) se hace necesario anali­
zar la inestabilidad elãstica de la zona toroi 
da l . 

Si los recipientes no son delgados (rela­
ciones H/D moderadas), la inversiõn de signos 
de las tensiones principales mãx t mas en la zo­
na del toro hace que alli sea necesario anali­
zar el inicio de , la plastificaciõn . 

En el caso de espesura intermedia a los 
dos casos anteriores, efectos de inestabilidad 
plãstica deben ser !levados en cuenta en la 
parte toroidal de la tapa. 
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ANALISIS DE TENSIONES Y DEFORMACIONES 
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Y NO EST ACIONARIO 
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RESUMEN 
Se po\uenta e.n ute. tJLa.ba.jo el p11.oblema. de c.JLeep u.tacl.ona.Jt..i.o rJ no 
e4tac.i.ona~o con AUA colt.Jt.eApond.i.ente.A 6o~tmulac.i.onu vaA.i.a.c.i.ona.lu. 
Palt.a el plt.oblema de c11.eep eAtac.i.ona.A.i.o Ae eA.tabl.ecen Jt.U~Aicc.i.onu 

dêb.i.le4 capace4 de a~egullttll la un.i.c.i.dad de ta Aoluc.i.ón. PoA.tell.i.oJt. 
men.te, pll.opóne4e un atgoJt..U:mo rtumê)l.i.co capaz de peAm.i.tiJt. ta. obten­
c.i.Õn de 4oluc.i.one4 a.po\ox.i.madaA pa11.a. amboA plt.obtema.4. F.i.na.Lmen.te 4e 
plleAentan do4 apt.i.ca.c.i.one6 numê~t.i.ca.A moA.tAando ta. e.6.i.c.i.enc.i.a. de.t me 
todo p11.oouu.to. 

INTR ODUC ClON 
Uno de los problemas que frecuentemente se 

presenta en la aplicaciôn estructural de mate­
r i ales que experimentan deformaciones de tipo 
viscoso, es el anãl t si/ de tensiones y deform~ 
ciones correspondient-es a cargas y temperab.Jras 
dependientes o no del tiempo, que actüan duran 
te prolongados intervalos de tiempo. 

El proceso de deformaciôn lenta baja carga 
es conocido con el nombre de deformaciôn de creep 
o fluen cia. Generalmente se admite que la teo­
ria fen omenológica de c reep comenzo a princi­
pias de este siglo con el trabajo pionero dei 
fisico da Costa Andrade Ll ]. Fue êl quien in­
trodujo la terminologia empleada hasta el pre­
sente y el primero en postular una ley consti­
tutiva de deformaciones dependientes del tiem­
po. 

Lo anterior contribuyô a que , en la Mecãni 
ca de los Sólidos, el fenômeno de creephaya sj_ 
do tratado extens i vament e por numerosos inves ­
tigadores [2 ,3] , dando lugar al surgimiento de 
diferentes ecuaciones co nstitutivas, formula -
ciones varíacionales , y métodos numéricos que 

permiten obtener soluciones de problemas donde 
el ' fenõmeno de creep debe ser !levado en cuen­
ta. 

El problema del diseno de componentes mec! 
nicos, de geometria generalmente compleja, se­
metidos a elevadas temperaturas, condiciones e 
historia de cargas numerosas veces avaluadas co ll 
un cierto margen de imprecisiõn, etc., sumado 
al problema de la falta de conocimiento o da­
tos sobre el comportamfento de los materiales 
inelãsticos, es rea lmente un problema sumamen­
te complejo. Afortunadamente no todo problema 
de diseno precisa llevar en cuenta todos los 
efectos, surgiendo as1 reglas empiricas quedan 
lugar, en general, a cálculos conservativos. 
Por otra parte, toda vez que se desee pr oyec­
tar de manera de llevar en cuenta efectos tér­
micos, tiempo, acumulaciõn de deformaciones, etc., 
resulta forzoso considerar comportamientos in! 
l~sticos capaces de atender a ta1es acciones. 

Mucho dei impetu en esta direcciõn se debe 
a la necesidad de analizar estructuras cada vez 
mãs sofisticadas, tales como las empleadas en 
rea c tores nucleares, turbinas, intercambiado -
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res de calor, refinerfas de petroleo, etc. En 
estas es tructuras 1 os componentes en general de 
ben ser proyectados para largos periodos de uti 
lizaciõn, del orden de 20 a 30 anos,durante los 
cuales estarãn sometidos a severas condiciones 
de temperatura , cargas, radiaciõn, etc. 

El surgimiento del computador conjuntamen­
te con algoritmos numêricos , como el proporei~ 

nado por el Mêtodo de Elementos Finitos, perm1 
ten en la actualidad desenvolver programas de 
cãlculo automático capaces de atender anãlisis 
estructurales por complejos que ellos sean. Cuê~ 
tase asi con herramientas de cãlculo poderosi­
simas pero, en contrapartida, dispõnese de pe­
ca informaciõn en lo que se refiere al compor­
tamiento inelástico de los materiales. Esta si 
tuaciõn es bastante diferente de la existente 
dêcadas atrãs donde, ademãs del desconocimíen­
to sobre el comportamiento inelástico delas m! 
teriales , no se disponia de adecuadas têcnicas 
de cãlculo. Esta fue una de las razones por las 
cuales los cõdigos introdujeron criterios y fÔ,!: 
mulas de cãlculo simplificados que actualmente 
tienden a ser modificados para dar lugar a cri 
terios y fÕrmulas de cálculo "rigurosas" para 
atender el anãlisis inelástico. 

En el anãlis1s de creep, son necesarias ecua 
ciones constitutivas dependientes o no del ti~ 
po [1-7], siendo que el creep primario debe in 
cluirse toda vez que represente una parcela im 

( 

portante de la deformaciõn total por creep. 
Actualmente las ecuúiones constitutivas pa­

ra creep mas utilizadas son del tipo ecuaciones 
de estado donde el tensor velocidad de deform! 
ciõn de creep depende del estado de tensiones, 
deformaciõn , temperatura y tiempo [5]. Existen 
ecuaciones del tipo integral que permiten in­
cluir 1~ influencia de la historia del proceso 
en la respuesta del mater1al. Sin embargo, dê­
bese notar que no existe informaciõn experime~ 
tal suficiente para definirlas. 

Las ecuaciones para creep, dentro del tipo 
ecuaciones de estado, requieren elementos sim~ 
lares a los que permiten definir las ecuacio­
nes elasto-plãstlcas. Asi, se tiene: 

1. Una ecuaciôn de creep uniaxial .describien­
do el comportamiento uni-axial a tensiõn y 

temperatura constante. 
2. Una ecuaciõn de creep permitiendo general.! 
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zar el col!lportamiento anterior a estados mií..!_ 
tiples de tensiôn. 

3. Una ley de endurecimiento para pennitir apl_! 
car la ley anterior al caso de variacio­
nes en el estado de tensiones y temperat~ 

ra. 
Diferentes expresiones para el item 1 han 

sido propuestas (vêase [5]) , lo mismo para el 
item 2 (vêase [7] ) . Aqui debe resaltarse que 
las hipõtesis para establecer la generaliza­
ción del comportamiento uniaxial son entera­
mente idênticas a las de plasticidad (las de­
formaciones ocurren a volumen constante,la pr! 
siõn hidrostática no modifica las deformacio­
nes inelãsticas , etc.). 

Para la soluciõn de problemas de creep, dis 
tintos algoritmos numéricos basados en el Mé­
todo de Elementos Finitos han sido propuestos 
[4-8] siendo el pionero en esta ãrea el trab!_ 
jo de Greenbaum y Rubinstein [8] realizado en 
1968. Todos ellos se reducen a considerar un 
anãlisis elástico incremental con deformaciõn 
inicial dada por el incremento de deformaciõn 
de creep. Este incremento es calculado a par­
tir del estado inicial en cada paso. 

Resumiendo podemos decir, que todo proyec 
to esJructural dentro del rango inelástico r! 
quiere para un anãlisis riguroso de: 

i)lnformaciôn experimental del comportamie~ 

to plãstico y de creep; 
ii)Definiciõn de las ecuaciones constituti­

vas elasto-plãsticas y de creep ya menci~ 

nadas; 
iii )Un programa oe cãlculo automãtico capaz de 

permitir un anãlisls que lleva en cuenta 
efectos elãsticos, plásticos y viscosos. 
En este trabajo presentamos, dentro de la 

teoria de deformaciones infinitesimales.el pr!?_ 
blema de valor de contorno en creep estacion! 
rio y su correspondiente formulaciõn variaci~ 
nal equivalente. Debido a la no linealidad a 
nível de la ecuaciõn constitutiva del material, 
el problema anterior presenta el inconvenien­
te de ser no lineal y ademãs requerir que el 
campo de velocidades sea isõcoro de manera de 

satisfacer la condiciõn de incompresibilidad. 
Posteriormente analizamos un segundo pro­

cedimiento para determinar la soluciõn del pr!?_ 
blema de creep estacionaria que tiene la ven-
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taja, con respecto al anterior, de que ella es 
obtenida mediante la resoluciõn de una serie de 
problemas lineales dependientes de un parâme­
tro t, denominado ficticiamente de tiempo, en 
los cuales no precisa ser satisfecha la condi­
ciõn de isocoridad. 

Tal procedimiento lo denominamos de elasto 
creep y mostramos como su soluciõn estaciona­
ria coincide con la soluciõn de creep secunda­
rio. La formulaciõn variacional correspondien­
te asi como el algoritmo numérico basado en la 
técnica de Elementos Finitos para la aproxima­
ciõn espacial y el Método de Euler para la in­
tegraciõn en el tiempo son tambien analizados. 

En la segunda parte de este trabajo prese~ 
tamos el problema de valor de contorno en creep 
no estacionaria, analizamos su formulaciõn va­
riacional equivalente y mostramos un algoritmo 
numérico similar al de elasto-creep. 

Finalmente, con el objetivo de mostrar la...­
eficiencia de los algoritmos propuestos prese~ 
tamos algunas aplicaciones numéricas. 

PROBLEMA DE CREEP ESTACIONARIO 
Consideremos un cuerpo que ocupa la regiôn 

n de contorno r del espacio euclidiano tridi -
mensional, constituido de un material que exp~ 
rimenta deformaciones de cteep estacionario[3,8], 

~ 

sometido a la acciõn de un sistema de fuerzas 
(b,ã) y a una velocidad ~rescripta v en parte 
del contorno r . 

El problema de creep estacionaria consiste 
en determinar los campos T=T(x), tensor de ten 
siones, D=D(x), tensor velocidad de deforma -
ciõn, y v=v( x), velocidad, tales que satisfa­
gan la s siguientes ecuaciones: 

d i v T + b = o 

o 1 T 2('iJV+'ij'V ) = ('iJ v)s en Q 

T " S+pl =g(D)D+pi, trD =div v =O 

con las condiciones de contorno 

Tn " a 

v v 

donde : 
b b(x) 

ã ã(x) 

g g(O) 
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es la densidad de fuerzas por unidad 
de volumen 
es la densidad de fuerzas por unidad 
de superficie prescripta en el con­
torno r 1 . 
funciõn escalar de variable tensorial 
que satisface las siguientes propie­
dades: 

continua 
si g=Cte., la constante es estric­
tamente positiva o bien, g=g(D) es 
positiva definida es decir g =g(D)~ 

~o e=O si y sõlo si o:o. 
dadós D1 y D2 arbitrarias resulta 
(g 2 -g 1 )(D 2 .D '2 -D 1 .D 1 ) ~0 con 9; =g(Di) 

p = p(x) presiõn hidrostática (p=l/3 tr T) 
I tensor identidad 

17 (.), div(.), tr(.) operadores gradiente, 
vergencia y trazo (tr T=I.T). 

di-

s parte desviadora del tensor de ten­
siones T 

Como podemos apreciar el problema de valor 
de contorno es no lineal, debido a la no linea 
lidad en la ecuaciõn constitutiva, y estã def~ 
nid~ para todo campo de velocidades que satis­
faga la restricciõn div v=O. 

FORMULACION VARlACIONAL DEL PROBLEMA DE CREEP 
ESTACIONAR lO 

El problema de valor de contorno anterior-
mente descripto puede ser colocado dentro de 
una formulaciõn variacional equivalente. 

Para ello, definamos previamente el conju~ 
to de velocidades cinematicamente admisibles que 
designaremos con Kinv: 

Kinv {v;v=v(x), regular, div v =O 

para Vx6 n , vi r =vl 
v 

El problema variacional equivalente consis 
te en: "determinar v•v(x)€ Kinv tal que: 

J T.(D*-D)dn=J b.(v*-v )do+J ã , (v*-v)d r 
n n r 1 

para todo v*€ Kin " . Donde T=g(O)D+pl, D=(llv) 5
, v 

D*=( 'i7v*) 5
• 
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Introduciendo la ecuaciõn constitutiva en 
la expresiõn anterior y teniendo en cuenta que 
tr(0*-0)=0, el prob lema variacional puede ser 
reescrito de la siguiente forma: "determinar 
v=v(x)S Kinv tal que: 

Jng(O)O.(D*-D)dn = Jnb.(v*-v)dn + 

+J ã.(v*-v}dr 
r r 

para todo v*G Kinv"· 
El problema variacional asi planteado per­

mite determinar el campo v , con iste y la ecu! 
ciõn cinemãtica determinase O y a través de la 
ecuaciõn constitutiva sõlo podrã determinarse 
la parte desviadora de tensiones S. Para obte­
ner la presiõn hidrostãtica p serã necesario, 
una vez conocido S, resolver el siguiente pro­
blema: 

'Vp b-div S en n 

p (ã-Sn).n 

UNICIDAD DE LA SOLUCIDN 
En esta secciõn serã mostrado que el pro­

blema de creep estacionaria anteriormente des­
cripto admite una soluciõp única. 

Para ello considere~os el siguiente lema: 
Lema: Sean v

1
, v2€ Kin arbitrarias, recordan-

sv 
do que o1 ={Vv i) , g=Cte>O o bien g=g(D; )~O 
e=O si y sõlo si Di : o y que (g2-g 1 )(02 .02 -
0 1 .0 1 )~0, resulta: 

e = O si y sõlo si v 1 - v2 

Oemostraciõn: 

1 (g202-gl0t).(D2-01)= !(g2-gi)(D2.02-

1 
-Ot.Ol)+ !(g2+gl)(02-0t) .(D 2-01) 

Como puede apreciarse el primer término del 
último miembro es positivo o nulo por la pro­
piedad de la funciõn g, el segundo es positivo 
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definido por propiedad del producto escalar y 
por la propiedad de g. Por tanto se concluye 
que: 

e = O si. y sõlo si 0 1 - 02 . 

Ahora bien, si 01 :02 resulta D1 -0 2 =0y por 
ser v1 , v2€ Kinv se tiene v 1 -v 2 =0 en rv• lue­
go: 

o en íl 

en rv 

La soluciõn del problema anterior resulta 
v1 -v 2 =0 por lo que v1 =v 2 con lo que queda de­
mostrado el Lema. 

Planteado este Lema, la demostraciõn de 

que el problema de creep estacionaria, admite 
soluciõn única es inmediata. Para demostrar es 
to supongamos lo contrario es decir, supõnga­
se v 1 #v 2 soluciones del problema. Dado que C! 
da soluciõn satisface el problema variacional, 
tendremos: 

JQg 1 0 1 .(0*-0 1 )dQ = Jílb.(v*-v 1 )díl+ 

+J ã.(v*-v 1 )dr 
r r 

Jng 2 02 .(0*-D 2 )dn = Jnb.(v*-v 2 )díl+ 

+J a.(v*-v2)dr 
r r 

Dado que v*6 Kinv es arbitraria, consideremos 
v*=v 2 y v*=v

1 
en la primera y segunda de las 

expresiones anteriores. Sumando mielnbro a mi~ 
bro las ecuaciones resultantes se tiene que: 

Ahora bien, por el Lema presentado anterior­
mente, el integrando resulta estrictamente p~ 
sitivo llegãndose asi a una contradicciõn que 
provino de suponer v 1 #v 2 • Se tiene asi demos­
trado que si existe soluciõn el campo de vel ~ 
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cidades v es único. Lo anterior asegura la uni 
cídad de D y del tensor desviador de tensíones 
S. Para garantizar la unicidad del tensor de 
tensiones T resta probar la unicidad de la pr! 
sión hidrostática p. 

Para ello supongamos dos soluciones dife · 
rentes p1 #p 2 • Introduciendo estos valores en: 

llp b-div S en n 

p (a-Sn).n 

y efectuando la diferencia se tiene: 

en n 

cuya solución es p 1 -p 2 :0, resultando asila uni 
cidad de p y por consiguiente la del tensor T. 

PROBLEMA DE ELASTO-CREEP 
En esta sección y en la siguiente! presen­

tamos un segundo procedimiento, llamado de "elas­
to-creep", que permite, tambiin , resolver el 
problema de creep estacionaria ya descripto. 

Como anteriormente, consideremos un cuerpo 
ocupando la región n de contorno r,sometido al 
sistema de fuerzas (b,a) y a la misma veloci -
dad prescripta v en rv' ~onstituido ahora por 
un material que experi~enta deformaciones de 
"elasto-creep". 

El problema de valor de contorno con condi 
ción inicial de elasto-creep, consiste en de­
terminar los campos O=ü(x,t), É=É(x , t), Éc=Ec(x,t) 
y T=T(x,t) tales que satisfagan las ecuaciones: 

di v T = O 

) É = ('ilü)s en n x [O'"') . . . c 
T = D( E-E ) 
[C = f(S)S 

Con las condiciones de contorno: 

Tn o e n r T x [O , oo) 

ü 

y condiciones iniciales: 

c u{x,O)=u
0

, E(x,O)=E
0

, E (x,O)=O, 

T{x,O}=T
0 
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donde u
0

, E
0

, T
0 

son soluciones del siguiente 
problema de valor de contorno, conocido como 
problema elãstico: 

div T + b = o 

} 
o 

Eo (<;!uo}s en n 
T 10 E

0 o 

T
0

n a en rT 

uo o en r v 

En las expresiones anteriores t 6 [0,"'),10 

es el tensor de elasticidad isotrõpica, ID=2J..tll + 

Ã(l 9 r} ,n y I tensores unitanos de cuarta 
y segunda orden, . >- y J.l constantes de Lami, Êc= 
=f( S) S es 1 a inversa de 1 a 1 ey constitutiva de 
creep secundaria S = g(É)É. 

SOLUCION ESTACIONARIA DEL PROBLEMA DE ELASTO­
CREEP 

Supongamos que la soluciõn T(x,t), E(x,t) 
y O~x,t) del problema de elasto-creep conver­

ge para t~"' a una solución estacionaria T(x), 
t(x), õ(x). Existiendo este limite no resulta 
dificil mostrar que el mismo es la propia so­
luciõn del problema de creep estacionaria de~ 
cripto en la primera parte de este trabajo.En 
efecto, si: 

-
lim T{x,t) T 
t ... .., 

resulta: 

-
f(S)S S parte desviadora de T 

lim t =O 
t->-«> 

De la relación constitutiva t = ID(É-Éc), 
de la positividad de ID y de 1 im f=O resulta: 

t ... "' 

lim(E-Éc) =O 
t+<x> 

de donde: 



24 

lim E = lim Ec • f {S)S 
.,. 
E 

t+co t~co 

De las consideraciones anteriores se sigue que 
la soluciõn estacionaria T, ~ . ã del problema 
de elasto-creep satisface las siguientes ecua-
ciones: 

di v r + b o 

} " " t . ('VÕ)s 

E f( s) s o su inversa 5-g(t) t 

con las condiciones de conto rno 

Tn ã 

que no son otra cosa que la s ecuaciones de creep 
estacionaria. 

Por último de bemos obse r var que , como S es 
el tensor de tensiones desviador, la condi ciõn 
de isocoridad {di v E=O) es t ã implicitamente s a 
tis fe cha en la expresión t = f(S)S. 

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE ELASTO 
CREEP 

Para arribar a la formula ciõ n variacional 
equivalente al problema de elasto-creep D),con 
sideremos los conjuntos: 

.. 
Kinu = { u; regular en n, u=O en r v} . 
Kin. = { ú; regular u en n, Q ... y en r v} 

Definido estos conjuntos el problema varia 
cional consiste en determinar ü 6 Kin

0 
tal que: 

para todo ü*6 Ki n0 y todo t GjO,co) con la con­
diciõn inicial E~=O, u

0
6 Kinu satisfa c iendo: 

J
0
r

0
.(E *-E

0
)dO = J

0
b.(u *-u

0
)dO+ 

•J ã. ( u*-u )dr r o 
T 

para todo u*6 Kinu• y en don de: 

T = D(E -Éc) , Ec o f(S)S 
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Introduciendo las relaciones constitutivas 
en las expresiones i ntegrales, el problema an­
terior puede ser r ees cri t o de la siguiente for 
ma: 

"De termi nar ú 6 Kfn 0 tal que: 

se verifique para todo 0*6 Kin 0 y todo t6jO,~) 
co n la condición inicial E~ ... o y u

0
6 Kinu satis 

faciendo: 

J IDE .(E*-E )dn" f b.(u*-u )dO+ 
0 o o n o 

•J ã .(u*-u 0 )dr 
rT 

ALGORITMO NUMERICO EN ELA STO -CREEP 
El problema variacional presentado en la 

secciõn an te rior estâ definido en Kinú y Kinu 
de dimensiõn infinita. Para la obtenc ión de so 
luci~nes aproximadas es necesario redefinir el 
prob l ema variacional en espacios Kin~ Kin~ de 
dimensiõn fini ta . 

Uma manera ·de l og rar lo anterior co ns iste 
en supone r que los ca mpo s incógnitas pueden e~ 
presarse como productos de fun c iones en la va­
r i able x por funciones en la variable t. En 
ot ra s palabra s los campos O y u pueden aproxi­
marse de la siguiente manera: 

dond e se ha adoptado la co nv enció n de indi cas 
repetidos para i ndi ca r s umatoria y: 

4~(x) , Q= l ,2, ... ,N son vectores de apro xima -
ciõn tales que 4 (x)=O pa ­

Q 

ra todo a=l , 2 •... ,N y todo 

x 6 r v 
campos escalares cuyos va­
lo r es serãn determinados a 
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traves del problema varia­
clonai propuesto. 

Ahora bien , las funciones de aproximaciõn 
üa y ua pueden construirse en forma sistemãti­
ca a través del Método de Elementos Finitos [9]. 
Como es conocido , dicho método consiste en pa~ 

ticionar en subregiones llamadas elementos y 

aproximar, independientemente en cada uno de 
ellos, las funciones candidatas Oa y ua. En es 
te caso las escalares v y u tienen sentido f1 

(l (l -

sico pues son las componentes de los campos üa 
y ua en los nudos puestos en evidencia cuando 
la particiõn de o. Por otro lado los campos de 
aproximaciõn ~ son obtenidos a traves de la 

a 
composiciõn de los respectivos campos de apro-
ximaciõn a nível de cada elemento. 

Con las aproximaciones propuestas el pro -
blema variaciona l en elasto - c reep queda ahora 
definido por: 

"Determinar üa€ Kin~ tal que: 
u 

J
0 

Dt 6 .(Ê*a-Ea)do = J~f(S)S.(Ê*a-Ê 6 )do 

se verifique para todo ll*a6 Kin~ y todo t€10,"") 
co n la condiciõn inicial E~·O y u~6 Kin~ satis 
faciendo: 

J DEa.(E*a-Ea)dQ = J b.(u*a-u6 )d0+ 
0 o o 0 o 

+J a.(u*a-ua)~Q 
r T ~ 

para todo ua€ Kin~·. y donde: 

De la aproximaciÕn adoptada el problema a~ 
terior conduce al siguiente sistema de ecuaci~ 
nes diferenciales ordinarias en la variable t: 

a,B=l,2, ... ,N; 

para t 6 [o .... ) 

con la condiciõn inicial: 

K u = f 1 

Ba a 8 
a , 8= 1,2, ... ,N 

donde: 

( 1 ) 

( z) 

J 0m(v~a)s.(v~6 ) 5d n 

Jnm(Êca).(V4>e)sdn = 

J0D(f(S)S).(v~ 6 )sdn 

J b.~ 6 dn + J ã.~6dr n rT 

J 0D(Vv)s. (V~8 )S d0 
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( 3) 

( 4) 

( 5) 

( 6) 

Tal como puede observarse de (1)-(6) el Pr'2 
blema en elasto-creep es lineal en las var1a­
bles t, E, ü resultando ademãs equivalente al 
problema de elasticidad infinitesimal con de­
formaciõn inici~l donde Ec, dada por la ley 
constitutiva Ec=f(S)S, corresponde a la defor 
macíón inicial. 

La i ntegraciõn numérica del sistema (1)­
(6) puede realizarse por alguno de los méto­
dos clãsicos ya e~istentes tales como el Met~ 
do de Euler , Runge-Kutta, etc. A efectos de 

simplificar la presentaciõn en estetrabajo pr~ 
sentamos solamente el Método de Euler. Para 
e 11 o , s i e n u n i n s ta n te t s o n c o no c i dos 1 os cam 
pos ua, Ea, Eca y Ta, mediante el sistema an -­
terior se determinan Êca. v6

, ta, Ta. Conoci­
das las tasas respecto a l tiempo la respuesta 
para el nuevo instante, segun el Metodo de Eu 
ler, se realiza a traves de la secuencia de 
cãlculo siguiente: 

Para t
0

=0, el sistema (2) permite deter­
minar u~ y con este: 

a a a 1 a ii . Conocido T
0 

se determina S
0 

= T
0

- jtrT
0

I 
y con este valor es posible determinar; 

6=1,2, .•. , N 

iii. Con el vector hc, los vectores f 1 y f 2 

definidos por las expresiones ( 5) y (6) 
es posible resolver el sistema (1). La 
soluciõn de este sistema permite conocer 
v a y c o n e 1 : 

Êa = (Vva)s 
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i v Con estas elementos ya es posible conocer 
el estado de tensiones en que se encuen­
tra el sólido en el instante t

1
=ót: 

Conocido este nuevo estado se procede a r! 
petir los pasos (ii)-(iv) hasta que la soluciõn 
estacionaria sea alcanzada. Desde el punto de 
vista computacional , lo anterior equivale a apli­
car el procedimien to numérico hasta que la so­
luciõn estacionaria sea alcanzada. Desde el pu_!! 
to de vista compu tacional, lo anterior equiva­
le a aplicar el procedimiento numericohasta que 
la norma de la diferencia del vector hc en un 
instante tn+l y el instante anter i or tn sea su 
ficientemente pequena. Es decir hasta que: 

<e: 

donde e:>O es suficientemente pequeno. 
El paso de integraciõn t es escogido de 

manera de satisfacer los siguientes criterios 
[10]: 

= m i n T IJl.il.l_ 
x€n. II Éc ll 

donde t ;;; O. 1 y 11 EU = (E. E) l /Z. 

APLICACTON NUMERICA EN CREEP ESTACIONAR IO 
A efectos de mostrar la eficiencia del al­

goritmo propuesto analizamos el problema de una 
esfera hueca, sometida a una presiõn interna con1_ 
tante y constitu1da de un material que experi­
menta deformaciones de creep secundaria segun 
la ley de von Mises-Odqv is t [7] . 

En este caso, las funciones f y g introdu­
cidas en la definiciõn de la ley constitutiva 
estãn dadas por: 

f(S} i k a ~-l/Z y g(D) 

donde: 
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<i S.s) 112 tensiõn desviadora efectiva 

De • (j D.D)l/Z velocid ad de deformaciõ n efec 

tiva 
n , k constantes del material 

La regiõn de la esfera estudiada fue divi­
dida en 10 elementos isoparamêtricos lineales 
como indica l a Figura 1. 

Las distribuciÓnes de tensiones radiales y 
circunferenciales para una relaciõn de radias 
externo e interno de re/ r 1=1.5 y n=2 ,6 obteni­
das mediante el algoritmo de elasto-creep, pr~ 
puesto en este trabajo , son presentadas en la 
Figura 1 co njuntamente con las correspondien­
tes soluciones exactas. Tambiên se compara en 
dicha figura los valores aproximados de la ve­
locidad radial para n=2 y 6 con las respecti­
vas soluciones exactas. 

',,, 

- .. , ---- --

- . . . ,..____......­

' --'<· .. ----~ 

--· tlostlco 
- SoltiOCit 
• IUJ 

--

1.1 1.2 LS 1.4 1.& 
Fig. 1. Tensiones y velocidad en esfera hueca 

con presiõn interna, relaciõn de ra­
dias r e/r 1=1.5. Creep sec undaria , ley 
de von Mises-Odqvist. 
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En el caso de las velocidades se grafica -
ron los resultados obtenidos en los nudos y en 
e 1 c a s o de 1 as tens i o n e s , se g r a fi c a r o n 1 as ten 
siones en el centro de gravedad de cada elemen 
to. 

PROBLEMA DE CREEP NO ESTACIONARIO 
Segun podemos apreciar en [5] las ecuacio­

nes uniaxiales para creep no estacionario to­
man la f orma : 

donde : 
Ec : es la velocidad de deformaciôn de creep 

(uniaxial) 
a estado de tensiõn (u niaxial) 
e temperatura absoluta 
t tiempo 

la ecuaciôn constitutiva uniaxial anterior 
es común a la teor1a conocida con el nombre de 
"time hardening theory", en virtud de la forma 
explicita que e l parãmetro de tiempo t aparece 
en la expresiõn. 

Existe otra teoria - "strain-hardening theory"­
en la cual la respuesta depende de la deforma­
c iõn inelãstica acumulada, es decir: 

y su extensiôn para estados multiples de 
siôn toma la forma general: 

ten-

mientras que para el endurecimiento por t iempo 
(time hardening) resu lta en general: 

donde: 

deformaciôn efectiva de creep , 
E~ K <j Ec.Ec)l/2 

Teniendo presente lo anterior y dentro del 
contexto de 1 a teor 'la de endurec imiento por tiem 
po (time hardening theory) el anãlisis del pr~ 
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blema de creep no estacionario puede plantear­
se como sigue. 

Sea un cuerpo que ocupa la regiõn 11 de co~ 
torno r sometido a la acciõn de cargas de cuer 
po b•b(x,t) y de superfície a=ã(x,t). actuante 
esta ultima en la parte rT de r y teniendo pre! 
cripto en la parte r del contorno r el despla v -
zamiento Ü=Ü(x,t). Luego, el problema de creep 
no estacionario consiste en determinar los cam 
pos U"u(x ,t ) , E=E ( x,t). E' · E' ( x.-t),T=T(x,t) ta -=­
les que satisfagan en cada instante de tiempo 
t las ecuaciones: 

di v t + b = o 
E = (VO)s 

t . te + tc en 11 
. e E .. n- 1 i' 
t' " f (oe,e,t)S 

con las condiciones d& contorno: 

tn a 

ú u en rv 

siendo las condiciones iniciales definidas por 
c c los <ampos u

0
=u(x,O), E

0
aE(x ,O), E

0
=E (x , O), 

T
0

=T(x , O) que satisfacen las ecuaciones: 

div T + b(x,O) 
o s 

E " ( Vu ) 
E8 " O o 

o 
T

0 
= lDE

0 

o 

con las co ndiciones de contorno: 

ã(x,O) 

Ü(x , O) 

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE CREEP 
NO ESTACIONARIO 

El problema de valor inicial y de contorno 
enunciado en la secciôn anterior- puede plantea_r 
se a través de una formulaciõn variacional equi ­
valente. 

Para ello definamos los siguientes conjun-
tos: 
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campo de velocidades cinematicamente ad 
misibles 

Var.={v;v~v(x) sea regular en n,vlr =O} , ca~ 
u v 

po de variaciones cinematicamente adm1-
sibles en la velocidad 

Com estos campos definidos, el problema va 
riacional equivalente al problema de creep no 
estacionaria consiste en: 

"Determinar ú 6 Kin
6 

tal que para cada ins 
tante de tiempo t se verifique: 

para todo v 6 Var. y donde las condiciones ini 
u 

ciales u
0

, E
0

, T
0 

satisfacen: 

para todo v 6 Var
6

, donde Ê 

ALGORITMO NuMrRICO Y SU IMPLEMENTACION VIA ELE 
MENTOS FINITOS PARA EL PR98LEMA CREEP NO ESTA­
CIONARIO 

La aplicación del Método de Elementos Fini 
tos en la formulaciõn variacional, definida en 
la secciõn anterior, conduce al siguiente sis­
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias: 

K d - ti' = f 

con las condiciones iniciales 

donde: 
K màtriz ' de rigidez global del sistema 
f vector término independiente asociado al 

sistema de fuerzas actuante en el cuerpo 
hc vector asociado a las deformaciones de 

creep 
vector de velocidades nodales generaliza-
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das 
d vector de desplazamientos. 

El algoritmo numérico para la resoluciõn del 
sistema anterior puede r ealizarse a través de 
técnicas bien conocidas como son el Método de 
Euler, Runge-Kut~a, etc. Por ejemplo si se uti 
liza el Método de Euler el algoritmo consiste 
en: 
I. Calcülase d

0 
a partir del sistema K d 0 ~f 0 , 

es decir d
0

=K- 1f
0

• 

2. Conocido d
0 

es inmediato el cálculo del es­
tado de tensiones y deformaciones T

0
,E

0 
res 

pectivamente . 
3 . Conocido el estado del cuerpo es posible cal 

cular fc. 

4. Calculase d a 
d-=K- 1 (ft1Íc). 

. .. c 
partir de K d~f+h , es decfr 

5. Conocido d es posible calcular t y É, tasas 
respecto al tiempo del estado de tensiones 
y deformaciones respectivamente. 

6. El Método de Euler consiste en suponer que 
las tasas respecto al tiempo son constantes 
en cada paso de integraciõn t.t. Con esta hl 
pÕtesis los desplazamientos, deformaciones 
y tensiones para t 1 =6t resultan iguales a: 

TI = To + t.t T 

siendo que la deformaciõn de creep estã dada 
por: 

De esta manera, para el instante t 1 se tiene 
completamente conocido el estado del cuerpo. 
Luego, el proceso de cálculo consistirá en re­
tornar al item 3 y repetir los pasos 3-6 hasta 
alcanzar el tiempo de integraciõn que se desea 
o bien, si la carga aplicada es constante en el 
tiempo, hasta que la soluciõn correspondaal P! 
riodo secundaria del fenómeno de creep [1]. 

APLICACION HUMERICA 
El algoritmo presentado en la secciõn ante 
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ríor lo aplicamos al problema de un cilíndroi_!l 
finito, de relaciõn de radios externo interno 
igual a r /r.=l.2402, sometído a una presiÕnin e 1 -
terna p constante. 

El el ejemplo estudiado tumamos como ecua­
ciõn constitutiva para creep estacionaria, la 
ecuaciõn de Odqvist [3 ,5,7} con exponente n=lO: 

3 1/2 
(-2' S.S) 

y para la ecuaciõn de creep variable con el tiem 
po se adoptõ la ecuaciõn: 

donde f(t) es la funciõn de endurecimiento por 

tiempo propuesta por Me Vetty [3]: 

f(t) = G(l·e·Qt) + Ht 

adoptãndose para las constantes los valores: 

G ,. Q 

t =O 4256 10-d 

t =o 2620 10 ... 1 

I = 0 9868 10-12 

1.05 I.K> 

H 

1.15 120 
r/q 

Fig. 2. Oistribuci õn de tensiones ci rcunferen­
ciales en cilindro infinito de relaciõn 
de radios re/ri~l.2402. 

En este problema la tensiõn circun ferencial 
cr 6 , es la que mãs se modifica durante el proc! 
so de deformaciõn por creep. En la Figura 2 se 
ha graficado o9/ p a lo largo de la espesura del 
ci lindro para diferentes valores de t. 
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Para el instante t:O el estado de tensiones 

coincide con la dístribuciõn elástica (respuei 
ta elástica instantanea) y, en virtud de ser 
p=cte., a medida que el tiempo trascu rre la dis 

tribuciõn de tens iones converge a la correspo~ 
diente al problema de creep estacionaria para 
n .. lo. 

CONCLUSIONES 
Como pudo apreciarse el problema de creep 

estaciona ri a presenta e l inconveniente de su 
nolinealidad y de la necesidad de satisfacer la 
condiciõn div v .. o. Ambos inconvenientes son eli 
minados en la formulaciõn de elasto-creep que 
consi ste as1 en una sucesiõn de solucioneselãi 
ticas con deformaciõn inicial. De esta manera, 
el algoritmo propuesto presenta unaventaja adi­
cional en el sentido de que todo prog rama aut~ 

mãtico para cãlculo elástico puede ser utiliz! 
do en la resoluciõn de problemas que envuelven 
creep. Por otra pa'rte, en la demostraciõn de la 

unicidad de la soluciõn del problema de creep 
estacionaria no fue necesariosuponer la exis -
tenci a de 1 os potencial es de creep [7 .s]. Lo 
anterior permite extender este teorema a ecua­
cíones constitutivas no asociativas. 

EJ algoritmo para creep no estacionario PU! 
de observarse es similar al de elasto-creep,dl 
ferenciãndose uni c amente en la ecuaciõn consti 
tutiva. De esta manera,en este trabajo propon! 
mos un único algoritmo que permite resolver ta~ 
to el problema de elasto-creep como el de creep 
no estacionaria. 

Por último podemos decir que el câlculo de 
la respuesta de una estructur~ sometida al fe­
nômeno de cre ep (estacionar ia o no estaciona -
r io) no representa un problem~ desde el punto 
de vista computacional . Queda por tanto re sa l­
tar la necesidad del estudio , tanto experimen­
tal como teórico, de cuales son las ecuaciones 
constitutivas para creep propias de cada mate­

r i a 1 . 
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DE ACUMULO DE DANO PARA PROBLEMAS ESTRUTURAIS 
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SUMARIO 
A .teoM.A. wt.i.cümen..s.i.ona.f. de dano ê aplteAentada. c001o ~e.quênúa da. teo!Úa. plt.opo<>.ta. polt. 

Ka.c.ha.nov que. ê .út.telt.plt.eta.da. em .teJtmo~ plt.oba.b.i...tM.Uc.o~. Um modelo d.iACile.to de. baJvttU> 

e u..til.i.zado pa.!t.a. .intlt.oduz..i.lt. a. va.!Úa.b.<i..i.dade a.te.a.:tó!Úa. da. lt.eA.iA.tênc..ia. ã tlt.a.ção. A6 

i.w 601lç.a.-dul.ocamento palla. ma.t~ 61t.ágw e ew.to-pl.â.ót.ico<> . ~ão obt.idtU> palla. 

d.iv~a.<> 6unçÕe<> de d.ihtlt..ibuição, l.e.va.ndc em c.cnh.idelt.a.ção o da.no a.cumui.a.do a.o longo 

do Calllt.egame.nto. A teol!..i..a. plt.opo<>ta. e .U.nda. api..ic.a.da. a. v-iga.<> l>Ujúta.<> a. 6-fe.)(ãO pWta. , 

c.onduz.indo a. Jt.UuUa.do<> que. pe.lt.m.item uma. .út.telt.plt.eta.çã:o a.na.tU<.c.a. de d.ihpo.6.içõu de. 

c.Õd.igM b~ ea.da.<> em ev.i.dê.n.c..ia. expelt..imentai.. A va.l!..i..a.ção da. de6oJtma.c;.âo no .tempo e 

u.tuda.da. pa11.a. c.Mo<> <>.i.mpi.e.-6 de oc.Oit.ltê.n.c..ia. do 6enômeno de 61.uênc..ia. . 
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1. INTRODUÇAO 
Os trabalhos de pesquisa e desenvolvimento 

produzidos nas últimas décadas na area de me­
cânica de estruturas têm incidido mais sobre 
métodos de análise do que sobre o estudo do 

comportamento real dos materiais . Consequê~ 
cia direta dessa orientação tem s ido a divul 
gação de técnicas analíticas de grande rigor, 
o desenvolvimento de algoritmos numéricos co~ 

plexos e a aplicação desses recursos a vasta 
gama de sistemas pa r a os quais se fazem hip~ 

teses si~plificadoras de comportamento físico. 
Um exame critico do acervo de conhecime~ 

tos atuais mostra que há. frequente falta de 
realismo ao aplicar técnicas de r igor "exage­
rado" a modelos matemã~icos que estão, comp! 
rativamente, longe de representar o sistema 
físico com precisão adequada . Com frequência, 
o engenheiro de estruturas a quem se confia a 
solução de problemas de alguma co~plexidade 

dispõe de técnicas para os resolver apõs a 
sua idealização, mas carece de orientação em 
dois passos importantes da definição do mode 
1 o: 
- A representação global apropriada do siste 

ma estrutural e da so l icitação por um mode 
lo matemãtico. 

- A atribuição correta de propriedades fls i 
cas aos materiais, em função do tipo e do 
regime de carga e da variãvel tempo. 
A procura de critérios de modelação global 

que evitem erros grosseiros de representação 
tem sido objeto de numerosos estudos nos anos 
mais recentes , ainda que seja frequente encon 
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trar trabalhos cuja validade é questionável 
por não os respeitarem. Exemplos desse rena 
vado esforço são as regras de discretização 
de massa, de escolha de intervalo de integr! 
ção no tempo, de ' dimensão máxima de malha de 
elementos finitos, a correlação ent r e o con 
teÜdo de frequência da so li citação e o tipo 
de discretização do sistema. Esse tema de 
grande interesse prãttco e academicamente e~ 
timulante não se insere no conteúdo deste e~ 
tudo e a ele não se fari mais alongada refe 
rência . 

A exposição que se apresenta a seguir co~ 
centra-se outrossim em aspectos de comporta 
mento físico de metais, ligas metálicas e , 
eventualmente , concreto. O trabalho é or ien 
tado de modo a acomodar mais os interesses 
do engenheiro de mecânica aplicada do que as 
necessidades do pesquisador. Objetiva-se 
apresentar conceitos bisfcos através de exe~ 
plos elementares que ilustram desenvolvime~ 

tos recentes na definição de modelos físicos 
racionais para o estudo de fenômenos de flu 
ência e fadiga e determinação da capacidade 
de resistência ã ruptura. 

Apresenta-se na sequência uma r evisão su 
cinta de alguns estudos pioneiros e/ou fund! 
mentais, comenta-se a importância daqueles 
fenômenos em certos problemas estruturais e 
listam- se referências bastantes para aprofu~ 
demento de estudos e início de pesquisa por 
parte do leitor que por ela se interesse e 
tenha a boa fortuna de a poder realizar. 

O ponto de vista adotado na sequência do 
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trabalho ê mais prÕximo da mecânica de estru-
turas do que da metalurgia ou 
Importa no entanto enfatizar 
dessas disciplinas no estudo 

termodinâmica. 
a importância 

integrado deste 
capítulo da ciência dos materiais. 

A aplicação dos resultados destes estudos 
decorre evidentemente de que a resistência 
das estruturas sõ pode ser determinada se 
houver conhecimento das propriedades físicas 
dos materJais usados para as construir. Mais 
especificamente, os projetos de componentes 
de turbinas movidas agis, para temperaturas 
cada vez mais elevadas, e os de vasos de pre~ 
são e tubulações de usinas nucleares sujeitos 
a ciclos e gradientes térmicos criaram a ne ­
cessidade de maior pesquisa nesta ãrea. Adi 
cionalmente, os fenômenos de fadiga e de esco 
emento plistico, mesmo a temperaturas não mui 
to elevadas, requerem estudos desde o estãgio 
de concepção do projeto. 

Estabelecidas estas premissas ê feita em 
seguida uma introdução sumiria aos conceitos 
de acumulação de dano, ruptura por fluência e 
de intarpretação probabilística da teoria de 
Kachanov. 

2. RUPTURA POR ACOMULO DE DANO 

O estudo científico da ruptura é relativa 
mente recente e tem-se desenvolvido com a ex 
pansão dos meios de cãlculo numérico, até 
porque se trata de fenõme~o de carãter local 
e ocorre, em geral, em· regiões de geometria 
singular ou mais complexa. 

Os acontecimentos sucessivos que conduzem 
a ruptura são essencialmente os seguintes : 
- Aparecimento de fissura macroscÓpica. 
- Evolução da fissura no sõlido . 

A quantificação do que seja uma fissura m! 
croscÕpfca em materiais metilicos pode seguir 
a sugestão de LemaTtre e Chaboche ( l]que assim 
consideram uma descontinuidade material em 
que a dimensão princ i pal seja em torno de lmm. 

O estudo da evolução de fissuras de dime~ 

são superior aquele valor é objeto da Mecâni­
ca da Fratura . O estudo e a previsão da ocor 
rêncfa das fissuras macroscópicas constituem 
o objetfvo das teorias de acümulo de dano ou, 
simplesmente, teorias de dano. 

Na Mecânica da Fratura a resistência estr~ 
tural é função de um defeito individualizado, 
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uma fissura bem definida. O material na vizl 
nhança da fissura supõe-se não enfraquecido 
sob o ponto de vista mecânico. Na Mecânica 
do Dano a resistência estrutural é afetada P! 
la progressiva deterioração material causada 
pelo carregamento. 

A combinação dos dofs enfoques, isto é, o 
estudo da condição de fratura de uma estrutu 
ra em que ocorreu uma fissura macroscópica em 
um meio submetido a uma distri~ufção continua 
de dano tem sido abordada na literatura pode~ 
do referir-se trabalhos de Janson e Hult 
[e. g. 2]. 

A base da Mecânica da Fratura reside no 
trabalho de Griffith (1920) e seus seguidores. 
O documento base da teoria de dano acumulado 
foi apresentado por Kachanov em 1958 [~ . 
Kachanov estudava ruptura frãgfl por fluência 
e introduziu o conceito da distribuição volu ­
métrica continua de defeitos materiais. Nes 
ses estudos sobre sistemas uni-dimensionais, 
Kachanov introduziu uma variãvel de estado es 
calar, associada ao dano,denotada por~- O 
dano w , co•o se veri, define uma medida do de 
créscimo da capacidade de carga devido ã det! 
rioração da ãrea resistente do elemento estru 
tural. 

Exames fratogrificos e microscópicos con 
firmam que ocorre dano material anteriormente 
i formação de macro-ffssuras ~]. A resistên­
cia de um sistema ffssurado deve, por isso , 
ser avaliada levando em c~nta a deterioração 
material ocorrida, 1.e . a acumulação de dano 
anterior ã formação da macro-fissura. 

Tal como se entende hoje (1981) essa dete 
rioração material de metais e ligas metálicas 
compreende três fases [2]: 
i) Produção de defeitos microscópicos pont~ 

de ais, quer por aumpnto da densidade 
deslocações, quer por cisalhamento 
vel de i"c lusões ou precipitados. 

ao ni 

i i) For•ação de mi crofissuras superficiais 
e / ou microvazfos volÜmicos. 

ii i ) Evolução dos m1crodefeitos, seja orig.!_ 
nando ma cro-fissuras no caso de materi 
ais frãgeis, se j a originando vazios que 
conduzem ao modo de ruptura dúctil. 

A compatibilização do estudo da mecânica 
da ruptura com os conceitos da mecânica dos 



34 

meios contínuos exige que aq uele seja feito 
sob um ponto de vista macroscópico, que e a 
via adotada por Kachanov como s e desc reverã 
mais adiante. 

De modo geral a combi nação da deform ação 
plâstica e da progressão das microfissu r as e! 
plicam, como jã fof refe r ido: 
- O endu r ecimento ou amolecimento do materia1D2} 
- A mudança de pr opriedades elisticas sob car 

regamento cicl f co. 
- A fadiga. 
- A fluência. 

No caso de fluência os fenômenos viscosos 
predominam nos estâgfos fnfc t afs enquanto a 
acumulação de dano prevalece no estágio te r ei 
irio, como ficarã exposto ao analisar as teor.!_ 
as de Hoff e Kachanov . A capacidade de carga 
do sistema ê examinada logo que o dano atinge 
um valor critico (medido e.g. pela densidade 

de vazios) . 
As teorias de dano ensaiam apenas os pr.!_ 

metros passos para problemas tri-dimensionais, 
com algumas dificuldades na formu l ação de te~ 

rfa geral que respeite a invariância do refe 
renc1al. 
dos e que 
1 i minares 

Um relatório com numerosos resulta 
pode servir de guia em estudos pr! 
para 3-D é devi do a Chaboche [ 4]. 

Dentro dos limites propostos para esta apr! 
sentação preliminar não se fari ~eferência a 
esses problemas, confina~do a atenção a pr~ 

blemas unf-dimensiona15. 

3. RUPTURA POR FLUtNCIA 
A ruptura por fluência pode ser obse r vada 

e.g. sujeitando um corpo de prova de aço es 
trutural a uma força de tração constante, a 
uma temperatura elevada. Uma exposição das 
diversas teorias fenomenolÕgfcas para quantl 
ffcaçio do processo ê dada na referência ~] 
escrita por Odqvist. Curvas relacionando a 
tensão inicial a 0 com o tempo de ruptura ou 
vida tr, em escalas log- l og , mostram tipic! 
mente o andamento da Fig . 1, retirada de [s). 
Observam-se dois segmentos quase retilíneos, 
com o de maior declive correspondendo ã vida 
mais longa. De modo genérico, quanto mais 
longa a vida do corpo de prova,ma~s frigil e 
o tipo de ruptu r a que experimenta. 
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Fig. I - Tempo de ruptura em horas 

A Fig. 2 esquematiza a lei de var i ação te!!! 
poral de E. Na fase prfmãria a ve l ocidade de 
defor~ação t é ~acrescente e o comportamento 
material é essencialmente viscoso. Na fase 
secundãria t = constante e na fase terciária 
t crescente conduz ã coagulação dos micro­
defeitos e ã ruptura , quando se atinge a "den 
sidade crítica de micro-defeitos". 

Fig. 2 - Estágios de fluência 

N.J . Hoff . partindo da hipótese que o en ­
saio de t r ação se processa no estãgio secund! 
rio e utilizando a lei de Norton pa r a a ve l o 
cidade de fluência, propôs uma l ei fenomeno -
1Õgica para a ruptura ductil por fluência. 
Kachanov fez notar que a teoria de Hoff, nao 
levando em conside r ação a acumulação de da no, 
excluia a causa real da fragilidade da rupt~ 

ra que é, além do mais , a caracterf stica mais 
indesejãvel da r uptu r a por fluência. A teoria 
de 'Kachanov baseia-se na introdução do fator 
de dano oo definido pela densidade de vazios 
na secção A0 : 

~A w .. 
o 

~rea de Vazios 
Ao ( 1 ) 
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em que Ao • ãrea da secção reta inicial e 
Ae a irea resistente efetiva da seção reta 
(ji parcial•ente danificada ) no instante t. 
A tensão real ·s relaciona-se com a tensão no 
minal a, no caso de tração pura, através de: 

S c P/Ae • a/(1-w) (2) 

em que P • força solicitante. A hipótese de 

que a velocidade de dano sõ depende de S e 
não da histÕrfa temporal das tensões f.e. 
dw/dt • f (S), com f escolhida cr iteriosamen 
te, permite escrever: 

dw a dt • f ( 'T'=õ) ) ( 3) 

equação diferencial que condiciona w = w (t). 
No estado virgem é w • o e na ruptura w = "'R· 
Kachanov e Rabotnov especificaram f(x) = cxro 
e (3) transforma-se, então, em: 

w c [co(l-w)]ro ( 4) 

em que C0 , r 0 são constantes do material depe~ 
dentes da temperatura. Neste modelo w ~ • 
quando w + 1 e o tempo até a ruptura tR é da 
do pela condição w (tR) • 1 que conduz a 

1 -r o 
tR .. r o+ 1 (-~) ( 5) 

O dano e expresso em termos do tempo reduzido 
(t/tR) por 

w" 1- [1- h r/(ro+~) ' (6) 

As expressões (5), (6} comparam bem com 
res experimentais na faixa de tensões 
em que prevalece a ruptura frãgil . Um 
mais aperfeiçoado que prevê a ruptura 
w = wR co nduz a 

1 [ r 0 +1] a -r 0 tR • ro+l 1 -(1-wR} (Co) 

valo 
baixas 
modelo 

para 

{7) 

A relação (6) não depende de a e verifica a 
regra de superposiçio linear de dano de 
Robinson[6]. Considere -se um teste em que se 
aplique uma tensão a , durante um intervalo de 
tempo tl , alterando-se a tensão para 02 até 
que a fratura ocorre após novo tempo tz. A 
lei de Robinson af1 rma que (t1/t1R)+(t2/t2R} = 1. 
Em geral para cada etapa i do teste, com o1 = 
constante atuando durante t;, os tempos de 
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ruptura tRi obtêm-se e.g. de (5) e os valo 
res parciais do dano calcu lam-se por {6) . A 
equação que define o tempo T que seria neces 
sãrio de cor rer até i ruptura da peça é a se 
guinte: 

/~ .. 
o "r 

( 8) 

em que as parcelas tr referentes ãs experiê~ 

cias anteriores são ca lculadas como se refe 
riu e os sucessivos limites de integração cor 
respondem aos tempos durante os quais as ten­
sões Oi foram mantidas. 

Este procedimento estã associado ã hipót~ 

se de irreversibilidade de dano[~ conceito 
que carece de maior investigação, em partic~ 

lar no caso de carregamento ciclfco. 
A teoria de Kachanov aplicada a tubos sob 

pressão interna mostra que a fissuração se 
inicia da face externa para a interna, concl~ 
são corroborada por experiências . Este resul 
tado tem valor notãvel jã que a ruptura frã 
gil por fluência prevista pela teoria da elas 
ti cidade prevê o infcio da fissuração na fa­
ce i nterna do tubo. Não decorre, porém, 
deste acerto que a teoria de Kachanov ofereça 
semp~e resultados quantitativos próximos dos 
experimentais [s]. 
4. FAOlGA 

Uma teoria satisfatória da diminuição da 
capacidade resistente das estruturas provoc! 
da por solicitações cíclicas não estã ainda 
estabelecida. O fenômeno da fadiga parece 
claramente ligado ã deterioração material as-
saciada aos ciclos de deformação e a teoria 
de dano acumulado indicada para seu estudo. 
Adicionalmente o carãte r estatfstico do fenõ 
meno é conhecido e os esforços recentes de 
desenvolvimento da teoria de dano acumulado 
pr ocuram incorpo~r estes aspectos estatfst! 
cos [~. Uma apresentação sintética das no­
ções de estatfstica apl1cãve1s ao estudo de 
fadiga encontra-se em artigo de Armitage [9] 
no qual se analisam as funções de distribui 
ção da vida em função da tensão. As distri­
buições que melhor parecem representar a rea 
lidade físfca[lo], a mais citada sendo a de 
Wefbull, são um pouco menos fáceis de manip~ 

lar e nesta fase de estabelecimento de concei 
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tos básicos e frequente adaptar-se uma distri 
buição retangular. Por vezes usa-se mesmo 
p (f). bf = probabilidade da tensão de ruptu­
ra de fibra material estar compreendida no i~ 

tervalo {f, f+õf} = 1/f* para ft{o,f*}, f* 
sendo a mãxima tensão de ruptura. Distribui­
ções, como esta, implicam probabilidade fin! 
ta de fratura sob carga nula fato causticado 
pelo comentário de Weibull de que isso i" ... 
to exaggerate your pessimism". Apesar das 
suas defiéiências,a distribuição retangular 
uniforme serve os propósitos preliminares dos 
estudos correntes e e usada com a compreensão 
das limitações que serão facilmente obviadas 
no futuro. 

Em artigo posterior apresentar-se-i a apli 
cação de teorias e resultados obtidos recen 
temente ao estudo da fadiga. Antecipa-se que 
a abordagem mais rigorosa do problema exige a 
consideração de superfícies de dano, conceito 
paralelo ao de superfície de escoamento, e do 
efeito de Bauschinger. O possível comport! 
mento histerético do material pode inc)uir-se 
através do uso do modelo proposto por lwan 
[11] que serã descrito adia.n}e · 

5. DANO ACUMULADO EM VIGA A FLEXAO 
O exemplo que se apresenta abaixo segue a 

referência [s]. apresentada por um dos autores, 
e foi escolhido por se aplicar a um tipo de 
estrutura (e solicitação) • comumente encontra 
do na prãtica de engenh~ria: viga sujeita a 
flexão pura . Inicialmente aplicam-se os re 
sultados jã derivados ao caso de viga simple~ 
mente tracionada. 

f, 

h 

h 

5.[0/2 

Fio. 3 - Vloo flectido e parcialmente 
danificada. 

5. 1 Tração Pura 
Recorrendo aos conceito~ definidos em J,de 

dano w, tensão nominal cr e tensão real S pr~ 

cura estabelecer-se inicialmente as relações 
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constitutivas entre a deformação c, a tensão 
S e o dano w. Em problemas unidimensionais 
Janson e Hult~]sugeriram as relações 

S Et 

w = S/0, S>o 

w = o, S<o 

( 9) 

( 1 O. a) 

(lO.b) 

em que O ê o mõdulo de dano determinado expe­
rimentalmente (D=4crR em teoria unidimensional 
como se verã). Conjugando (9) com (2) obtem-se 

o=Edl-~} (11) 

As relações (2) e (lO . a) produzem, por elimi 
nação de S, a equação seguinte: 

w2 - w + o I D = o ( 12 ) 

A condição de fratura dcr/dt = o,[z]. conju~! 
da com (9), deter~ina tR = 0,5 D/E e 
SR= 0,5 D. A tensão nominal obtem-se de (11) 
e vale crR = 0,25 O = 0,5 SR· A relação 
SR = ZoR implica que WR = 0,5. O valor obti 
do para WR e decorrência da lei linear esco 
lhida para 

5.2 Flexão 

definir w = w(t). 

A flexão é estudada em viga retangular de 
seção (b .x Zh} sujeita ao momento fletor M 
considerando válidas as leis (lO.a/b} . Utili 
zando as designações definidas na figura, a 
resultante de compressão Nc vale 
Nc ~ b (h+yo) Sl/2. A resultante de tração 
Nt obtem-se por integração que leva em conta· 
a lei de dano S = wD e as forças elementares 
de tração nas fibras conduzindo a 

A condição de que a seção reta permanece pl! 
na escreve-se 

e •. conjugada com as equações de equi 1 Íbri o, 
conduz a uma equação cúbica para y0 = y0 /h: 

(9-2m)y~ -2 + 3(9+2m)y
0 

+ 6(2-m)y0 + 2m = o (13) 

em que m M/(WD) e W = mÕdulo da seção. A p~ 
sição do eixo neutro é função do momento 
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fletor, i.e. M • M(y0 ) ou m • m(y 0 ). Pode es 
c rever - se 

( 13. } 

e a variação do momento com o eixo neutro con 
duz a um valor miximo de M para dM/dy0 

2 o 
que serã considerado critério de ruptura: 

-2 -9y0 R + 13y 0 R + 2 • o ( 14} 

A equação (14) fornece a so lução 
YoR ~- 0,17506, mR • 0,407 ou MR = 0 ,407 WO. 
Conclui - se que a subida do eixo neutro , devi­
da ao dano acumulado, se processa até M = MR. 

A tensão nominal mãxima vale aRfle xão = 

0 ,407 O em constraste com aRtração = 
• 0,250 O achada em 5. 1. 

Os valo r es achados mostram maior capacida­
de resistente para traçãó i flexão do que pa­
r a t ração pura (0,407 > 0,25), resultado con­
forme com observações experimentais. No caso 
de concreto, por exemplo o ACI 318-77 recome! 
da um quociente a Rf/aRt • 1.5, enquan to a te~ 
ria simplificada que aqui se apresenta preve 
aRf/aRt • 1.62, resultado que não poderia se r 
achado pelas teorias convencionais de resis 
tencia de materiais. 

6 . OISTRIBUIÇ~O ALEATORIA OE CAPACIDADE 
RESISTENTE 

O modelo proposto para 'epresentar a dis 
tribuição al eatória da ~apacidade resistente 
e introduzido como generalização de um mode l o 
discreto do ensaio de tração simples apresen 
tado inicialmente por Iwan(11] para estudar; 
histerese. O corpo de prova é modelado por 
um conjunto de N elementos como se ilustra na 
Fig. 4. Cada elemento i é formado por uma m~ 
la linear de constante {k/N). ligada em série 
a um amortecedor do tipo Coulomb com uma fo~ 

ça mãxima admissfvel f~/N. 
Na fase de carga, x > o, a lei força-desloca­
mento para o elemento genérico i (elasto-plã~ 

tico ideal) é descrita por ; 

(15-a,b) 

A lei força-deslocamento para o sistema total 
e obtida adicionando a resistência ~e cada 

% 

Fig. 4 - Modelo discreto de corpo tra­

clonado. 

elemento. A parce l a da fo r ça proveniente dos 
elementos plastificados e 

(16) 

com esses elementos admittdamente numerados 
em ordem consecutiva de 1 a NY. A parcela 
dos elementos respondendo elasticamente vale 

( 1 7} 

A força total f escreve-se 

( 18) 

ou, na passagem ao limite para N e NY muito 
grandes, 

kx * * * ~ • • f ·o! f p(f )df + kx{x p(f )df • x>o, (19) 

Fig. 5- Função de de de-

formação no ruptura. 

* A função de densidade da r esistência p(f ) p~ 
de interpretar-se pelo seu significado prob! 

* * bil l stico: p(f )df representa a fração do nu 
mero total de elementos que desenvolvem a 
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* * * * * resistência fi tal que f <fi<f + df . 
O modelo diz-se de resistência continuamente 
variãvel porque um acréscimo (A 0 6cr) na força 
solicitante produz a ruptura de uma fração 
correspondente de A0 • O número de elementos 
que rompe entre cr e (cr + ócr) corresponde, no 
sistema continuo, ã diminuição (-dAe) da ãrea 
efetiva Ae definida em (1). O número total 
de elementos (modelo de lwan) corresponde a 
ãrea total inicial A

0
. Relembradas estas de 

finições e o significado da função p(cru} pode 
relacionar-se w com p(crul· A probabilidade 
de que a ruptura se dê para crue{cr,cr+6cr) = (NQ 

elementos rompendo para {o,cr+6cr}): (NQ total 
de elementos),quociente que define o incremen 
to de dano ilw: 

( 20) 

Considere-se como aplicação uma distribuição 
p(cru) de resistência cru uniforme, na banda cr0 
a crM, para um material frãgil que rompe sem 
escoamento prévio. Abaixo de cr

0 
o material 

não rompe (probabilidade ze ro) e acima ·de crM 
nenhum elemento resiste. Neste caso (20) 
conduz a dw = dcr/(crM-cr

0
) e o incremento de 

força 6F ê dado por 6F = A
0

6cr = - (crM-cr
0

)6Ae. 
A area efetiva pode obter-se por integração 

A partir da definição da dano, dw 

e de (21} obtem-se 

w = - JAe ~ = 1 - ~ 
Ao o o 

( 21 ) 

(22) 

e S = F/A = (F/A
0

)(1-w) = cr/(1-w). Estes re 
sultados concretizam uma interpretação prob! 
bilistica para a teoria proposta por Kachanov. 
A generalização de p(cru) em nada afetaria os 
resultados qualitativos achados. 

6. 1 Relações Força-Deslocamento 
A lei de banda limitada uniforme conduz a 

relação da capacidade resistente do sistema F 
com o deslocamento x, por aplicação do racio 
cfnio usado para estabelecer (19): 

F Kx. / M ....!-:-- d N = F m Kx ( 1 - Kx) ( 2 3) 
kx rm-ro r;=t'õ f';;; 
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Fig. 6- Modelo de barras e distribuição 

uniforme de resistência. 

em que Fm = A0 crM' F
0 

iniciar para cr
0 

= o 

F = Kx ( 1 Kx) -r; 
expressão equivalente ã de Kachanov para 
ra continua. A equação (24) conduz a 
cr = Ee(l-ce)=Ee(l-w), C= (KL/Fm) e 
E = KL/A

0
[a) . 

A constante C e determinada pela condição 
extremo de cr(e) na ruptura, obtendo-se 

(24) 

bar 

de 

C = 0,25E/crR. 
* * 2 No caso de lei triangular, p(f ) = 2f /Fm 

obtem-se a relação 

Se a distribuição adotada for 
f* f* 

p(f*) = 6{r;- (r;)2}, o valor m _ m 
tente em funçao de x torna-se 

6.2 Dano e Tensão Efetiva 

( 25) 

parabólica , 
da força resis 

(26) 

Os resultados traduzidos por (20) e (22) 
podem estabelecer-se de modo mais geral reco­
nhecendo que w e o quociente do número de bar 
ras rompidas pelo número total de barras 

1kx 
w = o pfF~dF = /F=kx p(z)dz = P(kx) (27) 

o/"' p F dF o 

i.e. w(x) =valor da função de probabilidade 
acumulada para F = kx. Por exemplo, se a fu~ 
çã~ de acumulação de probabilidade for corres 
pondente a lei de densidade de Wefbull [12] -

P(y) = 1 
- ayB - e , a>o,S>l , pode escrever-se 

w = 1 - e-Cl(kx/Fm)B, com as constantes q e 
B a serem obtidas conforme dados experimentais. 
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A noção de superfície de dano conjugada com a 
propriedade de que a energia de deformação U 
é quadrãtica na deformação permite obter a ca 
pacidade do sistema na ruptura. A tensão o 
pode achar-se por diferenciação de U, para w = 

constante, i.e. a= õU/õ&. 
Escrevendo U = 0.5 E (1-kw)&2, obtem-se 

a = E(l-kw)E (28) 

A condição de que o ponto (E,w) permanece na 
superfície de dano 0 = 0(E,w,T) , i .e. d0 o, 
conduz a 
dw =- [<a0/<lt)/(d0/õw)]dE" Ã(e:,w)dE (29) 

Na hipÕtese da superfície de dano 0 ser line­
ar em w é À = Ã(E) (termos cruzados em & e w 
não aparecendo em 0) e por integração de (29) 
obtem-se w " a E + a2e: 2 + . .. (com w = o para 
E = o). 

Q!~!r!Q~iç~Q_8~!~~g~Jªr-~~!f2r~~ 

Substituindo w pelo po l inomio em e: na op~ 

ração (28) e identificando a expressão obtida 
com o = EE(l-CE) resulta que w = Ce:/K . como 
utilizado em 6. A condição de mãxima tensão 
na ruptura impõe C= 1/(2e:R) e a lei constit.!!_ 
tiva pode escrever-se: 

o = Ee:( l - -l- L) 
{. ER ( 30) 

com e:R representando a ext~nsão do corpo tra , 
cionado na ruptura (oR = 0.5EER = 0.5SR)· 

Qi~!riQ~iç~Q-~~rªQ§J!çª 
No caso da função de densidade ser parabÕ-

lica, as exp ressões que têm que se tornar 
idênticas são: 

o = Et [1-3(},;;)
2

e:
2 

+ 2(~) 3 & 3] 
a= EE[l-KalE- 0.5kaze: 2 - (l/3)Ka 3 e:~ 

2 determinando a 1= o e(a2kc) -a 3k = 6c , com 
c= KL/Fm. 
A condição de ruptura conduz a uma equação cú 
bica cuja menor raiz positiva é ctR; 0.42. 
A relação constitutiva pode escrever-se em 
função de e:R: 

a = Ee:[l-0.53(L) 2 + 0.15(L)3 ] 
ER e:R 

( 31 ) 

em que se verifica oR e 0.62EER = 0.62 SR. 

7 . APLICAÇ~O AO ESTUDO DA INTERAÇAO 
DANO-FLUtNCIA 
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O modelo de barras com distribuição de re 
sistência segundo lei de densidade p(e:R) e 
comportamento frãgi 1 é uti 1 i zado em segui da 
no estabelecimento da lei de variação tempo 

ral de e: no caso de i nte r ação dano-fluência [13] ~ 
Cada barra estã sujeita a uma extensão ins 

tantânea di) e a uma extensão E( c) devida ~ 
fluência, i.e . & = E(i) + e:(c). 

Adotam-se a lei de Norton para a fluência 
e a lei linear de dano , que se podem traduzir 
as s 1m 

e:(i) S/E 

E:(c) l ( S ) n 
T~ 

(32-a,b) 

em que T, n , Sn são parâmetros materiais. As 
expressões (32-a,b) ~ermitem escrever 

dw _ 1 d S + 1 ( S ) . ( 3 3) n-r<rr T ~ 

A lei de dano pode ser a correspondente a dis 
tribuição de Weibull [14] 

w = P(e:) 1-exp (-ye:m) (34) 

ou quflquer outra que reproduza, com rigor S.!!_ 

ficiente, a realidade física. Admita-se uma 
lei cúbica: 

(35) 

Diferenciando (35) acha-se ).(e:,w) = 
= myEm-l [1 - ytm + 0.5(ye:m)2], expressão que 

se simplifica param= 1, À=(l-y&+0.5y 2E2). 
Se for ye:m << 1 a função À pode aproximar-se 
por Ã(&,w) = y param= 1. Nesta hipÕtese fi 
ca w y& e w = y€ e comparando estas expre~ 

sões e (33) conclui-se que a deformação infl! 
encia w, enquanto ê depende de w. As expre~ 

sões derivadas acima permitem que se escreva 
n 

w = yt = t s + f (~) (36) 

equações que podem ser transformadas nas apre 
sen-tadas por Westlund [11]. Eliminando S, 
S = aw/(1-w) 2 e definindo A = (TSn)-l 

- - 1 a ( ) A( a )n chega-se a equaçao t= r ~2 ye: + T7W 

que, integrada, origina: 
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1- E} a n+l 1 1 n+l[ J ~) p. n=T (1-yt)Z-
n • Ao t+C 1 ( 3 7) 

No instante inicial t =O é t(i) t .. 
(o} o 

o0 /[E(l-w
0

} i.e. Et
0 

- Eyt~ " o
0 

ou c
0 

= 
• (1- 1-4(yo

0
/E ). A constante de integração 

obtem-se por simples inserção do valor de E
0 

em (37}, para t • o. O problema da avaliação 
de E • c(t} está, assim formalmente resolvido, 
para os casos em que as hipóteses feitas se­
jam fisicamente razoãveis. 

8. COHCLUSM 
O texto e os resultados apresentados evi 

denciam a potencialidade da teoria de acumulo 
de dano na avaliação da capacidade resistente 
de sistemas estruturais executados em 
ria I frãgi 1. 

mate-

Uma interpretação probabilística da teoria 
de Kachanov ê estabelecida e abre caminho a 
definição de relações força-deslocamento que 
levam em consideração a variabilidade da re 
sistência mecânica através da seção reta. 

Examinam-se os casos de tração e flexão 
simples de vigas mostrando a maior coerência 
entre a teoria de distribuição continua de 
dano e os dados experimentais. 

Em trabalho a ser apresentado brevemente· 
estendem-se os resultados a materiais com P! 
tamar de escoamento e a problemas de insta 
bflidade de equilÍbrio. 1 
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ESTABILIDADE DE PÊNDULO INVERTIDO 

NELSON DIÓGENES DO VALLE 
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA 

SUMARIO 
Inicialmente. i 6e.ita uma pequena lntkoduçio 6obkt equaç5e6 dl6ekenclal6 nao llneake6, 
e6tabllldade de 6oluçÕe6 peAiÓdlca6 e equaçÕe6 dl6ekenclal6 ilnea~e6 de coe6iclente6 
peklódlco6. O movimento de um pêndulo 6imple6 paAa pequena6 amptl~ude6 de vlbAação 
com e~cltação peAlÓdlca pelo apoio ê de6ckl.to po~ uma equação dl6eAenclal llneaA de 
coe6iclen.te6 pelliÕdico6. A pak.tilt. da chamada "ca.~.ta de uta.bllldade." , pa~a. a ke6ekl­
da equação, obtim -6e .teokica.mente a.6 condlçÕe6 de e6.tablllda.d e do pêndulo. Uma monta 
gem upeJLlme.ntal compil.ova o va.toA teÓAlco obtido. 

INTROOUÇAO 
Sistema nao linear. Quando se estuda vibra 

ções faz-se uso, em geral, de hipóteses sim­
plificativas de modo a linearizar os sistemas . 

• 
Exemplo disso e o caso ~m que se toma c~ se~ 
do constante a relação entre a força de mola 
e o deslocamento em um sistema mecânico cons­
titu1do de massa e mola. Tal simplificação não e 
mais vã 1 ida se as amplitudes forem grandes , f~ 
zendo com que o sistema se torne não linear. 

Bastante comuns são ainda as vibrações não 
lineares que aparecem pelo atrito entre ele­
mentos. Vibrações originadas pelo deslocamen­
to do carro de uma maquina operatr1z com bai 
xa velocidade sobre as guias da mesma, é um! 
xemplo de tal fe nômeno, co nhecido na literat~ 

ra inglesa como "stick-slip". Outro exemplo é 
o das vibrações autoexcitadas que aparecem e~ 
tre as ferramentas de corte e as peças duran­
te a usinagem. 

Vibrações não lineares aparecem, tambêm,em 
sistemas mecânicos que apresentam folga entre 
seus elementos. 

SoJução de sistema não linear. Em geral nao 
existe procedimentos anal1ticos para se deter 
minar a solução geral de uma equação não li ­
near, como no caso de equações diferenciais li 
neares. Numericamente pode-se obter uma solu­
ção particular para cclda conjunto de condições 
iniciais. 

~ primeira vista pode se imaginar que exil 
tam infinitas soluções, para os infin itos co~ 
juntos de condições iniciais poss1veis. Isto 
nem sempre ê verdade. Pois pode existi r fini­
tas soluções estãveis constitulda s de pontos 
de equilibrio estãvel e, ou soluções l imita ­
das. Assim sendo, desde que o sistema seja c~ 
locado dentro da região de atração de um pon­
to de equillbrio, ou dentro de uma região de 
atração de uma solução limitada, ele tenderã 
para este ponto ou para esta solução, respec-
tivamente. Determinadas as separatrizes 
delimitam as regiõe s de atração destas 

que 
solu-

ções estãveis, tem-se o sistema perfeitamente 
conhecido no que diz respeito ã influência na 
mudança das condições iniciais sobre a solu­
ção final do problema. 



A influência de distintos conjuntos de pa­
râmetros no comportamento do sistema, poderã 
ainda ser verificada ao repetir-se o estudo 
dos pontos de equillbrio e soluçõ.es. limitadas 
para cada conjunto de parâmetros. 

Assim sendo, pode ser previsto o comporta­
mento do sistema para distintas condições inl 
ciais e distintos parâmetros. 

Pesquisa da estabilidade de solução. Dete! 
minados os pontos de equilibrio através da 
consideração que suas velocidades e acelerações 
são nulas, passa-se ao estudo da estabilidade 
dos mesmos. Para tal lineariza-se a equação 
diferencial numa pequena vizinhança no ponto 
de equilibrio 111, usando a sêrie de Taylor. 
Obtem-se então uma equação diferencial linear 
com coe ficientes constantes, cuja estabilida­
de ê facilmente verificável. 

Soluções limitadas importantes são as solu 
ções periódicas obteniveis atravês de mêtodos 
aproximados, tais como das pertubações I si, 
das aproximações sucessivas Jll, e da compar~ 

ção de Fourier 111 e o de Galerkin 161. 
SubstituÍda a solução periÓdica, assim ob­

tida, na equação diferencial não linear e de 
senvolvendo o termo não linear segundo Taylor 
obtêm-se uma equação diferencial linear com 
coef ifientes periÓdicos. Tal equação por sua 
vez pode se transformar em uma equação de Hill. 
Se esta Última for estãv~l. então a solução 
periÕdica da equação d_iferencial não linear ori 
ginal tambem o serâ. 

Então, estudando-se a equação de Hill po­
der-se-â verificar a estabilidade de soluções 
periÕdicas de equações d i ferenciais não linea 
res. 

ESTABILIDADE DE SOLUÇ~O PER!ODICA 
Considere-se a equação diferencial nao li­

near de segunda ordem 

ii + H(x, 
. 
X, t) = o ( 1 ) 

e seja x = ~( t) uma solução periÓdica, limita 
da, de perlodo T, da equação (1). 

Considere-se o movimento perturbado 

x(t) = ~(t) + u(t) (2) 
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onde u(t) e a pertubação. 
Substituindo a expressão (2) na equação (l) 

tem-se 

u + F(u, u, t) ~ O ( 3) 

onde F(u,Ú,t) =H(~+ u, ~+ u, t)- H(~.~.t) ( 4 ) 

Das equações (3) e {4) pode-se comprovar 
que u(t ) =O ê solução da equação (3). 

Assim sendo, pesquisar a estabilidade da 
solução periódica x = ~(t) , corresponde estu­
dar a estabilidade de u(t) = O. 

Desenvolvendo F(u , ~. t) em série de Taylor 
na vizinhança do ponto (u, u) = (0 ,0), 

• aF 
F(u,u,t) = F(O,O,t) + ãü(O,O,t) + 

a F • • 
+ ãij(O,O,t)u + F2(u,u , t) ( 5) 

onde F2(u ,u,t) contêm as derivadas de F(u,Ú,t) 
de ordem maior ou igual a 2 em u e ú. 

Chamando 

ílF ãU (O,O,t) = q(t) 
aF 

e 'ãU (O,O,t) = p(t} 

obtem-se a equação varia cional linearizada 

ü + p(t} u + q(t) u ~ O, 

onde p(t) e q(t) são T-periÕdicos. 
Fazendo a seguinte mudança de variãvel 

u = 
-l ft P(t)dt 

V e ' O 

{ 6) 

( 7 ) 

Substituindo u, dado por (7) e suas deriva 
das em (6), obtêm-se a equação de H i 11. 

V t (À + ~(t)}V z O ( 8) 

onde 
2 • 

(À+ <P(t)) " (q -Pi-~) é T -periÕdi co. 

fo
t 

Seja p(T) dt # -~,resolvida a equação 

(8) e sendo V( t) limitada para qualquer tempo 
t, da equação {7), u também o serã. 

Pode haver o caso em que V(t), além de li­
mitada tende a zero quando t tende a infinito 
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neste caso X= ~(t) e dita assintoticamente e~ 
tavel. Isto significa que uma perturbação pe­
quena que retira o sistema da solução periÕdi 
ca x • tp(t), desaparecera com o tempo, fazendo 
com que o sistema volte a esta solução Ht). A 

solução seri a instãvel no caso de V(t) ser li 
mitada. 

EQUAÇAO DO PrNDULO SIMPLES EXCITADO PELO APOIO 

Considerando o pêndulo simples esquematiz~ 
do na figura 1. 

m 

Fig. 1 Pêndulo simples invertido 

Levando em conta o somatório dos momentos 
em relação ao ponto de apoio A, obtêm-se para 
valores pequenos de e 

e • I (-g • a) e • o ( 9 ) 

# 
Se a aceleração a for periódica, a equação 

(9) tem a forma da equaçâo de H i 11 dada em 
(8), equivalendo 

e • v -g/i ~(t) 

EQUAÇAO DE MATHIE U 

A equação de Mathieu e uma particulariza­
ção da equação de Hill com a função periódica 
~( t) constituida de um Único harmônico. 

A partir da equação (g) considerando 
a = -a 0 cos nt e fazendo a mudança de variá­
vel o = Ot , obtem-se a equação adimensional 

e" + (~ + ~ cos o)G • o (10) 

onde e" .. d/do 

À -g/ .t n2 ( 1 1 a ) 
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( 11 b ) 

A equação de Mathieu (lO) para o caso de 

~ << 1 pode ser resolvida atravês do método 
das perturbações ou aproximações sucessivas. 

Para ~ da ordem de 1 ou maior , ela pode ser 
resolvida através da comparação de Fourier ou 
método de Galerkin. 

Para o estudo da l!'stabilidade da equação de 
Math ieu , os resultados dos métodos indicados 
acima jã foram a muito determinados, existindo 
inclusive a carta de estabilidade em função 
dos parâmetros u e À (ver figura 2). 141. 

Na figura 2, À < O corresponde ao pêndulo 
invertido. O valor À > O correspo nde ao pênd~ 
lo na posição normal , isto ê massa abaixo do 
ponto de apoio. 

As curvas da figura 2 são dadas pelas ex­
pressões: 

1 2 - i2 u + ... 

5 2 
+ í2 lJ 

l 2 
4+30 p+ ... (12) 

Fig. 2 Carta de estabilidade da equação de l~athieu 

CONDIÇAO DE ESTABILIDADE OBTIDA ANALITICAMENTE 

Para a análise teórica usa-se como ponto 
de partida a carta de estabilidade apresentada 
na figura 2, determinada a partir das expres­
sões (12). 
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Serã estudado um pêndulo invertido acopla­
do a um sistema biela-manivela (ver Fig. 3). 
Este sistema, desde que 

comp rimento da biela >> 1 • 
raio da manivela 

gera praticamente uma vibração periódica coo! 
titu1da de um nannônico puro dado por a: a0 cos S'l t, 
onde ao e o raio da manivela. 

Considerando as expressões (lla) e (llb) 
segue para um pêndulo invertido com a0 << t : 

À< O e 1.1 « 1. Nestas condições , a curva limj_ 
te de estabilidade ê a To das expressões (12), 
podendo-se desprezar os termos de ordem maior 
do que 2 em IJ. Considerando-se 2nf = Q obtem­
se a partir de r

0
, (lla) e (llb) 

f = 60 ~g lf (rpm) (13) 
Zn a 0 

Escolhido um par de valores (a 0 ,t) e substi­
tuindo-se na expressão (13) pode-se calcular 
uma rotação f limite. Mantidos fixos os valo­
res previamente escolhidos (a 0 t) e aumentando 
f acima daquela rotação limite tem-se pontos 
sobre uma reta IJ " a 0 /t , delimitados pelas CU!, 

vas À ; O e To (ver Fig. 2) que são pontos de 
estabilidade. Por outro lado diminuindo-se n 
ter-se-ã pontos da mesma reta 1.1 = a 0 / l na re­
gião delimitada pelas curvas u "O e To que 
são pontos de instabili~de. 

VERJFICAÇAO EXPERIMENTAL DA ESTABILIDADE 
O esquema da montagem para a verificação e~ 

perimenta1 da estabilidade estã apresentado na 
Fig. 3. 

Atuando no regulador R pode ser variada a 
velocidade do motor M entre O e 4000 rpm. O mo 
tor aciona a manivela Mv que por sua vez estã 
acoplada ã biela B. 

O movimento da extremidade superior da bie 
la excita o pêndulo invertido (t ,m ) . 

Com a lâmpada estroboscõpica L pode-se me­
dir a rotação do motor indicada em rpm. 
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Fiq. 3 Sistema e equipamento utilizado para a 
verificação da estabilidade 

CONCLUSO'ES 
Foi ensaiado ~ pêndulo invertido com 

a0 = 0,85 e t = 15 cm. Nestas condições a ro­
tação 1 imite segundo a equação (13) é f = 1927 rpm. 

Testando o sistema para o casodef::2000rpm, 
verifica-se que o sistema é estãvel. Para ro­
tações um pouco menores o sistema tornava-se 
instãvel de acordo com a teoria. 

Teoricamente poder-se-ia aumentar indefinj_ 
damente a rotação do motor acima de 1927 rpm 
continuando o sistema estãvel (compare expre! 
são (lla) e Fig. 2}. 

Praticamente verificou-se que rotações po~ 

co maiores do que 2000 rpm causavam vibrações 
laterais da haste que foi utilzada para a con~ 
trução do pêndulo , não se podendo comprovar a 
estabilidade para freqOências maiores. 
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