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ESTUDO ANALITICO E EXPERIMENTAL DE DINAMICA

DE ROTORES

VALDER STEFFEN JUNIOR

DEPTY? DE ENGENHARIA MECANICA, UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

SUMARIO
Dentre os metodos analiticos existentes para o caleubo dindmico de estrufuras,
destaca-se o "transfer-matrix-method" |metodo das matrizes de transferineda §.
Este metodo foi aqui utilizado para a resofugdo de um sistema constituido de
um noter montade sobre mancais 4Lexivedis. 04 nesuftados fecnicos sde compara -

dos agueles obtides experimentafmente.

INTRODUGAQ

A finalidade deste trabalho foi a de modelizar ma-
tematicamente um rotor, considerado como sistema conti
nuo, de forma a obter-se uma formulagao geral com res-
peito aos auto-valores e auto-vetores. Calculou-se en
tao, para uma dada configuragao fisica comumente encon
trada em engenharia, as diversas pulsagbes proprias e
velocidades criticas. Em sequida foram comparados os '
diversos resultados tebricos<aos resultados experimen-
tais obtidos utilizando uma maquete cujos dados de
construgao coincidem com os utilizados no calculo tea-
rico.

SIMBOLOS

b : constante sem dimensao

D : operador diferencial

E,G : modulo de Young, coeficiente de rigidez

G : matriz giroscopica

I : momento de inércia da segao transversal

Id : momento de inércia de massa do disco

i : simbolo imaginario = bf:T

K : matriz rigidez

k : constante de Timoshenko - depende da forma da

segao transversal
: comprimento do rotor
: matriz massa
massa do disco

=T T X
ju

: massa do mancal

m : massa do rotor por unidade de comprimento do ro

tor.
P, ¢ v-eésimo auto-valor
Q“ : constantes complexas sem dimensao
Rd “: raio do disco
r : semi-raio do rotor
v : v-gsimo auto-vetor

W : matriz de transferéncia
X,Y,Z: sistema de referéncia fixo
X,Y,Z: variaveis adimensipnais, definidas como segue:

Xt.L;Ya.L;Zz_.L
L L L

X.¥,2: deslocamentos ao longo de X,Y,Z respectivamente
@,8 : dngulos de rotagdo das secoes transversais nos
planos OXZ e OYZ respectivamente, em flexao pu-

ra.
@  : velocidade angular de rotagao do rotor
w : pulsagao propria
p : densidade

MODELO MATEMATICO

0 modelo matemdtico estudado & aquele representa-
do pela Fig.l. Tem-se um rotor de segao circular nao u
niforme, de comprimento L, suportado nas extremidades
A e B por mancais flexiveis e oscilantes.

Nao foram considerados os amortecimentos internos



e externos ou dos mancais, nem 0 peso proprio do rotor

Fig. 1

Considerando a segao transversal do rotor como sen
do circular e uniforme e adotando a teoria de barras
de Timoshenko [1] para a formulagao, o sistema que es-
tudamos pode ser representado pela equagao matricial

(1) =

2
[PU M+PG +K ][vv]= 0 (N
onde:
5 g §
mr 0 0 0 0 0 2mrq O
O m 0 0 o 0 0 0
M= 1o o m? of%%Foméa 0 o0 o
0 0 0 m 0 0 0 OJ
[-E10? + KA -kAGD 0 o ]
KAGD --kAGD. 0 0
k = 0 0 -EID%4KAG -KAGD
i 0 0 KAGD  -KAGDZ
[« (2)
x (z)
Y = B (z)
oy (2)

Na referencia [3] encontramos uma formulagao cor-
respondente, partindo da teoria de barras de Navier -
Bernouilli.

EXPRESSAO GERAL DOS AUTO-VETORES

A solugao geral & obtida combinando as diversas
solugGes particulares; para as variaveis adimensio -
nais:
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8
X(2) =1 X ept +0Qn . 2

n=1

8

t+0Q .2

a(Z)=I x. . a eP n

n=l " n

(2)

8 pt + On.Z
Y(Z)=¢ Xn d, e )

n=1

8 pt. + Qn.Z
B (Z) =1L X, bn e :

n=1

onde: X sao constantes complexas arbitrarias

a =0 -—
n n
KQn
1 2 S
b =—a_ (Q -40) +a —
n SB n n K
n
d =—V _ b (a-g® + da) - 8p . s
L R n n “n

1 [ s B 2
Q =+ | 3 4 4g-8p4) :v—+40-821} =
1ifi 3.8 2 [k k

2 .l
L™ ag+S0 , 25Q@i
= 16 (o =+
- r k k }

05 6.7.8 expressao analoga a precedente, invertendo o

sinal de 0.
4%t % 4% g (2
S$=—— ;0= ; 8= 12 =K — ——
5 aE aE E r

A constante k & fun¢do da secgao transversal do
rotor e & dada por exemplo, na referéncia [ﬁ] para va
rias formas de secgoes transversais.

METODO DE RESOLUGAQ

0 método de resolugao utilizado & o "transfer-
matrix-method" (método das matrizes de transferencia)
que encontra-se de forma detalhada em [5] e que sera
discutido brevemente.

Para o estudo tedrico e experimental foi escolhi-
do o sistema representado pela Fig.2, o qual & decom -
posto nos sub-sistemas I e II da Fig. 3.
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L

¥ i
i

Fig. 3

Condigoes de contorno do Sub-sistema I:

a) Para Z=0, tem-se:

(Ela

I
o

1)2:0 (3)

KAG(X: = )0 = [kfx %(0) + k:y YI(O)]L (5)

KAG(Yi

- By)7.0 * [k?x X;(0) + k:y YI(G)]L (6)

b) Para Z = b, tem-se:

+

- a}(b) = - g, ay(b) ihﬂﬁm+—%% (7)

- 8j(b) = - 9, 8,(b) - gy ay(b) + — (&)
(X = o)z = Fy X (b) + == (9)

T
(Y] = B)zap = Fy Yp(b) +_K.:‘:E (10)

Condigoes de contorno do sub-sistema II:

a) Para Z=0, tem-se:

5

(Eluil)z=0 = My (11)

“(EIByp)g.p = Mx (12)

Y

=(Xir - arr)og = (13)

II 11720 = " e
Yy
=(Yir = Brylop = 14
(Vir = Brrdze0 = 0 ()
b) Para Z = 1+b, tem-se:
“El{og)zegp =0 (15)

-KB
- (X'

-ka

1 x
(= Bz T ",i}: Xpp(1-b) + L

Nas equagoes acima

B
k
XX
B S B rvalle Al heth Yrr“'"i“")

KAG

KB

- Y”{T—b}jl,[_ (18)

considerou-se:

sendo

Para se recompor 0
partir dos sub-sistemas
coes de religagao":

Tx + Tx =

My + My

Idmzl HdmzL
H d " o — =
EI KAG

(19)

sistema original (Fig.2), a
I e 11, definiram-se as "condi

Ty + Ty

0]
o

0

0 ; Mx+Mx =20

(20)

xl{b} - x“(O} 5 “I(b} L 0”{0}

Yy(b) = Y ;(0) ;5 By(b) = B;;(0)

0s deslocamentos e

esforgos generalizados podem

ser escritos na forma matricial:

V(Z) = W(Z).h

onde:

Tvzy = [X:vsas8,X" -aY"

(21)

-B.a'.ﬂ']: auto-vetor



W(Z) = matriz que leva em conta as solugoes expressas
pelas eq. (2).
Considerando as condigoes de religagao dadas pelas

eq. (20) e as condigOes de contorno, define-se a ma -
triz de passagem Wp, tal que:

VIIO = HWp . VI] (22)

onde: VIIO : auto-vetor definido na extremidade es -
querda do sub-sistema II, isto &, !
VlIO-VII{O}.

Viy  auto-vetor definido na extremidade direi
ta do sub-sistema I, isto &, VI] = VI(bL

Wp = dlag[1 111 -1 -1 -1 1]

Substituindo as condigoes de contorno do sub-siste
ma I, para Z=0, na eq. geral (21), obtem-se a equagao’
matricial:

v

0 = Yoo M (23)

onde: V,, = auto-vetor calculado na extremidade esquer
da do sub-sistema I.

HIO = HI{O): Calculada para Z=0 no sub-sistema I

hI = vetor de constantes do sub-sistema I.

Semelhantemente, para Z=b, obtem-se também para o
sub-sistema I:

Vi = Bgy s g (24)

I I

onde VI1 = auto-vetor calculado na extremidade direita
do sub-sistema I.
Wpq o= HI{b}: Calculada para Z=b no sub-sistema I.

Das eq. (23) e (24), tem-se:

Voo = Wy oV (25)

n I 10

onde Hlsﬁlo.i;é ; matriz de transfereéncia do sub-siste
ma I.
Analogamente, para o0 sub-sistema II, pode-se obter

Yim = Y11 - Vo (26)
-1 . - -
onde HII = Hll1 " u[IG : matriz de transferencia, do

sub-sistema II.
Finalmente, das eq. (22),(25) e (26), pode-se defi
nir a matriz de transferencia global W do sistema 5:
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) =N .V

m - Y10 (27)

onde W = W . . W . W

IT p I

A eq.(27) pode ser re-escrita da forma:

X;(1-b) X;(0)
Y;(1-b) ¥;(0)
ayp(1-b) (8 W, ay(0)
77 (1-b) 8,(0)

0 0

0 Wy 0

0 0

0 0
(27a)

Considerou-se o caso das matrizes rigidez dos man-
cais serem simétricos, isto e, kxy=kyx' Assim sendo
tem-se R = 1”0 6 , 0 que significa que os auto-valo -
res sao imaginarios puros.

Da eq. (27a), coﬁc1u1-se que os auto-valores 0, !
sao calculados anulando o valor do determinante da ma-
triz H3. para uma dada velocidade de rotagao Q@ do ro -
tor. Assim,

det \@ =0 (28)

ESTUDO DO SISTEMA DA FIG.2 - RESULTADOS

Para o presente estudo, foram considerados os se-
guintes dados numéricos:
"d = 3,0kg ; Rd = 100mm ; Mp = 0,733 kg

4 = =
kxx = kyy = 1,4 x 10" N/m ; L = 900 mm

b.L=700mm;r=2m

Calculou-se as pulsagoes proprias w do sistema pa-
ra diferentes velocidades de rotagdo @ do rotor, e as
curvas obtidas sao mostradas na Fig.4. A intersecao de
tais curvas com a reta Q=w nos da os valores tedricos'
das velocidades criticas do rotor.

0 estudo experimental foi feito utilizando a maque
te de ensaio do “"Laboratoire de Mecanique Appliquée de
la Faculté des Sciences et des Techniques" de Besancon
(Franga). A referida maquete, esquematizada pela Fig.5
permite o estudo de um rotor suportando um ou varios '
discos de posigao variavel, sendo que o rotor & ele '
mesmo suportade por pelo menos dois mancais de rigidez
variaveis segundo duas diregoes perpendiculares, Nas '
posigoes dos mancais dispoe-se de excitadores eletrodi
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namicos, de captores de deslocamento a variacao de in-
dycao e de captores de velocidade do mesmo tipo que os
excitadores. A t8cnica de obtencdo experimental dos '
auto-valores, consiste basicamente de, fixada a veloci
dade de rotagao 0 do rotor, variar-se a freguéncia da
forga de excitagao sendo os valores da ressonancia de-
tectados pelos captores colocados a nivel dos mancais.
A obtencao das‘velocidades criticas & feita simplesmen
te variando a velocidade de rotagao Q a partir do va -
lor @ = 0, e verificando as velocidades Qc para as '
quais sistema apresenta vibragoes importantes, sem ex-
citagao externa.

Os valores experimentais pulsagoes sao assinala -
dos por-um "X" na Fig.4, A tabela 1 nos da as veloci-
dades criticas tedricas e as obtidas experimentalmente

wwr

ir

2

' " n S [Hz)

TABELA 1

VELOCIGADES CRITICAS f_ [Hz]

Tedricas 5,83 | 17,54 [22,25 | 40,15 | 51,36

Experimentais [ 5,90 | 18,00 | 23,00 | 39,60 =

CONCLUSOES

- Foi mostrado que a utilizacao de um metodo anali
tico "exate" pode ser utilizado na resolucao de proble
mas em Dinamica de Rotores, sem complicar excessivamen
te o tratamento numérico destes problemas.

- 0 metodo usado & particularmente interessante do
ponto de vista numérico, pois mesmo complicando o mode
1o estudado (colocando varios discos e mancais por e -
xemplo) a ordem da matriz complexa cujo determinante '
temos que anular para determinagac dos auto-valores @
sempre 4.

- A utilizagao da teoria de Timoshenko para as bar
ras & indicada principalmente quando nao se pode des -
prezar o cisalhamento nas vibragoes transversais e '
quando interessa-se as altas frequencias.

- Constatou-se uma boa correspondeencia entre  os
resultados teoricos e experimentais conforme podemos '
ver.na Fig, 4 e na Tabela 1.
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Titulo em Ingl8s: Analytical and Experimental Study on Roter-dynamics

SUMMARY

Among the existing analytical methods for the dynamical caleulatfion of mechanical
sthuctunes, the transfer-matnix-method <4 a very {mpontant one.This method was
used in this papen to obtain the sofution of a mechanical system nepresented by a
roten mounted on ffexible jourmals. Theonetical nesults are companed with those
obtainned experimentally.
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TENSIONES EN DIFERENTES TAPAS TORIESFERICAS
DE RECIPIENTES DE PRESION

E. TAROCO
R. A. FENNOO
LABORATORIO DE COMPUTACAO CIENTIFICA, CNPq

RESUMEN
Preséntase en este trabajo La influencia sobre el estado de ten

siones y deformaciones que diferentes tapas tordesfernicas

produ

cen en necipientes de presion de matendial efastico {sotrdpico.EL
analisis se¢ realiza a Zraves del Metodo de Efementos Finitos uts
Lizando un elemento cunvo de tres nudos desanrollado pon £os au

Ltones.

INTRODUCCION

E1 an@lisis de tensiones en depbsitos de
presion ha progresado paralelamente al desar-
rollo de la teoria de cascaras y a la aplica-
cion de dicha teora en la resolucidon de casos
particulares, donde diferentes geometrias de
la superficie media son estudiadas.

Posteriormente a la formulacian de la teo-

ria de cdscaras, realizada por Love [1] a fi-
nes del siglo pasado y conocida coma Teoria E
lastica de Cascaras Delgadas, miltiples inves

tigadores se abocaron a resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales resultantes para cas-
caras con diferentes geometrias,

Dada la complejidad del problema, solo fue
posible la determinacion de soluciones para ca
sos particulares, tales como cilindros,
y esferas. En alguno de ellos se hizo
rio introducir simplificaciones adicionales a
las propuestas por Love en la formulacion de
su teoria [2,3].

La dificultad anterior motivo al desarrollo
de una

conos
necesa-

teoria mas simple, conocida con el
nombre de Teoria de Membrana, en la que sola-
mente los esfuerzos directos son llevadaos en
cuenta. En este caso las ecuaciones de equili-
brio y las condiciones de contorno hacen posi-

ble 1a determinacion de una distribucidn de
tensiones estaticamente admisible.

En la medida que 1a cascara sea delgada y
que los esfuerzos de membrana sean compati=-
bles con las condiciones de contorno, los es-
fuerzos de flexion son pequenos y las tensio=
nes de membrana se aproximan a las
reales. Si la carga a que la cascara estd some
tida y los radios de la superficie media son
continuos, la solucion de membrana es una bue-
na aproximacion para multiples aplicaciones que
se presentan en Ingenieria.

S§in embarge, cuando existen cargas concen-
tradas o discontinuidades en el radioc de
vatura o quiebres en la superficie media o los
esfuerzos de membrana no son compatibles con

tensiones

cur-

las condiciones de contorno, la solucion de
membrana es solamente valida en puntos sufici-
entemente alejados de las zonas perturbadas.En
dichas zonas se hace necesario llevar en cuen
ta, ademas de los esfuerzos de membrana, los
efectos de flexion, y solamente con la Superpo
sicion de ambos es posible aproximar la solu-
¢ion del problema. Mediante este procedimiento
se han analizado cascaras compuestas por cilin
dros, conos, cilindros semiesferas, cilindros

esferas rebajadas, etc.[2,3].
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Paralelamente al desarrollo tedrico para
determinar el estade de tensiones en cascaras,
com miras a las aplicaciones en recipientes de
presion, multiples investigaciones experimenta
les en modelos reducidos y modelos
cos se han realizado,

fotoelasti
De esta manera ha sido
resulta-
dos obtenidos mediante las teorJas simplifica-
das [4,5].

Los trabajos anteriores constituyeron la

posible complementar y verificar los

base para la confeccion de normas y reglamen-
tos que permiten proyectar recipientes de pre-
sién con razonable grado de suguridad [6].

En la Gltima decada, el empleo de la ener-
gia nuclear y el gran desarrollo de industrias
tales como petroquimica y aeronautica, no sola
mente incrementd la demanda de recipientes de
presion sino que coloco a los proyectistas fren
te a problemas especiales no previstos en Jlos
reglamentos existentes,

Condiciones extremas de carga y serios ri-
esgos en la falla, que se presentan en casos
especificos tales cono reactores nuc]eares,exi
gieron analisis de tensiones precisos en la
mayor parte de sus componentes.

Lo anterior fue posible con el desarrollo
determinacian
de tensiones y con el advenimiento del computa
dor como poderosa maquina de calculo. Asi  es
que en la actualidad con ¢l uso de programas a
decuados es posible obtener la distribucion de
toda
la precision que los procesos tecnoldgicos re-

de metodos aproximados para la

tensjones en recipientes de presion con

quieren.

tensiones
resultantes en recipientes c¢ilindricos someti-
dos a presion interna con tapas de forma tori
esférica y el caso 1Tmite de semiesfera.los re
sultados obtenidos mediante 1a aplicacion del
Método de Elementos Finitos, empleando un ele-
mento de cascara desarrollado por 1los auto-
res [7,8] son presentados. En el primer ejem-
plo se comparan los resultados obtenidaos, con
valores tedoricos y experimentales a que arriba
ron otros autores.

En este trabajo se analizan las

Posteriormente se analizan diferentes ta-
pas de un mismo recipiente y se muestra como
varia la distribucion de tensiones en funcion

del rebajamiento.
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GEOMETRIA DE LOS RECIPIENTES DE PRESIDN

Los recipientes de presion analizados en
este trabajo son de espesor constante, tienen
forma cilindrica con tapas constituidas por un
casquete esférico y un segmento toroidal que
permite el acordamiento de las paredes c¢ilin-
caso

coincide

dricas con dicho casquete, Fig.la. En el
1Tmite en que el radio de la esfera
del cilindro, el segmento de toro desa-
parece y el recipiente de presion obtenido tie

con el

ne la forma de un cilindro semiesfera, Fig.lb.

F
a) toriesfera cilindro
R, =D/2
H
o 1
b) semiesfera cilindro
Figura 1. Geometria de las Tapas
Teniendo en cuenta la simetria de revolu-
cion, la geometrfa de la tapa estd definida
cuando se conoce el meridiano y el correspon-

diente espesor en cada punto, que hemos admiti
do constante,

En el caso particular toriesférico, Fig.la
los parametros que determinan la geometra son:
radio de la esfera R; radio del toro R;, didme
tro del cilindro D y espesor H. Para la semies
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1b, R, = 0.50D.

El 6hgu]o $gn transicion entre la esfera y
el toro, esta relacionado con R,, Rz, y D me-
diante la expresion 0.50 = (Rz-Ri)sen ot Ry 1o
mismo el rebajamiento & de la tapa definido por
la relacion

fera, Fig.

. F i Ra-(Re-Rl}cos 9,
0.50D 0.5D

Por lo tanto la tapa de un recipiente ci-
17ndrico de espesor constante, de forma tories
férica esta caracterizado por las tres relacio
nes R;/H, Rz/H, D/H.

En el analisis de tensiones de recipientes
de presion |9,10|1as relaciones anteriores son
empleadas para mostrar las distribuciones de
tensiones obtenidas en cada caso,

ESFUERZOS RESULTANTES SEGON LA TEORTA DE LOVE

Teniendo presente que los recipientes de
presion que estamos analizando, tienen sime-
tria de revolucion y 1levando en consideracion
splamente como carga externa la presion p, el
equilibrio de un elemento diferencial, Fig. 2,
conduce al siguiente sistema de ecuaciones di-
ferenciales |2,3]|, en los esfuerzos N M

He ¥ Q¢:

¢|Nal ¢l

_%E(r N¢) - ricos o f, -1 Q¢ =0

- )
r N¢ + rysen ¢ Ne 7 (r Q¢}— rr.p-= Q

a%(r H¢} - r cos $ Me = K O¢ =0

Con N, M, Q indicamos fuerza directa, mo-
mento y fuerza cortante por unidad de longitud
de la superficie media de la cascara, r; radio
de curvatura del meridiano, r radio del parale
To y con los subindices ¢y 8 las direcciones
del meridiano y paralelo respectivamente.

E1l sistema de ecuaciones anteriores puede
reducirse a dos mediante la eliminacion de Q&’
Para ello introducimos en las dos
ecuaciones el valor r D¢:

primeras

1 d
r Q¢ o HE(r M¢) - COS ¢ MB

1

deducido de la tercera, con lo que se tieme:

1 d
gy gl B ) o

d
HE_(P N¢} r cos i Ne
+ cos ¢ HB =0

1
r N¢ + risen ¢ NB + i%[ T %E(r H¢} - cos ¢ Mé] =

=rr,p=20

Figura 2. Fuerzas y Momentos en un Elemento de

Cascara

Dentro de las hipotesis de Love, los es-
fuerzos directos N$' NB y los momentos N¢, MB
pueden ser relacionados con los desplazamien-
tos de la superficie media v, w, mediante las
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expresiones:
N¢ - D{a¢+u28) i Ne = U{£e+va¢)
L K(x¢+uxa} i Mg = Kixgtvxy)
donde:
Bow b il 3 K& et S0
1-v? 12(1-v?)

son las rigideces de la cascara a esfuerzos di

rectos y momentos.

€=Lﬁ+lieeulcotg¢+l

ry d¢ r,y ra ra

son las deformaciones de la superficie media
en la direccion de ¢ y 8(r; = r/sen ¢)
.1 d,v o dw, | . . Cotg ¢, v _ dw
T E &E TR % F Py Tdp)

son los cambios de curvatura de la
media,
Para obtener las correspondientes ecuacio-

superficie

nes de la parte esferica, del segmento de toro
y del cilindro, bastara introducir en las ex-
presiones anteriores los correspondientes va-
lores de r, r; y r, de cada caso:

Esfera ry = §a = 35%"3 = R,

Toro r, =Ry , Py = se: 5

Cilindro ryd¢ = dx , rosen ¢ = r= 0.50
¢ =mnf2 ,ry + =

La integracidn del sistema de ecuaciones
de equilibrio, con adecuadas condiciones de
contorno, permitira determinar los deplazamien
tos vy w y, a partir de ellos, las deforma-
ciones €4 Eg» las curvaturas Xg» Xg y los es-
fuerzos "¢' NB’ H¢. Ha correspondientes,

En el caso particular de este trabajo, 1la
cAscara axisimétrica que nos proponemos resol-
ver esta formada por uyna composicion de tramos
de diferentes geometrias., Por lo tanto ademas

RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. 111, n%3, 1981

de realizar la integracion del sistema de ecua
ciones anteriores para cada tramo esfera,toro,
cilindro, sera necesario ademas compatibilizar
los desplazamientos en los puntos de union de
geometrias diferentes.

Lo anterior, bastante conocido en la lite-
ratura para casos simples [2,3], puede resul-
tar un trabajo tedioso no siempre con solucidn
analitica conocida.

Otra manera de resolver el problema es re-
currir a formulaciones variacionales [3] y sus
corespondientes métodos directos.

FORMULACION VARIACIONAL
Como ya es clasico en el calculo
nal, el problema de integrar las ecuaciones de

variacio-

equilibrio es equivalente al problema variacio
nal conocido em Mecanica como Principio de Mi-
nima Energia Potencial,

Dicho problema consiste en determinar los
desplazamientos v* y w*, pertenecientes a un
campo cinematicamente admisibles, gue minimi=-

cen el Funcional Energia:

L
T o= J@D[ .;-(Nd’t:¢ . Naze + M¢x¢ + MgXq) - pw]

ryrasenpde
donde los esfuerzos N y M estan relacionados
con las deformaciones € y y a traves de las
ecuaciones constitutivas presentadas en la sec
cion anterior,
De la condicion de minimo se sigue que la
primera variacion de nm se anula o sea:
- ¢1 el ~ - ~ ~
T = ij[ﬂ¢£¢ + Nasa + H¢x¢ + H¢x6] = pw]

ryrpsenddd = G

ambos

por
desplazamiento cinematicamente admisible, sg
procedera a establecer cuales son las ecuacio-

Para mostrar la equivalencia entre
problemas y establecer 1o que se entiende

nes de Euler y las condiciones de contorno
(principales y naturales) asociadas al proble-
ma variacional.

Para ello, introducimos en n las relacio-
nes cinemdticas € y x, presentadas en la

cion anterior, e integramos por parte las

SecC-
ve-
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. , - 3 4 i
ces necesarias la expresion variacional n = 0,
con 1o que se obtiene:

g 1 dv ., W v W
= J¢ Ny (— -~ %%)+Ne($% cotg g+ %%) =

cotg ¢, v _ _dw
ra \r'] r1d¢;

1 d,¥v div
M ¢ 1 EI'(T-T - r1d¢) - My

s P2
pwlrirasen ¢ d¢ =J {- é%{rN¢)+r1cos [ Ne+

$1

bz
+

$1

+

-rM

1 d - ~
qua$(rm¢}-c05 ¢ Me}v dg+rN v . f;

t

A

$2
+ J {rN_ +rysen ¢ N + éL [] %(rﬁ

}—cos¢ﬁb]-

P ¢
= r rpli dg+rM di 721 d M )W ¥
(P dytriy ] e e |
¢ P
| %2
+ Cc0s ¢ HBw =0
$1
Como la expresion anterior debe ser nula

para cualquier v, W, se deducen las siguientes
ecuaciones de Euler y condiciones de contorno
asociadas al problema variacional planteadn:

- Ecuaciones de Euler

d

d
a$(r N¢J

- el L
rycos N8 ?}'H$(r M¢} + cos ¢Ms B
rN_ +riseng¢ N, + d El- d{r M, )-cos ¢ M -
b 8 dp[r; 4§ P |
- r r;p =20
Como podemos apreciar, las ecuaciones de
Euler corresponden a las ecuaciones de equili-

brio de la cascara.

- Condiciones de contorno

Principales Naturales
v =V en ¢, o ri =0
: ¢2 ¢\¢1:¢2
W= W oen ¢1, ¢ o{id(r'M)
’ ry d¢ i
-cos¢He}‘¢ 63 rQ¢‘

P15 ¢2
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v dw vV _ dw i

(?T rla¢)'¢F? FTH$} €n ¢l!¢2 o r M¢ =0
f1adz

La ultima de las condiciones de contorno

pone en evidencia un aspecto importante.En efec
to, en la union del casquete esferico con el
casquete toriesfe-
o en la unign de la esfe

cilindro, o en la unign del
rico con el cilindro,
ra con el toro, existe una discontinuidad en
ri; no obstante esta discontinuidad la condi-
cion de contorno tambign nos dice que el campo
v/ri-dw/r,d¢ debe ser continuo independientemente
de las posibles discontinuidades de la cascara
Desde el punto de vista fisico,lo anterior esta
blece que el angulo entre las normales a la gene
ratriz a ambos lados de la discontinuidad es el

mismo antes y despu@s de la deformacion.

De esta manera estamos en condiciones de es
tablecer lo que entendemos por "desplazamientos
cinematicamente admisibles".

Diremos que v y w son "desplazamientos cine-
maticamente admisibles" si son suficientemente
regulares excepto en un numero finito de puntos
donde v/r;-dw/r;d¢ es continuo como lo es en
todo otro punto de la cascara, A su vez v, Wy
v/ri-dw/ri1d¢ deben satisfacer las condiciones

de contorno principales.

ELEMENTO FINITO EMPLEADO

$i introducimos en el funcional de Energia
7 las ecuaciones constitutivas y cinematicas de
la teoria de cascaras delgadas presentadas an-
teriormente, dicha expresion variacional resul
ta en un funcional de dos campos v y w:

b1 dv dw d w
™= J f(v: ds? W, ) di
$o ¢ ¢’
con condiciones de continuidad en v,wy L.
r, r1d¢
Tomando la relacidn diferencial - - 9%
i P1d¢

como una nueva variable 8 en el funcional ante
rior, el problema de minimizar = es equivalen-
te a determinar el minimo del funcional n* de
tres campos independientes v, w y B:

1 dv dp
* = *
i J¢D f*(v, @’ w, B, E$}d¢



con la condicion subsidiaria:

I

g = dw
Ty ridé

y condiciones de contorno en v, w y f:

Principales Naturales
v = v 0 N¢ =0 en dg, b1
w=fr Q, =0 en ¢os 42
B =8 o M¢ =0 en da, ¢1

Basandose en el desenvolvimiento anterior fue
desarrollado por los autores [7,8] un elemento
finito curvo. Basicamente las aproximacionesin
troducidas con este elemento corresponden a:

1) Aproximacion de £a Supergicde
La curva que define el meridiano de la cas

cara es aproximada en cada elemento a travésde
(Figura 3):

L4

Figura 3. Elemento finito curvo

donde (r‘, 21) son las coordenadas del
i-8simo del elemento y donde;

nudo

b= g EE1) s G2 =g E(EH]) , gy = 1-E7
2) Aproximacion def Campo de Desplazamiento

En cada elemento el campo de desplazamien-
to es aproximado de la siguiente forma:
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- 131 ¢‘V1 ’
w = 1§1{¢01w +5'1¢]i(§i Bi)}
6 - 1.21 (i:_: = Wi,e js;‘;'i)"i g l‘“%i,g“’i $
3 i
* g, E) :élijv T 121 fig W’

donde:

2 2 3
Yor = E2(1-€%) (1+ 7 E)

2 : 3
Yoz = E*(14+E7) (1- 7 £)
Yoy = (1-£%)72
br = g E2(1-E)2(14€)
Wz 7oy E2(1+€)2(1-€)
p1s = E(1-8%)%

_d

R

1 representan los valores de

a suvez s'lyr
s' y r; en el nudo i-ésimo del elemento, eva-
luados haciendo uso de la aproximacion geome-

trica establecida en 1), es decir:

- 3>

& g kd
y donde r' = dr/dg r* = d¥frfde?

Las cantidades v', w' representan los des-
plazamientos v y w en el nudo i-&simo del ele
mento, y B' es la rotacion del nudo i-gsimo.

Con las aproximaciones propuestas puede ob
servarse [6]:

1. Los coeficientes que aparecen en el inte -
grando de la formulacion variacional son
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aproximados uniformemente dentro de cada
elemento.

2. Los campos ve ¥ w? referidos al sistema glo
bal son continuos independientemente de to
da no regularidad de la superficie

de la cascara.

media

3. El campo 8% es continuo y satisface la con
dicion subsidiarija:

o«

a

£
[

Baa-?-——
1 ridd

EJEMPLOS NUMERICOS

Mediante la aplicacion del Método de
mentos Finitos y utilizando el elemento
presentado se analizaron cuatro ejemplos.

E1 primero de ellos con la finalidad de
comparar los resultados obtenidos empleando el
elemento propuesto, que arribaron
Stoddart y Owen en forma experimental [4,11] y
Marcal y Pilgrim aplicando el Metodo de Elemen
tos Finitos [4,12],

E1 recipiente ensayado por Stoddart, a una
presion interna de p = 100 psi, fué construido

Ele-
curvo

con 1los

de acero comun con modulo de elasticidad de
E = 30.354 x 10%psi, coeficiente de Poisson
v = 0.31 y tapas de forma toriesfericas can

las siguientes caractersticas geometricas.
Ri = 2in., Rz = 24in., D = 24in., y H = 0.25in.

Dentro de las hipbteses de la teoria de
Love las tensiones resultantes c¢ ya, varian
linealmente en la direccion del espesor de la
cascara. Sus valores extremos coinciden con
las fibras exteriores e interiores de la lami
na y estan dadas por la expresion:

0N, 6

En este trabajo, cada cascara fué subdivi-
dida en elementos finitos de igual tamaﬁo.sieﬂ
do que el numerc de elementos en la esfera, to
ro y cilindro corresponden respectivamente a
Nesf = 24 elem,, Ntoro = 10 elem.,Nci1f15 elem.
como indica la Figura 4.

Los resultados obtenidos para las tensio -
nes meridionales Oy ¥ circunferenciales 0q SON
presentados conjuntamente con los de Stoddart
¥ Marcal en las Figquras 5 y 6.

En la zona toroidal, que es donde las ten-

siones son maximas los valores obtenidos con

15

el elemento propuesto practicamente coinciden
con los resultados experimentales de Stoddart
y difieren poco de los que arribaron Marcal y

Pilgrim,

Ntoro

Figura 4. Division de la Cascara en Elementos

Finitos

Posteriormente se analizaron ademas tres
ejemplos de tapas, todos ellos de material e-
ldastico con las siguientes constantes E=30x10%psi,
0.30, espesor H = .24in. y rebajamiento §
variable en cada caso.

Los dos primeros de forma toriesférica con
las siguientes caracteristicas geométricas

v =

Ejemplo D/H Ry/H | R,/H ¢, &
100 |2/.24 |22/.24] 300 .390
100 25 75 300 .634

y el Gltimo ejemplo de forma semiesférica con
radio R, igual al del cilindro o sea R;=0.5D(6=1).

La division de elementos finitos empleada
fue la misma para los casos toriesféricos y la
siguiente para la semiesfera N = 24 elem y

Nci]in.‘ 24 elem.

Los resultados obtenidos para las tensio-
nes meridionales o, y circunferenciales 9g tan
to interiores como exteriores, para los tres
casos analizados en que el rebajamiento & va-
rfa desde 6=.39 a 6=1 son graficados en las Fi
guras 7, 8, 9 y 10. Para adimensionar los valo

esf.
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res presentados en dichos graficos °¢/°o‘ 9y/9,
se empleo la tensidon circunferencial en la par

te cilindrica i, o pD/2H.

20
159 Experimantol LI |
Presante Ira

__ 1o
&
©
X
w O
z
S sla
2 Tt
= -0 A g

“1S + +

30 50 T0 90 . 10 15
ESFERA=1+— —
TORO (grados) CILINDRO (in}

Figura 5. Tensiones Meridionales

([} —_—
?i L] 7 g
B o
= ~
o h. e ° ‘.fl ¥
g - /.
a3 |+ r
Z 01— :
= 'P\ o I?.E'

-5

50 70 80 S5 10 15
Eﬂﬁh‘i _—
TORO(grados) CILINDRO (in)

Figura 6, Tensiones circunferenciales

CONCLUSTONES
En este trabajo se muestra como es posi
ble mediante la implementacidn del  elemento

propuesto en un programa de elementos finitos,
determinar la distribucion de tensiones en un
recipiente axisimétrico sometido a presion

interna.
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Las tensiones obtenidas, que muestran buen
grado de aproximacion con resultados experimen
tales de otros autores, varian en forma sensi-
ble con el rebajamiento de la tapa.
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En el caso de tapa semiesferica las tensio
nes meridionales y circunferenciales, tanto ex
ternas como internas, son de traccion. Sin em
bargo en el caso de tapas toriesféricas a medj
da que disminuye el rebajamiento se invierte el
signo de las tensiones en la zona del toro,apa
reciendo tensiones circunferenciales de compre
sian.

Tal fenomeno alerta sobre problemas adicio
nales a ser tenidos en cuenta en el proyectode
recipientes de presion.

En el caso de recipientes delgados ( rela-
ciones H/D pequefias) se hace necesario anali-
zar la inestabilidad elastica de la zona toroi
dal.

Si los recipientes no son delgados
ciones H/D moderadas), la inversion de

(rela-

signos
de las tensiones principales maximas en la zo-
na del toro hace que alli sea necesario anali-
inicio de la plastificacion.

En el casc de espesura intermedia a los
dos casos anterijores, efectos de inestabilidad
plastica deben ser llevados en cuenta en la

parte toroidal de la tapa.

zar el
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RESUMEN

Se presenta en este tnabajo el problema de creep estaclonando
esdtacionario con sus coanespondientes gormulaciones
Para ef problfema de creep estacionanio ae establecen

debiles capaces de aseguran fLa

cion de sofuciones aproximadas para ambos problemas.

¥y no
variacionales.
restndiceLones

unicidad de £a sofucion. Postenion
mente, propinese un algoritme numerico capaz de pexmitin La

obten-
Finalmente e

presentan dos aplicacdiones numénicas mostrando La eficiencia del me

todo provuesto.

INTRODUCCION

Uno de los problemas que frecuentemente se
presenta en la aplicacidon estructural de mate-
riales que experimentan deformaciones de tipo
viscoso, es el andlisis’de tensiones y deforma
ciones correspondientes a cargas y temperaturas
dependientes o no del tiempo, que actlian duran
te prolongados intervalos de tiempo.

El proceso de deformacion lenta baja carga
es conocido con el nombre de deformacion de creep
o fluencia. Generalmente se admite que la teo-
ria fenomenologica de creep comenzo a princi-
pios de este siglo con el trabajo pionero del
fisico da Costa Andrade [1]. Fue el quien in-
trodujo la terminologia empleada hasta el pre-
sente y el primero en postular una ley consti-
tutiva de deformaciones dependientes del tiem-
po.

Lo anterior contribuyd a que, en la Mecani
ca de los Solidos, el fenomeno de creep haya si
do tratado extensivamente por numerosos inves-
tigadores [2,3], dando lugar al surgimiento de
diferentes ecuaciones constitutivas, formula -
ciones variacionales, y meétodos numericos que

permiten obtener soluciones de problemas donde
el fenomeno de creep debe ser 1levado en cuen-
ta.

El problema del disefio de componentes meca
nicos, de geometria generalmente compleja, so-
metidos a elevadas temperaturas, condiciones e
historia de cargas numerosas veces evaluadas coh
un cierto margen de imprecision, etc., sumado
al problema de la falta de conocimiento o da-
tos sobre el comportamiento de los materiales
inelasticos, es realmente un problema sumamen-
te complejo. Afortunadamente no todo problema
de diseno precisa llevar en cuenta todos los
efectos, surgiendo as¥ reglas empiricas quedan
lugar, en general, a calculos conservativos.
Por otra parte, toda vez que se desée proyec-
tar de manera de llevar en cuenta efectos tér-
micos, tiempo, acumulacion de deformaciones, etc.,
resulta forzoso considerar comportamientos ine
lasticos capaces de atender a tales acciones,

Mucho del impetu en esta direccion se debe
a la necesidad de analizar estructuras cada vez
mas sofisticadas, tales como las empleadas en
reactores nucleares, turbinas, intercambiado -



res de calor, refinerias de petroleo, etc. En
estas estructuras los componentes en general de
ben ser proyectados para largos periodos de uti
lizacion, del orden de 20 a 30 anos,durante los
cuales estaran sometidos a severas condiciones
de temperatura, cargas, radiacion, etc.

El surgimiento del computador conjuntamen-
te con algoritmos numericos, como el proporcia
nado por el Metodo de Elementos Finitos, permi
ten en la actualidad desenvolver programas de
calculo automatico capaces de atender analisis
estructurales por complejos que ellos sean. Cuén
tase asi con herramientas de calcule poderosi-
simas pero, en contrapartida, disponese de po-
ca informacion en lo que se refiere al compor-
tamiento inelastico de los materiales. Esta si
tuacion es bastante diferente de la existente
decadas atras donde, ademas del desconocimien-
to sobre el comportamiento ineld@stico delos ma
teriales, no se disponia de adecuadas tecnicas
de calculo. Esta fue una de las razones por las
cuales los codigos introdujeron criterios y for
mulas de calculo simplificados que actualmente
tienden a ser modificados para dar lugar a cri
terios y formulas de cdalculo "rigurosas®”
atender el analisis inelastico.

para

En el analisis de creep, son necesarias ecua
ciones constitutivas dependientes o no del tiem
po [1-7], siendo que el creep primario debe in
cluirse toda vez que represente una parcela im
portante de la deformacidn total por creep.

Actualmente las ecuaciones constitutivas pa-
ra creep mas utilizadas son del tipo ecuaciones
de estado donde el tensor velocidad de deforma
cion de creep depende del estado de tensiones,
deformacion, temperatura y tiempo [5]. Existen
ecuaciones del tipo integral que permiten in-
cluir la influencia de la historia del proceso
en la respuesta del material. Sin embargo, dé-
bese notar que no existe informacion experimen
tal suficiente para definirlas.

Las ecuaciones para creep, dentro del tipo
ecuaciones de estado, requieren elementos simi
lares a los gque permiten definir las ecuacio-
nes elasto-plasticas, Asi, se tiene:

1. Una ecuacion de creep uniaxial describien-
do el comportamiento uni-axial a tension y
temperatura constante,

2. Una ecuacion de creep permitiendo generali
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zar el comportamiento anterior a estados mul

tiples de tension.

3. Una ley de endurecimiento para permitir apli
car la ley anterior al caso de variacio-
nes en el estado de tensiones y temperatu
ra.

Diferentes expresiones para el item 1 han
sido propuestas (vease [5]), To mismo para el
item 2 (vease [7]). Aqui debe resaltarse que
las hipotesis para establecer la generaliza-
cion del comportamiento uniaxial son entera-
mente idénticas a las de plasticidad (las de-
formaciones ocurren a volumen constante,la pre
sion hidrostatica no modifica las deformacio-
nes inelasticas, etc,)

Para la solucion de problemas de creep, dis
tintos algoritmos numéricos basados en el Me-
todo de Elementos Finitos han sido propuestos
[4-8] siendo e] pionero en esta area el traba
jo de Greenbaum y Rubinstein [8] realizado en
1968. Todos ellos se reducen a considerar un
analisis elastico incremental con deformacion
inicial dada por el incremento de deformacion
de creep. Este incremento es calculado a par-
tir del estado inicial en cada paso,

Resumiendo podemos decir, que todo proyec
dentro del rango inelastico re
gquiere para un analisis riguroso de:

i)Informacion experimental del comportamien
to plastico y de creep;

ii)Definicion de las ecuaciones constituti-
vas elasto-plasticas y de creep ya mencio
nadas;

iii)Un programa ge calculo automatico capaz de
cuenta

to esfructural

permitir un analisis que Tleva en

efectos elasticos, plasticos y viscosos.

En este trabajo presentamos, dentro de la
teoria de deformaciones infinitesimales,el pro
blema de valor de contorno en creep estaciona
rio y su correspondiente formulacion variacio
nal equivalente. Debido a la no linealidad a
nivel de la ecuacion constitutiva del material,
el problema anterior presenta el inconvenien-
te de ser no lineal y ademas requerir que el
campo de velocidades sea isdocoro de manera de

satisfacer la condicion de incompresibilidad.

Posteriormente analizamos un segundo pro-
cedimiento para determinar la solucion del pro
blema de creep estacionario que tiene la ven-



RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. 111, n9 3, 1981

taja, con respecto al anterior, de que ella es
obtenida mediante la resolucion de una serie de
problemas lineales dependientes de un

tro t,

parame-
denominado ficticiamente de tiempo, en
los cuales no precisa ser satisfecha la condi-
cign de isocoridad.

Tal procedimiento lo denominamos de elastg
creep ¥ mostramos como su solucion estaciona-
ria coincide con la solucion de creep secunda-
rio. La formulacion variacional correspondien-
te asi como el algoritmo numerico basado en la
tecnica de Elementos Finitos para la aproxima-
cion espacial y el Metodo de Euler para la in-
tegracion en el tiempo son tambien analizados.

En la segunda parte de este trabajo presen
tamos el problema de valor de contorno en creep
no estacionario, analizamos su formulacion va-
riacional equivalente y mostramos un algoritmo
numerico similar al de elasto-creep.

Finalmente, con el objetivo de mostrar la=-
eficiencia de los algoritmos propuestos presen

tamos algunas aplicaciones numericas.

PROBLEMA DE CREEP ESTACIONARIO

Consideremos un cuerpo que ocupa la region
7 de contorno I' del espacio euclidiang tridi -
mensional, constituido de un material que expe
rimenta deformaciones de cfeep estacionario[3,8] ,
sometido a la accion de unjsistema de fuerzas
(b,a) y a una velocidad prescripta v en parte
del contorno T. i

E1 problema de creep estacionario consiste
en determinar los campos T=T(x}, tensor de ten

siones, D=D(x), tensor velocidad de deforma -
cion, y v=v(x), velocidad, tales que satisfa-
gan las siguientes ecuaciones:

div T + b =0 I

D = %(vv+va} = (vv)® en §l

T = S+pl=g(D)0+pI, trD=div v=0

con las condiciones de contorno

Tn en T

"
|
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donde:

b = b(x) es la densidad de fuerzas por unidad
de volumen

@ = a(x) es la densidad de fuerzas por unidad
de superficie prescripta en el con-
torno T..

g = g(D) funcion escalar de variable tensorial
que satisface las siguientes propie-
dades:

continua
si g=Cte., la constante es estric-

tamente positiva o bien, g=g(D) es
positiva definida es decir g=g(D)>
>0 e=0 si y solo si D=0.
dados D, y D, arbitrarios
{9,-9,)(0;.0,-D;.D,)>0 con 91=9(Dﬂ
p = p(x) presion hidrostatica (p=1/3 tr T)
I tensor jdentidad
v(.), div(.), tr(.) operadores gradiente,
vergencia y trazo (tr T=I1.T).
S parte desyiadora del tensor de

resulta

di-

ten-
siones T

Como podemos apreciar el problema de valor
de contorno es no lineal, debido a la no linea
lidad en la ecuacion constitutiva, y esta defi
nido. para todo campo de velocidades que satis-
faga la restriccion div v=0.

FORMULACION VARTACIONAL DEL PROBLEMA
ESTACIONARIO
E1 problema de valor de contorno anterior-

DE CREEP

mente descripto puede ser colocado dentro de
una formulacion variacional equivalente.

Para ello, definamos previamente el conjun
to de velocidades cinematicamente admisibles que
designaremos con Kinv:

Kinl\‘r = {vi;v=v(x), regular, div v=0

para ¥xEQ, =v}

vl
Ty
El problema variacional equivalente consis
te en: "determinar v=v(x)E Kin\Ir tal que:
b.{v*-v)dﬂ+J a,(v¥-v)dr
T
Donde T=g(D)D+pl, D=(w)®,

JQT.(D*-D)dQ=J

§i r

para todo v*E Kinv“.
D*=(Tv*)".
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Introduciendo la ecuaci6n constitutiva en
la expresion anterior y teniendo en cuenta que
tr(D*-D)=0, el problema variacional puede ser
reescrito de la siguiente forma: "determinar

v=v(x)E Kin, tal que:
J g(D)D.(D*-D)dn = J b.(v*-v)dn +
{ it

+J a.(v*-v)dr
i

para todo v*E Kinv“.

El problema variacional asy planteado per-
mite determinar el campo v, con &ste y la ecua
cion cinematica determinase D y a travées de la
ecuacion constitutiva solo podra determinarse
la parte desviadora de tensiones S. Para obte-
ner la presion hidrostatica p sera necesario ,
una vez conocido S, resolver el siguiente pro-
blema:

Vp = b-=div S en 0

(a-Sn).n en I

=
n

UNICIDAD DE LA SOLUCION

En esta seccion sera mostrado que el pro-
blema de creep estacionaric anteriormente des-
cripto admite una soluciop Unica.

Para ello consideremos el siguiente lema:
recordan-
do que Di:(Vvi)s, g=Cte>0 o bieng=gﬂ%)30
e=0 si y solo si D.=0 y que (g,-9,)(D,.D, -
0,.0,)>0, resulta:

Lema: Sean Vs V,E Ifi*in“r arbitrarios,

{9202-9101).(02-01} >0

e =0 siysdlosiv,

{f]
-
r

Demostracion:
(9,0,-9,0,).(D,-D,)= %{91“91}{02'02'
1
-D]'D1)+ z(gz+gl)(02-D]j'{D2-01}

Como puede apreciarse el primer término del
ultimo miembro es positivo o nulo por la pro-

piedad de la funcion g, el segundo es positivo
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definido por propiedad del producto escalar y
por la propiedad de g. Por tanto se
que:

caoncluye

(9,0,-9,0,).(D,-D;) > 0

e =0 siysolosiD =0,

Ahora bien, si D =D, resulta D,-D,=0y por
ser v,, v,& Kinv
go:

se tiene v,-v,=0 en Lot lue-

V{vl—vz)s =0 en R

¥y = ¥y =00 en ',

La solucion del problema anterior resulta
v,-v,=0 por lo que v,Zv, con lo que queda de-
mostrado el Lema.

Flanteado este Lema, la demostracion de
que el problema de creep estacionario, admite
solucién Unica es inmediata. Para demostrar es
to supongamos lo contrario es decir, supdnga-
se v,#v, soluciones del problema. Dado que ca
da solucion satisface el problema variacional,
tendremos:

J 9,D,.(D*-D,)da = J b.(v*-v, )do+
0 0

+J a.(v*-y )dr
By

J 9,D,.(D*-D,)da = I b.(v*-v,)da+
2 2

+J a.(v*-v,)dr
4,

es arbitrario, consideremos
de las

Dado que v*E& Kinv

v¥=y, y v*=v,  en la primera y segunda
expresiones anteriores. Sumando miembro a miem

bro las ecuaciones resultantes se tiene que:

| (8:0,-9,0,).(0,-0,)an = 0
Ahora bien, por el Lema presentado anterior-
mente, el integrande resulta estrictamente po
sitivo 1legandose asT a una contradiccion que
provino de suponer v ,#v,. Se tiene asi demos-
trado que si existe solucion el campo de velo
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cidades v es Unico. Lo anterior asegura la uni
cidad de D y del tensor desviador de tensiones
S. Para garantizar la unicidad del tensor de
tensiones T resta probar la unicidad de la pre
sion hidrostatica p.

Para ello supongamos dos soluciones dife -
rentes p ¢#p,. Introduciendo estos valores en:

vp = b-div § en

(a-Sn).n en T

-
]

T

y efectuando la diferencia se tiene:
?(pl-pz} =0 en {2
=0 en Ty

cuya solucidn es P,-P,=0, resultando as7 la uni
c¢idad de p y por consiguiente la del tensor T.

PROBLEMA DE ELASTO-CREEP

En esta seccion y en la siguiente, presen-
tamos un segundo procedimiento, 1lamado de "elas-
to-creep", que permite, también, resolver el
problema de creep estacionario ya descripto.

Como anteriormente, consideremos un cuerpo
ocupando la region @ de contorno T',sometido al
sistema de fuerzas (b,a) y a la misma veloci -
dad prescripta vV en T,» €onstituido ahora por
un material que experimenta deformaciones de
"elasto-creep”.

E1 problema de valor de contorno con condi
cion inicial de elasto-creep, consiste en de-
terminar los campos 0=d(x,t), E=E{x,t), ES=E%(x,t)
y T=T(x,t) tales que satisfagan las ecuaciones:

div T =0

- 5

E = [V?}.c en @ x [0,e)
T = D(E-E%)

E€ = f(5)S

Con las condiciones de contorno:
Th =0 en re x [0,)
U =V en r, x [0,=)

y condiciones iniciales:
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u(x,0)=uy, E(x,0)=E_, E€(x,0)=0,
T(x,0)=T,

son soluciones del siguiente
como

donde Ugs Eo' T0
problema de valor de contorno, conocido
problema elastico:

div Tn +b =20

_ 5
E0 = (?uo) en i
TD =D EU
To" = a en FT
uo'= 0 en Fv

En las expresiones anteriores t € [O.MJ.D
es el tensor de elasticidad jsotropica, D=2ull +
(1 8 I}),0I y I tensores unitarios de cuarta
y segunda orden, ) y u constantes de Lame, E°=
=f(S)S es la inversa de Ta ley constitutiva de
creep secundario § = g{E)E.

SOLUCION ESTACIONARIA DEL PROBLEMA DE ELASTOD-
CREEP

Supongamos que la solucion T{x,t), é(x.t)
y O0f¢x,t) del problema de elasto-creep conver-
ge para t-« a una solucion estacionaria T(x),
E(x). G(x). Existiendo este 1imite no resulta
dificil mostrar que el mismo es la propia so-
Tucion del problema de creep estacionario des
cripto en la primera parte de este trabajo.En
efecto, si:

Tim T(x,t) = T

t+o

resulta:

Tim E¢ = £(S)S , S parte desviadora de T

tom

lim T =0

tre

De ta relacion constitutiva T = D(E-E°),
de la positividad de D y de 1im =0 resulta:

toe

1im(E-E€) =0

tores

de donde:



Vim € = Tim E€ = £(S)S = E

t+oo t+o
De las consideraciones anteriores se sigue que
la solucion estacionaria T, £, 0 del problema
de elasto-creep satisface las siguientes ecua-

ciones:

divT+b=0
t = (va)d o en a
£ = F(S)S o su inversa S=g(f)E

con las condiciones de contorno

Tn

a en T

i = v en T

que no son otra cosa que las ecuaciones de creep
estacionario.

Por dl1timo debemos observar que, como S es

el tensor de tensiones desviador, la condicidn

de isocoridad (div £=0) estd implicitamente sa
tisfecha en la expresion £ = f(S)S.

FORMULACION VARTACIONAL DEL PROBLEMA DE ELASTO
CREEP

Para arribar a la formulacidn variacional
equivalente al problema de elasto-creep [7],con
sideremos los conjuntos:

Kinu = {u; regular en %, u=0 en FV}

Kinl.j = {0; regular en 7, 0=V en fad

Definido estos conjuntos el problema varia
cional consiste en determinar O € Kinﬁ tal que:

[ f.(E*-E)dn = 0
i

para todo 4*€ Kin, y todo t €[0,=) con la con-

dicion inicial Eg=0. uce Kinu satisfaciendo:

T .(E*-E_)da = f b.{u*-u_)dno+
In o o Ig o
4[ 3.(u*-u_)dr
r 0
-
para todo u*e Kinu. ¥ en donde:

RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. 111, n®3, 1981

B+ = (va*)® , E = (v0)°

Tn =D ED

. s e il
i Eo Fvuo} g (Vu*)

Introduciendo las relaciones constitutivas
en las expresiones integrales, el problema an-
terior puede ser reescrito de la siguiente for
ma:

"Determinar G € Kinﬁ tal que:
] DE.(E*-E)dn = Itf(s)s.{i*-é}dn
n &

se verifique para todo 0*6 Kinu y todo tE|Q,=)
con la condicion inicial Eg=0 y u € Kin, satis
faciendo:

Jn DE, . (E*~E,)d0 = Jﬂb.{u*-uo)dﬁ+

+Jr a.(u*-uo}df
T
para todo u*E Kinu“.

ALGORITMO NUMERICO EN ELASTO-CREEP

E1 problema variacional presentado en Ta
seccion anterior esta definido en Kin, v Kin,
de dimension infinita. Para la obtencion de so
luciones aproximadas es necesario redefinir el
problema variacional en espacios Kinz Kin: de
dimensiaon finita.

Uma manera -de lograr 10 anterior cansiste
en suponer que los campos incognitas pueden ex
presarse como productos de funciones en la va-
riable x por funciones en la variable t. En
otras palabras los campos 0 y u pueden aproxi-
marse de la siguiente manera:

(=
n

vu(t)ﬁa(x) + Vv
u = ua¢u{x}
indices

donde se ha adoptado la convencion de
repetidos para indicar sumatoria y:

son vectores de aproxima -
cion tales que eu(x}=0 pa-
ra todo w=1,2,...,N y todo
x € Fv

campos escalares cuyos va-

@G(x]. a=1,2,...,N

Vs Uy
lores seran determinados a



RevBrCMec, Rio de Janeiro, V, 111, n93, 1981

través del problema varia-
cional propuesto.

Ahora bien, las funciones de aproximacion

o? y u? pueden construirse en forma sistemati-
ca a traves del Metodo de Elementos Finitos [9].
Como es conocido, dicho método consiste en par
ticionar en subregiones 1lamadas elementaos y

independientemente en cada wuno de
a

aproximar,
ellos, las funciones candidatas a° y u En es
o tienen sentido i
sico pues son las componentes de los campos 0°
¥ u? en los nudos puestos en evidencia

la particion de Q.

te caso las escalares VoY u

cuando
Por otro lado los campos de
son obtenidos a traves de Jla
composicion de los respectivos campos de apro-
ximacion a nivel de cada elemento.

aproximacion wa

Con las aproximaciones propuestas el pro -
blema variacional en elasto-creep queda ahora
definido por:

*Determinar 0%€ Kinz tal que:

j DE*. (E*?-E%)dq - JDf(S)S.(E*a-Ea)dn
fi {1

se verifique para todo a*dg Kinz y todo t€]0,=)
con la condicion inicial E§=0 y u:G Kinz satis
faciendo:

a a a a a
Jn pE2. (e+2-E%)dn - an.{u* -u?)dns

+] 3. (ur-ud)dn
Iy !

para todo ule Kinz“, y donde:

. a nd. Al -
I'hnl:l {a"; u v3¢a+v}

s.a
Kin
u

{u?; u;=u¢u1

De la aproximacion adoptada el problema an
terior conduce al siguiente sistema de ecuacip

nes diferenciales ordinarias en la variable t:

= cuv 2
BN h fB

aa'a 8 EIS=112t---nN 1

para t € [0,=) (n
con la condicion inicial:
a,821,2,...,N ; Eg=0  (2)

donde:
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Kay = J;D(vo )% (ve,)%dn (3)
c -
hg - Jﬁm (veg)*dn =
. J D(($)S).(7¢,)°dn (4)
a
T an 6,40 + JrTa.wadr (5)
f2 - Jnn(v?}s.(v¢s}5du (6)

Tal como puede observarse de (1)-(6) el pro
blema en elasto-creep es lineal en las varia-
bles T, E, & resultando ademas equivalente al
problema de elasticidad infinitesimal con de-
formacion inicial donde E®, dada por la ley
constitutiva E€=f(S)S, corresponde a la defor
macion inicial.

La integracion numérica del sistema
(6) puede realizarse por alguno de los
dos clasicos ya existentes tales como el Meto
do de Euler, Runge-Kutta, etc. A efectos de
simplificar la presentacion en este trabajo pre
sentamos solamente el Método de Euler, Para

{1}=

meto-

ello, si en un instante t son conocidos los cam
pos ul, £B, ge? y Ta. mediante el sistema an-
terior se determinan E£°2 £2, 72, Conoci-
das las tasas respecto al tiempo la respuesta
para el nuevo instante, segun e] Metodo de Eu
ler, se realiza a través de la secuencia de

calculo siguiente:

i . Para t0=0. el sistema (2) permite deter-
minar uz y con este:
a a,s a a
R {vuo) Ts meo

i a _ qa_ 1 a
se determina So = Tﬂ StrTaI

y con este valor es posible determinar:

ii . Conocido T:

é:a=f(s:)sg , hé:J;DEga.{v¢B}sdQ ,

B=1,2,...,N

jii. Con el vector hc, los vectores f! y f?
definidos por las expresiones (5) y (86)
es posible resolver el sistema (1). La
solucion de este sistema permite conocer
ve y con el:

AN TA0 M AR ({3 3o



iv . Con estos elementos ya es posible conocer
el estado de tensiones en que se encuen-
tra el solido en el instante t =At:

a a
TETO

+ At 7@

Conocido este nuevo estado se procede a re
petir los pasos (ii)}-(iv) hasta que la solucion
estacionaria sea alcanzada, Desde el punto de
vista computacional, 1o anterior equivale a apli-
car el procedimiento numérico hasta que la so-
Tucion estacionaria sea alcanzada, Desde el pun
to de vista computacional, lo anterior equiva-
le a aplicar el procedimiento numericohasta que
la norma de la diferencia del vector h® en un
instante t ., y el instante anterior t sea su
ficientemente pequenia. Es decir hasta que:

. . 1/2
{uEIJnED(EC[tn+1)'Ec(tn)}a'(VQu)slzdn}

N 172 5
tC8 s
{uannE (t,)-(ve ) da}

donde £>0 es suficientemente pequeno.

El paso de integracioén t es escogido de

manera de satisfacer los siguientes <criterios
[10]:
At .y = 1.5at
st g = min r'ﬂ?—i-L
xén.  ||ET|
donde t = 0.1 y |[El = (E.E))/2.

APLICACION NUMERICA EN CREEP ESTACIONARIO

A efectos de mostrar la eficiencia del al-
goritmo propuesto analizamos el problema de una
esfera hueca, sometida a una presion internacons
tante y constituida de un material que experi-
menta deformaciones de creep secundario segun
la ley de von Mises-0dgvist [7].

En este caso,
cidas en la definicion de la Tey

estan dadas por:

las funciones f y g introdu-
constitutiva

£(5) = 3

2 -1 1-n/n
y g(p) = 3o,

n-1/2
koe

donde:
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9 = (% 5.5}112 tensign desviadora efectiva

D = (% D.Ll]l”2 velocidad de deformacion efec
tiva

n, k constantes del material

La region de la esfera estudiada fue divi-
dida en 10 elementos isoparamétricos
como indica la Figura 1.

Las distribuciones de tensiones radiales y
radios
externo e interno de refri=1.5 y n=2,6 obteni-
das mediante el algoritmo de elasto-creep, pro
puesto en este trabajo, son presentadas en la
Figura 1 conjuntamente con las

lineales

circunferenciales para una relacion de

correspondien-
tes soluciones exactas. También se compara en
dicha figura los valores aproximados de la ve-
locidad radial para n=2 y 6 con las respecti-

vas soluciones exactas.

+L iri /

L ——

—— =

X {
Pt b= d ok et

--- tldstico
— Sol enacte
t/n « MEF

[} 1l 1.2 13 14 15

1. Tensiones y velocidad en esfera hueca
con presion interna, relacion de ra-
dios re/r1=].5. Creep secundario, ley
de von Mises-0Odgvist.




RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. 11, n? 3, 1981

En el caso de las velocidades se grafica -
ron los resultados obtenidos en los nudos y en
el caso de las tensiones, se graficaron las ten
siones en el centro de gravedad de cada elemen
to.

PROBLEMA DE CREEP NO ESTACIONARIO

Segun podemos apreciar en [5] las ecuacio-
nes uniaxiales para creep no estacionario to-
man la forma:

e = f(a)f, (0)F,(t)

donde:

¢ ¢ es la velocidad de deformacian de creep
(uniaxial)

g : estado de tension {(uniaxial)

@ : temperatura absoluta

t : tiempo

La ecuacion constitutiva uniaxial anterior
es comiun a la teoria conocida con el nombre de
"time hardening theory", en virtud de la forma
explicita que el parametro de tiempo t aparece
en la expresion.

Existe otra teoria - "“strain-hardening theory"-
en la cual la respuesta depende de la deforma-
cion ineldstica acumulada, es decir:

e€ = g,(0)g,(0)g,(c")

y su extension para estados multiples de ten-
sion toma la forma general:

-C c
E » g(Uele'Ee)S

mientras que para el endurecimiento por tiempo
(time hardening) resulta en general:

¢ _
E¢ = flo,.0,t)S
donde:

e~ : deformacion efectiva de creep,
E: - (g EC.EC}]fz

Teniendo presente lo anterior y dentro del
contexto de la teoria de endurecimiento por tiem
po (time hardening theory) el analisis del pro
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blema de creep no estacionario puede plantear-
se como sigue.

Sea un cuerpo que ocupa la region @ de con
torno T sometido a la accion de cargas de cuer
po b=b(x,t) y de superficie a=a(x,t), actuante
esta Ultima en la parte rT de I' y teniendo pres
cripto en la parte Fv del contorno I el despla
zamiento u=u(x,t). Luego, el problema de creep
no estacionario consiste en determinar los cam
pos usu(x,t), E=E(x,t), EC=E%(x,t),T=T(x,t) ta-
les que satisfagan en cada instante de tiempo
t las ecuaciones:

div T + b =0

E = (va)®

£ = te + Ec en i
£%= p-17

€= f(o,.0,1)S

con las condiciones de contorno:
Tn = a en FT

a4 = u en Fv
siendo las condiciones iniciales definidas por
los campos u_=u(x,0), E =E(x,0), ES=E°(x,0),
TD=T(x.D} que satisfacen las ecuaciones:

div T_+ b(x,0) = 0
9 s

E8 = (vuo)

Eo =0

To = DEu

en 2

con las condiciones de contorno:
Ton = a(x,0) en T,

u, = u(x,0) en T,

FORMULACION VYARIACIONAL DEL PROBLEMA DE CREEP
NO ESTACIONARIO

E1 problema de valor inicial y de contorno
enunciade en la seccion anterior puede plantear
se a traves de una formulacion variacional equi-
valente,

Para ello definamos los siguientes conjun-
tos:



Kin.={u;0=0(x,t) sea regular en Q,0 =u} ,
u Ly
campo de velocidades cinematicamente ad
misibles

Var.={v;v=v(x) sea regular en @,V
u Ty

=0} , cam

po de variaciones cinematicamente admi-
sibles en la velocidad

Com estos campos definidos, el problema va
riacional equivalente al problema de creep no
estacionario consiste en:

"Determinar 0 € Kinﬁ tal que para cada ins
tante de tiempo t se verifique:

I D(E-£%).E da = ] b.v dn+I 3.0 dr
0 Q Ty

para todo V € Vara y donde las condiciones ini
ciales Ugs Eo’ TD satisfacen:

J DE_.E 4o - J bk dn+J
1) 5

para toda V B Var,, donde £ = (vv)5.

ALGORITMO NUMERICO Y SU IMPLEMENTACION VIA ELE
MENTOS FINITOS PARA EL PRQBLEMA CREEP NO ESTA-
CIONARID

La aplicacion del Método de Elementos Fini
tos en la formulacion variacional, definida en
la seccion anterior, conduce al siguiente sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Kd-ht<f

con las condiciones iniciales

K da = f0
donde:
K : matriz de rigidez global del sistema
f : vector término independiente asociado al

sistema de fuerzas actuante en el cuerpe
h® . vector asociado a las deformaciones de
creep
d : vector de velocidades nodales generaliza-
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das
d : vector de desplazamientos.

E1 algoritmo numérico para la resolucion del
sistema anterior puede realizarse a través de
técnicas bien conocidas como son el Metodo de
Euler, Runge-Kutta, etc. Por ejemplo si se uti

liza el Metodo de Euler el algoritmo consiste
en:
1. Calcllase d, a partir del sistema K d =f ,

es decir dD=K"fD.

2. Conocido dD es inmediato el calculo del es-
tado de tensiones y deformaciones T ,E  res
pectjvamente.

3. Conocido el estado del cuerpo es posible cal
cular °.

4. Calciilase d a partir de K d=f+h*, es decir
d=K-1(f+h°).

5. Conocido d es posible calcular T y £, tasas
respecto al tiempo del estado de
y deformaciones respectivamente.

6. E1 Metodo de Euler consiste en suponer que
las tasas respecto al tiempo son constantes
en cada paso de integracion At, Con esta hi
potesis los desplazamientos, deformaciones
y tensiones para t =4t resultan iguales a:

tensiones

d, = d0 + At d

£, = E, + ot E

T, = T0 + At T
siendo que la deformacion de creep esta dada
por:

EY = Eg + ot EC = 0+ at £*

De esta manera, para el instante t, se tiene
completamente conocido el estado del cuerpo.

Luego, el proceso de calculo consistira en re-
tornar al item 3 y repetir los pasos 3-6 hasta
alcanzar el tiempo de integracion que se desea
o bjen, si la carga aplicada es constante en el
tiempo, hasta que la solucion correspondaal pe
riodo secundario del fendmeno de creep [1].

APLICACION NUMERICA
E1 algoritmo presentado en la seccion ante
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rior lo aplicamos al problema de un cilindroin
finito, de relacion de radios externo
fgual a r /r.=1.2402, sometido a una presionin
terna p constante.

interno

E1 el ejemplo estudiado tomamos como ecua-
cion constitutiva para creep estacionario, 1la
ecuacion de Odqvist [3,5,7] con exponente n<0:

. i 1/2
EC=%kcn]S.<} .

3
e e (7 §.5)

y para la ecuacion de creep variable con el tiem
po se adoptd la ecuacion:

BS = 3k of s f(t)

donde f(t) es la funcion de endurecimiento por
tiempo propuesta por Mc Vetty [3]:
fF(t) = 6(1-e Q%) 4 nt

adoptandose para las constantes los valores:

4 "i::::: :*;:;;::‘;~ﬁhhw
1 S SRR
%? n=10 e
1204256 10
1=0 2620 10"
—1=0 9868 102
3 -
105 LI0 LIS 120
rir-,
Fig. 2. Distribucion de tensiones circunferen-

ciales en cilindro infinite de relacion

de radios re/ri=l.2402.

En este problema la tension circunferencial
94 €5 la que mas se modifica durante el proce
so de defaormacion por creep. En la Figura 2 se
ha graficado o,/p a2 1o largo de la espesura del
cilindro para diferentes valores de t.

Para el instante t=0 el estado de tensiones
coincide con la distribucion elastica (respues
ta elastica instantanea) y, en virtud de ser
p=cte., a medida que el tiempo trascurrela dis
tribucion de tensiones converge a la correspon

diente al problema de creep estacionario para
n=10.
CONCLUSIONES

Como pudo apreciarse el problema de creep

estacionario presenta el inconveniente de su
nolinealidad y de la necesidad de satisfacer la
condicion div v=0. Ambos inconvenientes son eli
minados en la formulacion de elasto-creep que
consiste asT en una sucesion de soluciones elas
lle esta manera,

el algoritmo propuesto presenta una ventaja adi-

ticas con deformacion inicial.

cional en el sentido de que todo programa auto
matico para calculo elastico puede ser utiliza
do en la resolucion de problemas que envuelven
creep, Por otra parte, en la demostracion de la
unicidad de la solucion del problema de creep
estacionario no fue necesariosuponer la exis -
tencia de los potenciales de creep [7,8]. Lo
anterior permite extender este teorema a ecua-
ciones constitutivas no asociativas,.

El algoritmo para creep no estacionario pue
de observarse es similar al de elasto-creep,di
ferenciandose unicamente en la ecuacion consti
tutiva.
mos un unico algoritmo que permite resolver tan
to el problema de elasto-creep como el de creep
no estacionario.

De esta manera,en este trabajo propone

Por Gltimo podemos decir que el calculo de
la respuesta de una estructura sometida al fe-
nomeno de creep (estacionarioc o no estaciona =
rio) no representa un problema desde el punto
de vista computacional. Queda por tanto resal-
tar la necesidad del estudio, tanto experimen-
tal como teorico, de cuales son las ecuaciones
canstitutivas para creep propias de cada mate-

rial.
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INTRODUCAO A UMA TEORIA UNIDIMENSIONAL
DE ACUMULO DE DANO PARA PROBLEMAS ESTRUTURAIS

MANUEL AMERICO G. SILVA
ENGENHEIRO-CIVIL

DUSAN KRAJCINOVIC

DEPT. MATERIALS ENG., UNIV. OF ILLINOIS

SUMARIOD

A teonda unidimensional de dano ¢ apresentada como sequincia da feoria proposta pon
Kachanov que ¢ interpretada em termos probabilisticos. Um modefo discreto de barvtas
¢ utilizado para introduzin a vaniabilidade aleatoria da resistencia a thacdo. As
Leds fonca-desfocamento para materiais frageis e elasto-plasticos sdo obtidas para
diversas fungoes de distribuigao, fevande em consideragde o dano acumulado ao Longo
do cannegamento. A teonia propesta ¢ ainda aplicada a vigas sujeitas a glexdo pura,
conduzindo a nesuftados que permitem uma {nterpretacdo anabitica de disposicies de
codigos baseadas em evidincia experimental. A vaniacdo da defornmagao ne empo &
estudada para casos simples de ocornéncia de fendmeno de fLuéneia.
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1. INTRODUGAO

Os trabalhos de pesquisa e desenvolvimento
produzidos nas ultimas décadas na area de me-
canica de estruturas tem incidido mais sobre
métodos de analise do que sobre o estudo do
comportamento real dos materiais. Consequig
cia direta dessa orientagao tem sido a divul
gacao de técnicas analfticas de grande rigor,
o desenvolvimento de algoritmos numéricos com
plexos e a aplicagao desses recursos a vasta
gama de sistemas para os quais se fazem h1p§
teses simplificadoras de comportamento fisico.

Um exame critico do acervo de conhecimen
tos atuais mostra que ha frequente falta de
realismo ao aplicar tEcnqcas de riqor “"exage-
rado" a modelos matematicos que estdo, compa
rativamente, longe de representar o sistema
fisico com precisao adequada.
o engenheiro de estruturas a quem se confia a
solugao de problemas de alguma complexidade
dispde de técnicas para os resolver apos a
sua idealizagao, mas carece de orientagao em

dois passos importantes da definigao do mode

To:

- A representacao global apropriada do siste
ma estrutural e da solicitagao por um mode

1o matematico.

- A atribuigd3o correta de propriedades fisi
cas aos materiais, em fungao do tipo e do
regime de carga e da variavel tempo.

A procura de critérios de modelacdo global
representacgao
tem sido objeto de numerosos estudos nos anos
mais recentes, ainda que seja frequente encon

que evitem erros grosseiros de

Com frequencia,
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-

trar trabalhos cuja validade & questionavel

por nao os respeitarem. Exemplos desse reno
vado esforgo sao as regras de discretizagao
de massa, de escolha de intervalo de integra
¢3ao no tempo, de dimensao maxima de malha de
elementos finitos, a correlacao entre o con
teudo de frequencia da solicitagdo e o tipo
de discretizacao do sistema. Esse tema de
grande interesse pratico e academicamente es
timulante n3o se insere no conteido deste es
tudp e a ele n3o se fara mais alongada
rencia.

refe

A exposicao que se apresenta a seguir con
centra-se outrossim em aspectos de comporta
mento fisico de metais, ligas metalicas e,
eventualmente, concreto. 0 trabalho & orien
tado de modo a acomodar mais os interesses
do engenheiro de mecanica aplicada do que as
necessidades do pesquisador. Objetiva-se
apresentar conceitos badsicos através de exem
plos elementares que jlustram desenvolvimen
tos recentes na definicao de modelos fisicos
racionais para o estudo de fenomenos de flu
encia e fadiga e determinacao da capacidade
de resistencia a ruptura.

Apresenta-se na sequéncia uma revisao su
cinta de alguns estudos pioneiros e/ou funda
mentais, comenta-se a importancia  daqueles
fenomenos em certos problemas estruturais e
listam-se referencias bastantes para aprofun
damento de estudos e inTcio de pesquisa por
parte do leitor que por ela se interesse e
tenha a boa fortuna de a poder realizar.

0 ponto de vista adotado na sequencia do
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trabalho & mais proximo da mecanica de estru-
turas do que da metalurgia ou termodinamica.
Importa no entanto enfatizar a importancia
dessas disciplinas no estudo integrado deste
capTtulo da ciencia dos materiais.

A aplicagdo dos resultados destes
decorre evidentemente de que a
das estruturas so pode ser determinada se
houver conhecimento das propriedades fisicas
dos materiais usados para as construir. Mais
especificamente, o0s projetos de componentes
de turbinas movidas a gas, para temperaturas
cada vez mais elevadas, e os de vasos de pres
sao e tubulagoes de usinas nucleares sujeitos
a ciclos e gradientes térmicos criaram a ne-
cessidade de maior pesquisa nesta area. Adi
cionalmente, os fenomenos de fadiga e de esco
amento plastico, mesmo a temperaturas nao mui
te elevadas, requerem estudos desde o estagio
de concepgao do projeto.

Estabelecidas estas premissas & feita em
sequida uma introdug3ao sumaria aos conceitos
de acumulagao de dano, ruptura por fluencia e
de intarpretagao probabilistica da teoria de
Kachanov.

25 RUPTURA POR ACUMULO DE DANO

0 estudo cientifico da ruptura @ relativa
mente recente e tem-se desenvolvido com a ex
pansao dos meios de calculo numerico, ate
porque se trata de fenEmeﬁa de carater local
em geral, em regioes de
singular ou mais complexa.

Os acontecimentos sucessivos que conduzem
ruptura sao essencialmente os sequintes:

- Aparecimento de fissura macroscopica.
Evolugao da fissura no solido.

A quantificagao do que seja uma fissura ma
croscopica em materiais metalicos pode sequir
a sugestao de Lemaitre e Chabnche[l]que assim
consideram uma descontinuidade material em

estudos
resistencia

e ocorre, geometria

L1

que a dimensao principal seja em torno de Imm,

0 estudo da evolugao de fissuras de dimen
sao superior aquele valor & objeto da Mecani-
ca da Fratura. O estudo e a previsao da ocor
rencia das fissuras macroscopicas constituem
o objetivo das teorias de acumulo de dano ou,
simplesmente, teorias de dano.

Na Mecanica da Fratura a resisténcia estru
tural & fungao de um defeito individualizado,

uma fissura bem definida. 0 material na vizi
nhanga da fissura supde-se nao enfraquecido
sob o ponto de vista mecanico. Na Mecanica
do Dano a resistencia estrutural & afetada pe
la progressiva deterioragao material
pelo carregamento.

A combinagao dos dois enfoques, isto €, o
estudo da condigao de fratura de uma estrutu
ra em que ocorreu uma fissura macroscopica em
um mefo submetido a uma distribuicae continua
de dano tem sido abordada na literatura poden
do referir-se trabalhos de Janson e Hult
[e.9. 2].

A base da Mecanica da Fratura reside no
trabalho de Griffith (1920) e seus seguidores.
0 documento base da teoria de dano acumulado
foi apresentado por Kachanov em 1958 [3] .
Kachanov estudava ruptura fragil por fluéncia
e introduziu o conceito da distribuigao volu-
métrica continua de defeitos materiais. Nes
ses estudos sobre sistemas uni-dimensionais,
Kachanov introduziu uma variavel de estado es
calar, associada ao dano,denotada por w. 0
dano w, como se vera, define uma medida do de
créscimo da capacidade de carga devido a dete
rioragao da area resistente do elemento estru
tural.

causada

Exames fratograficos e microscdpicos con
firmam que ocorre dano material anteriormente
a formagao de macro-fissuras[2]. A resisten-
cia de um sistema fissurado deve, por isso,
ser avaliada levando em conta a deterioragao
material ocorrida, i.e. a acumulagao de dano
anterior a formacdo da macro-fissura.

Tal como se entende hoje (1981) essa dete
rioragao material de metais e ligas metalicas
compreende tres fases[z]:

i) Produgao de defeitos microscopicos pontu
ais, quer por aumento da densidade de
deslocacgdes, quer por cisalhamento ao ni
vel de inclusbes ou precipitados.

i1) Formagao de microfissuras superficiais
e/ou microvazios volumicos.

iii) Evolugao dos microdefeitos, seja
nando macro-fissuras no caso de
ais frageis, seja originando vazios que
conduzem ao modo de ruptura ductil.

A compatibilizacdao do estudo da mecanica
da ruptura com os conceitos da mecanica dos

origi
materi



meios continuos exige que aquele seja feito
sob um ponto de vista macroscopico, que e a

via adotada por Kachanov como se descrevera
mais adiante.
De modo geral a combinagao da deformagao

plastica e da progressao das microfissuras ex
plicam, como ja foi referido:

=~ 0 endurecimento ou amolecimentodormteﬁalﬁﬂ
A mudanga de propriedades elasticas sob car

regamento ciclico.
A fadiga.
A fluencia.

No caso de fluéncia os fenomenos viscosos
predominam nos estagios iniciais enquanto a
acumulagao de dano prevalece no estagio terci
ario, como ficard exposto ao analisar as teori
as de Hoff e Kachanov. A capacidade de carga
do sistema & examinada logo que o dano atinge
um valor critico (medido e.g. pela
de vazios).

As teorias de dano ensaiam apenas os pri
meiros passos para problemas tri-dimensionais,
com algumas dificuldades na formulagao de teo

densidade

ria geral que respeite a invariancia do
rencial.

refe
resulta
dos e que pode servir de quia em estudos pre
liminares para 3-D & devido a Chaboche[d].
Dentro dos limites propostos para esta apre
sentacao preliminar ndo se fard referencia a
esses problemas, confinando a atengao a  pro
blemas uni-dimensionais.

Um relatorio com numerosos

3. RUPTURA POR FLUENCIA

A ruptura por fluencia pode ser observada
e.g. sujeitando um corpo de prova de ago es
trutural a uma forga de tragaoc constante, a
uma temperatura elevada. Uma exposigao das
diversas teorias fenomenolbgicas para quanti
ficagao do processo & dada na referencia E]
escrita por Ddqvist. Curvas relacionando a
tensao inicial og com o tempo de ruptura ou
vida ty, em escalas log-log, mostram tipica
mente o andamento da Fig. 1, retirada de E].
Observam-se dois segmentos quase retilineos,
com o de major declive correspondendo 2 vida
mais longa. De modo genérico, quanto mais
longa a vida do corpo de prova,mais fragil @&

o tipo de ruptura que experimenta.
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Fig. | - Tempo de ruptura em horas

A Fig. 2 esquematiza a lei de variacao tem
poral de €. Na fase primaria a velocidade de
deformagido £ & decrescente e o comportamento
material & essencialmente viscoso. Na fase
secundaria ¢ = constante e na fase terciaria
¢ crescente conduz a coagqulagao dos micro-
defeitos e a ruptura, quando se atinge a "den
sidade critica de micro-defeitos".

£ Ruptura

fluéncla

Fig. 2- Estdglos de

N.J. Hoff, partindo da hipotese que o en-
sajo de tracao se processa no estagio secundd
rio e utilizando a lei de Norton para a velo
cidade de fluencia, propos uma lei fenomeno -
logica para a ruptura ductil por fluencia.
Kachanov fez notar que a teoria de Hoff, nao
levando em consideragao a acumulagao de dano,
excluia a causa real da fragilidade da ruptuy
ra que @, alem do mais, a caracteristica mais
indesejavel da ruptura por fluencia. A teoria
de ‘Kachanov baseia-se na introducao do fator
de dano w definido pela densidade de vazios
na seccao Ag:

i ﬁo;:g . Krea de Vazios o)

Ao
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em que Ag = area da secgao reta inicial e
Ae = area resistente efetiva da secdao reta
(ja parcialmente danificada) no instante t.
A tens3ao real 'S relaciona-se com a tensdo no
minal o, no caso de tragao pura, atraves de:

S = P/he = o/()-u) (2)

em que P = forga solicitante., A hipotese de
que a velocidade de dano so depende de S e
ndo da historia temporal das tensoes i.e.
dw/dt = f (S), com f escolhida criteriosamen
te, permite escrever:

. d o

o=gf = f (=) (3)
equagao diferencial que condiciona w = w (t).
No estado virgem & w = 0 e na ruptura o = wg.
Kachanov e Rabotnov especificaram f{x) = Cxro
e (3) transforma-se, entdo, em:

To
6 [ﬁ‘ﬁ“ﬂ] @

em que Cg, rg sao constantes do material depen
dentes da temperatura. Neste modelo o + =
quando @ + 1 e o tempo até a ruptura tgR & da
do pela condigao w (trR) = 1 que conduz a

1 g .“TFo
tR = woT(Es) (5)

0 dano & expresso em termos do tempo reduzido
{t/tR) por

t 1/{rog+1) "~
w=1- [1 "R ] ) (6)
As expressoes (5), (6) comparam bem com valp
res experimentais na faixa de tensoes baixas
em que prevalece a ruptura fragil. Um modelo
mais aperfeigoado que preve a ruptura para

w = wR conduz a

tx = ?-l_ﬂ[' -(1-ug)"0*! ]{t%)"'c' (7)

A relagao (6) nao depende de o e verifica a
regra de superposigdo linear de dano de

Rubinsou[ﬁ]. Considere-se um teste em gue se
aplique uma tensao a, durante um intervalo de
tempo t], alterando-se a tensao para o? ate
que a fratura ocorre apds nova tempo tp. A
lei de Robinson afirma que [t]/tmj+(t2/t2n} =1,
Em geral para cada etapa i do teste, com oy =
constante atuando durante tj, os tempos de
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ruptura tgpi obtem-se e.g. de (5) e os valo
res parciais do dano calculam-se por (6). A
equacao que define o tempo T que seria neces
sarfo decorrer até a ruptura da peca é a  se
guinte:

T dt
of T (8)

em que as parcelas tp referentes as experien
cias anteriores sao calculadas como se refe
riu e os sucessivos limites de integragao cor
respondem aos tempos durante os quais as ten-
soes of foram mantidas.

Este procedimento esta associado @ hipote
se de irreversibilidade de dano[2] conceito
que carece de major investigagao, em particu

lar no caso de carregamento ciclico.

A teoria de Kachanov aplicada a tubos sob
pressao interna mostra que a fissuragao se
inicia da face externa para a interna, concly
Este resul
tado tem valor notavel ja que a ruptura fra

sao corroborada por experiéncias.

gil por fluéncia prevista pela teoria da elas
ticidade preve o infcio da fissuracdo na fa-
ce interna do tubo. Nao decorre, porém,
deste acerto que a teoria de Kachanov ofereca
sempre resultados quantitativos proximos dos
exper1mentais[§].

4. FADIGA
Uma teoria satisfatoria da diminuicao da

capacidade resistente das estruturas provoca
da por solicitagoes ciclicas nao esta ainda
estabelecida. O fenomeno da fadiga parece
claramente ligado a deterioragao material as-
sociada aos ciclos de deformagao e a teoria
de dano acumulado indicada para seu estudo.
Adicionalmente o carater estatistico do fend
meno € conhecido e os esforgos recentes de

desenvolvimento da teoria de dano acumulado

procuram incorporar estes aspectos estntfstl
cos|ﬂ . Uma apresentacao sintética das no=
¢oes de estatistica aplicaveis ao estudo de
fadiga encontra-se em artigo de Armitage [9]

no qual se analisam as fungoes de distribui
cao da vida em funcao da tensao. As distri-
buicoes que melhor parecem representar a rea
lidade fTsica[iU]. a mais citada sendo a de
Weibull, sdo um pouco menos faceis de
lar e nesta fase de estabelecimento de concei

manipu



tos basicos & frequente adaptar-se uma distri
buigao retangular. Por vezes usa-se mesmo
p (f). Af = probabilidade da tensao de ruptu-
ra de fibra material estar compreendida no in
tervalo {f, f+af} = 1/f* para felo,f*}, f*
sendo a maxima tensao de ruptura. Distribui-
coes, como esta, implicam probabilidade fini
ta de fratura sob carga nula fato causticado
pelo comentario de Weibull de que isso e"

to exaggerate your pessimism".
suas deficiencias,a distribuigao

Apesar das

retangular
uniforme serve os propositos preliminares dos
estudos correntes e & usada com a compreensao
das limitagoes que serao facilmente obviadas
no futuro.

Em artigo posterior apresentar-se-a a apli
cacao de ‘teorias e resultados obtidos
temente ao estudo da fadiga.

recen
Antecipa-se que
a abordagem mais rigorosa do problema exige a
consideracao de superficies de dano, conceito
paralelo ao de superficie de escoamento, e do
efeito de Bauschinger. 0 possivel comporta
mento histerético do material pode incluir-se
atraves do uso do modelo proposto por Iwan
Dl] que sera descrito adiante.

5. DANO ACUMULADO EM VIGA A FLEXAO

0 exemplo que se apresenta abaixo segue a
referéncial}ﬂ, apresentada por um dos autores,
e foi escolhido por se aplicar a um tipo de
estrutura (e solicitacio}:comumente encontra
do na pratica de engenharia: viga sujeita a
flexao pura. Inicialmente aplicam-se os re
sultados ja derivados ao caso de viga simples
mente tracionada.

Fig. 3 - Viga flectido e parcialments
danificada.

5.1 Tracao Pura
Recorrendo aos conceitos, definidos em 3, de
dano w, tens3o nominal o e tensao real S pro

cura estabelecer-se inicialmente as relagoes
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constitutivas entre a deformagao e, a tensao
S e o dano w. Em problemas unidimensionais
Janson e Hu]t[?]sugeriram as relacgoes

S = Ee (9)
w=5/D, $>0 (10.a)
w =0, S<o (10.b)

¢

em que D & o modulo de dano determinado expe-
rimentalmente (D:ch em teoria unidimensional
como se vera). Conjugando (9) com (2) obtem-se

Ee

o = Ee{l - 5=} (11)
As relagoes (2) e (10.a) produzem, por elimi
nagao de S, a equagao seguinte:

w2 - w+ a/D =0 (12)

A condigao de fratura do/de = o,[2], conjuga
da com (9), determina ep = 0,5 D/E e

Sg = 0,5 D. A tensao nominal obtem-se de (11)
e vale op = 0,25 D = 0,5 Sp. A relagao
Sg = 2gg implica que wg = 0,5. 0 valor obti
do para wp & decorréncia da lei linear esco

lhida para definir w = w(e).

5.2 Flexao
A flexdo & estudada em viga retangular de
segao (b.x 2h) sujeita ao momento fletor M
considerando validas as leis (10.a/b). Utili
zando as designagoes definidas na figura, a
resultante de compressao N. vale
Ne = b (h+yo) S1/2.
Nt obtem-se por integracao que leva em

A resultante de tracgao
conta
a lei de dano S = wD e as forgas elementares

de tracao nas fibras conduzindo a

Ng = yg“ S (1-3) b dy = b (h-yg)(3-2 32) 32

A condigao de que a segao reta permanece pla
na escreve-se

S1 = - (h+yg) Sp/(h-yq)

e, .conjugada com as equagoes de equilibrio,
conduz a uma equagdo cubica para y, = yo/h:

(9-2m)73 + 3(9+2m)¥C + 6(2-m)Y, + 2m = o (13)

em que m = M/ (WD) e W = madulo da segdo. A po

sigao do eixo neutro & funcao do momento
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fletor, i.e. M = M(y,) ou m = m(y,). Pode es
crever-se
mo= 1,5 (373+9524450)/(5,-1)° (13")

e a variagao do momento com o eixo neutro con
duz a um valor maximo de M para dM/dy, = o
que sera considerado critério de ruptura:

_2 -
or * 13eg t 2 =0 (14)

A equagao (14) fornece a solugiao
Yor = - 0,17506, mp = 0,407 ou My = 0,407 WD.
Conclui-se que a subida do eixo neutro, devi-
da ao dano acumulado, se processa até M = MR.
A tensao nominal maxima vale Oprtanis
= 0,407 D em constraste com “Rtracio "
= 0,250 D achada em 5.1,

0s valores achados mostram maior capacida-
de resistente para tragaoc a flexao do que pa-
ra tragao pura (0,407 > 0,25), resultado con-
forme com observacdes experimentais. No caso
de concreto, por exemplo o ACl 318-77 recomen
da um quociente ape/op, = 1.5, enquanto a teo

ria simplificada que aqui se apresenta preve
ops/opy = 1.62, resultado que nd3o poderia ser
achado pelas teorias convencionais de resis

tencia de materiais.

6. DISTRIBUIGAO ALEATORIA DE CAPACIDADE
RESISTENTE

0 modelo proposto para jrepresentar a dis
tribuigao aleatoria da capacidade resistente
e introduzido como generalizacao de um modelo
discreto do ensaio de tracdo simples apresen
tado inicialmente por Iwan[ll] para estudar a
histerese. 0 corpo de prova e modelado por
um conjunto de N elementos como se ilustra na
Fig. 4. Cada elemento i & formadc por uma mo
la linear de constante (k/N), ligada em série
a um amortecedor do tipo Coulomb com uma for
¢ca maxima admissTvel f;/N.
Na fase de carga, kX > 0, a lei forga-desloca-
mento para o elemento genérico i (elasto-plas

tico ideal) & descrita por:

£y = Kx/N, Ogxsf]/K
. (15-a,b)

*
fio= Fy/N xaf /K

A lei forga-deslocamento para o sistema total
€ obtida adicionando a resisténcia de cada
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1 2 L N
K/N
L
fi/N
( Y= 5:-—"1]
f x
Fig. 4 - Modelo discreto de corpo tra-
cionado.

elemento. A parcela da forga proveniente dos
elementos plastificados &

* *
fy = ﬁ;‘m' kxf ., (16)
com esses elementos admitidamente numerados
em ordem consecutiva de 1 a N, A parcela

dos elementos respondendo elasticamente vale

*
fe = ,';i.{u-uy). kx<f (17)

A forga total f escreve-se

N "
ferd fhe BNy (18)
i=1

ou, na passagem ao limite para N e N
grandes,

y muito

f oo M p (e ae" kx /™ p(f df", %00, (19)
X

p(Eg)

€q

Er ER
Fig. 5- Fun¢do de densidade de de-

formagdo na ruptura.

- - *
A fungao de densidade da resistencia p(f ) po
de interpretar-se pelo seu significado proba
& * [ -
bilTstica: p(f )df representa a fragado do ni

mero total de elementos que desenvolvem a
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tal que f*<f:<f* + df*

0 modelo diz-se de resisténcia continuamente
variavel porque um acréscimo (A,Ac) na forga
solicitante produz a ruptura de uma fragao
correspondente de A,. D numero de elementos
que rompe entre o e (o + Ag) corresponde, no
sistema continuo, a diminuicao (-dAe) da area
efetiva A, definida em (1). total
de elementos (modelo de Iwan) corresponde a
area total inicial Ay
finigoes e o significado da funcgao p(o,) pode
relacionar-se w com p{ou). A probabilidade
de que a ruptura se de para oue{o,o+ao} = (NQ
elementos rompendo para {o,o+Ac}): (NQ total

o *
resistencia f1

0 numero

de elementos),quociente que define o incremen

to de dano Aw:
_ sO+Ao . _ AA
Aw of p(cu)dcu = IEE (20)

Considere-se como aplicagdao uma distribuigao
p(ou} de resisténcia 9y uniforme, na banda o
a oy, para um material fragil que rompe sem
escoamento prévie. Abaixo de 0, 0 material
nao rompe (probabilidade zero) e acima de M
Neste caso (20)

conduz a dw = du/(oM-cD) e o incremento de
forca AF & dado por AF = Ajho = - (aM-cojaAe.

A area efetiva pode obter-se por integragao

nenhum elemento resiste.

F -0
A = - dF + A = p GSM-9 21
e oy-o £ 0 f LI (21)
A partir da definigao de dano, dw = - dA /A,
e de {21) obtem-se
dAe A
e .
- gl B R, (22)

e S =F/A = {F/Aa}(1-m) = o/(1-w).
sultados concretizam uma interpretacao
A generalizacgao de p(ou} em nada afetaria os
resultados qualitatives achados.

6.1 Relagoes Forga-Deslocamento

A lei de banda limitada uniforme conduz a
relacao da capacidade resistente do sistema F
com o deslocamento x, por aplicagao do
cinio usado para estabelecer (19):

F = Kx IF

Kx
dN = Kx (1 = 23
% r“—r“ ?“F‘ ( F;) (23)

Relembradas estas de

Estes re
proba
bilistica para a teoria proposta por Kachanov.

racio
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Ll { ‘J'I)'.( /"M’/){i.f!'//h‘)" p(G'u)

|
[ ] 0,
I G

Fig. 6 - Modelo de barras e distribuigdo
uniforme de resisténcia.

Se a ruptura se

em que F“,I = AooH, F0 = nocu.
iniciar para 0, = 0
Kx
F = Kx (1 - 24
( p;) (24)

expressao equivalente a de Kachanov para bar
ra continua. A equagio (24) conduz a

o = Ee(l-ce)=Ee(1-w), C = (KL/Fm) e

E = kL/A [8]. )

A constante C e determinada pela condigdo de
extremo de o(e) na ruptura, obtendo-se

C = G,ZSE/UR.

No caso de lei triangular,
obtem-se a relagio

* _ * 2
pUFT) = 26 /F %,

F o= kx{l = (kx/F )7} (25)
Se a distribu1gao adotada for parabolica ,
p(f*) = ﬁfr— (F—)z}. o valor da forga resis
tente em fun;an de x torna-se

Fo=ke{l - 3 (§ﬁ)2 s 2 (§§)3} (26)

6.2 Dano e Tensdo Efetiva
0s resultados traduzidos por (20) & (22)
podem estabelecer-se de modo mais geral reco-
nhecendo que w & o quociente do numero de bar
ras rompidas pelo nimero total de barras
of b (FyaF

w o= = [/

of P G

FekX o(z)dz = P(kx)  (27)

i.e. w(x) = valor da funcao de probabilidade
acumulada para F = kx. Por exemplo, se a fun
gEq de acumulacdo de probabilidade for corres
pondente 3 lei de densidade de Weibull[12]

I )
P(y) =1 - e ", a>0,8>1, pode escrever-se

w=1-e SHUK/FR)B com as constantes c) e

B a serem obtidas conforme dados experimentais.
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A nocao de superficie de dano conjugada com a
propriedade de que a energia de deformagao U
€ quadratica na deformacao permite obter a ca
pacidade do sistema na ruptura. A tepsao o
pode achar-se por diferenciacao de U, para o =
constante, i.e. o = 3l/3e.

Escrevendo U = 0.5 E (1—km)52. obtem-se
o = E(1-kw)E (28)

A condigao de que o ponto (e,w) permanece na

superficie de dano # = P(e,w,T), i.e. dff =0,
conduz a
du = - [{39/35}/(33[3wi]dE = Ae,w)de (29)

Na hipotese da superficie de dano @ ser line-
ar em w &€ A = Ale) (termos cruzados em £ e w
nao aparecendo em f) e por integracgdo de (29)
obtem-se w = a e + 6252 + aa

€ =0).

(com w = o para

Substituindo w pelo polinomio em € na ope
racao (28) e identificando a expressao obtida
com o0 = Ee(1-Ce) resulta que w = Ce/K
utilizado em 6.

como
A condigao de maxima tensao
na ruptura impoe C = 1/(2ep) e a lei constitu

tiva pode escrever-se;
_ I

com ep representando a extensao do corpo tra
cionado na ruptura (UR = 0.5Eep = 0.55;).

No caso da fun¢do de densidade ser parabo-
lica, as expressoes que tem que se tornar
idénticas sao:

Es[l—3(;ﬁ)zez + 2(%ﬁj3€3}

g =
2 3

a = Ee|1-Kaje - 0.5kaze” - (1/3)Kaze

determinando a= o e(azkc} = -agk = Ecz, com

c = KL/F .

A condicdo de ruptura conduz a uma equagao ci
bica cuja menor raiz positiva e Cep = D.42.

AR relacao constitutiva pode escrever-se em
fungao de €p

& Ee[i-o.ss(gg)z + 0.15(§E)3 } (31)

em que se verifica op 0.62EcR = 0.62 SR.
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7. APLICACAD A0 ESTUDO DA INTERAGAD
DANO-FLUENCIA
D modelo de barras com distribuigao de re
sisténcia segundo lei de densidade p[eR) e

comportamento fragil! & utilizado em sequida
no estabelecimento da lei de variacao  tempo
ral de £ no caso de interacgao dano—fluéncia[]3].

Cada barra esta sujeita a uma extensao ins
tantanea (1) e a uma extensdo e(¢) devida a
fluéncia, i.e. e = e(1) + glc),

Adotam-se a lei de Norton para a fluencia
e a lei linear de dano, que se podem traduzir
assim

(1)

£ S/E
(32-a,b)
£{c) "

"
=

S

(=)

Sn

em que t, n, Sy Sao parametros materiais. As

expressoes (32-a,b) permitem escrever

d 1d5 /1 .5

gt “ e YT (33)
n

A lei de dano pode ser a correspondente a dis

tribuigdo de WEibu11[14]

w=P(e) = l-exp {-Yem) (34)

ou qualquer outra que reproduza, com rigor su
ficiente, a realidade fisica. Admita-se uma
lei cabica:
weve" - g (ve™? 4} (ve™?® (35)
Diferenciando (35) acha-se p{e,u) =

+ O.S{Yem)z , BXpressao que

se simplifica para m = 1, A={1-ye+0.5y Ez).

= rrmam"1 1 = Ysm

Se for Ysm << 1 a fungdao A pode aproximar-se

por x{e,w) = y para m = 1. MNesta hipotese fi

caw=Ye e ® = yé e comparando estas expres
sges e (33) conclui-se que a deformagao influ
encia w, enquanto & depende de @. As expres

soes derivadas acima permitem que se escreva
v 3 g M
=Yk =pS+ ¥ fg—] (36)
n

equagoes que podem ser transformadas nas apre
sentadas por Westlund D?]. Eliminando S,

§ = 0i/(1-w)? e definindo A = (TS )

chega-se a equagao &= % TT%ETZ(TE)+n(T%B)"

que, integrada, origina:
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i
E( Eu) . Eo

oo/ E{l-mo} i.e. E:D - Evye_ = 0, OV €y =

= (1-V1-4(yo /E). A cnnstante de integragao
obtem-se por simples insergao do valor de €
em (37), para t = o. O problema da avaliagao
de € = g(t) estd, assim formalmente resolvido,
para os casos em que as hipoteses feitas se-
jam fisicamente razoaveis.

B. CONCLUSKO

0 texto e os resultados apresentados evi
denciam a potencialidade da teoria de actmulo
de dano na avaliagao da capacidade resistente
de sistemas estruturais executados em
rial fragil.

No instante inicial t = 0O

)"+] g n+l n
o T‘I—Y_EI’ 1| = Ad"tsc, (37)
e
2

mate-~

Uma interpretacao probabilistica da teoria
de Kachanov & estabelecida e abre caminho 2
definigao de relagoes forga-deslocamento que
levam em consideragao a variabilidade da re
sisténcia mecanica atraves da segao reta.

Examinam-se os casos de tragdo e flexao
coeréncia
entre a teoria de distribuigao contVnua de

simples de vigas mostrando a maior

dano e os dados experimentais.
Em trabalho a ser apresentado brevemente
estendem-se 0s resultados a materiais com pa

tamar de escoamento e a problemas de insta
bilidade de equilibrio.’
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ESTABILIDADE DE PENDULO INVERTIDO

NELSON DIOGENES DO VALLE
ROBERTO MULLER HEIDRICH
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

SUMARIO
Tnicialmente ¢ fedita uma pequena {ntrodugdo scbre equagdes difenencials ndo Lineanres,
estabilidade de solucoes peniodicas e equagoes diferenciais Lineanes de coefdicientes

periodicos, 0 movimentec de um péndulo simples para pequenas amplitudes de

vibracao

com excditagac peadodica pelo apoic € dedcadilo por uma equacdo diferencial Linear de
coeficientes peniodicos. A partin da chamada "canta de estabilfidade", para a refehri-
da equagdao, obtém-se teoricamente as condigoes de estabilidade do péndulo. Uma monta
gem experdimental comprova o valor tedadico obiido.

INTRODUCAD

Sistema nao linear, Quando se estuda vibra
goes faz-se uso, em geral, de hipoteses sim-
plificativas de modo a liqgarizar 05 sistemas.

Exemplo disso & o caso em que se toma como sen
do constante a relagao entre a forga de mola
e o deslocamento em um sistema mecadnico cons-
tituido de massa e mola. Tal simplificacdo nao &
mais valida se as amplitudes forem grandes, fa
zendo com que o sistema se torne nac linear.

Bastante comuns sado ainda as vibragdes nao
lineares que aparecem pelo atrito entre &le-
mentos. Vibragoes originadas pelo deslocamen-
to do carro de uma maquina operatriz com bai
xa velocidade sobre as guias da mesma, & um e
xemplo de tal fenomeno, conhecido na Titeratu
ra inglesa como "stick-slip”. Qutro exemplo e
o das vibragoes autoexcitadas que aparecem en
tre as ferramentas de corte e as pegas duran-
te a usinagem,

Vibracoes nao lineares aparecem, também,em
sistemas mecanicos que apresentam folga entre
seus elementos.

Solugao de sistema nac linear. Em geral nao
existe procedimentos analTticos para se deter
minar a solugdao geral de uma equagao nao 1i-
near, como no caso de equagoes diferenciais 1i

neares. Numericamente pode-se obter uma solu-
cao particular para cada conjunto de condigoes
iniciais.

A primeira vista pode se imaginar que exis
tam infinitas solugdes, para os infinitos con
juntos de condigoes iniciais possiveis. Isto
nem sempre @ verdade. Pois pode existir fini-
tas solugoes estaveis constituidas de pontos
de equilibrio estavel e, ou solugdes limita-
das. Assim sendo, desde que 0 sistema seja co
locado dentro da regiao de atragao de um pon-
to de equilibrio, ou dentro de uma regido de
atracao de uma solugao limitada, ele tenderad
para este ponto ou para esta solugdo, respec-
tivamente., Determinadas as separatrizes que
delimitam as regides de atracao destas solu-
goes estaveis, tem-se o sistema perfeitamente
conhecido no que diz respeito a influencia na
mudanga das condigoes iniciais sobre a solu-
gao final do problema.



A 1nf1u§ncia de distintos conjuntos de pa-
rametros no comportamento do sistema, podera
ainda ser verificada ac repetir-se o estudo
dos pontos de equilibrioc e solugoes limitadas
para cada conjunto de parametros.

Assim sendo, pode ser previsto o comporta-
mento do sistema para distintas condigoes ini
ciais e distintos parametros.

Pesquisa da estabilidade de solugdo. Deter
minados os pontos de equilibrio atraves da
consideragao que suas velocidades e aceleragdes

5ao nulas, passa-se ao estudo da estabilidade
dos mesmos. Para tal lineariza-se a equacao
diferencial numa pequena vizinhanga no ponto
de equilibrio |1|, usando a serie de Taylor.
Obtém-se entdo uma equagdo diferencial Tlinear
com coeficientes constantes, cuja estabilida-
de & facilmente verificavel,

Solugoes limitadas importantes sac as solu
¢oes periodicas obteniveis atraves de metodos
aproximados, tais como das pertubagoes |5],
das aproximagoes sucessivas |1], e da compara
cao de Fourier |1| e o de Galerkin |6].

Substituida a solugdo periodica, assim ob-
tida, na equacdc diferencial nao linear e de
senvolvendo o termo ndo linear segundo Taylor
obtém-se uma equagao diferencial linear com
coefifientes periddicos. Tal equagdo por sua
vez pode se transformar em uma equagao de Hill.
Se esta Ultima for estaval, entao a solucgdo
periodica da equagao diferencial nao linear ori
ginal tambem o sera.

Entao, estudando-se a equagao de Hill po-
der-se-a verificar a estabilidade de solugdes
peritcdicas de equagdes diferenciais nao linea
res.

ESTABILIDADE DE SOLUGEO PERIDDICA
Considere-se a equagao diferencial nao 1i-
near de segunda ordem

X+ H(x, x, t) =0 (1)
e seja x = 4(t) uma solugdo periodica, limita

da, de perfodo T, da equagao (1).
Considere-se o movimento perturbado

x(t) = ¢(t) + u(t) (2)
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onde u(t) e a pertubagao.
Substituindo a expressao (2) na equagao (1)
tem-se

U+ Flu, u, t) =0 (3)
onde F(u,U,t) = H( 6+ u, &+ U t) - Hip, 6, t) (4)

Das equagoes (3) e (4) pode-sg comprovar
que u(t) = 0 & solugdo da equagao (3).

Assim sendo, pesquisar a estabilidade da
solugao periodica x = ¢(t), corresponde estu-
dar a estabilidade de u(t) = 0.

Desenvolvendo F(u, G. t) em serie de Taylor
na vizinhanga do ponto (u, ﬁ} = (0,0),

Flu,i,t)

F(0,0,t) + %(o.a.t} +
3F . .
+ 56[0,0.th1+ Fz(u,u,t) (5)

onde F,(u,bi.t) contém as derivadas de F(u,i,t)
de ordem maior ou igual a 2 em u e 0.
Chamando

aF

35 (0.0.t) = a(t) e Fg (0,0,t) = p(t)

obtém-se a equagao variacional linearizada
i+ p(t) 0 + q(t) u=0, (6)

onde p(t) e g(t) sao T-periddicos.
Fazendo a seguinte mudanga de variavel

t
“-%[0 plt)dr (7)

u =

Substituindo u, dado por (7) e suas deriva
das em (6), obtém-se a equagao de Hill.

Ve (+a(t))Vve=0 (8)
2 .
onde (A + ¢(t)) = (q - %— - %) g T-periodico.

t
Seja [ p(t) dv # - =,resolvida a equagdo
0

(8) e sendo V(t) limitada para qualgquer tempo
t. da equacgde (7), u também o sera.

Pode haver o caso em que V(t), aiem de 1i-
mitada tende a zero quando t tende a infinito
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neste caso x =¢(t) e dita assintoticamente es

tavel. Isto significa que uma perturbagdo pe-

quena que retira o sistema da solugao periddi

ca x=¢(t), desaparecera com o tempo, fazendo
com que 0 sistema volte a esta solugao ¢(t). A

solugao seria instavel no caso de V(t) ser 1i

mitada.

EQUAGAD DO PENDULO SIMPLES EXCITADO PELOD APOIO

Considerando o pendulo simples esquematiza

do na figura 1.

Fig. 1 Pendulo simples invertido
Levando em conta o somatorio dos momentos
em relagao ao ponto de apojo A, obtem-se para
valores pequenos de ©

541 (-g+8)0=0 (9)

Se a aceleragdaoc a for periodica, a equagao
(9) tem a forma da equagao de Hill dada em
(8), equivalendo
A= -g/k o(t) = a/¢
EQUAGAD DE MATHIEU

A equagao de Mathieu & uma particulariza-
gao da equagao de Hill com a fungdc periddica
¢{t) constituida de um Unico harmonico.

A partir da equagao (9)
a = -a, cos {it e fazendo a mudanga de

considerando
varia-
vel o = Nit, obtem-se a equacgao adimensional

e" + (A + ycos g)o =10 {10}

onde ©" = d/do

2

A o= =g/l @ (11a)
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I (11b)

A equagao de Mathieu (10) para
U << 1 pode ser resolvida atraves do

o caso de
método
das perturbagdes ou aproximacoes sucessivas.
Para u da ordem de 1 ou maior, ela pode ser
resolvida atraves da comparacdo de Fourier ou
metodo de Galerkin.
Para o estudo da ¥stabilidade da equagdo de

-

Mathieu, os resultados dos metodos indicados
acime ja foram a muito determinados, existindo
inclusive a carta de estabilidade em fungao
dos parametros p e x (ver figura 2). |4].

Na figura 2, % < 0 corresponde ao pendulo
invertido. 0 valor X > 0 corresponde ao penduy
1o na posicao normal, isto @ massa abaixo do
ponto de apoio.

As curvas da figura 2 s3o dadas pelas ex-

pressoes:

L P . ) 1, 1.2
10.1 3 o+ 3 "] ...1U2 1-4 2u Su + ..
el o120 o i 5 2

9 /gt A + 3 o 8 u v Ty A=1+ i u
2 9 1 2
1=‘|"— 2 - i -
9 1211 + r3/2 b 4+16“
o y B oo b ol " 1
03/2.1-4—+T€u+ .Uz.l-diﬁu-i- - (12)
Gg
9%
)il.f.. -
L

Fig. 2 Carta de estabilidade da equagao de Mathieu

CONDICAO DE ESTABILIDADE OBTIDA ANALITICAMENTE
Para a analise teorica usa-se como ponto
de partida a carta de estabilidade apresentada
na figura 2,
soes (12),

determinada a partir das expres-



Sera estudado um péndulo invertido acopla-
do a um sistema biela-manivela (ver Fig. 3).
Este sistema, desde que

comprimento da biela
raio da manivela

>> 1,

gera praticamente uma vibracgao periodica cons
tituida de um harmbnice puro dado por a= a, cos Qt,
onde a, @ o raio da manivela.

Considerando as expressoes (11a) e (11b)
segue para um pendulo invertido com a, << 2
A <0 e p<<]. Nestas condigbes, a curva 1imi
te de estabilidade & a t, das expressces (12),
podendo-se desprezar os termos de ordem maior
do que 2 em u. Considerando-se 2vf = 0 obtem-
se a partir de v (11a) e (11b)

0'
60 V7t
F = 22 YT 1
37 oy /T (rom) (13)
Escolhido um par de valores (ag,%) e substi-
tuindo-se na expressao (13) pode-se calcular

uma rotagao f limite. Mantidos fixos os valo-
res previamente escolhidos (agl) e aumentando
f acima daquela rotagao limite tem-se pontos
sobre uma reta p = a,/t, delimitados pelas cur
vas A = 0 e 1, (ver Fig. 2) que sao pontos de
estabilidade. Por outro lado diminuindo-se @
ter-se-a pontos da mesma reta u = aoll na re-
giao delimitada pelas curvas u = 0 e Tg que

sao pontos de instabilidade.

VERIFICACAO EXPERIMENTAL DA ESTABILIDADE

0 esquema da montagem para a verificacao ex
perimental da estabilidade esta apresentado na
B =3

Atuando no regulador R pode ser variada a
velocidade do motor M entre 0 e 4000 rpm. 0 mo
tor aciona a manivela Mv que por sua vez esta
acoplada a biela B.

0 movimento da extremidade superior da bie
la excita o pendulo invertido (,m).

Com a lampada estroboscopica L pode-se me-
dir a rotagao do motor indicada em rpm.
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L

r_,’/ﬁ/,-r =

=D e

1 Fd P Pl i i
M/./.-",f")'//' /L/ RPM/

Fig, 3 Sistema e equipamento utilizado para a
verificagao da estabilidade

CONCLUSOES
Foi ensaiado um
ag = 0,85 e & = 15 cm. Nestas condigdes a ro-
tagao limite seqgundo a equagao (13) & f=1927 rpm.
Testando o sistema para o caso de f =2000 rpm,
verifica-se que o sistema & estavel. Para ro-

pendulo invertido com

tagdes um pouco menores o sistema tornava-se
instavel de acordo com a teoria.

Teoricamente poder-se-ia aumentar indefini
damente a rotagac do motor acima de 1927 rpm
continuande o sistema estavel (compare expres
sao (11a) e Fig. 2).

Praticamente verificou-se que rotagoes pou
co maiores do que 2000 rpm causavam vibragoes
laterais da haste que foi utilzada para a cons
trucao do péndulo, nao se podendo comprovar a
estabilidade para freqdencias maiores.
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