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SUMJIRIO 
Ne~te tAabalho mo~t~a-~e que pAobtema6 envolvendo a Ae6po6ta d~n~m~ 

ca de e6tllutulta.6 6uje~.ta.~ a. mov-:metúo6 de apo~o6 podem l>eJt. adequad~ 

mente 6~mutado6 u~tizando-6e mota.6 de lligidez elevada pa.11.a. lleplle-
6elt.:t1Vr. o. 1tela.xamen.to da4 cond.C.cõel> de contolt.no plle.&clt .. U :a6 . E6.ta. tê~ 

n~c.a pvr.mLte a 'tnc.lu.&éio do6 teJtmol> de exc..í.tacão aJ.>MJcia.do6. a.o a.co

p!amen:to en.:t~e o6 g11.a.u~ de Ube~tda<ie tivlteiJ e aquele.& com mov.ime.n.to 
.impo.&.to 6em a.l.teltaiL o e6quema convencional de montagem do m~odo do~ 

e!emen.to6 6-in.i.to~. Mo4tlt.a-6e .tamb~m, a.t1tav~6 de exemplo6 numê~t.C.co6, 

a .in6luéncia da ~on6ideltação ou não de6~e6 .:te11.mo6 6ob11.e a ~te6po6.ta 

do 6ú.tema.. 

INTRODUCJIO 
A necessidade de se cumprir com os requisi 

tos de segurança na indústria nuclear leva a 
problemas envolvendo a enãlise sismica de es
truturas e componente$ de centrais nucleares, 
entre os quais os sistemas de tubulações. 

Como normalmente tais tubulações estão li
gadas a diferentes prédios ou ainda ancoradas 
em um mesmo prédio, porem em niveis distintos, 
uma situação usual consistiria em avaliar os 
esforcos causados pelo movimento dos apoios s! 
gundo direções quaisquer e com diferentes his

tórias no tempo. 
Problemas dessa natureza correspondem, ma

tematicamente, a equações diferenciais com co~ 
dicões de contorno geométricas não-homogéneas. 

Embora formuladas para estruturas continuas, 
nas referências [1,2) as equlçÕes do problema 
são escritas diretamente na forma discretizad~ 
envolvendo matrizes e vetores conhecidos na li 
teratura técnica como matrizes de massa e de ri 
gidez e vetores de deslocamentos, acelerações 

e excitações. 
Na referência [3) esse problema é formula

do dentro da teoria da elasticidade infinitesi 
mal chegando-se, através do método dos elemen
tos finitos, ao mesmo sistema de equações dis
cretas. 

Outros traba lhos [4,5,6) partindo das equ~ 
ções jã discretizadas procuram comparar a per
formance de diferentes técnicas de obtenção da 
resposta: integração direta, superposiçio mo
dal e resposta espectral. 

Os trabalhos [4,7) discutem programas esp~ 
cialmente elaborados com a finalidade de obter 
a solução numérica deste problema. Ambos os pro 
gramas empregam a técnica de molas de rigidez 
elevada para simular deslocamentos 
nos apoios, técnica esta que jã era 
em problemas estãticos [8]. 

prescritos 
utilizada 

Neste trabalho, usando-se uma formulação v~ 
riacional. mostra-se que esta técnica é equiv! 
lente ~o relaxamento das condições de contorno 
através de uma função de penalização [9]. Com 
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essa formulação demonstra-se na ref~rência[JOJ 

a convergência do processo quando aplicado a e~ 
te problema dinâmico. 

Por último, justifica-se a implementação 
deste procedimento, mostrando-se que com o me~ 
mo consegue-se uma melhor representação das fo_!: 
ças de inérci ·a provenientes do roovimento dos apoios 
mante~do-se inalterado o esquema convencional 
de montagem das matrizes globais do Método dos 
Elementos Finitos. 

Este último aspecto ê discutido em alguns 
exemplos específicos, onde se busca fundamen -
talmente analisar a influência dos termos de 
acoplamento sobre a resposta da estrutura. 

Os resultados obtidos indicam que a ausên
cia de tais termos, na formulação do problema, 
pode levar a erros sensíveis na resposta se se 
usa uma discretização pobre. Isso estã de aco! 
do com resulta dos mostrados em [2). No entanto, 
conforme serã visto, o uso de uma discretiza -
cão mais refinada nas proximidades dos apoios 
ê capaz de reduzir sensivelmente aqueles erros . 
FORMULAÇAO DO PROBLEMA 

Se não se consideram forças de massa, e a~ 
mi te-se elasticidade infinites i mal, o problema 
da determinação da resposta dinâm i ca de corpos 
elãsti cos submetidos a movimen t os de apoios co~ 
s i ste em obter o campo de deslocamentos ~(~,t ) 

satisfazendo: 
- Equação do movimento 1 

div a - p~ ~ O em n ( 1 ) 

- Condições de contorno 

(2a-b ) 

o n " O 

Condições iniciais 

em n (3a-b) 

- Equação cinemática 

( 4) 
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- Equação constitutiva 
. . .. . o 

( s) 

Nas relações anteriores ~ · ~ e~ são respeE_ 
tivamente os tensores de tensão e defo ~mação, 

e o tensor constitutivo. !• ! e~ representam . 
respectivamente os campós de deslocamentos, V! 
loc idades e acelerações, e ~ ê a normal exte- . 
rior ao c.ontorno an:aof u aod. p ê a massa es-

"pecTfica e os simbolos div e V denotam diver -
gência e gradiente. 

o movimento dos pontos do contorno and 
( aod n éHlf~vazio) e definido pela função 2(~,t) 
que satisfaz no instante inicial 

( 6 ) 

A formulação variacional deste problema p~ 
de ser feita , utilizando-se o método de Galer
kin. Assim, para cada t, tem-se de ~1): 

J
11 

(di v ~- p~) .~ dV .;· o (7) 

onde (.) denota produto ~scalar. Na equação an 
terior ~(~,t) ê o campo de deslocamentos vir
tuais, assumido suficientemente diferenciãvel, 
e tal que no contorno and satisfaz: 

(8) 

Usando-se a identidade: 

- . ( T-) -div ~ ·! a d1v ~ ! -~· V! ( 9) 

e aplicando-se o teorema da divergência, vem: 

J
0

dtv ~·~ dV = - J0~ . v~ dV + 

+J ~~ -~ dA ao 
( 1 o) 

Em vista da condição de contorno (2b) e da 
definição de ~ (eq. ~) a integral no contorno 
ê identicamente nula, e portanto a equação (7) 
reduz-se a: 

( 11) 
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Da . simetria de cr e das definições (4) e (5) .. 
vem: 

Assim, o problema variacional consiste em: 
determi nar ~(x,t) satisfazendo a condição de 
contorno (eq . 2a), o principio dos trabalhos Vi.!. 
tuais (eq. 12) e as condições ' iniciais (eqs. 
3a-b). 

Neste ponto ~ conveniente introduzir a mu
dança de variáveis: 

(13) 

onde u e v são campos cinematicamente admtss1-
vets, arbitrãrios, mas escolhidos de forma a 
cumprir com: 

Substituindo-se (13) em (12), vem: 

J
0

Q ~(~) . ~(~)dV•JnQ ~(!) . ! (~)dV+ 

•J0p(~•Y> - ~ dV = o 

( 14) 

( 1 5) 

Como u e ! são arbitrários pode-se adotar: 
Problema Pl . v satisfazendo: 

Problema P2. ~ solução de : 

J
0
Q ~(~)-~(~)dV•JnP~·~ dV 

- J0p~.~ dV ; v~ . 

( 16.) 

( 17) 

Para cada t fixo, !(~,t) ~. portanto, a s~ 
lução de um problema estático correspondente ã 
aplicação dos deslocamentos prescritos 2<~,t). 

A equação (17) representa um problema de 
resposta dinâmica forçada onde o termo de excl 
tacão prov~m do campo de acelerações ~(!,t) in 
duzido pelo movimento dos apoios. 

Do ponto de vista prático, es~a mudança de 
variáveis adapta-se bem aos problemas de anãli 
se sismica de estruturas, onde o dado de entra 
da ~ normalmente fornecido em termos das acele 

rações dos apoios . Alêm disso, ê importante do 
ponto de vista da verificação de tensões(5] di!_ 
tinguir esforços causados pelo movimento dife
renc i ado dos apoios (esforços secundirios na 
classificação das normas [11]), dos esforços prj_ 
mãrios .• estes provenientes das forças de. \.flêr
cia devidas ã aceleração dos apoios. 

Uma caracteristica da formulação variac1o
nal associada com a equação (12) ~ a necessida 
de da satisfação em forma exata da condição de 
contorno não-homog~nea (2a). 

Este inconveniente pode ser superado rela
xando-se ess.a condição de contorno, vi a têcni 
ca de multipl i cadores de Lagrange. Em termos do 
mêtodo de Galerkin isto ê equivalente a exigir 
que no contorno and' se tenha: 

J (~-~).~dA" O ; V~ (18) 
and 

Usando-se as equ~ções (18), (7), (10), (4) 

e (5), e observando-se que neste caso w e li
vre no contorno, vem: 

J"Q ~(!).~(~)dv.J"P!·~ dv-J C!.~+ 
.. .. and 

+(~-2)-~]dA =O ; \lw e À ( 1 9) 

-
Neste caso a formulação variacional consis 

te em obter o par (~ , !) satisfazendo (19),mais 
condições iniciais (eqs. 3a-b) , e que fornece 
como condição natural: 

~(!,t) 

(20a-b) 
cr n 

Com isso consegue-se relaxar a condição de 
contorn9 essencial, mas em contrapartida se é 
obrigado a trabalhar com dois campos (~· ! ). 

Reconhece-se nessa formulação que (-~) re
presenta a reação de apoio no ponto ! E and. 

Se para o campo ~(~ , t) ê assumido: 

( 21) 

o que fisicamente corre sponde a simular a rea
ção de apoio como uma força elástica linear (k 
é a constante elástica), então À e w não podem 
variar livremente. 

5 
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Neste caso: 
• 

À • - k w (22) 

e o princlp1o variacional fica sendo: 

f
0

p_ ~(~l - ~( ~)dV+J~P~ - ~ dV+ 

+J k(w-a).w dA. o ; v~ , (23) 
~n d - x - -

com a vantagem de se trabalhar exclusivamente 
com o campo ~(~,t), relaxando artificialmente 
a condição de contorno prescrita em termos de 
deslocamentos. 

Para cada valo~ de k existirã uma solução 
~k( ~ ,t) de (23) e um correspondente ~ k(eq. 21~ 

Fazendo-se k+m a sequência {~k} converge [10) 
para 

W D lim WL 
!(.-o - " 

( 24 ). 

solução do problema (12). Tem-se assim defini
do um esquema de penalização [9]. 

Um exper imento numérico dessa convergênci a 
serã mostrado mais adiante no exemplo 1. 

Uma vez estabelecida a equação (23) pode

se, usando a mesma mudança de variãv~is previ! 
mente util iza da (eq. 13), separar o problema or..!_ 
gina l em dois outros; o primeiro que fornece a 
solução quase-estãtica, ~ o segundo represen · 
tando o problema dinã~ico propriamente dito. 

Assim substituindo-se (13) em (23), obtem-
se: 

~(~) - ~ (~)dV+ f P~ -~ dV+ f k~-~ dA+ 
n and 

+JnP~-~ dV+Jn~ f (~)-f(~)dV+ 

+f k (~-~>-~ dA. o ; v ~ . (25) 
and 

Como v e ~ sao arbitrários pode-se escolher: 
Problema PJ. v satisfazendo: 

( 26) 

Problema P4. ~ satisfazendo: 
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dV ; v~ ( 27) 

A seguir, solu~ões aproximadas dos proble
mas (Pl), (P2), (PJ) e (P4) serão construldas 
utilizando-se o método dos elementos finitos. 
SOLUÇOES APROXIMADAS 

Utilizando-se o procedimento padrão do M. 
E.F. na construção ~os espaços de aproximação, 
a região n e part1cionada em sub-regiões (ele
mentos finitos), conectadas através de pontos 
nodais. 

Para o problema Pl, equação (16), a função 
~(~ ,t ) e aproximada por: 

n 
~~~(~,t) = I ~j(~)Vj(t) + 

j 3 1 

+ ~ ~ n+k (~)gk(t) (28) 
kwl 

onde as ~ 1 (1=1, 2 , ... n+p) são as inte rpelante s 
globais (construldas a partir das funçõesde i~ 
terpolacão local). Vj(j • l, ... ,n) representam os 
deslocamentos generalizados (incõgnitas do pr~ 

blema) e gj(j=l, ... ,p) são os parâmetros nodais 
conhecidos (correspondem aos graus de liberda
de •ssoc iados aos nõs do contorno eom desloca
mentos prescritos) . 

Para os deslotamentos virtuais a i~terpol! 
cão é: 

w .. 
n 
L ~j~j 

j = 1 
(29) 

A substituição de (29) e (28) em (16) con
duz a um sistema de n equações algébricas da 
forma: 

[K ]{ V} = {G} (30) 

onde {V} é o vetar das incõgnitas nodais Vj' e 
[K] e a matriz de rigídez (nxn) cujos elemen
tos Kij são: 

O vetar dos termos independéntes estã consti -
tuldo de elementos Gi dados por: 

Gi= -J
1
J
0
Q f(~"+k). ~(!;ldV.gk(t) i=l, ... ,n (32) 
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Matricialmente {6} pode ser escrito como: 

{G} • -[A]{"g} (33) 

onde os elementos Aik da matriz retangular [A] 

(nxp) são: 

i•l,2, ... ,n; k•l,2, ... ,p (34) 

e ( g} ' é o vetor das funções gk(t)(k=l ,2, . .. ,p ). 
Usando-se (33) a solução de (30) é: 

(35) 

e portanto de acordo com (28), a descrição es
pacial da função ~h(~,t) serã: 

onde com Kj~ se estã r epresentando um elemento 
genérico de (K)-1. 

Uma vez obtida a função ~h(~,t) a aproxim! 
ção para a aceleração e, de acordo com (36),d! 
da por: 

onde: gk(t) (k•l, ... ,p) representam as aceler! 
cões generalizadas correspondentes aos graus de 
liberdade associados aos nós do contorno com de_! 
locamentos prescr~tos. 

Para a solução do Problema P2 os desloca -
mentos ~(~,t), e'as acelerações ~(~,t) são in
terpoladas usando-se as mesmas funções base ~j 
(j .. l, . . . ,n) adotadas anteriormente, ou seJo: 

~h(~,t) 
n 
í Pj(~)Uj(t) 

j al 

~h(~.t) 
n . í ~j(~)Uj(t) 

j "l 

(38a-b) 

Levando-se essas relações em (17) e usando-se 
a definição (37) chega-se a um sistema de n equ_! 
cães diferenciais ordinãrias de segunda ordem: 

7 

[M]{U }+(K]{U} = ([M](K]- 1 [A]-[B)){g} {39) 

onde {Ü} e {U} são os vetares das acelerações 
e deslocamentos nodais respectivamente, e os 
elementos Mij da matriz de massa [MJ (nxn) es
tão dados por: 

A matriz [K] é a mesma matriz de rigidez jâ o~ 

tida anteriormente (eq. 31). {g} é o vetor das 
acelerações nodais conhecidas, e a matriz re
tangular [8] (nxp) representa o acoplamento e! 
tre os graus de liberdade livres e aqueles as
sociados com os nõs com aceleração imposta . Um 
elemento genérico dessa matriz ê expresso por: 

1·1 ,2, ... ,n 

kal,2, ... ,p (42) 

Uma vez que se conheçam os valores nodais 
{U} em cada instante de tempo {integração de 
(39)) a solução aproximada uh(x,t) ê ~btida de 
(38) , e a solucão geral ~h(~,t) ê determinada 
de (13) usando-se (38a) e (28). Finalmente as 
tensões são calculadas utilizando-se (4) e (5) 

comp,letando-se desta forma a anãl i se do probl!_ 
ma. 

Se se utiliza a formulação variacional que 
relaxa a condição de contorno, os deslocamentos 
~(~,t) correspondentes ao Problema PJ serão 
aproximados por: 

n 
• Í ~~(~)Vi(t) + 

f.a ] 

+ I ~n+r(~)Vn+r(t) 
r .. l 

( 4 3) 

o •. de as p1(iw l,2, ... ,n+p) são as interpelantes 
globais . V (r .. l, ... ,p) representam os deslo-n+r 
camentos generalizados associados aos nõs per-
tencentes ao contorno com movimento prescrito 
e Vt(t=l, ... ,n) correspondem aos graus de li
berdade restantes. 

Da mesma forma para os desloc~mentos vir
tuais escreve-se: 

( 44) 

e portanto em termos dessa aproximação a equa-
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cão (26) e escrita como: 

Se os apoios são discretos, a segunda integral 
em (45) reduz-se a uma somatõria. Se os apoio s 
são continuas, o uso de molas em pontos discr! 
tos e associadas a cada grau de liberdade com 
deslocamento prescrito permite aproximar a in
tegral no contorno pela somatõria. 

Procedendo-se dessa forma chega-se aum sis 
tema de (n+p) equações algébricas da forma: 

onde 

[K){V(t)} • {G(t)} 

J
0

Q ~(pj· > · !<P i )dV+cSijk 

J
0
Q !<!Jl.~<t;ldv 

o para i<n 

(46) 

i•l , 2 ... n 

jal,2 ... n+p 

i,j•n+l ..• n+P 

Í•n+l ... n+p 
jal , 2 ... n 

( 4 7) 

(48) 
• { k 

para n<i~n+p 

sendo que gr(t) represenÍa o deslocamento pre! 
crito associado ao grao de liberdade Vn+r' 
r=l,2 ... p, e õij é o delta de Kronecker. 
· Usando-se (46) pode-se determinar o campo 
de deslocamentos vh(x,t) e portanto o campo de 
aceleracõés ~h(~,t) dado por: 

h n+p n+p 
~ (~,t) = r r t·(x)K:~G.(t) (49) 

i-1 j-1 -1 - lJ J 

onde Kij representa um elemento genérico da ma 
triz [K)- 1 de ordem (n+p). Utilizando-se uma in 
terpolacão idêntica a (43) para definir o cam
po de deslocamentos ~(~,t) , e tendo em vista 
(49), a equação (27) conduz ao sistema de equ! 
ções diferenciais: 

[MJ{U(t)}+[K){U(t)}. -[M][K)- 1 {G(t)} , (50) 

ortde O elemento genérico Mij de (M] (n+pXn+p) e: 
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[K] ê a mesma matriz de rigidez obtida em (47) 
e 

f {O} 1J 

l {g} 

(52) 

onde {g} e o mesmo vetor previamente definido 
em (39) e que contêm as p acelerações nodais co 
nhecidas . 

Vê-se portanto que com a utilizacão de mo
las para a simulação do movimento dos apoios 
consegue-se representar as forças de inercia pr~ 
venientes da interação entre os graus de libe! 
dade associados com acelerações prescritas: 
V (r-1,2, ... ,p) , e os restantes graus de li n+r -
berdade do sistema: vt (1=1,2, ... ,n). com a va!!_ 
tagem de se manter inalterada a técnica conve!!_ 
cional de montagem das matrizes globais de ma! 
sa e rigidez. Comparar a equação (46)com a equ! 
cão (30) , e a equação (50) com a equação (39). 

Na prõxima seção serão mostrados alguns r! 
sultados numericos obtidos com a utilização do 
SISTEMA TUBO [4), cuja concepção de cãlculo,p! 
ra ~ tratamento de problemas de resposta dinâ
mica de estruturas com movimentos de apoios, e! 
tã baseada na formulação dos Problemas PJ e P4, 
isto ê, montagem e s~ lução das equações (46) e 
(50). 

Antes da apresentação desses resultados ê 
conveniente analisar alguns aspectos relacion! 
dos com as técnicas computacionais normalmente 
usadas na solução desses problemas. 

Alguns programas automãticos de cãlculo 
(7,8] adotam matriz de massa diagonal no trata 
mento de problemas em dinâmica estrutural. Com 
essa simplificação a matriz retangular [B](eq . 
39) ê sempre nula, 'e portanto, as forças de i nê! 
cia provenientes do acoplamento entre os graus 
de 1 i berdade 1 i vres e os prescritos não são CD!!! 
putadas. 

Situação semelhante ocorre quando todos os 
pontos do contorno estão sujeitos a um movime!!. 
to homogéneo. Neste caso a solução de Pl ê sim 
plesmente: 
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onde o primeiro termo representa uma translação 
de um ponto qualquer ~o e ~ representa uma ro
tação. 

A relação anterior define um movimento de 
corpo rTgido e obviamente neste caso ~(~)=Q . 

Assim a resolução de (30) ê dispensável, e 
a prática comum, no caso de uma translação, ê 
montar o vetor {V) colocando-se 1' s e O's con
forme o grau de liberdade coincida ou não com 
essa translação. E para manter o esquema con -
vencional de montagem das matrizes globais, no 
problema dinâmico, \eq. 39) a matriz de acopl~ 
mento [B) não e computada. 

A influencia desse ehito serâ discutida na 
próxima seção. 
RESULTADOS NUMtRICOS 

No primeiro exemplo estudado analisou-se 
uma viga bi-apoiada cujos apoios movem-se com 

· a mesma aceleração , caracterizada pela função 
~(t) (fig . 1 ). Co ns iderou-se a simetria do pr~ 
blema e a discretização foi feita com 4 elemen 
tos iguais. 

El = 3.63 I08 N. m1 

2 
fA • Ll3 10 Kg/m 

10m 

•• I 
f(m/1) 

t<•l 

Fig. 1. Viga bi-apoíada com movimento uniforme 
dos· apoios. 

Os resultados mostrados nas tabelas 1 a S 
referem- se exclusivamente ã solução do proble
ma dinâmico {eq. 50). O problema pseudo -e státi 
co (PJ) ê simplesmente uma translação de corpo 
rlgido . 

Ha tabela 1 estão indicados deslocamentos, 
velocidades e acelerações máximas dos apoios P! 
ra diferentes valores da constante de mola K. 
Dessas tabelas verifica-se que para K>>EI, es
ses valores tendem a zero, o que indica con
vergência para a solução exata. 

TABELA 1 

K • 1 a- K • 10 8 K = 1012 K = 1016 

lulmax 0.118 lQ- l 0.12010- 7 o. 120 lQ-15 0.249 10-15 

1°1max 0.211 lo- 2 0.249 10-6 0.249 1o-1G 0.249 JO-H 

lulmax 0.811 10-1 o.J42 1o-~ 0.331 10-8 0.331 
I 

1 o-12 

Has tabelas 2 a 5 procura-se demonstrar a 
influência da consideração dos termos de aco
plamento sobre a solução do problema. A solu
ção exata mencionada nessas tabelas está dedu 
zida na referencia [3). 

As tabelas 2 e 3 correspondem a instantes 
nos ~uais a aceleração de base ainda estãatua!!_ 
do (fig. 1). Verifica-se dos resultados mostr! 
dos que os valores obtidos com a consideração 
dos termos de acoplamento são sempre mais prõ
ximos da solução exata do que aqueles obtidos 
sem se levar em conta esses te rmo s . 

Observa-se que quando não se consideram os 
termos de acoplamento os erros calculados (ul
tima coluna) são sempre maiores para os pontos 
mais próximos dos apoios com aceleração pres -
cri ta. 

TABELA 2. Instante t•0.009s 

Abscissa Solução e/termos de Erro S s/termos de Erro S Ex ata acoplamento acoplamento 

1. 25 -0.255954 lo-s -0.256275 lo-s o. 1254 -0. 220363 lo - s -13.90 

2.50 - 0.292156 10-s -0.292324 lo- s 0.0575 -0 . 284420 1 o-s - 2.648 

3.75 -0 . 268672 10- 5 -0 . 268833 10- 5 0.0599 -0.272964 lo-s 1 . 597 

5.00 -0.267632 lo - s -0.267588 l0- 5 -0 . 0164 -0 . 267340 lo-s - o. 1 09 

9 
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TABELA 3. Instante ta0.180s 

Abscissa Solução e/termos de Erro % s/termos de Erro % Ex a ta acoplamento acoplamento 

1. 25 -0.400170 1 o- 2 -0 . 400159 lQ- 2 -0.0027 -0.390911 lQ-2 -2.3138 

2.50 -0.738829 l0- 2 -0.738813 10- 2 -0.0022 -0.721851 lo - z -2.2980 

3,75 -0.964626 lo-z -0.964597 ,lo- 2 -0.0030 -0.942572 lQ- 2 -2.2863 

5.00 -0.104381 10- 1 -0.104378 10-l -0.0029 - 0.101999 10- 1 -2.2820 

TABELA 4. Instante t .. Q.240s 

Abscissa Solução e/termos de Erro % s/termos de Erro % Exata acoplamento acoplamento 

1. 25 -0.187309 10- 2 -0 . 187339 10-2 0.0160 -0.183144 l0- 2 -2.2236 

2.50 -0.346649 1 o- 2 -0.346720 lQ-2 0.0205 -0 .. 338849 1 o- 2 -2.2501 

3.75 -0 . 453601 lQ- 2 -0.453696 lo- 2 0.0209 - 0.443280 lQ-2 -2.2753 

5.00 -0.491279 l0- 2 -0.491363 lo-2 0.0171 -0.480040 10-2 -1.2877 

Na ;abela 4 (instante t•0.24s) a excitação 
de base já não atua, a viga estã em vibração li. 
vre, e os erros obtidos (ultima coluna) não apr_! 
sentam a caracteristica acima ressaltada. 

O segundo exemplo analisado consistiuno e~ 
tudo da tubulação mostrada na figura 2 sujeita 
a um movimento uniforme dos apoios segundo a di 
reção Z. 

Essas observações evidenciam a influência 
dos termos de acoplamento e sugerem, se os me~ 
mos não são incluidos na anãlise, um maior re
finamento prôximo aos apoios, como forma de d.:!. 
minuir este efeito. 

Na tabela 5 isto ê analisado comparan
do-se os resultados obtidos com diferente nüme 
ro de elementos (discr~tizacão uniforme) toma
dos a meio vão (simetria). Vê-se que ao se em
pobrecer a discretização os erros crescem bem 
mais se não se considera o acoplamento , devido 
a uma pior representação da distribuição 
forças de inercia. 

das 

TABELA 5. Variação do Erro com a Discretização 
Abscissa• 5.0; Instante t .. 0.18s 

NQ de e/termos de Erro % s/termos de Erro % elem. acoplamento acoplamento 

1 -0.104542 10-1 1. 5424 -0.696004 10-2 -33.3208 

2 -0.104384 l0-1 0.0029 -0.950062 l0-2 - 8.9813 

4 -0.104378 10-1 -0.0029 -0.101999 lO-l - 2.2820 

Sol. exata a -0.104381 10-1 

111•110" ...... 
-~· _.. 
-"ó 

_.~' ~ RÓTULA 
--{ UUITE 

' 4.11 -#-- M~LA 
: _. "'-N- VALVULA 

.... ," > i>D-- ... u .... 
'-...<' 4..11 

' 

Fig. 2. Modelo Discreto da Tubulação 
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A aceleração aplicadl aos apoios (nijs 1,9, 
11, 19 , 27) i a indicada na figura 3 multip1i
cada por um fator de escala de 0.4. 

f tol 
I. 

0.8 

0.6 

0 .4 

·0.2 

-0.4 

·0.8 

-08 

t<•l 
3.0 

Fig. 3. Dependênch temporal das acelerações 
(g: aceleração da ~ravidade) 

11 

Nas tabelas 6 e 7 mostram-se, para alguns 
nõs, os deslocamentos segundo as direções glo
bais X e Z avaliados no instante t=O. ls,bem c~ 
mo . os seus miximos, calculados considerando-se 
ou não os termos ~e acoplamento, e determinam
se as variações percentuais causadas pela omí~ 
são desses termos : 

Comparando-se com o primeiro exemplo obse! 
va-se que, mesmo para uma estrutura mais com
plexa submetida a uma aceleração com dependên
cia temporal também mais complexa, a variação 
percentual nos resultados manteve-se pratica -

d I -mente entro da mesma faixa, isto e, não ultra 
passando os Í5%. 

Aiem disso, verifica-se também a mesma ten 
dência anteriormente jã observada, de que ã m~ 
dida que a resposta se propagá no tempo, a di
ferença entre as duas soluções tende a diminuir 
e a se distribu1r mais uniformemente ao longo 
da estrutura. 

TABELA 6 . Direção X 

VALORES MAXIMOS VALORES EM t=O.ls 
Nõs 

e/termos de s/ termos de var.rel . e/termos de s/ termos de var.rel. 
acop1amento acoplamento (%) a-coplamento acoplamento (%) 

2 .2760 l0- 3 -.2754 l0- 3 -0.22 -.2361 ro-s - . 2481 lo-s 5.08 

1 o .4634 l0-1 .4608 1 o- 1 
I 

-0.56 - . 2293 1 o- 3' - . 2285 1 o- 3 - 0.35 
L 

13 .4757 10- 1 .4684 1 o- 1 -1.53 -.8010 lO- • -.9087 lO-• 13.44 . 
20 .1864 .1853 -0.59 -. 151 o 1.0-2 -.1505 10- 2 - 0.33 

26 - . 5288 l0-1 -.5251 lo- 1 -0.70 -. 1 34 7 lO-' -.1332 lo-s - 1.11 

TABELA 7. Oireção Z 
.. 

VALORES MAXIMOS VALORES EM t=O. ls 
Nõs 

e/termos de s/ termos de var . rel. e/termos de s/ termos de var.rel. 
acoplamento acoplamento (%) acoplamento acoplamento (%) 

2 -.2482 lQ-1 -.2407 l0-1 -3.02 -.6965 1 o- 9 -.6606 10-3 - 5.15 

lO .2639 lQ-1 .2613 l0-1 -0.99 - . 2554 lo-s -.2480 10-s - 2 . 90 

1 3 .2276 10- 1 .2242 10-1 -1.49 . 144 2 1 o- a .1365 1 o- 3 - 5 . 34 

20 . 2661 10- 1 .2635 10- 1 -0.98 -.2563 lo-s -.2490 10-3 - 2.85 

26 .5318 10- 1 .5281 l0-1 -o. 7 o -. 1 J38 1 o- a - . 1325 lo-a - 0.97 
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CONCLUSOES 
Viu-se que, num problema de resposta dinâ

mica de estrutura s sujeitas a movimentos de 
apoios, é possível relaxar artificialmente a 
condição de contorno (em deslocamentos) pela i~ 

tradução de molas de rigidez elevada (eq . 23) e 
que com essa técnica de penalização pode-se el 
perar convergência para a solução do problema 
original (eq. 12). 

Quando os suportes se movem diferenciada -
mente obrigatoriamente se tem que resolver um 
problema estãtico de deslocamentos impostos(eq. 
46) para a determinação das funções de influê~ 

cia. Neste caso o uso desta técnica ê particu
larmente i nteressante pois mantém inalterado o 
esquema convencional de montagem das matrizes 
globais do método dos elementos finitos (as m~ 
las são tratadas como elementos comuns). Alem 
disso, no problema dinâmico (eq. 50), consegu! 
se representar corretamente a distribuição das 
forças de i nê r c i a provenientes da aceleração dos 
apoios, jã que os termos de acoplamento são au 
tomaticamente computados. 

A anãlise da influência desses termos, no 
caso de apoios discretos submetidos a uma mes
ma excitação de base , mostrou que se os mesmos 
não são considerados os maiores erros ocorrem 
prõximos aos apoios e nos instantes iniciais,e 
que ã medida que o movimento se propaga esses 
erros tendem a diminuir~e a se distribuir ao 
longo da estrutura. 

Isto parece indicar que,em problemasde an! 
lise sismica de tubulações , a influência desses 
termos não é de grande importância. De qualquer 
forma, se os mesmos não são considerados, pod! 
se melhorar sensivelmente a representação das 
forças provenientes da aceleração dos apoios usa~ 
do-se uma discretização mais refinada na reg ião 
prÕxima aos mesmos. 
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TEORIA INTRÍNSECA DE SUPERFÍCIES SINGULARES 

J. C. LEITE DOS SANTOS 
I. MATEMATICA/U FS E PUC/RJ- DEPT9 DE ENG. MECÂNICA 
RUBENS SAMPAIO 
PUC/ RJ- DEPT9 DE ENG. MECANICA 

SUMARIO 

PeÃenvo!ve-4e 04 concei~o~ bi6ico4 de Geome~~a Pi6eAenc~al de S~ 
peA6Zcie4 ap~cando-o4 paAa ob~eA, de 6oAma in~AZn4eca, con~~Õe4 
de comp~bilidade geom~~ca e cinemi~ica paAa SupeA6Zcle4 Sing~ 
taAe~. 

INTRODVÇXO 
Na Hs i c a do continuo entende-se po r onda 

qualquer pe r turbação que se propague com velo
cidade finita. 

O comportamento de um me i o co1n relação ã pr~ 
pagação de ondas estã relacionado com a nature 
za deste. A velocidade de propagação de uma on 
da depende das propriedad~s inerciais e elãsti 
cas do meio. 

A resposta t ermomecinica de um co nt1n uo e 
descrita, em gera l , por um sistema de equações 
parciais não lineares, acoplado com condições 
suplementares , tais como: condições iniciais, 
de contorno, de radiação, etc. A solução de · um 
tal sistema com condições suplementares adequ! 
das se constitui no problema matemãtico de pr~ 
pagação de ondas. , 

Como a sol ução de ~o~m problema desse tipo e 
extremament e dificil, uma aproximação geralme~ 
te usada é linearizar o sistema e estudar o seu 
comportamento para pequenas perturbações. Apr! 
senta remos aqui um método de aproximação dife
rente, baseado nas ideias de Hugoniot (1885) e 
desenvolvidoporHadamard (1903} eThoiDa.s (1957). 

Nesse método, de nominado teoria das superfi
cies singulares, enfrenta-se o sistema nãa li
near e perturbações de intensidade qualquer, p~ 

rem estas são confinadas a uma superficie reg~ 
lar de medida nula. Nenhuma hipõtese é feita 
acerca da forma da superficie. 

A novidade do nosso trabalho é o tratamento 
inteJ ramente intrínseco do problema o qual, acr! 
ditamos tem um maior sabor geométrico. Os tra
tamentos usuais do assunto são feitos em coor
denadas , que obscurece a fisica do prQblema. 
Pensamos que coordenadas sõ têm lugar na solu
ção de problemas especiais, nunca em desenvol
vimentos teõricos. 
NOTAÇOES 

Tomaremos como espaço vetorial n - dimensio 
11a 1 V ; IR n. O produto interno e a norma em IR ii 
e Lig(IRn) serão denotadas indisti ntamente por 
"·"e ~ 11 ,respectivamente. 

Denotaremos por ~ uma função de valores em 
IR e '!I uma função de valores em Li~(lR n), .(ver 
Apêndice) . Dado n € I denotamos tambêm por i1 
ao conjunto dos naturais menores ou iguais a n, 
ou seja: if"' {1 ,2, ... ,n}. Co-nvencionamos que 
indices gregos Q,a, ... têm var iação 1,2 e ind.!. 
ces latinos i,j, ... têm variação 1,2 ..... ne • • 
n sendo fixado previamente. 
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE SUPERFTCIES REGULARES 

Nessa seção , para realçar o sabor geométri
co de alguns resultados, enunciaremos esses re 
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sultados para o lR 3, espaço euclideano tridi

mensional. Porem isto não ê necessário sendo 

Õbvio a reinterpretação dos resultados para lR n, 

n qualquer. 
Def. 1: Um subconj unto S c lR 3 ê di to uma s uper 

f'ície regular se Vx € S existe uma vizinhança 

Vx de x em .IR 3 e uma aplicação 
conjunto aberto U de lR 2 , i. e. , 

x de um sub-

x: Uc JR 2 - V/)S 

w ..- x(w) € Vx() S 

satisfazendo : 

um homeomorfismo diferenciãvel 
TU~ TV f'l Se injetiva (ver Apêndice) X . 

w " (wl,w2) serã chamado de parâmetro e 

x de parametrização. 

o subespaçobidimensfonaldx (JR2) c T-( )JR3 
W W X W 

( ver Apêndice) e chamado de espaço superficial 
tangente de S em X = X(w) e serã denotado por 

T x. Os e l ementos de T x serão c hama dos de ve w w 
toreS tangentes de Sem X = X(w). Quando não 
houver possibi 1 idade de confusão denotaremos 

Twx simplesmente por Tx. 
( e vi dente que uma base b2 ,. ( f 1 ,f2 } de T ~ 2 

w 
ê mapeado dx em uma base de T x. Escreve por w w 
mos: 

; 
d x t .. a x I · .. a ClX 

WCI (la' • W 
w w 

Cl = 1 , 2 

e definimos: 

- --l 
eN ( x) = (a x) o x 

.. wet 
Cl = 1,2 

com b2 = { ( 1 , O) , (O , 1 ) }. 

Def. 2: Uma superfície S regular é dita orien

tãvel se existe um campo diferenciãvel de veto 
res n : s- SC JR 3 , onde 52 ,. {x€JR3 : 1xl,. 1}, 

tal que Vx € S, X = x(w). n (x) é ortogonal a T x. w 
Vê-se logo que {n (x), e (x), a • 1,2} forma um a 
campo de referência mõvel sobre S: 

Dada uma função diferenciãvel H: VcJR3 .. lR, 

te nd o O na imagem, e tal que grad H+D e fãcil 

mostrar [ 1 J que o conjunto: 

S = {x€JR 3 :H(x) = 0 } 

RevBrCMec, Rio ele Janeiro, V. III, n94, 1981 

é uma superfide regular orientãvel, onde o cam 

po n :S-S2 JR3 e definido por: 

n (x) = g r adH 
[ gr adH 11 

Nesse trabalho estaremos interessados ape

nas em superficies desse tipo. 
Se representarmos a base dual de b= {ea(x), 

a" 1,2 } por b'* = {e a(x), a= 1,2 } é fãcil pro

var que, Vx € S existe um único tensor A(x) tal 

que: 

Cl = 1 ,2 

a transformação identidade 

1: TJR 3 - TJR3 

pode ser representada por: 

. 
! ,. .n ® n + e0 ® Aea ( 1 ) 

onde e s uposta a convenção de soma nos í nd ices 

repetidos· . 
Dada uma superfície S qualquer, jã frisamos 

que Vx € S, {n (x), ea(x) , a = 1,2} é uma base de 

T JR,3, sendo assim podemos definir a transfor x 
mação linear: 

ta 1 que 

B(x)e a(x) = - awan (y) I , 
ycx 

a = 1 , 2 ( 2 ) 

B(x) n (x) = O. 

Para ver que o contradomínio de B(x) e real 

mente Tx basta co nsiderarmos que n • n = l, lo

go: (awa" ) • n =O. O tensor B(x) é denominado 
de tensor de c urvatura de Cauchy no ponto x. 

A restrição B(x) lrx ê simétrica, o que pode 
ser provado considerando: 

n · e = O a e 

derivando com relação a w0 e w6 respectivamen · 
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te, e considerando x de classe C2 e que 
.. a x temos: 

wCL 

logo, da definição de B(x), temos: 

(B(x)l e 8 ) ·ea= e 8 · (B(x)l e 0 ) 

T x T X 

E: fãcil ver, ainda , que: . 

B(x) {3 ,.n)' ® Ae . 
w"" a 

(3) 

(4} 

Denomina-se de curvatura Gaussiana no ~ ponto 

x, k(x}, e de curvatura média no ponto x, íl(x), 

as funções: 

k(x} = detB(x) e n(x) = trB(x) (5} 

CDNDIÇOES DE COMPATIBILIDADE GEOME:TRICA 
Consideremos agora um domínio 8 de ~ 3 ten 

do, no seu interior, uma superfície S que divi 
de-o em duas partes 8+ e 8 (ver Fig. 1). 

FIGURA ' I 

Seja~ uma função de valores escalares , ve
toriais ou tensoriais, definida em a+ e a·.mas 
não necessariamente em S, de classe cz e supo
remos, ainda, que os limites: 

+ lim ~(y) = ~ (x) 
y-x 
y€8+ 

e 1 im ~(y) 
y-x 

y€8-

existem e são independentes dos caminhos toma
dos. O salto de~ através de Sê definido por 

[<~~] "' ~+ - ~-
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Dizemos que S e uma superfície singular com 
respeito a~ se [ ~]+O. 

O resultado bãsico para o estudo de superfl 
cies singulares que segue [2] ê: 
Le•a de Hadaaard : seja S uma superfície singu
lar com respeito a t e >..: I c IR-S · uma curva 
de classe C2(J}. 
Então: 

. .. 
Dess e modo, temos: 

(6) 

e em parti cular para as curvas coordenadas su
perficiais da pa~ametrização x teremos: 

a Cl(+] = [g radt] . a ax' a=l,2 (7) 
w w 

A demonstração desse lema pode ser encontr! 
do em [2]. O lema ê facilmente extendido pa
ra ~ se tomarmos um campo n constante, tal que 
41 = '!' • ll e aplicando o 1 ema anterior temos en

tã9: 

a a['!']= [grad'l'] • a é' a=l,2 (8) 
w w 

Podemos explicitar em (7) o salto do gradi
ente de ~ como função de sua compone nte normal 
e do salto de t~ a saber: 

[g rad41] c [gradq,• n) n +a a[~]Aea 
w 

(9} 

Prova : Fazendo o produto escalar de (7) porAea 
e somando em a (adotando a conveção de soma de 
índices repetidos) temos: 

dai temos: 

(Ae ® e )[gradq,] =a N[q,]Ae a a w~ a 

usando a representação (1): 
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finalmente , temos: 

Podemos obter resultado equivalente para um 
campo 'I' substituindo em (9) + por 't' • n onde n 
ê um campo constante. 

[grad'l'] • [(grad'l') n] ® n + a a['l'] ® Aea ( l O) 
ú,l 

As equações (9) e (10) são denominadas de 
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ap l icando em • 

[grad grad'r)T• ·•®C+Ae ®él N[grad!]ll (14) a w ... 

onde C • [grad grad't']•®n é tte ordem p. 
Lembrando que a der i v ada cova ri ante de um c a!!!_ 

po tensorial em um espaço euclideano comuta te 
mos: 

([grad gradliJ]Tn)-T = [grad gradlf'] n ( 15) 

Condições de Compatibilidade Geométrica de 1~ aplicando -T a (14) e usando (15) temos: 
Ordem para superficies singulares. Estas condi 
ções expressam o fato das sing ul aridades dis
tribui r em - se suavemente sobre S. 
CONDIÇOES DE COMPATIBILIDADE GEOMETRICA ITERADAS 

Podemos obter o sa 1 to do 29 gradiente de + 
e ljl , considerando [+] .. O e . [III] • O, a saber: 

[g rad grad+J = c• ® • .-za a[grad+ • n] sim(a ®Ae ) 
w ,a 

e substituindo (16) em (13), temos: 

[grad gradlf'] = C® n® n + a [grad'l'] n®Ae ® n + wa c:& 

( 1 7) 

- [grad+ • n] B (11) como ['1'] .. O de (lO) , temos: 

Lgra d grad'l'] .. c® n® • +Za a[g radliJ)•J ®sim(~e ) w a 

- [( grattljl) n] ®B ( 1 z) 

onde 

c • n • [grad grad+] n 
,. 

C : [grad gradt/1]• ® n 

Proya : Daremos, aqui , somente a demonstração 
de (12) a demonstração de (11) segue-se obvia
mente. Para isto fazendo a substituiçãoem(lO) 
de 1/J por gradt/1 temos: 

[grad gradtj.o] "' [( grad grad~)n] ®• + 

+a a[gradt/I]®Ae w a 
( 1 3) . 

transpondo (13), temos 

[9rad grad;J T • • ® [( grad gradtj.o )a] + 

[grad't'] • [( grad'l') a] ® n 

dai teremos: 

a a[g'radl(l] • a [(grad'f)n]®n + [(grad't') n]® a a" 
w wa w 

como a • • - Be wa a 

a [gradt/1] • a [( grad't')ll) ® n - (( grad'f)n] ®Bea 
wa wa 

dai como n • Bea • O, temos: 

a [gradl/J]n • a [(grad'f) n] 
wa wa 

( 18) 

substituindo (18} em (17): 

[grad grad'l'] "C®n® • + a a[(gradljl) a]®Ae (l®• + 
w 

+ a [( grad't')n] ® n ®Ae -
wa a 

levando em co nta a representação (1) , teremos: 

[grad grad'f]•C® n® n+ 2 a wa [( gradlf )n)® sim( n®Ae a) 

- [( gradlf) n] ®B 
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As equações (11) e (12) sio conhecidar como 
Condições de Compatibilidade Geométrica Itera
das de 2~ Ordem. 
CONDIÇOES DE COMPATIBILIDADE CINEM~TICA 
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Pela regra da cadeia, para um campo t vemos que: 

As condições obtidas no parãgrafo preceden- e para um campo ~ temos similarmente: 
te supõem a superffcie S fixa no espaço, porém 
nosso interesse maior é em superffcies propa- 6t' m atf + un(grad,) • (23) 

gantes, i.e., que se deslocam no espaço . Condi 
ções que relacionam saltos com o movimento da 
superffcie sio denominadas de Condições de Com 
patibilidade Cinemática. 

Uma superffcie em movimento pode ser defini 
da como uma familia uniparamêtrica de superf1-
c1es S(t) • {x E lR 3 : H(x,t) • O, t € I}. Consi
deremos que para cada t 0 fixo, S(t0 ) é regular 
e orientãvel de modo que podemos descrevê-la 
com uma parametrização x: U x I- IR 3 onde x = 

= x(wl, w2, t) é um ponto da superffcie . Fixa~ 

do (wl, w2) e variando t temos a trajetõr1a de 
um ponto. A velocidade ú de um ponto x da su
perffcie é, portanto: 

como u € TxlR podemos ainda escrever: 

u • u n + uae (19) 
n a 

Neste sentido a componente normal un é a res
ponsável ~elo deslocamento da superffcie S(t) 
através do espaço, pois f,4xado t 0 , se un • O um 
ponto de St se move de uma posição em St para 

~ • o 
outra posiçao em sto' 

Diferenciando H(x,t) • O com relação ao tem 
po e usando a regra da cadeia, temos: 

como n = gradH 
_;r.;...::.::.:.:..._ , t e mo s : 
JgradHJ 

atH u _ _ _ ....;..._ 

n llgradHJ. 
(20) 

Definiremos, agora, o ponto central de nos
so estudo, o da derivada deslocamento de um ca_!!! 
po t com relação ã superffcie St, denotadà 6tt 
e definida por: 

t(X+TUna, t+t) • t( X, t) 
(6tt)(x,t)•lim , Vx€St. (21) 

t•O t 

Uma forma util de escrever a derivada deslo 
camento é fazendo t(x,t) • t(x(w 1 , w2, t),t) = 
• J(wl, w2, t) dai usando a regra da cadeia , 
também válida para a derivada deslocamento e e.!_ 
c reveremos: 

por outro lado: 

como na definição ~ 

e 

temos que: 

logo 

(24) 

Dada uma superffcie singular S(t) com rela
ção aos campos $ e ~. e aplicando o Lema de 
Hadamard no espaço produto ~ 3 x lR com relação 
ã curva À: ICJR- JR 3 x lR, À(s) (sun• ,s) 
temos: 

(25) 

e 
(26) 

Estas equações são denominadas de Condições de 
Compatibili4ade Cinemática de 1~ Ordem para 
uma superffcie singular propagante e refletem 
a persistência do salto com o tempo. 
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CONOIÇOES DE COMPATIBILIDADE ciNEMATICA ITERADAS 
Obteremos, agora, as Condições de Compatibl 

lidade Cinemittca Iteradas de 2~ Ordem, para 
[4>] = O e ['!'] = O, a saber: 

( 27) 

e, para o campo '!' temos: 

(29) 

-a N(u [grad'!'] •n }®Ae (lO) 
w"' n a 

Para a demonstração de (29) e {30) (ver o Apê~ 
dice, item 4) (27) e (28) segue-se de maneira 
Õbvía. 

Um resultado bastante Ütil é a fórmula pro
posta por THOMAS [ 3 J para a der i v ada des 1 oca
menta do vetar normal n , a saber: 

ô n = - a· L . u Ae t w-u n a 

Prova : Da definição, temos: 

diferenciando com relação a wa 

como 

a x· n = e ·• O wa a 

a u = - a n • e + a x · a a" wa n t . a t w 

substituindo (21) em {33), temos: 

a u = - a n · ·e - a x • Be wa n t a t a 

( 31 ) 

(32) 

(33) 

(34) 
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faze~o o produto de (34} por Aea e som~ndo em 
, temos: 

a u Ae =-(atn · e )Ae -(atx·Be }Ae ,. wa n a a a a "' ( 35) 

como a restrição de B a Tx e simétrica podemos 
extender B simetricamente a Tx(lR 3 ) dai 1 

Usando a representação ( 1), em { 36), temos: 

.como " • atn = o 

(37) 

e Bn = O 

temos: 

a u Ae = - a n - ( u llse • e ) Ae wa n a t S a a 

ou de outra forma: 

a u Ae =- atn - u6(Ae ®e )Be
6 wa n a · a a 

novamente usando a representação (4) e o fato 
de que · n · Be = O a 

êl . u Ae = -. atn- u6Be 0 wa n a ,.. 

como aw 8n =-Be
6

, temos: 

awaunAea =- atn + u6aws" 

Jogo, de (24), concluímos que: 

a n =·- a u Ae 
t wa n a 

A equação (31) expressa o fato de que se a 
velocidade normal de propagação não varia so
bre a superficie, S(t) se propaga como uma fa
mili~ de superfícies paralelas. 
APrNDICE 
1 .· Tensores. Sejam V e W espaços vetoríais de 
dimensão finita, denotaremps por Lin(V , W) . ao 
cq,njunto de todas as transformações lineares 
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de V em W. Quando V: W denotaremos apenas Lin 2 

(V~. Podemos dar a Lin(V, W) uma estrutura de 

19 

denotado ~{ej} ê uma base de Lí~(V). 
Dados (a 1 ... ap) E V existe A € Li~(Vl dado 

espaço vetorial definindo uma soma e um produ- por: 
to por escalar da seguinte for~a: 

+: L i n (V , W) x Li n {V , W) - > L i n (V , W) 

Q : lK x Li n ( V , W) -> L i n { V , W ) 

tais que 

.• 

VY € V 

(Ap. 1) 

onde lK = ( lR ou t) . 

E comum omitir o s1mbolo g para representar 

o produto de a por L1 e escrever simplesmente 

a L 1 • 

Pelo exposto acima, podemos definir iterati 
vamente e denotar Lig+q(V) = lin(LigtVi,Li~ (v)) 
L 1 (V) : Vê fâcil verificar que Li~ 1 q 1 (V) : 

p 2 +<12. = Lin {V) se p 1 +q 1 =p 2 +q 2 , adotamos no CO_!: 

po do trabalho V = lR n e, em particular, n "3. 

Denomina-se aos elementos de Lig (V) de tenso-

res. 
Dados v € V e A € Lig(V} definimos um ten 

sor A®v € 
l+p 

Lin (V) por: 
{ 

(A ® v )u " ( v · • )A, Vu € V (Ap.2) 

definimos, também, um operador i dent i da de 1 € 

Lin{Li~(V), LiR(V)) por: 

1 A {Ap.3) 

l+P p+l 
e um operador Te Lin(Lin (V), Lih (V)) por: . 
{A® v)T " v ® A, Vy € V e A E Lig(V) {Ap.4) 

denotàremos por -T ao operador inverso de T. 

Dada uma base {e j} de V espaço vetorial o-

-dimen sio nal ê fâcil mostrar que o conjunto de 

todas as combinações 

b {Qo. r.>. jK=l, ... ,n 
· 1 · = e '110' .. ·lO' ej • 1 J ... Jp J p K= , ... ,p 

(Ap.S) 

{Ap.6) 

e defirlimos, também, um produto intern~. < , >: 

uR(v) x Li~( V) - D< dado por: 

V(A,B) e LiR(V) 

(Ap. 7) 

onde • • • denota o produto interno em V. E comum 

representar-se o produto interno em Lig(V) tam 

bêm por" · ", assim: 

A· B = (a 1 • bll (Ap.B) 

2. Derivação. Dada a função F : U c lR 0 
-> lR m 

se F for diferenciãvel em x0 € U, representare

mos sua derivada em x0 por dFx
0

€Lin(lR 0 ,lRm) 

No nosso estudo o conceito de espaço tange~ 
te desempenha um papel importantíssimo. Se x0 

€ IR n, o espaço tangente de lR 0 em x0 ; denota
do r' lR n; ê o conjunto dos pares (x 0 ,x) E {x 0 } . xo 
xlR n com estrutura de espaço vetorial definida 

pela projeção ca nõnica 

n :T IR 0 - > U 
xo xo 

{Ap.9) 
(x 0 , x).---> x 

Seja U um subconjunto de IR n. O feixe tan

gente de U, denotado TU, ê a união disjunta dos 
n espaços tangentes T Xo IR , x0 € U, juntamente com 

a projeção canõnica: 

H : TU -> L 

(Ap. 1 O) 

(X 0 , X) 1--> X 0 

Se U for um conjunto aberto de IR n e F: u
-> lR m uma função diferenciâvel, para cada x0 

e U, definimos a aplicação: 
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(Ap.ll) 

(X 0 , X) 1-> ( F (X 0 ) , d ~X O (X) ) • 

A aplicação TF: TU-> TIRm definida por: 
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(Ap.15) 

Podemos ·usar a definição para mostrar que: 

- tr 
aFdet(F) = det(F) F (Ap.16) 

(Ap.12) e também de (Ap. l5): 

ê chamada diferencial de F. Convêm frisar qu~ 

algumas vezes ser~ convenienie identificar Tx 
n n - - o IR com IR de maneira canonitaetambem TF(xó) 

IR m col" IR m. nesse caso no lugar de escrever 

TF : T IR n -> TF(x } lR m, escreveremos sim-xo xo o 
plesmeR.._te : 

dF · IR 0 IRm xo. -> . 

3. Derivação de Funções Tensoriais. Sejai/J: Li~ 
(V) --> LiR(V) não necessariamente linear,defi 

2 -
nimos a derivada de 1/1 no ponto x € 

2+p 
Lin(V), co-

mo o funcional lin~ar ax• E Lin(V) tal que: 

• 2 
~P(X+A)=~P(X}+(axi/I)A+O(IIAI), VA € Lin(V) (Ap.13) 

onde 0: IR-> uR(V} e tal que 

1 im · O<IIA I ) = O 
IA~+O ~A~ 

~ fãcil ex 
por Li~(V) ~ 

. 2 
definição trocando Lin(V) 

Sejam as funções 

e {l/lo~): Li~(V) -> Lih(V) a derivada da com
posta 1/J o~ ê dada por: 

Sejam as funções: 

-> 

-> 

r 
Lin(V) e 

lineares e~ Li~p> e a composta (l/lo~): Li~(V) 
X Li~{V) -> Lin(V} dada por (1jlo~)(X,Y) =1/J{X, 

~(X,V)) podemos mostrar que a derivada de 1/1 o~ 

com relaçio a X e Lig(V) ê dada por: 

··, 

-_lJ -ly T -ly 
( aF F )C .. - F C F 

YC€Li~(V) (Ap.17) 

-1y -tr T -1T T -1T 
(a~ F )C® C = 2 F C F C F 

4. Condições de Compatibilidade Cinemática lte 

radas. Passaremos ã demonstração das condições 
de compatibilidade cinemática iterada de 2~ O! 
dem dadas , a saber: 

[grad(atlf)] =.-unC® n + ôt( [grad'l']a) ®n -

-a a(u [grad'l']n) x Ae w n a 

Prova: Substituindo 'I' por at'l' em (26): 

e como 

Sub-stituindo 'f'· por at'l' 

(Ap.lg} 

também 

fevando em conta (31), temos: 

de ( 26) substituindo ·'!' por gradl/l temos: 

., 

. .. -· j,. . . 
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dai, subs~1tu1ndb em (Ap.20): 

- a u [grad'l'] • Ae,.. wa n ... 

da definição 

C • [grad gradfJ n®n 

e supondo [~] • O. umos: 

[grad~] • [( grad,)ll] ®n 

1.,.·.. logo 

[grad~l] Àea • O 

dai escrevemos ·(Ap.21) como 

novamente como [til] • o temos: 

í 

(Ap. 21) 

(Ap.23) 

21 

substituindo (Ap.22) e (Ap.23) em (Ap.l9) 

e substituindo (Ap.22) e (Ap .23) em (Ap. 18) 
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DINÂMICA DA PARTÍCULA SÓLIDA: 
EFEITO DA FORMA DA PARTICULA 

GIULIO MASSARANI 
ESCOLA DE OUfMICA E COPPE, UFRJ 

SUMÁRIO 

O~ dadoh de PETTYJOHN & CHRIST!ANSEN (1948) ~elat~voh ~ dinâm~ca 
de pa~t2cula4 i4omet~~cah i4oladah 44o man~putadoh de modo a 6o~n~ 
ce~ g~â6icoh, tabetah e coAAe!açÕe4 emp1Aica4 ~etacionando, de di-
6eAenteh modo4, o coe6~eiente de aAhahte ao núme~o de Reynotd4 e 
4 e46e~icidade da p~Zcuta . 

1) INTRODUÇ~O 

Retomamos neste trabalho o estudo clãssico 
da dinâmica de particulas sÕ1idas em movimento 
Jivre na m~ssa de um fluido em escoamento. Na 
anâl i se. 
a) A partícula apresenta Ljolll "certo gra u" de si 
metria e, por esta razão, admitiremos que 
força res~stiva exercida pelo fluido sobre 
particula, ~ · tenha o mesmo sentido que a 
cidade relativa fluido - particula, ~- y; 

a 
velo 

a 

b) Os efeitos de aceleração da partícula na o 
são considerados; 
c) Os efeitos de interação particula-particula 
e os efeitos de "parede" não são levados em co_!! 
ta; consideraremos, portanto, que a particula 
esteja "isolada"; 
d) O movimento da partícula é translacional; 
e) O fluido é newtoniano e as particulas suf1 
cientemente grandes de modo que os efeitos de 
"deslisamento" possam ser desprezados. 

A anãlise dimensional conduz para a força 
resistiva ~ao resultado clãssico 

( 1) 

onde p é a densidade do fluido, A uma ãrea ca
racteristica e c0 o coeficiente de arraste cu
jo valor depende da definição de A. c0 pode 
ser determinado facilmente medindo-se a veloc1 
dade terminal vt da part1cula em queda livre~ 
través de um liquido estagnado. 

(2) 

onde V e Ps sao respectivamente o volume e a 
densidade da part1cula e 2 a aceleração do ca~ 

po gravitacional. 
Um numero substancial ~e dados experimen

tais obtidos dtsde o trabalho pioneiro de Per
nolet [1] , 1851 , parece indicar que o coefici
ente de arraste depende do número de Reynolds, 
da relação entre as densidades da part1cula e 
do fluido e de fatores de forma da part1cula , 

( 3) 

sendo Re = ~. d uma dimensão caracterTstica 
1.1 

da partícula e U " 11 ~-~ 11. 
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A prõxima etapa consiste na busca de defi 
nições para a irea e dimensão caracterfsticas 
A e d e da especificação dos fatores de forma 
de modo que os resultados experimentais rela
tivos a c0 possam ser de alguma maneira norm~ 
lizados, permitindo interpolações com razoi -
vel precisão. Para uma melhor avaliação das 
respostas a estas perguntas reproduziremos,em 
seguida, as observações feitas por Pettyjohn 
e Christiansen [2] na queda 1 ivre de part1cu
las isométricas em fluido estagnado. 

"1 n .the. vü c ou.<> . !La.ng'e (R e< O, O 5) .the paJI.t(. -

ele~ ha.d no .tendenc.y to o~en.t .th~~elve~ ~n 

a.ny pa.~~cula.~ po~~t~On· ~~.th ~e.hpe.c.t to the 

~~c~on o6 mot~on a.h p~e.d~cte.d ma.thema.t~c.a.~ 

R.t; by Ga.n.s . 

F u~.t h e !L mo ~e , t h e. Ú..U.Ung M.tu o 6 a. pa.JLti.ch. 

we~e. indepe.nde.nt o6 .the. o~en.t~.t~on w~:th~n 

the. e.x.pe.time.n.ta.l e.ILM~ whic.h Wa.h te.A~ .than 0,5% 
~n .the. v..i.~couh ~ange.. 1n .the. ca.6e. o6 non-ÜE_ 

me.tiL.i.c. pa.~i.clu, howe.ve.~. o~e.nta.tion .i..6 

lmown to a.66e.c..t he.t.ting ~a.te..6. 

Whe.~ea.õ ..i.n the. ht~ea.mLi.ne 6R.ow JLa.nge. IRe< 
<0 ,0 5) the pa.~.t~c.R.e.h d~d not 6a.voiL a.ny pa.!L.t..i.

cula.ll. oM.en.ta.tion w~th JLe.6pec.t to .the. d..i.!Le.c.ti.on 

o 6 mo.t..i.on, a.t R e. -v lO, .the. .te..tl!.ahe.dMn.6 and c.ubu 

a~~umed an o~entat.i.on ~..i.th a ~aee i.n the 
h o JL~ z o n.ta.R. p.é a.ne. o~ p elt.pe.n~~ula.IL to .the dA.Jte.c.

.t-i.on o6 mot..i.on a.nd the. othe.JL pa.~ticlu .6howe.d 
a .tende.ncy to do ti.ke.W..i..6e·by Re. -v ZO. Th..i..6 

oM.en.ta.tion wa.6 ma..i.n.tafne.d up to Re = 70 to 

300 whe.~te. the. pa.~.t..i.cie.-6 be.g~n~ng w~th .the. 
.te.t~a.he.dlton.6, ".te.e..te.~te.d" o~ wobble.d a.nd eve.n· 

tu.a.U.y ~pun o~ 11..otled ·on a ho~zon.ta.l ~ and 

6ollowe.d a õpi~a..e. pa.th ~a.the.11. .tha.n a õt~a.i.ght 

veJt..t.tc.a.t pa..th i.n the.tlt. de.6 ce.nt . The. c.oe.6Mc.<.e.n.t 

oó Jte.õú.ta.nce. útclle.a.he.d, ~ta..the.l!. a.bl!.u.ptty IAlUh the 
onõe.t o6 .6p.tnning a..6 .<.n~c.ated · on the. cR · v.6. 

Re. c.ha.JL.t a.nd e.ve.n.tua.lly be.c.a.me. con.6.tan.t. The. 
Re ~tange be.twe.e.n the. onõe.t oh .6p..i.nn.ing a.nd .the. 

poin.t wh~lte. CR be.c.ame. c.onõ.tant wa..6 a tJta.n.6it· 

..i.-on pe.~od, .6ome. o6 the. pa.~tt.<.cle..6 o6 a. H.t 011. 

õha.pe. ite.m~n.<.ng o~e.n.te.d a..t Re. va.lu.u c.on.6~de.M

bly be.yond .the. point wheAé o.the.IL.6 o6 .the. .6ame. 

4ef ·oiL <> hape. be.ga.n to .~>püt. Con.6e.qu.e.n.t.e.y the. 

da.i.~ we.JLe. qu..i..te. .6c.a..t.te.JLe.d -i.n .thü Jr.a.nge.". 

Em relação ã queda livre de partículas de 
formas regulares não .. isométrica,s,Hei.ss e Cou·ll 
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[3J constataram exp~rimentalmente para baixos 
números de Reynolds (Re<O,l) que o coeficien
te de arraste depende da posição em que a par 
tícula é lança~a. Ainda para partículas reg~ 

lares não-isométricas, desta feita para nüme
ros de Reynolds elevados (Re>l0 5 ), .Becker [4] , 
Christiansen e Barker [SJ e Isaacs e T.h.Qdos [6] 
observaram que o coeficiente de arraste depe~ 
de da forma da partfcula, da relação p

5
/p {a 

vibração nas partículas mais leves acarreta um 
aumento no valor de c0) e não da ~osição em 
que a partícula é lançada no fluido. 
Voltemos ã cara~terização de A, d e do fato~ 

de forma da partfcula. Wadell [1] reuniu re
sultados experimentais da literatura para pa! 
tfc~las regulares tomando para a dimensão d .o 
diâmetro da esfera de igual volume que a par
tícula d , como irea caracterfstica aquela do p . 
aTrculo de diâmetro dp, A = ~d~/4, e na espe-
cificação da forma empregou a esfer~cidade ~. 

~ = fsuperHcie da esfera) 
lsuperfftie da partícula V 

Brown et a l. [P . )6 .~] estenderam de manei r a 
bastante duvidosa os resultados reunidos por 

· wadell r o leitor poderã julg ar a audácia da 
extrapolação compar·ando as figs: (1) e (2) .F~ 
zemos notar que a fig. (1) passou a ser ampl! 
mente utilizada na literatura relativa ãs a
plicações tecnolÕgicas dos Sistemas Particul! 
dos e de modo indiscriminado. 

Heywood r_g] , trabalhando com partfculas ir
regulares, recomendou o emprego de um coefici 
ente de arraste baseado na irea projetada da 
partícula em sua posição mais estãvel na lâmi 
na do microscópio, Ap. Caracterizou a dimen
são ,através do diâmetro da esfera de igual i
rea projetada que a partfcula dn• Ap=nd~/4, e 
a forma através do fator B, V = Bd~. Petty
john e Christiansen [2J mostrar~m posterior -
mente que a representação proposta porHeywood 
é extremamente conveniente para. baixos Re con 
duzindo, no entanto, a uma manipulação inc6m~ 
da paraRe elevados. 

Pettyjohn e Chri sti ansen [2j estudaram e
xaustivamente a dinâmica de partículas isomé
tricas e chegaram ã conclusão de que o m~do de 
representação proposto por Wadell [7] era pl~ . 
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Fiouro I - Coeficiente 
número de 
tio. 70 de 

de arroste de partículas sÓlidos em função do 
Reynolds e do esferic•dode ( reprodução do 
Brown et ai. C: p. 76,8J ). 

C o ; pc~rtíeulos Autor 

O 0 1ttl• O,t:21 dlscoe de oo.wo, Sctlmlldll 
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( IIII) 

lO I 0,10. cubos ~ mórmatt Sc/111111 

··- 0,111 

111 14 ) 

• • O,IDI cubo• de ~lto " . 
' 0,101 cubot de pirlto 
X 0,101 cuboe da gollno Richardt 

( 1107} 

1,000 H feros Wl .. eltbe'91r 
(ltU) ... 

lO 
16' 10 to' 101 10. 10° 

Fiouro 2 - Coeficiente de arroste de partículas reoulores em função do número de Reynolds 
e do esfericidade (reprodução do fio. 3 de Wodel l [1']) . 

namente satiafa~~rio. 

Finalmente, Becker [4], trabalhando nos d! 
dos de Pettyjohn e Chr1st1ansen [2] e em ou
tros !elativos a parttculas regulares não is~ 
metr1cas,dec1diu pela seguinte representação: 
diâmetro da esfera de igual área projetada 
que a partfcula dn, como dimensão caracierfs
t1ca> ãrea projetada da partícula Ap' carac-

terizando a ãrea; dois fatores de forma, se~ 

do o primeiro Q = d~ /4 Ap (para baixos Re) e 
o segundo a esferi cidade (para Re elevados) .O 
todo resulta incômodo para utilização. 

As particulas de nosso interesse são aqu! 
las que aparecem nas aplicações tecnolõgicas, 
obtidas pela moagem de um minério ou resulta~ 
te dos processos de precipitação ou cristali-
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z·ação: particulas tipicamente irregulares.Na 
falta de dados experimentais nos quais as par 
ticulas irregulares tenham sido adequadamente 
caracterizadas, adotaremos para elas, numa pri 
mei r a aproximação, todo o cabedal de informa
ções reunido por Pettyjohn e Christiansen no 
estudo das particulas isométricas. A fig.(3) 
evidencia que, afinal de contas, a posição 
da particula no seu lançamento não chega a a
fetar substancialmente o coeficiente de arras 
te para Re < O, 1 e 4> > O , 6. Da mesma maneira, 
a fig. (4) mostra que a particula isométr i ca 
apresenta um comportamento médio em face ao 
de particulas regulares para Re > 10 3 e 4>>0 ,6. 

Os pontos da figura representam , por sua vez, 
medias com pequena dispersão de resultados ob 
tidos a diferentes Ps/p. 

1.00 

' 

' Ql 

o:ro 
0.6 

"' 19. 
I 

/ 

L' 

I~ l/o 

v 
~ Vo IY f--.. 
./ rt 

/ 1/ 
J 
I 

i, 

lc:::> 

' 

ESFERICIOADE,r6 

Figuro 3 - Fotor K l Co • 24 / KRe )poro particulos regulares 
ISOmétricos e não- isometricos, em lunç& do esfe
ti cidade : Re < 0,1 ( reproduçOo do fig. 6 de Hei• 
e Coull t311. 

2) CD x Re 

A interpolação e extrapolação dos dados 
experimentais de Pettyjohn e Christiansen [2J 
conduzem ã Tab. (1). A particula ê caracter.!, 
zada pelo diâmetro da esfera de igual volume 
que esta e pela esfericidade. A representa -
ção gráfica encontra-se na Fig. (5). São pr.2_ 
postas as seguintes correlações para os dados 
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de Pettyjohn e Christiansen , 

Re < 4 (1,7$- 1)10 3
, 

[1 + :;~,2r 
CD= 0,33 <P + (l,gl - 1,884>) (4) 

.t 9 l o U'";'Ub5 

Re ~ 4(1,74>- 1)10 3 , CD= 5 ,31 - 4,884> (5) 

A correlação para altos Re constitui-se,em par 
te, na combinação das correlações de Pettyjohn 
e Christiansen [2] e de Concha e Almendra [10]. 
A correlação para altos Re é a de Pettyjohn e Christi
ansen [2]. A qualidade das correlações propostas pode 
ser avaliada com o auxilio da Tab. (1). 

3} CDRe 2 x Re 
A Tab. (2) permite determinar por inter

polação linea r loga r ítmica o valor de Re uma 
vez conhecido C{) R e 2 

, 

4 
d3 p( Ps - p) g 

CD Re 2 = E 
j 

ll2 
(6) 

Pode-se obter desta maneira o valor da veloci 
dade relativa fluido-particula U uma vez co
nhecidos o diâmetro da partícula e as propri! 
dãUes do sistema. No caso de Re baixos ou de 
Re elevados podemos dispor diretamentedas fÕr
mul as, 

(7) 

(8) 

4) C0/Re x Re 

A Tab. (3) permite determinar por inter
polação linear logarítmica o valor de Re uma 
vez conhecido c0;Re , 

4 (PS - p)g \1 
CD/Re = j . 

0 zu3 
( 9) 

Pode-se obter desta maneira o valor do diâme
tro da partícula uma vez conhecidas a veloci
dade relativa fluido-partícula e as propried! 
des do sistema. No caso de Re baixos ou de 
Re elevados podemos dispor diretamente d~ fÕr 
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FiQura 4 - Coeficiente de arroste poro porticulos regulares isométricos e ndo- isomé· 

-tricos em funçóo do esferic-idade : Re > 103 

Re < O, 1, 

Re > 4(1.74> - 1)10 1
, 

3(5,31 - 4,884>)P u2 

4(ps - p)g 

( 10) 

( 11) 
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hbela 1 
c0 x Re: interpolação e extrapolação dos dados 

experimentais de Pettyjohn e Christ1-
ansen e estimativas segundo as corre
lações ( 4) e ( 5) 

~ . 1 ~ = 0,9 ~ . 0 ,8 ~ .. o. 7 ~ . 0,6 

CD C* o CD C* o CD C* o CD C* D CD C* D 
-

2400 2350 2494 2520 2611 2520 2758 2690 2949 2850 
000 796 831 825 870 854 919 911 983 968 
480 482 499 500 522 518 551 553 589 ~88 

240 246 255 255 272 265 292 283 312 310 
80 86,2 84 89,4 90 93 96 100 103 1D5 

49,5 53 , 5 52,5 55,6 56 58 60 62 64 66 
26.5 28,4 28 29,6 30 31 32 33 33 35 
10,4 10,9 11 11 ,5 11 • 8 12,. 1 12 ,6 13,0 13,3 14 .o 
6,9 7,2 7. 5 7,6 8,0 8.1 8,9 8,8 9,4 9,5 
4,1 4,2 4,3 3,6 5,0 4,9 5,5 5,4 5,9 5,8 
2,0 2,0 2,3 2,3 2,6 2,5 2,9 2,8 3,32 3,20 .. 
1 • 5 1 '5 1 • 6 1 '7 1 • 9 2,0 2,3 2,3 2,55 2,55 
1 ,07 1,05 1 • 2 1,27 1 • 5 1 15, 1,95 1,75 2,70 2,38 
0,65 0,68 0,77 0,89 1 ,OS 1,11 1,59 1,33 2,60 2,38 
0, 55 0,58 0,73 0,79 1,02 1,00 1,49 1,22 2,38 2,38 
0,46 0,49 0,79 0,70 1,19 0,91 1,90 1,89 2,38 2,38 
0,40 0,43 0,92 0,92 1,41 1,41 1,89 1,89 2,38 2,38 
0,39 0 ,43 o ,92 0,92 1,41 1,41 1,89 1,89 2,38 2,38 
o ,41 0,43 0,92 0,92 1,41 1,41 1,89 1,89 2,38 2,38 

, 
:··· 

c5- valores obtidos atravis das correlações (4) e (5). 
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• .. 

lg 10 Re 

··1 

- 2,000 -0,620 
-1 ,523 -0,155 
- 1 • 301 o .o 79 
-1 ,000 o , 380 
-0 , 523 0,857 
-o ,301 1 ,093 
0 , 000 1 • 423 
o , 477 1 • 971 
0 , 699 2 , 238 
1,000 2,613 
1, 477 3 , 255 
1, 699 3 , 574 
2,000 4 , 029 
2,477 4. 767 
2,699 5.140 
3,000 5 , 663 
3 , 477 6 , 556 
3 , 699 6 , 984 
4, 000 7,607 . 

l91 i Re 
. 4>•1 

-2 , 000 5. 380 
-1 , 523 4,427 
-1 • 301 3,982 
-1 ,000 3,380 
-0,523 2,427 
-o. 301 1 ,996 
0,000 1. 423 
o ,477 0 , 540 
0 , 699 o. 140 
1 , 000 - 0,387 
1, 477 -1 • 176 
1 , 699 -1 • 5 23 
2,000 -1 ,971 
2. 477 - 2 ,66 4 
2,699 -2 ,959 
3,000 -3,337 
3,477 -3 , 876 
3 , 699 -4.114 
4,000 -4,393 

Tabela 2 

l9Jo(C 0Re 2
) 

•=0,9 ··0,8 

-0,604 -o. 5 83 
- 0 , 126 -o . 106 
o ,097 o. 117 
0,407 0 , 431 
0,879 0 , 908 
1.117 1 • 146 
1 • 447 1 • 4 7 7 
1 ,996 2 , O 25 
2 , 274 2,301 
2 ,6 35 2 , 703 
3, 316 3,369 
3,616 3 ,677 
4,079 4,173 
4,841 4,975 
5,262 5,407 
5,898 6,076 
6,917 7.1 o 4 
7,362 7 , 548 
7 ,963 8,149 

Tabeh 3 

c0;Re x Re 

l9Jo(C0/Re) 

4>=0 , 9 4> =0 , 8 

5,396 5 , 417 
4,442 4 , 462 
3,999 4,017 
3,407 3,435 
2,447 2,477 
2,021 2 , 049 
1 , 447 1 ,477 
o ,565 0,594 
o. 176 o , 204 

-0 , 365 -0 , 297 
-1,115 - 1 ,062 
- 1 , 481 -1 • 4 20 
-1,921 -1 • 82 7 
-2 , 558 -2 , 456 
- 2,836 -2 , 690 
-3 t 102 -2,924 
- 3 , 514 -3 , 328 
- 3,735 - 3,550 
-4 .o 3 7 -3,851 

29 

•=0,7 4>=0,6 

-0,559 - 0,530 
-0,082 -0 , 053 
0 , 140 o. 16 7 
0 , 465 o ,494 
0,937 0,967 
1 • 176 1 ,204 
1 • 502 1 • 5 25 
2,053 2 ,O 79 
2,338 2 , 371 
2,740 2,771 
3,425 3 , 476 
3. 762 3,804 
4,290 4,431 
5 . 15 5 5,369 
5 , 580 5. 775 
6,279 
7,230 

~ , 377 
7,330 

7,6 79 7 . 775 
8 , 276 8 , 377 

4>=0 , 7 4>=0,6 

5,441 5,470 
4,486 4 , 516 
4 ,O 41 4 , 072 
3,465 3,494 
2,505 2,535 
2 ,079 2 . 107 
1 ,502 1 ,525 
0,623 0,646 
o ,241 0,274 

-0,260 -0,229 
-1,007 -0 ,955 
-1 , 335 -1 • 29 2 
-1,710 -1.569 
-2 , 276 -2 ,062 
-2,548 - 2,322 
-2,721 -2,623 
-3,201 - 3,101 
-3,423 - 3 , 322 
-3,724 -3,623 
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Figuro 5 - Coeficiente de arroste poro portícuios isométricos em função do nú
mero de Reynolds e do esfericidade ( gráfico obtido a partir dos dados 

experimentais de Pettyjohn e Christionsen (2J ) . 
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·;~FLUÊNCIA DO ATRITO NO FORJAMENTO A FRIO DE 
~LACAS RETANGULARES 
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SUMÁRIO 
No ptUe.n.te .tlr..aballto é 6eilo umGt o.nã.U..4e. de. .Un4ÕU em comptut.iio de.. placa.~; JtUang~ 

ta~~.u a 6J!,io entlle ma.tl!..i.zu ILUgOAI1..6 . À64wne -t.e que o coe~n.t.e. de IWU..to , do .t.i.po 

cotwnb.Utno depende t.omen.te dot. ma.t~ e .ti.po de. t.upMóZUe.. A ptue.Me te.owmo! 
.tAa. a. vaMA.c;.ão da piLUt.ão Upo "FJtJ.c.ti.on. Hill" I e..m .Qtu cüme.n.t.õu. M~but-4 e também 

a -lnótuênc.i.a dot. pa.Jtâme..tAot. conú.de.~r.a.do.<> na. an.á.U.t.e, Mblr.e a. va..Uda.de da. h.i.pó.tue. 

do c.Mo pa.ltt(.c.utall. do e.t.ta.do de. de.601r.ma.çõu plana.. 
SUMMARY 

Th.i.-6 ~k pte.t.en-t-6 a. .thtcJte..ti.ca.t an.alyt.u o6 .the. comptuúon o6 t.!a.bt. be.Wee.n .tJAlc 

Muglt.t 6l.a.t d.i.u . r.t -<.4 11..6t.wned .tha.t .the coeóó.i.Ueltt o6 6-'úcilon "Coulomb Type.", d!:_ 

pertdt. oJU',y on .the. ma.tw.a.l. pMpe!t:tlu a.nd .the. t.Wtfiaa. con.d.i.tion.t.. The. p~r.ue.ltt the.OIL!J 

t.h~ .the. v~on.ó o6 t/te p!LU6Wi.e. d.<.4:tM.bwüon6"F!Uc..ti.on HW Typ('." in .thlte.t ri.{ 
meM.iol\4 . The .the.OIL!f alA o il.tu..h.tltate .the. .i.n6t.ue.nce o6 the. va!UotU pa.Jtame.te.IL6 c.on4.i. 

de.~r.ed ÓOIL .the. valicü.-t.y o6 the t.peci.al. Cl1..6e oó plane. t..tlta..tn. 

lNTROOUÇAO 
Para a anâlise de esforço( e determinação do coefl 

ciente de atrito em forjamento existem duas maneiras de 
se resolver o problema,uma a compressão axissimetrica 
de formas geométricas geradas por superf1cies de revol~ 
ção e outra a compressão plana,isto e ,que admite um e~ 
tado plano de deformação,de formas geométricas tais c~ 

mo placas retangulares, triangulares, ·etc. 
Devido talvez a facilidade de se propor hipõteses 

mais consistentes, o problema de forjamento axissime
trico recebeu maiores atenções,principalmente no toca~ 
te ao estudo do coeficiente de atrito , tanto do tipo c~ 
lumbiano[l], como do tipo coeficiente de proporcionall 
dade[2][3];bem como mais recentemente novas hi põteses 
foram feitas sobre a variação de tensão de cisalhamen
to ao longo da superfície comprimida(4] obtendo-se com 
isto informações mais precisas sobre a distribuição de 
pressão em forjamento axissimetrico. 

Entretanto, neste mesmo tempo a ~ompressão plana 
sofreu pouca ou quase nenh~ma evolução , fi cando ainda 

basicamente presa a hipótese de que quando, por exempl~ 
em uma placa o comprimento fosse muito maior que a la! 
gura o problema poderia ser resolvido como sendo um c~ 

so de deformações planas, [5j ,[6J. Porem, em processos 
industriais nem sempre existem condições de se fazer v~ 
ler esta hipÓtese, bem como não existe· uw limite defi
nido indicando quando as dimensões serão propicias para 
se fazer valer a hipõtese de estado de deformação plana 

[7] ,[8}' 
Em vista disto, no presente trabalho procura-se o~ 

ter uma solução mais geral para a compressão não axiss1 
métrica, mostrando haver uma distribuição de pressão d~ 
pendente do sistema de coordenadas da superf1cie comprl 
mida, bem como e mostrado haver um limite de validade 
para a hipõtese de deformações planas. Neste trabalho , 
a anãlise de tensões e feita em têrmos do forjamento a 
frio de uw~ placa retangular. 

PRESENTE TEORIA 
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Considere-se o elemento infinitesimal de uma placa, 
retirado ao longo da espessura(t), mostrado na figura 1. 

Admite-se neste caso que o coeficiente de atrito do t~ 

po columbiano(~) e função somente das condições de ac! 
bamento superficial, material e lubrificante,independe~ 
do pois da direção assumida. 

Sendo o e o
2 

as tensões nas direções x e z respec 
X -

tivamente, p a pressão na direção y, dox e doz increme~ 

tos de tensão e ~p a tensão de cisalhamento na superfi
cie da placa, das equa'ções de equilibrio nas direções x 
e z temos: 

âoz 2)Jp 
rz=--r 

( 1 . a) 

( 1 • b) 

Entretanto as equações (1 .a) e~ .b) não podem ser 
integradas visto que p e um certo p (x,z). 

Porem, recor-rendo ãs equações de Levy-Mi ses em sua 
forma integrada, e a condição de que não existe abaul! 
mento ao longo da espessura da placa, durante a compre~ 
são, temos: 

c " !. [ X -o 
(2.a) 

E [ 1 (o +· o ) cy = ~ - p - ! x z (2.b) 

cz = ~ [ oz - ~ (ox-p ) l 
" 

(2 .c) 

onde cx,cyec
2 

são as. deformações nas direções x, 
y e z respectivamente , e ê a deformação efetiva e o a 
tensão efetiv~. Sendo: 

c = .t ~ (3) 
y n \.o 

onde tf ê a espessura obtida apôs a compr·essão e 
t
0 

a espessura inicial, sabendo que t não depende de x 
e z e que õ e ( são constantes em todo o material P! 
ra um dado tf , temos: 

ou 

aa.x + a_oz .. - 2 !E. 
ax ax âx 

(4.a) 

(4. b) 

( 5 ) 
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aox + aoz = -2~ az az az ( b ) 

Substituindo as equaçóes (l.a) e (l.b) em (5) e (6),t~ 
mos: 

( 7 ) 

ôox = - 2 (~ !!E ) 
az ãZ T ( 8 ) 

Da equação de Von ~ises para tensão efetiva deriv! 
da com respeito a x e z, associada ãs equações (7) e 

(8), obtemos: 

( 9 ) 

Resolvendo-se a equação (9) encontramos: 

p = c1 exp (- k (x + z ) 1 (1 o ) 

/ldmitindo-se que p e simétrico com relação a X e z, 
obtemos: 

p =c, exp r - k ([xl+ lz[)] ( 11 ) 

Com a equação (11) nas equações (l.a) e (l.b), ob 
temos: 

o=-~ c1 exp [- k (lx l+lzl )] + f(z) 
.!< tk 

o=- 2
1J C e·xp [ -k (lxl+ lzl )] + g {x) 

z tk 1 

( 1' ) 

'( 13) 

A constante de integração c1, e as funções f(z) e 
g(x) são determinadas a partir das seguintes condições 
de contôrno: 

(a) ox lx l = a =O 

(b) oz I Íz l= b = O 

I I = y 
(c) p I x = a o 

I z I = b 

onde a ê a metade da dimensão total da placa na dl 
reção x e b ê a metade da dimensão total da placa na ti 
reção z e Y

0 
ê a tensão de escoamento correspondente a 

uma certa deformação imposta ã placa . 
Desta forma: 

f ( z) = iJf c1 exp [ - k (a + I z 1 ) J (14 ) 
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g{x)c2\J c1 exp ( - k{b+ lxl )] 
kt 

{15) 

c1 • - Y
0 

exp [ k(a+b)] (16) 

A cons~ante k pode ser determinada a partir da a 
nãlise de distribuição de pressão em uma placa, com ; 
h i pó tese de haver um e'stado de deformações plana. Ne! 
te caso: 

P .,_ -9vo exp[ ~{a - lxl)] {17} 

Quando a >>b , isto e, p não varia sobre a menor 
dimensão, no caso b, e Ez = O. 

Da equação (17) , temos: 

k .. ~ {18) 

Com as equações (14) ,(1 5),( 16) e (18) sendo subs 
tituidas nas equações (11),(12) e {13) , obtemos: 

p=-Y0 exp [ ~ (a+b- lxl-l zl ) J (1 9) 

ox•Y0{exp [~(a+b- l xl-l zl) j-exp [ ~(a - I z I>]} (20) 

oz • Y0{ exp~(a+b-l x H z I] -exp[~{a-1 xl)] } { 21 ) 

As quais expressam as var iações da pressão em fu~ 
·ção de x e z(Friction Hill) , da tensão na direção x e 
'da ti!nsão na di reção z, tambêm como funções de x e z. 
RESULTADOS TEORICOS E CONCLUSCES. 

Com o propósito de se estudar o comportamento das 
expressões(l9)(20 ) e (21) . Foi feita uwa anãlise numé
rica para o processo de forjamento de placas, conforme 
especificadas na tabela l. • 

Placa 
nQ 1 

IPl aca 
nQ 2 

IPl aca 
nQ 3 

Placa 
nQ 4 

Placa 
nQ 5 

Tabela 1 -Dimensões ftnais das placas analisadas , 
admitindo-se õ •50,2{&)0•4(kgf/mm2) e 
\J=O ,343. (conforme ref. ( 4) ).(Ma ter i a 1 c o 
bre recozido). 

Espessura (t ) L.argura (a) Comprimento{b) b/a 
(11111) (nrn) (11111 ) 

4.62 9.0 '9.0 l /1 

4.62 9.0 7.2 7.2/9.0 

4.62 9.0 3.6 3.6/9.0 

4.62 9.0 1.8 1 .8/ 9.0 

4.62 9.0 .09 l/100 

Admitindo-se uma taxa de deformação igual a 50~ . 
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fora~ então encontrados os valores de p, o e o para 
X Z 

cada placa e plotados,como pode ser visto nas f iguras 
de nQs 2 a 6, i nc 1 us i ve, as curvas p vs. x vs. z as quai s 
nos fornecem a distribuição de pressão sobre a superfi
cie da placa para cada relação bla· 

Como pode ser observado, a medida q~e b diminue , a 
var1açao da pressão ao longo do eixo z torna-se mais ~ 

mena atê que quando esta relação atinge aproximadamente 
o valor de 1/100, praticamente podemos considerar que p 
não varia ao longo de z, i sto ê, para esta relação seria 
vãlida, ainda que aproxi madamente, a hipótese de estado 
plano de deformações. 

c~ isto,podemos notar que a imposição da hipÕtese 
de estado de deformação plana deve ser vinculada a urr~ 

anãlise da geometria da peça a ser forjada, das propri~ 
dades mecânicas do material e das condições superficia
i s. 

Deve ser observado que os valores numéricos mostra 
dos neste trabalho são valores puramente teóricos, não 
expressando a realidade do material utilizado como fon 
te. Desta forma, a previsão do limite de validade da hi 
pÕtese de deformação plana serã determinado a partir d; 
cãlculos teõricos com dados experime~tais. 

Este tipo de anãlise presta-se ainda para estimat~ 
vas mais precisas de cargas de forjamento a frio. 
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Fig.3 - P. vs. x. vs. z. para b/a 1.8/9.0 

\ 

. 
Fig. 4 - P. vs. x. vs. z para ~/a 3.f/"." 
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Fig. 6 - P. vs. x. vs. z. para b/a 1/1 
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