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EDITORIAL 

Após mais um bem sucedido COBEM onde tivemos a apresentação de 162 trabalhos e após a pu
blicação do Volume III da RBCM vale a pena fazer uma avaliaçao da situação da RBCM para verifi 
car em que graus foram cumpridos os objetivos da Revista expressos no editorial do Volume III~ 
Para nós, membros da ABCM, isto i crucial, pois não acreditamos poder obter financiamento para 
a Revista a longo prazo . Se a Revista i importante para nós temos que, ã médio prazo, passar 
a arcar com os seus custos. 

Se for consenso que a Revista é fundamental ã criação de uma ·memória nacional onde fique 
gravada a discussão técnica dos problemas tecnológicos e cientificas nacionais e que sirva pa
ra motivar jovens pesquisadores e estudantes, temos que começar · a lutar para dar-lhe autonomia. 
Essa luta coincide com a de descobrir e resolver os problemas tecnológicos nacionais importan
tes que signifiquem nossa independincia tecnológica e cultural. Na palestra do Prof. Longo, 
apresentada no COBEM-81 e publicada nos Anais, vimos que isso não seri tarefa ficil. Porém é 
necessário lugar. 

Quais são, a esta altura, os probleoas da RCCM? 
A RBCM necessita, fundamentalmente, de dois tipos de apoio firme e constante: 

1. financeiro, traduzido na compra de assinaturas, colocação de an~ncios ou doações que lhe 
assegurem uma existência constante e independeflte. 

2. contribuição técnica, traduzida em maior volume de artigos cientificos, notas técnicas, r~ 
senha de livros, cartas que discutam artigos apresentados na Revista etc. 
Do ponto de vista financeiro a RBC~ não teve em 1981 o êxito esperado e desejado . Foi es

casso o número de assfnaturas alem das gue a ABCM compra para distribuição a seus associados. 
Foram muitos, porém~ os pedidos de doaçao que interpretamos como real interesse na Revista. 

Estamos diante de um problema . Se queremos que a Revista tenha penetração entre estudan
tes e enyenheiros e que sirva como meio de comunicação entre Empresa e Universidade, temos que 
fazer com que seja assinada pelas Universidades, Centros de Pesquisa, Empresas de Projeto etc. 
donde gere e multiplique o aprofundamento dos problemas abordados. 

São os sócios que devem solicitar de suas empresas que assinem a Revista:· 
Simples doações não resolveriam o nosso problema e talvez acelerassem apenas o nosso fim. 

Vale a pena, a esse respeito, levantar alguma~ questões. 
Por que muitas universidades que assinam revistas estrangeiras carissimas e nem se~pre de 

utilidade equivalente não apoiam uma iniciativa nacional que lhes oferece campo aberto a pro
blemas e soluções em que talvez estejam envolvidas? 

Por que companhias que desenvolven ou procuram desenvolver Tecnologia Nacional e que ~anta 
gastam em outros itens não podem assinar uma Revista e contribuir para torná-la seu proprio 
porta-voz? 

Do ponto de vista de contribuições técnicas ficamos longe do desejável. Pensivamos que as 
contribuições fossem chover a borbotões mas na realidade apenas pingam. Serã que não se cria 
nos diversos setores de impulso material suficiente para encher 200 pág i nas por ano? 

O COBEM-81 mostra-nos que não é isso. O problema é, pois, de outra origem. 
Tentamos analisar o gue pode estar acontecendo. Não havendo competição entre o COSEM e a 

RBCM, ê possivel e desejavel enviar trabalhos para os dois. 
Porquê, então, o n~mero de artigos enviados é tão reduzido em contraste com o n~mero de 

trabalhos apresentados ao COBEM? Apenas porque o artigo exige uma elaboração mais cuidadosa? 
Talvez, mas quer nos parecer que mereceria a pena esse traba l ho pela maior divulgação que o a~ 
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tigo di ao assunto e ao autor. Ou serã que os Congressos exercem maior motivação por oferecer 
um pagamento imediato qual seja a' participação o que, em geral, implica numa viagem? Pode ser, 
mas assim mesmo, o artigo, pela sua divulgação, significa uma dilatação da presença do autor. 
Serã ainda que os artigos nacionais estão sendo canalizados para o exterior o que proporciona, 
no entender de muitos, um maior status: ter um artigo publicado numa r evista estrangeira? 
Quando serã que nõs, cientistas brasileiros, vamos amadurecer e ser capazes de julgar nossos 
trabalhos nõs mesmos sem necessidade do aval de estrangeiros? Por que será que a contribuição 
da industria é praticamente nula? Serã que não existem problemas ou serã que uma possivel con 
tribuição de cientistas nacionais ã solução desses problemas .não interessa? -

Apresso-me a esclarecer que não estou advogando que não se publique no estrangeiro. Acho 
importante que isso seja feito, mas não em detrimento de publicações nacionais. Enfim o cien
tista nacional tem que antes de tudo ser reconhecido no Brasil, e para atingir esse objetivo 
ele deve publicar uma revista nacional. Ou será que estou enganado? 

Mas , apesar de tudo, estamos confiantes que em 82 as coisas vão melhorar. Pretendemos im
plementar nossa politica editorial original visando dar maior acesso ã Revista ã engenheiros e 
pesquisadores da industria. Cuidaremos, além de artigos de pesquisa, tamb~m de notas técnicas. 
Esta denominação englobará artigos que não sendo necessariamente originais, apresentam uma vi
são didática de al9um tópico de interesse, a simples apresentação de um problema também serã 
aceita como Nota Tecnica. 

Outras seções serão Resenha de Livros, e uma que chamaremos de Debate que servirã para dis 
cussão e critica de artigos apresentados na Revista, estabeleceremos porem o prazo de 2 anos ã 
partir da publicação do artigo discutido ou criticado. 

Esperamos contar em 82 com uma maior participação dos associados da ABCM. Consigam novos 
assinantes, enviem contribuições. 

Vamos tentar fazer da ABCM um sucesso pois se nõs nao o fizermos quem o fari? 

~ · ~(""""r Co--A. 

Rubens Sampaio 
Editor Executivo 
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MODELO DA DIFUSÃO PARA 
ESTUDAR A SECAGEM 

ISA M. L. NORTHFLEET 
CIENTEC/RS 
ADIR M. LUIZ 
INSTITUTO DE F(SICA/UFRJ 
RUBENS SAMPAIO FILHO 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA, PUC/RJ 
ANTONIO S. VARGAS 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA, PUC/RJ 

SUM~RIO 

Um tânel de vento 6o~ ~on~t4uldo pa~a pe~qu~a4 a 6e~agem ad~abá 

t~~a de me~o~ po4o~o~. o~ te~te~ 6o~am ~ea~zado6 ~om o~ 6eg~~ 

tu mateJt~aü: a~e~a, e6 6e4a~ de v.i.dlto e ~e~~agem. llt.(.~zando 

têcn.i.ca.~ de atenuacão de ~a~o~ gama ~eal~zamo6 med~du de 6CltuJta 
ção e de po~o6.i.dade pa.~a d.i.veJt6a6 altuJta~·ao longo po e.i.xo de ~~ 

met~~a do me~o po1to6 o . Compa~a.ndo o~ Jtuu.t.tado6 ·du med.i.da.4 de 
~a.tu4aç.ão com 44 p~evüõu teÕ1t..i.ca6 do modelo da d.l6u.6ão ve4~6~~~ 

mo~ qu.e a 6ecagem da 6~1t1tagem ê dom.i.nada p~lo mecan.l~mo da d~6~ 

6ão. A6 p~ev~6Õe~ teõ~ca6 ba6eada~ no modelo da d.i.6u~ão d.i.ve~ 

gem do6 ~e4u.ltado4 expe~men.ta.i.6 lte6e~en.te6 à ~ecagem da alte.i.a e 
da4 e66e~a4 de v~d~o. 

INTRODUÇJI:O 
As pesquisas sobre secagem receberam recen 

temente um novo impulso provavelmente motiva
das pelo encarecimento dd$ preços das fontes ! 
nergêticas . De acordo -com NONHEBEL e MOSS 
[ 1 J, ainda não existem modelos que conduzam 
a previsões suficientes para se determinar teo 
ricamente a taxa de transferência de massa du 
rante a secagem. Acreditamos, portanto, ser 
necessirio estudar o mecanismo da transferên 
cia de massa a fim de poder fazer pesquisas v! 
sando a otimização dos processos de secagem. 

Numa comunicação anterior [ 2 J apresent! 
mos um modelo para estudar o mecanismo da dif~ 
são durante a secagem de meios porosos. O pr! 
sente trabalho possui dois objetivos básicos: 
(a) divulgar um método de medida de porosidade 
e de saturação de um meio poroso baseado em 
técnicas de atenuação de raios gama e (b) apl! 
car um modelo de difusão para estudar a seca 
gem dos seguintes materiais: areia 
100-150 ) , esferas de vidro (mesh: 

(mesh: 
100-200) e 

serragem . 
DISPOSITIVO EXPERIMENTAL ' 

O tijnel dJ vento montado para a realização 
das experiências é indicado esqÚematicamentem 
Figura 1. O material usado na montagem deste 
secador foi Plexiglass com exceção df. seção de 
aquecimento (5) que contêm espirais de aquec! 
mento. A velocidade do ar pode ser controlada 
com o reostato (1) indicado nesta figura. Ou 
rante as experiências a velocidade do ar foi 
mantida a 4 m/s . Para medir esta velocidade 
utilizamos um tubo de pitot estitico (11) loc! 
lizado num ponto central acima da amostra. As 
diferenças de pressão através do tubo de pitot 
foram medidas mediante um micromanõmetro (13). 
O dispositivo (12) possibilita a movimentação 
vertical do tubo de p1tot. A temperatura do 
ar foi mant i da em torno de 70°C atravé~ do us~ 
de um resistor variãvel (2), juntamente com o 
termostato (4) . A umidade do ar pode ser medi 
da pelo termõmetro de bulbo molhado (7). 
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Figura 2. Esq uema do Sistema de medidas da s aturação utilizando 
o método de atenuação de raios gama 
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A amostra (10), depois de ser previamente um! 
dificada ati uma saturação de lOOS, era post! 
riormente colocada em um cilindro com 83 mm de 
altura e com 52 mm de diâmetro . 

As medidas de porosidade e de saturação da 
amostra eram realizadas mediante técnicas de a 
tenuação de raios gama . Utilizamos o isõtopo 
Am 2 ~1 que foi colocado numa caixa de chumbo 
com um pequeno orifício. Os fundamentos desta 
técnica experimental são descritos por GARDNER 
e ELY [ 3] e por CHASE e RABINOWITS [ 4 J. U111 
diagrama esquemãtico deste sistema i apresent! 
do na Figura 2. 

Durante a secagem, em intervalos de 30 min~ 

tos, ~edimos a saturação em pontos eqUidista! 
tes de 1 cm ao longo do eixo de simetria do ci 
lindro. Utilizamos um dispositivo mecânico 
(indicado pelo número 6 da Figura 1 ) a fim de 
possibi li tar o movimento do aparelho ao longo 
da direção vertical, para realizar as medidas 
de saturação em função da altura. A placa (5) 

indicada na Figura 2 se move verticalmente ma! 
tendo contato com a placa (9) indicada na Fig~ 

ra 1, a fim de fixar e indicar a posi.çio da m! 
dida. Maiores detalhes sobre os métodos exp! 
rimentais aqui resumidos podem ser encontrados 
na Tese de Mest rado de Northfleet [ 5]. 
MODllO DA DIFUS~O 

Queremos modelar a secagem de um cilindro 
poroso, inicialmente satura do e impermeãvel na 
superfície lateral e ~a superfície da base in 
ferior. Ou seja, a secagem é feita apenas P! 
la superfície da base superior. 

Sendo assim, adotamos um modelo un idimensio 
nal o que equivale a supor que a saturação va 
ria apenas com a altura do cilindro e com o 
tempo. Adotamos , também, por simplicidade, um 
modelo de uma fase. levando em conta a 
ção da continuidade para a fase liquida 
.mos escrever: 

êlp.t 
+ div (p!vl) • O 

3t 
( l ) 

onde Pt i a densidade parcial do liquido (def! 
nida como a relação entre a massa do líquido e 
o volume da mistura) e vl é a velocidade do li 
quido. Suporemos condições isotérmicas e ado 
taremos a seguinte hipÕtese constitutiva: 

3 

(2) 

que expressa o fato do fluxo de massa da fase 
liquida depender apenas do gradiente de concen . -
tração, O ê 
equação e é 
de mãssica. 

o fator de proporcionalidade desta 
conhecido pelo nome de difusivida 

Substituindo (2) em (1), supondo 
D constante e particularizando para uma dimen 
são resulta.: 

ap a2 p 
l • o __ t (3) 

3t ax2 

Definindo a porosidade E como a relação en 
tre o volume de vazios e o volume total do 
meio, a saturação S como a relação entre o vo 
lume dos poros ocupado pelo liquido e o volu
me total dos poros, i fâcil ver que 

( 4) 

onde dl i a densidade (rea l ) do liquido. Supo! 
do E e dl constantes, temos: 

as • 0 a2 s (S) 
3t ax2 

A fim de resolver a equação diferencial (5) 
precisamos de uma condição inicial e de du~s 

condiçõe ~ de contorno. 
roso esti completamente 
quida, ou seja: 

s .. 1 

Inicialmente o meio p~ 
saturado pela fase li 

t • o (6) 

Vamos resolver a equação (5) usando dois t! 
pos de condições de contorno. Vamos designar 
por C.C.A o seguinte conjunto de condições de 
contorno: 

t > o X • l (7) 

t > o X " - l (8) 

onde Seq ê a saturação no equilíbrio termodinã 
mico e l ê a altura do meio poroso. 

Vamos designar por C.C.B o seguinte conju! 
to de condições de contorno: 

0(3S'/3x) •- yS' ; t > O X • l (9) 
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D(ílS'/ílx) • yS' t > o X = -l ( 1 o) 

onde y é uma constante e S' ~ S - Seq· Embora 
a altura total do meio poroso seja igual a t, 
para facilitar a solução matemática do probl! 
ma, estamos supondo que o meio poroso possua 
uma profundidade total igual a 2l e que ele es 
tã sendo secado nas faces x = l e x = -t, con 
siderando as mesmas condições externas. 
ANALISE DOS RESULTADOS 

A solução da equação (5) com a condição ini 
cial (6) e com as condições de contorno (7) e 
(8) é dada por: 

s-s 
__!.9. 

1-Seq 

4 ~ exp(-bt) (2n+l)t(l-x) r sen 
1J n•O 2n+l 2l 

onde: b K Ot2(2n + 1)2/4l2 • 

( 11 ) 

A equação (1 1) ê anãloga ã solução obtida 
por SHERWOOD [ 6 J. A solução da equação (5) 
com a condição inicial (6) e as condições de 
contorno (9) e (10) ê dada por: 

s-seq 
1-S eq 

.. 2L cos(anx/l)exp(-a~Dt/!2) 

(a~ +L 2 +L) c os Bn 
( 12) 

onde L = ly/0 e an são as rafzes positivas da 
equação: 

a tg B • L 

A equação (12) é anãl~ga ã equação 
por CARSKAW e JAEGER [ 7 ] . A fim de 

obtida 
poder 

comparar os resultados experimentais com as 
previsões teóricas do modelo da difusão é ne 
cessãrto ca lcular a consta nte O da equação (11) 
e as constantes O e y da equação (12). A esti 
mativa da constante O foi feita através do câl 
culo d~ valor médio de S. Fizemos também a es 
timativa das constantes O e y mediante o mito 
do dos mintmos quadrados, ist~ é, procuramos 
ajustar estas constantes de modo a obter a me 
lhor aproximação possível entre a curva teõrt 
ca e a curva experimental. 

Considerando a solução (11) obtivemos os se 
guintes valores pelo método do valor médio: 
01 • 1,32 cm2/h ; 02 • 1 ,07cm2/h e 03 = 0,47 cm2/h. 

O índice 1 refere-se ã areia, o índice 2 refe 
re-se ãs esferas de vidro e o indice 3 refere

se ã se rragem. 
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Considerando a solução (11) e usando o mito 
do dos minimos quadrados encontramos: 
01 •0,94 cm2/h ; 0 2 •0,85 cm 2/h e 0

3
=0,47 cm2/h. 

Considerando a solução (12) e utilizando o 
método dos mTnimos quadrados obtivemos os se 
guintes valores: 0 1 =0 ,88 cm2/h ; y 1 =4 ,23 cm/h; 
02•0,69 cm2 /h ; y 2=3,32 cm/h ; 0 3 =0,76 cm2/h ; 
y 3•0,40 cm/h. 

De acordo com HOUGEN et a 1. [ 8 1 para ver_! 
ficar se o mode lo teórico é ou não é confirma 
do pelos dados experimentais é necessãrio com 
parar as previsões teóricas da saturação S em 
função do tempo t para cada ponto do meio por~ 
so; além disto, é preciso também comparar os 
perfis teóricos da saturação em função da altu 
ra (para diversos tempos) com os respectivos 
perfis obtidos experimentalmente. 

. ' . 
' ' #>, 

:-., 
' ' ' ..... 

.. 

.................. 
........... ..... _ 

...... ---
. . 

lO 

---

Figura 3. Saturação local em função 
do tempo para o meio M•l 

Vamos designar por M·l o leito de areia, 
por M·2 o leito de esferas de vidro e por M•3 
o leito de serragem . Na Figura 3 comparamos 
os valores locais de S em função de t (para o 
meio M·l) com os valores de S(t) previstos pe .. -
lo modelo teórico; na Figura 4 fazemos esta 
comparação para o meio M•2 e na Figura 5 faze 
mos esta comparação para o meio M·3. Vemos que 
as previsões teóricas divergem bastante dos d! 

dos experimentais (com um desvio padrão da or 
dem de 3001) para os meios M•l e M•2. No enta~ 
to, para o meio M•3 a concordância entre as 
previsões teóricas e os dados experimentais ~ 
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bastante razoãvel (com um desvio padrão da 
dem de 5%). 

l 
~ 
~ao 
!i 

,. , . 
'. 
' " ' ." ..... ..... ..... ..... ..... ..... ....... .._ .._ 

o r 

.. 
c .. --_

------~~-~-~-~=-J . ... 

100 

l 
o ... 
:lso 
~ .. 
c ., 

Figura 4. Saturação local em função 
do tempo para o meio M•2 

,...•tuft- ldo••: I c• -c;ca 
---Cr.A 

15 

• ... ,., .. e:,,.,;,...., ... 

00 5 lO 15 r ... ,.. t h) 

Figura 5. Saturação 1 oca 1 em função 
do tempo par a o meio M•3 

Na Figura 6 comparamos os pe r fis teóricos 
de saturação em função da profundidade com os 
dados experimentais referentes a M•l (para 
t • 10 h) . Na Figura 7 comparamos os perfis 
teóricos de saturação em função da profundid! 
de com os dados experimentais referentes ao 
meio M·2 (para t • 15 h). Nas Figuras 8 e 9 
comparamos as curvas teóricas com os perfis ex 
perimentais de S em função da profundidade P! 
ra o meio M•3. Verificamos, novamente, que as 
previsões do modelo da difusão divergem sub! 
tancialmente (com desvio padrão da ordem de 
200 a 300S) para os meios M•l e M•2. No entan 
to, para o meio M•3 existe uma concordância r! 

: ... • > 

• 

• > ... 
: .. 
0,5 

/ 
/ 

-·" 

7 
/ 

I ---cune E••ori••tel _,, . 
--C CA 

Figura 6. Saturação em função da 
profundidade para o 
me i o M •1 
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--c c; e 
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Figura 7. 

. ....----
_ .... _ ..... 

Saturação em 
profundidade 
meio M·2 

função da 
para o 

. ----- ----------
_,,. 
--- CG A 

• .. .... ~-..eri--t-'• 

X (c,._) 

Figura 8. Saturação em função da 
profundidade pa ra o 
meio M•3 
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•pr----r----.---~----.---~----.----.-. 

---
- CC I 

- CCA 

lC (cm) 

Figura g , Saturação em função da 
profundidade para o 
meio M•3 

zoãvel entre as previsões teõricas e os dados 
experimentais (com desvio padrão da ordem de 
5 a 10%). 
CONCLUSOES 

Acreditamos que a principal contribuição e~ 
perimental deste trabalho tenha sido a técnica 
de medida de saturação usada para pesquisar a 
secagem de meios porosos. A saturação e a p~ 

rosjdade foram determinadas por técnicas de a 
tenuação de raios gama, ~onforme . descrito no 
início deste trabalho. Esta técnica fornece 
um modo rãpido para a de{erminação da satura 
ção local em qualquer ponto da amostra. Acha 
mos que uma grande vantageM desta técnica (em 
relação ãs técnicas baseadas em pesagens) con 
siste na possibilidade de se determinar o va 
lor local da saturação sem destruir a amostra 
nem alterar este valor durante a realização da 
experiência. 

Embora o modelo da difusão aqui apresentado 
não seja original, acreditamos que a verifica 
ção experimental de modelos teõricos seja uma 
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contribuição vãlida, uma vez que testamos o m~ 
delo da difusão usando diversos materiais e a 
plicando uma técnica de medida sofisticada . 
Concluimos que os materiais granulares (como a 
areia e as esferas de vidro) não são govern! 
dos pelo mecanismo da difusão durante a seca 
gem. No entanto, verificamos que a secagem da 
serragem é dominada pelo mecanismo da difusão. 
Num prõximo trabalho desenvolveremos um modelo 
teõrico levando em conta o mecanismo da capil! 
ridade para tentar explicar a cinética da seca 
gero de materiais granulares . 
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THE COMPLEMENTARY 
ENERGY PRINCIPLE FOR 
MULTIPLE-CONNECTED 
DOMAINS 
LUIZ BEVILACOUA 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA, PUC/RJ 

INTRODUCTION 

SUMMARY 
AUhough an e.de.nó.<.ve. WVUttu!te. can be. 6ound 6oc.u.6.<.ng .the. a.pp.U.ca..t.i..o n o6 

vaM.a.t.Lonal me.thod6 0 11. .the. Unell!!. .the.OJt!f o6 ei.aJ>.t.i..c.i...ty, onf.y .the. C~Ue o6 h.i..mple. 

conne.cte.d 'doma..i..M 4e.em4 .to be. g.i..ve.n .the. p!Wpell a..t.te.n.t.i..on. Th.<.4 pa.peJt. .tlúe.4 .to 

COVell paltt O 6 .tJt,ú, ga.p ÓOIL pla..l•te. 4;0r.a,l.n p!Wble.m4, LLÚng an e.x.te.nde.d 6u.nct.i..onal 

6oll .the. cl.a.6h.lcal compleme.l't.tll!!.!f e.ne.Jtgy p!L[nc.i..ple.. A.\ can be. .an.te.dpa..te.d .the. 

VoUeJtM d.i..hloca...t.i..on6 will come. .<.n.to pla..y, 6.Lnc.e. .the. d.i..h pla..ceme.n.t 6.{.el.d doe4 

no.t ne.e.d .to be, 4.<.ngle.-value. 60IL muU.i..ple.-conrte.cte.d doma...i..n6. Th e. ne.ce.u ll!!.!f 

cond.i...t.<.onó 6011. .the. e.xtAemum o 6 .the. pito po-6 e.d 6u.nc.t.i..onal w<ll. .te.a..d to ~n 

1Le.4.tlúc.t.i..on6 on .the. 4.tii.U.6 6u.nc.t.i..on, de.pe.ncUng on .the. bou.ndll!!.!f concUü.onó a.nd 

.the. d.i..hcorr.t.i...n.LL.iu oó .the. d.i..hpta.ce.me.n.t ó.{.el.d. The. cla..ulca.l Jtu.tlúc.t.i..on6 

a.-6hoc.i..a...te.d .to the VoUeJtM fuloca...t.i..on6, a/!.e. dell.i..ve.d .<.n a. v e.Jty cle.M wa.y. 

FLLIL.the.Jt .ln6oJtma..t.i..on6 a.bou.t othe.Jt lúnd6 o6 d.i..hlo'c.a.t.i.oM Me. dell.i..ve.d 4how.i.ng how 

.the.y a.66e.ct the. .6.t'I.U.6 6u.nct.i..on, 6oll the. CIUU w.Uh .t'l.a.ct.i..on, o!t d.i..hpla..ceme.n.t 

p!c.e.hCIÍ.-i.be.d on .the. bou.nda..lty. I.t .U fucu.6Hd, u.nde.IL wha..t cond.<.tion-6 the. 

d.i..hloca..t.i..oM ~a.n ge.nVta...te. a. Jte.gui.M 011. 4.<.ngui.M .6.t'I.U.6 6lel.d. S.i..milM Jte.6uU:l. 

4ILe. dell.i..ved 6oll the. Sa...i..n.t- Venan.t .to~.i..on p11.0blem. 

paper we will show that the complementary 
energy principle [3], applied to multiple 
connected domains leads to interesting 
results. The analysis will be restricted to 
the torsion of prismatical ba r s and to the 
plane strain problem. 
TORSION OF PRISMATICAL BARS 

7 

Most of the research reported during the 
last ten years in the field of variational 
methods have concentrated on direct methods 
[1], [2] . The reason is that they are more 
directly associated with computational 
techniques. On the other hand certain 
problems related to the classical theory were 
left aside. The variatíonal prínciples for 
multíple connected domains are among those 
which have not deserved enough attention. 

The main difficulty involving elastostatic 
proplems for multiple connected domains 
relates to the definition of the field of 
asmissible functions which must contain multi 
-valued functions in order to preserve the 
complete set of possible solutions. In this 

Considera cylindrical bar with an axial 
hole whose cross section is shown in Figure 1. 
The material points are enclosed by two 
regular lateral surfaces, with projections C1 

and C2 on the x1 x2 plane and by two planes 
orthogonal to the x3 - axis, located at x3 =O 

and x3 = L. Following Saint-Venant theory 
for the torsion problem, the stress tensor 
can be written as follows: 
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T ( 1 ) 

The components of the displacement field 
paralel to the x1 x2 ~lane located at a 
distance x3 from the origin is given by: 

( 2) 

where r defines the position of an arbitrary 
point P on the cross section. The complementary 
energy principle applie4 to this geometry in 
terms of the stress function ~(x 1 ,x 2 ) gives: 

'= ~ J (V~) 2 dv + J t•Ü ds (3) 
''~~ v s - -

u 

where Su is the surface where the displacement 
u is prescribed. Recall that: 

Since we are dealing with a multiple 
connected domain we can not discard initial 
dislocations that could be introduced by 
cutting the cylinder through the wall along 
its length L, if we do not want to miss a 
whole class of solutions. Keeping this in 
mind we can now define the boundary 
conditions with the functional (3): 

i) Tractions are prescribed on the 
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lateral surfaces C1 and C2 , namelly! =O. 
ii) The displacement components u1 and u2 

are prescribed on the cross sections x3 = 
~ O(S 1 ) and x3 = L(S 2 ), namelly: 
S 1 : ü =O 

S2 : ~ = L x3 !: 3 " r 
The traction compo nent t 3 is 

prescribed on S1 and S2, namelly t 3 =O. 
iii) The differential displacement ów is 

prescribed along the x3 direction. That is, 
the lateral surfaces P+Q+ and P-Q- move 
relatively to each other. 
The functional (3) together with the above 
conditions, after integration with respect to 
x3 gives: 

o• t 'I'= -k JA(V~) 2 da + Jp+ ów rot(~e 3 ) • n• ds + 

+ JA e rot(~~ 3 ) • (~ 3 ,. !:) da (4) 

and the problem . is reduced to a two 
dimensional case. Only regular solutions 
will be examined, that is, the stress tensor 
remains bounded in the closed domain J(=AUaA, 
where A is the open domain bounded by C1 and 
C2 an el A is C1 + C2. The displacement field 
may not be continuous but the stress field is 
continuous, that is'. (i =1,2) iscontinuous . . , 
We will use the notation ~ 

1
• = Cl$/Clx .. Let us 

' , 
ask for the extremum of the functional (4) 
with respect to the field of staticaly 
admissible functions Vadm defined as the set 
of all functions satisfying the following 
conditions: 

i) ix~ continuous and single valued in 
')(, X = A U a A 

i i ) V2$ continuous and single valued in 
i i i ) a, - o rs- (! = O) on c) and c2 

We note that ~ may be a non-single valued 
function in A. The field of admissible 

variations Vvar is a restriction over Vadm' 
Besides the conditions 1) to, iii) an 
admissible variation $(x 1 ,x 2 ) must also 
satisfy the following conditions: 

iv) ~ continuous and single valued on A 
v) ~ = O on the surfaces where the 

traction is prescribed 

A 

Performing the variation of the functional 
(4) and making it equal zero we obtain[3),[4]: 
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o r : 

Q+ 
1 J 17~ • 17~ da + J + t.w r o t ( ~e 3 ) • n + ds + 

.. v A - - p -

+ JA e rot(~! 3 )•(! 3 ".!:) da " O 

Assuming $, ~~ sufficiently regular and 

apply i ng the divergence theorem for the 
doma i n bounded by the closed curve P+Q+C 1 

Q-P-C 2 we obtain after rearranging the terms: 

where w* stands for the actual displacement 
at the boundaries C1 or C2 • Note that w* is 
not prescribed, but displacement resulting 
from the action of the external forces and 
di splacements defined previously. The 
displacements w+ and -w- imposed respectively 
on the lateral surfaces P+t+ and P-Q- are 

clearly associate with &W. Indeed, t.w = 
= w•-w-. Recalling that t = 3~/ 3 s = O on C1 

and c2 since traction is prescribed on C1 and 
C2 , we obtain from (5) and (5.a ) : 

I 172 ~ J - 9
f dw* $(-- + 2e )da + ~{{=-- e r) · n- Ts}ds + 

A 1.1 Ct 1.1 - - s 

J 
- yq, dw* JQ - -+ C H (- - e r) • n - -:r=-} d s - q,d ( t. w) = o ( 6) 

1.1 - - oS p 

Take first $ = O on C1 , C2 and lftT , we have 
then the classi cal equation for the torsion 
problem: 

( 7) 

The second condití on for the extremum of 
the functional reads: 

f 
17~ dw* 

~{{ .::_ - er) • n --:r=-}ds + 
C IJ - - os 

I 

I 
17~ dw* + ~{(.::_-er) • n--:r=-}ds-

Cz 1J - - os 

I: ~ d( t.w) = o ( 8) 

Taking $ identically zero successively in two 
out of the three integrands above we obtain: 

[w*] = fc. 
dw* ds = crs 

1 

= J l ~ ds - 2e A1 i = 1 • 2 (9.a) 
C. 1J n 

1 

where A; is the area of the region enclosed 
by c1 , and 

t.w = Constant ( 9. b) 

where [w*] represents the jump of the 

9 

vertical displacem~nt across PQ. It is clear 
from the expressions above , that this jump is 
aonstant irrespectively of the curve defining 
the internal or external boundari es. This 
means that under the assumptions stated above, 
the jump in the displacement field must be 
constant along PQ. This conclusion is 
consi~tent with the result t.w = constant. We 
have then: 

t.w [w*] 

We see therefore, that with the theory of 
Saint-Venant for the torsion problem there is 
only one kind of dislocation that generates a 
regular stress field, for arbitrary 
boundaries C1 and C2 : 

t.w = Constant 

which is called Volterra dislocation. We can 
state then the following proposition: 

The necessary conditions for an e~tremum 
of the functional (4), under the 
assumption that the solution is regular 
and restricted to the set of statica11y 
admissible functions ~(x 1 ,x 2 ) defined · 
previously, are: 

i) The displacement discontinuity across 
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i i ) 

i i i ) 

a cut PQ through the torsion center 
is a step discontinuity: 

w .. const. 
v2 q, ,. 2'1!6 

6w = J l ~ ds c. 1.1 n 
1 

1 • 2 

Other profiles of displacement 
discontinuites (Fig. 2) , will not satisfy the 
complementary energy principle within the 
frame of Saint-Venant theory. This 
conclusion suggests that they will lead 
either to non-regular solutions or to more 
complex stress and strain fields which can 
not be described by the classical torsion 
approach. 

,, 

fl<'.2 

PLANE SlRAIN PROBLEM 
Consider now the more complex ca~e of a 

planestrain state defined on a double 
connected domain (Fig. 1). Assume that there 
are no body forces a nd let us introduce the 
Airy stress function 4>(x 1 ,x 2 ). The non
-vanishing components of the stress field 
derived from ~ are: 

()2q, 
T 22 =-

ílx~ 

.Bl 
ax~ 

It can be easily shown that the 
complementary energy has the following 
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expression : 

'I' " 

v($2 + +2 + 24> 4> ) }da 
til • 22 •11 •22 

{ (+ n - + 
• 2 2 1 • I 2 

n )ü + 
2 l 

+ ( -+ n + ~ n )Ü }ds 
• 2 I I • 11 2 2 

( 1 o) 

where Cu is the portion of the boundary where 
the displacement ü = ü . e1 is prescribed. lhe 

1-

exterior normal to the boundary is designated 

by!! = n;~;· 
We want to find the variation of the 

functional (10) with respect to a field of 
statically admissible functions. Since the 
domain of definition A, of the admissible 
functions 4>(x 1 ,x 2 ), is double-connected the 
regularity conditions for 4> must be relaxed. 
ln order to a\low possible discontinuities in 
the displacement field whereas requiring 
continuity in the strain field we must 
include in the admissible field, functions 
which are not single valued in A and 
functions with a finite number of poles 
inside C2 . The field of statica1ly 
àdmissible functions ~(x 1 ,x 2 ) is then the 
collection of all functions defined on A 
satisfying the following requirements: 

i ) +,ijkl • 4>,ijk, +,;j continuous in A 
ii) 4> ,ijk, 4> , ij continuous in X = 

= A u c1 u c2 , i ,J ,k = 1 ,2 

iii) +,ij and all its derivativas up to 
the second order single valued in ~ 
i ,j = 1,2 

iv) ln a t or 

(41 n-4> n)e+(-+ n++ n)e =t 
• 22 1 ol22 -l •211 oll 2_2_ 

on the portion of the boundary where 
the traction is prescribed. 

The field of admissible variations is a 
restriction over the field of admissible 
functions. lf ~ is an admissible variation 
then it satisfies the following conditions: 

i)~6C.,inA 

ii) ~ 'jk, ~ .. continuous in X 
• 1 • 1 J 

iii)~ and al l its derivativas up to the 
fourth order single valued in ~ 
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iv) Tn = O on the portion of the boundary 
where the traction is prescribed. 

The necessary condition for an extremum of 
the functiona1 (10) n.r.t. the fie1d of 
admissib1e functions def1ned above is: 

-A- 'i' ( <P + E~ ) I • o 
E= O 

Expanding this expression we arrive to: 

1 +v J { ( 1 - v) di v 1jl di v $ -TA 

Í_2_ ( <P ~ - <P ~ ) + 
l<lx1 • 22 •1 >1 2 • 2. 

+ _a_ ( <P $ - <P $ >] J 
élxz >11 •2 >1 2 •l 

+ fc 
u 

where 1jl = <P . e .. 
• , -1 

da + 

Applying the divergence theorem twice and 

( 11 ) 

noti ng that <P .• and $ are conti nuous across 
• , J 

PQ we obtain after some ca1cu1ations: 

J $ 9292$ da + . L J ~ $ àk (92<P ) ds + 
A 1=1,2 C; 

+ ) J {~ vz<j)e - ~ rot( <P e } } • n $ ds + ·-T 2 c r. - 1 r. • 2-3 - • 1 
1- • i 

+ ) J { 1-v
2 v2~ + 1 +v rot ( <P e }} • n $ ds + 

; .. T ,2 c
1 
-r -z T >1-3 - • 2 

+J 4.{rot$e3)·uds=IJ (12} c os - -
u • 

Taking first <P i = O on the boundaries, the 
resu1ting Eu1e;·Lagrange eq uation gives the 
c1assical result: 

i n A 

The other necessary conditions for the 
extremum are obtained from (12} using the 
fact that v2 v2 • = O. Before carryin~ on the 
analysis, it is useful to transform the 1ast 
integral of (12}. After some 1engthy 
ca1culat1ons it can be s hown that the 
fo11owing identity holds : 

fc fs (rot $~3) • ~ = Jc [fs rot $~ 3 • :q- w $] 
u u 

ds + 

f í.- dW dU - } - l + c L<P as + (rs - w !! rot <P~~ ds 
u 

( 13) 

11 

where ~ = -u + ü is the rotation. 
2 >I I • 2 

Recall that on C1 and C2 the tractions are 
prescribed. Cut the solid along PQ and 
introduce independent disp1acement fields 
a1ong P+Q+ and p-o-. Clearly the boundaries 
c1 and C2 wi11 also displace. Let u* and w* 

sta nd for this compatible displacement fie1d 
on C1 and C2 originated by the prescribed 
displacements along P+Q+, p-q- and the action 
of external forces prescribed on C1 , C2 • Add 
and subtract the quantity: 

J fs ( rot $~ 3 • ~·- w* ~) ds 
c, 

from {12}. Using the relation 9 2 V2$ 

the identity {13) we arr1ve at: 

where: 

62 
i=L2 fc 1 

{ Q -Ev 2 92$~1 l+v rot " --y-

1 • 2 

O and 

<P e J . • 2-3 

• n $ + fs(-u*$ ) }ds { 14 . b} 
• 1 2 • 1 

e 3 = 
;J.2 fc

1 

<[1-v2 v2 <Pe + l+v rot (<P e >] . 
~ -~ T • 1- 3 

n $ + ..Js(u*$ ))ds (14.c) 
•2 1 • 2 

J 
-b[rot(h } • u- w ~]ds c o:. -3 

0(14.d) 

e5 "JQ {$ 4-ll(;j + (4-s 6Ü - llW n) • rot ~e }ds (14.e) p Q$ o:. - - -3 

Since the solution is assumed to be 
regular, the term e~ that represents an 

+ + - -integral a1ong the closed curve P Q C1Q P C2 , 

is equal to zero. 6w and 6u in 8 5 represent 
the jump discontinuity of the displacement 
field prescrib ed across ~. The second 
ne c es~ary conditions for the extremum reads 
then: 

{ 15) 
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Recalling that! = O on the portions of the 
boundary where the traction is prescribed we 
choose the variation ~ such that : 

g(x 1 , x2) and h(x 1 , x2 ) sufficiently continuous 
in A and satisfying the conditions: 

J
0

1 for { x 1 , x 2 ) 6 c 1 

1 for {x 1 ,x 2 ) 6 C2 

l
o for (xl,x2) 6 cl 

h{x1,x 2 ) = 

1 for { xl,x2) 6 c2 

~ ílh a2a (l2h 
....::.;z_=-=~=--=0 for (xl,Xz) 6 cl and Cz 

X; X; X; Xj X; Xj 

C1early we have: 

i = ( ~ n - ~ n ) e + ( -$ n + ~ n ) e = O 
•22.1 • 122-1 • 2 11 • 112 - 2 

on C1 and C2 • 

Substituting this expression for ~ into {15) 
we obtain: 

where : 

) J b 1 {~ [-x 1 fn- x2 fslv z4l -
i=T ·,z c

1 
:J 

- .!.p fs(<P,
2

) -fs{u!-· w*xJ}}ds {15.b) 

(15.d) 

Since a;, b;, c; are arbitrary constants, we 
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obtain then the fo11owing necessary 
conditions: 

[w*]. = J 1-v2 d (V24l)ds 
1 c. -r On , 

[ ] 1-v 
2 J u~-w*Xt i =-r C. 

1 +v J 
1 

--r 
C; 

1- v2 f d [uf + w*x2J i "-r C ( +X2 On" X} 
í 

+ 1 +v J d ( <P ) d s -r c. ds tl , 
d Ts 6w o on PQ 

d - -ds 6~ - t.w n o on PQ 

(16.a) 

(16.b) 

{16.c) 

(16.d) 

( 16. e) 

The quantities wit.hin brackets on the 1eft 
hand side of (16.a-c) represent the jump 
discontinuities across c1 . From {16.d) and 
(16.e) we get: 

6w = const. 

6u1jP=6ü1IQ + {x2P-x20 )e.w 

6 U 21 p = Ó U 21 Q + ( X l p - X 1 Q) ÓW 

( 17. a) 

(17.b) 

( 17. c) 

The expressions {l6 . a-b - c) are consistent 
with {17.a-b-c). The necessary conditions 
for an extremum lead to the conclusion that 
the discontinuity of the displacement field 
across PQ must be linear {Fig. 3a), for 
arbitrary boundaries C1 and C2 • 

<l) b) 
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Under these circunstances the jump 
díscontinuities are associated with the 
stress function $ according to (l6.a-b-c). 
The integrands in those expressions are 
independent of the characteristic parameters 
of the curve defining the boundary . We may 
then state the following proposition 

The necessary conditions for an extremum 
of the complementary energy functional (10), 

assuming that only regular solutions are 
allowed, and with "contour independent" 
relations as explained above, are: 

i) The prescribed displacement 
discontinuity must be linear as given 
by (17.a-b-c) 

ii) The rotation jump across the cut PQ 
must be given by {16.a) 

iii) The effective r.elative displacements 
parallel to the x1 and x2 axis across 
~ are given respectively by (16.b) 
and {l6.c) 

i v) g2g2$ = O 

v) rot $~ 3 • n = t on the portions of the 
boundary where tractions are 
prescribed. 

The type of discontinuity studied above is 
called Volterra dislocation [5]. It remains 
to investigate what happens with other kinds 
of prescribed discontinuities as shown in 
Figure 3.b The analy~is developed up to 
this point suggests th~ for discontinuities 
other than the linear ones, it is not 
possible to have expressions of the type 
(16.a-b-c) independent of the curve defining 
the boundary. Unfortunately it was not 
possible up to now to stablish clearly a 
theory for the dislocations shown in the 
Figures 3 . a - b. If we try to keep more 
general expressions for the variation ~ than 
that defined previously it can be shown that 
the conditíon: 

o 

can be transformed into: 

} f {A$+B$s+C~ )ds+6~t=O (18) 
i=T,2 c. • ,n 

1 

where: 

A 

B 

1-v2 d '7 2 ,.. + dw -r- dn '+' ds 
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c = -K $ - ~ - ~s us + K u
0 ,n ,ss u:. 

where K is the curvature of c1 and u
0 

and us 
are the components of the displacement along 
the normal and tangent directions 
respectively. Apparentely the only useful 
conclusion that we can derive from (18) is 
that 

f 
1-v2 d [w] i = - -r- ãrí '72$ ds 

c, 
that is, the jump in the rotation is 
independent of the curve defining the contour. 
CONCLUSION 

The Volterra d:islocations can be determined 
from the complementary energy princíple in a 
very clear way, allowing a field of 
admissible functions that contains multi
-valued functions. The Volterra dislocation 
is the only type of dislocation that admits 
the stress field associated with Saint-Venant 
theory for the torsion problem. Other kinds 
of dislocation need further investigation. 

For the case of plane strain also the 
V ~lte rra dislocation lead to a set of clear 

I 

correlations between the displacements jumps 
and the stress f~nction. Other types of 
dislocation need still further investigation. 
Preliminary results indicate that the 
curvature of the contour will come into play 
in some relations between the displacement 
jumps and the stress function . 

Anyway, the complementary energy principle 
has sho~n to be an efficient tool to deal 
with multi-connected domains and should be 
explored further for other geometrias and to 
generalize the Volterra type of dislocation. 
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CONVECÇÃO NATURAL 
ENTRE PLACAS PLANAS 
PARALELAS INCLINADAS 

EDSON L. ZAPAROLI 
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DIVISÃO OE ENGENHARIA MECÂNICA·AERONÁUTICA, ITA/CTA 
EUCLIDES C. FERNANDES 
DIVISÃO DE ENGENHARIA MECÂNICA·AERONÁUTICA,ITA/CTA 

SU~RIO 

Nu.tt. .tltab<tt.ho ap.'I.Uf.ltta-u. um model.o paM convecç4o na:twutt VIl um canal. con~.t.Uu!do 

dA. placa4 plJ:uw. pt:Vt.a.l.t.1.a ~ COIII a4 h.<.pÔ.tuu dA. uccamento lam.úuvt. e ~ 
pl[i.eda.clt..4 ~n~..tantu • Do~ JtUu.Ua.do~ obtido~ pda. ~cl.w;.ão 1 poli. CÜ.~VIVlÇ-44 ~ 1 do 

4i4.tema de eqWIÇÔu paJt11 1'1tD.YldU • O, 71 c.cnclu.i -H que. paJt11 a4 concü.çõu de c.olt.tclllto 

tV!m.i.CfU ana,Ut,o.dtu o~ ~r.U;IJU.o.do~ tUÜmMúcneú4 paM canal. ~nctúutdo c.c~c..i.ckm cem 

c~ do canal. ve!LtLca.l dudA. que. na de.6~ do IIÚmVw dA. Glta.6hc6 e.n.tJt.e. o co4~eno do 

ângulo de. ~clina.ç.ão (co~al e c paJtâme.tJw IGIL/c04a) J~eja ma..<.CJt que. ro 7• 

INTROOU~O 

O problema do escoamento de convecção natural en 
tre placas planas paralelas e tlp1co de aquecedores de 
ar que, funcionando segundo este princTpio, visam o ! 
proveitamento de energia solar. 

Um modêlo representativo de um tal dispositivo p~ 

de ser estabelecido considerando-se o escoamento de con 
vecção natura l na região de entrada de um canal assi•i 
lado i placas planas paralelas, inclinado com relação ã 
vertical, conforme ilustra a figura 1. A placa supe
rior ê suposta a uma temperatura uniforme e a placa i~ 

ferior ê considerada como adiabitica. 
Macedo (1) analisou o problema de convecção natu 

ral em aquecedores de ar a partir dos resultados obti
dos por Quintiere e Mueller (Z) para canal vertical. Os 
dados para o canal inclif!ado são obtidos da sol ução P! 
ra canal vertical admitindo-se que o nümero de Grashof 
para o canal inclinado i o do vertical multiplicado P! 
lo cosseno do ângulo de inclinação. Concluiu que, para 
dimensões comuns destes dispositivos, tais como um CO! 
primento de 7 ft e espaçamento entre pl acas maiores que 
1/Z polegada, o fluxo esti inteiramente na região de ~ 
senvolvimento bem como, para um dado comprimento de a
ouecedor hi um espaçamento Õtimo, para o qual o sistema 

opera com eficiência mãxima. Tais conclus~s são vãli 
das pàra certos valores de números de Grashof. Isto e, 
para outra faixa de valores, inferiores a um valor li 
mite, hã que se investigar a influência do .ângulo de 
inclinação no escoamento de convecção natural. 

Pelo visto, nenhuma anilise deste tipo ê feita na 
literatura corrente , tendo sido encontrados somente 
trabalhos relacionados com o mêtodo de anil ise do pr! 
sente estudo, conforme revi são feita por Zaparol i ·[3]. 
Dentre estes cita-se o trabalho de Burbank [4] que est! 
beleceu as equações para convecção natural sobre o 1! 
do superior de umá placa plana inclinada, mantida i 
temperatura uniforme. Rederivou as equações diferenci! 
is na forma adimensional a fim de analisar os efeitos 
de inclinação da placa. Finalmente, reduziu as equa
ções ãs mesmas da placa plana vertical , isto ê, trata~ 
do o gradiente de pressão do mesmo modo que para a pla 

~ -
ca vertical (Vp=O). Procedeu ainda a um estudo experi 
mental, atreves de interferometria , observando que o 
numero de Nusselt para a placa inclinada podia ser ob 
tido dos resultados da placa vertical com o nümero de 
Grashof multiplicado pelo cosseno do ãngulo entre a 
placa e a vertical . 
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Os dados para a placa inclinada divergem mais dos 
da placa vertical para pontos prÓximos da entrada . Pa 
ra grandes ângulos de inclinação (a'"40°) observou con 
dições de fluxo tridimensional. Ostrach na discussão 
deste trabalho salienta a não consideração de uma va 
riação de pressão na camada limite termica, na dire 
ção y perpendicular a placa, contrariando a hipótese 
de Burbank [4] de Vp=O . Segundo Ostrach , a equação do 
movimento na direção y, numa forma simplificada, hã 
que ser considerada como ap/ay a pg senaS(T-Too), onde 
82l/Too representa o coeficiente de expansão térmica P! 
ra gases. 

No presente trabalho tais considerações são exte~ 
didas para o caso do escoamento de convecção natural 
entre placas planas paralelas visando investigar a i~ 

fluência dos parâmetros, número de Grashof e ângulo de 
inclinação , fixadas as condições térmicas indicadas no 
modêlo ilustrado pela figura 1. Nos aquecedores de ar 
para aproveitamento de energia solar o fluxo e laminar 
em uma certa região na entrada e se houver transição, 
o fluxo ê turbulento na extensão restante do aquecedor. 
Este trabalho se restringe ao estudo de fluxo laminar 
com as hipóteses de escoamento permanente, incompress.I 
vel, bidimensional, dissipação viscosa desprezTvel,pr~ 
priedades do fluido como constante , exceto a densidade 
no termo devido a força de campo na equação do movime~ 
to. São determinadas as distribuições de velocidade e 
de temperatura pela resolução das equações bãsicas do 
problema na forma de diferenQas finitas, para quatro 
ângulos de inclinação e t~ês numeres de Grashof com o 
numero de Prandtl fixado como 0,7. Destas são obtidos 
os parâmetros significativos do problema o que permite 
um confronto com a solução para placas planas paral! 
las verticais. 

FORHULAÇAO DO PROBLEMA 

Observadas as h i pôteses descritas no item ante 
rior, o problema em questão ê estabelecido pelas equ! 
ções de continuidade, movimento e energia e ~~~ais as 
condições iniciais e de contorno referentes a figura 1. 
Entre estas cond1ções hi que se estabelecer as distr~ 

buições de pressão na entrada e na sa\da do canal, o 
que . pode ser feito na forma da equação de equil\brio 
estãtico dada por: 

.. .. 
-VPh - pg [cosa i + senaj] .. O ( 1) 
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X 

& 

Figura 1 - Geometria , condições de contorno e condi
ções iniciais. 

Considerando-se nula a pressão hidrostãtica no ponto 
x=i e y=O, como valor de referência, obtem-se por int! 
gração da equação (1) as distribuições de pressão na e~ 
trada e na saida do canal segundo: 

Phe • p0g (iCO\~-ysena) e Phs:-J:pg sena dy (2) 

o 

Por outro lado, o modelo de convecção natural ba 
seia-se na hipótese de Boussinesq que considera o es
coamento como incompressivel porem com uma densidade 
do meio dependente da temperatura nos termos devidos ã 
forç~s de campo nas equações do movimento. Para consi 
derar esta hipótese, define-se uma pressão, designada 
como pressão de movimento, na forma de: 

.. .. .. 
VP* • VP - p

0
g (3) 

As variações de densidade com a temperatura são cons1 
deradas como: 

(4) 

Com estas considerações pode-se finalmente esc'"! 
ver as equações do problema mais as condições iniciais 
e de contorno que o estabelecem de maneira completa. E~ 

tretanto o carãter eliptico destas equações dificultam 
a aplicação de técni cas numéricas que permitam determl 
nar a solução. Neste sentido, pode-se prosseguir na 
anã11se admitindo-se algumas simplificações de camada 
limite, inerentes ao problema em questão. Para tal são 
consideradas as seguintes variãveis adimens1onais: 

x .. x/d Gr, y • y/d, U • Ud/v Gr, V = Vd/v, 
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(5) 

Pode-se verificar que tais definições conduzem a 
condição de um numero minimo de parâmetros adimensiona
is envolvidos no problema [3), resultando as seguintes 
equações adimensionais: 

U- + V- = O X y 
(6) 

+ VU- - P- + 0 + 
-2 -

+ U-- (7) uux y X Gr Uxx yy 

UV- + VV- Gr2 P- + Gr 
-2 -

+ v-- (8) 
X y y tgct 0 + Gr VXx yy 

+ ve- -1 -2 (9) lf)- Pr (Gr 0-- + 0--) 
X y XX yy 

onde Pr;v/ctt representa o numero de Prandtl e os indi
ces x e y indicam derivadas com relação a estas coord! 
nadas. As condições iniciais e de contorno correspondeE 
tes são escritas como: 

x = O; U=Ue P=O e 0=0 

x > O; y=O 

y=l 

i=L,R./dGr; 

U=V=O e 0-=0 
y 

U=V=O e 0=1 

- fy p =~ 0 dy 
Gr 

• o 

( 1 o) 

(11) 

( 12) 

( 13) 

Os parâmetros adimensionais ,envolvidos no proble 
ma são a inclinação do canal (ct), o nume~o de Grashof 
(Gr) o numero de Prandtl e a velocidade Ue' que expri
me a vazão do escoamento para a qual se tem associado 
um comprimento L de ~nal. Isto ê, da condição (13), P! 
ra y=O e x=L, tem-se P=O, o que permite determinar o 
comprimento L que corresponde a uma determinada distri
buição de velocidade uniforme Ue admitida na entrada. A 
seguir procede-se uma estimativa das ordens de gra~ 

deza dos termos das equações do problema, conforme efe 
tua~o por Zaparoli [3]. Dividindo-se a equação (8) por 
Gr 'verifica -se que o s 1 stema de equações pode ser sim
plificado eliminando-se os termos que estão divididos 
pelo numero de Grashof, tanto nas equações do movimento 
como na equação da energia, uma vez que nesta o numero 
de Prandtl a ser considerado ê da ordem de um. Resultam 

as seguintes equações simplificadas: 

u- + v- = o X y 

UU- + VU- = - P- + 0 + U--x y X yy 

- P- + (tga/Gr)0 = O y 

ue-- ve- Pr-1 e--x y yy 
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( 14) 

(15) 

( 16) 
' 

(17) 

com as mesmas condições iniciais e de contorno jâ est! 
belecidas pelas equações (10) a (13). 

Observa-se que para (tga/Gr) tendendo a zero o sis 
tema de equações (14) a (17) se reduz ao sistema de 
equações do canal vertical. Caso contrãrio a influência 
deste parâmetro tem que ser analisado na forma das equ! · 
ções estabelecidas para o problema. 

SOLUÇAO DAS EQUAÇOES, 

As equações do problema, nas formas (14) a (17), 

são equações diferenciais parabólicas em uma coordenada 
de posição, segundo Patankar e Spalding (5 ] , com as S! 
guintes caracteristicas: 

a) existe uma direção predominante de fluxo e não 
hã fluxo reverso nesta direção; 

b) difusão de momentum, calor, massa, etc . , são 
despresiveis nesta direção; 

c) o campo de pressão posterior tem pouca influên 
cia nas condições de fluxo anteriores. 

Neste caso as condições anteriores, na coordenada da dl 
reção predominante do escoamento, determinam as condi
çoes posteriores, mas não o opo~o. o que torna possi
vel o emprego do método designado como Técnica de Pro 
gressão Numêrica, conforme descrjto por Hornbeck [6]. 
Tais consideraçoes foram extendidas ao problema aqui 
analisado sendo que maiores detalhes são descritos na 
referência [3). Basicamente, o método de solução consi_! 
te na discretização do domínio em diferenças finitas.As 
equaçóes são montadas de tal forma que, tendo-se os va - - -
lores de U, V, P e e numa linha j, correspondente a 
uma coordenada x, se possa obter os valores destas va
riãveis na linha j+l e assim s'ucessivamente, parando-se 
no presente caso, quando a condição (13) for satisfeita. 
Dificuldades numêricas são observadas na região muito 
prõxima da entrada do canal. Uma destas ê devida a hip_2 
tese· de perfil de velocidade uniforme na entrada, o que 
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causa singularidades para x•O com y=O e/ou y•l. Outras 
dificuldades são devidas aos fortes gradientes que se 
observam junto as placas para x~O. Estes aspectos exl 
gem um refinamento adequado da malha nestas regiões [3). 
As equações do problema na forma de diferenças finitas 
podem ser escritas de maneira semelhante ao apresenta
do por Bodoia e Osterle [7] e Hornbeck [6], devendo-se 
modificar a equação de movimento para se considerar a 
variação de pressão na direção y bem como acrescentar 
a equação (16) ao sistema [3]. 

PAAAMETROS 

Os parâmetros mais significativos do problema em 
questão são a velocidade de entrada Üe' que determina 
a vazão do escoamento, o fluxo de entalpia H na salda 
do canal e o número de Nusselt médio. Conforme jã dis
cutido, a velocidade ü e fixada na entrada determinan e -
do-se o comprimento L correspondente atraves da condl 
ção (13). Neste ponto, conhecidas as distribuições de 
velocidade e de temperatura atrav@s da solução por di 
ferenças finitas, o fluxo de entalpia ê calculado pela 
equação: 

H " r Ü e dyl-
0 x•L 

( 18) 

Finalmente pode-se determinar o número de Nusselt mé
dio verificando-se que, [3]' este e dado por: 

com: 

. hd ~ 
NuL = - = Pr H/L 

k . 
(19) 

q
1 

".th(T1-T
0

) ,. fluxo de calor em toda exten 
são do canal 
h " coeficiente de filme mêdio, 
.t • cOmprimento do canal. 

Deve ser observado ainda que valores assintõticos des
tes parâmetros podem ser determinados considerando-se 
condições de desenvolvimento dos perfis de velocidade 
e de temperatura [3). Têm-se neste caso que: 
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RESULTADOS 

As soluções foram obtidas para a faixa de velocl 
dades de entrada entre 0,0010 a 0,0750, com ângulos de 
inclinação de 0,30, 60 e 80°, para números de Grashof 
{Gr*"Gr/cosa) 103, 105 e 107, sempre com Pr=0,7. 

Com exceção do canal vertical, os resultados de 
pendem dos parâmetros a, Gr*, Pr e Ue sendo que, fixa~ 
do-se os três_pr1meiros existe uma correspondência bi2 
nivoca entre Ue e L de tal maneira que os resultados 
podem ser apresentados em função de um destes parâme
tros. 

Como Gr* não depende da inclinação, nos diagramas 
1, 2 e 3 observa-se claramente o efeito da inclinação 
do canal. Deve ser notado que em cada curva estão fix! 
dos Gr* e a e assim a variação de L significa variação 
da relação t/d, razão de aspecto do canal. Observa-se 
ainda que todos os parâmetros tendem para os 
assintõticos. 

valores 

10-1 1/12 

/' 
f--

v• 

2 

/ v· 
// 

+·a=0° -
/ 1C-a=i8o 

D-Q= 0 

_/ •·a=aoo 

3 

L 

1/ 12 . ...... -.. 
./' 

_/ 

. .~ 
// 

v 
L.t 

./ 
(U ) = lim J1 

U ey,_ =.!... 
e .. L...,. x•L 12 

{20) 10-4 

(H) .. = 11m 
L--

o 

1 - 1 

f u e dy\- .. -
x=L 12 

o 

(21) 

(b) 

Diagrama 1: Velocidade de entrada (a) e fluxo 
entalpia {b), com Gr*=l07. 

de 



Rev BrCMec, Rio de Janeiro, V. IV, n«? 1, 1982 

Para Gr*~lo7 • diagrama 1, todas as soluções, inde 
pendentemente da inclinação , coincidem com a do canal 
vertical, confirmando que neste caso os resultados para 
canal inclinado podem ser obtidos da solução do vert1 
cal bastando usar a definição de Gr que engloba a de
pendência com a. 

Ji para Gr*•l05, diagrama 2,não ocorre as mesmas 
considerações anteriores, observando-se que a solução 
para a=80° não coi ncide com a do canal vertical , embora 
as soluções para a•30 e 60° praticamente coincidem. 
As diferenças são cada vêz mais acentuadas para a fa1 
xa de ve 1 ocidades de entrada menores ou, de for:ma equj_ · 
valente , para comprimentos adimen~ionais de canal meno
res. Para velocidades de entrada maiores que 2,0xl0-2 

(ou L>3 ,4xl0-3) . os resultados coincidem com os do ca 
nal vertical. 

u e 

10-4 

/-. 
v• 

• / 

,~ / 
:? 

""' / . 
. /~· 

10-3 10-2 

(b) 

+ a•0° 
" a•30° 
o a•60° 
• a•aoo 

-

L 

l 

1 

Diagrama 2: Velocidade de entrada (a§ e fl uxo de 
entalpia (b) , com Gr*•lO . 

o - 3 
Para pares de valores de a e Ue; 60° e 10- , 
80° e 2,5xlo·3 não se obtem resultados pois são observa 
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das velocidades U negativas na direção predominante do 
fluxo. Nestes casos o processo numêrico toma-se inst! 
vel fornecendo resultados absurdos bem como não ê vãli 
do o modêlo de camada limite, parabÕlico. nestas re
giões. Isto ê, quando existe Ü<O hã fluxo de calor e 
de momentum no sentido x<O, situação que o modêlo par! 
bÕlico não simula . necessitando-se para a anilise des
tas regiões de um modêlo eliptico e de um processo n~ 

mêrico estãvel. 
Finalmente para Gr*=103, diagrama 3, para toda 

a faixa de velocidades de entrada analisadas, com 
a .. so0 obteve-se U<O .e ·para a .. JQ0 e 60° a faixa de CD!!! 

primentos adimensionais com fluxo reverso ê maior que 
a de Gr*=l05 conforme se infere do confronto dos dia
gramas 2 e 3. 

Referindo-se ãs situações para as quais o modêlo para 
bÕlico ê vãTido observa-se que, com Gr*=l03• existem
diferen~as perceptiveis entre todas as soluções (a•30° 

10 -l tr-T"TII""""T"TI--.-......11--=~::::::!:::=~ 

u 
e 

H 

/ + -a•Oo 
"-a-30° 
D-o•60° 
· ~·800 

L 1 
(b) 

Diagrama 3: Velocidade de entrada (a) e fluxo de 
entalpia (b), com Gr*:l03. 
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e 60°) e somente para situações prõximas das do canal 
com fluxo completamente desenvolvido as soluções ten 
dem a coincidir com àquela do canal vertical. 

CONCLUSOES 

Do que foi exposto conclui-se que para Gr*~lo7 , e 
condições de contorno têrmicas analisadas, pode-se o~ 

ter os resultados para canais inclinados a partir da 
solução de canal vertical, notando-se que a inclinação 
mâxima analisada foi de a=80°. Para valores menores de 
Gr* os resultados para canais inclinados são certamen
te diferentes daqueles para o canal vertical, acentua~ 
do-se diferenças a medida que a inclinação ê aumentada. 

No momento não hi como afirmar que o modelo pro
posto e analisado, com a equação de quantidade de movl 
mento na direção y simplificada como foi , seja vãlido 
para ângulos a maiores, como atê mesmo no caso de 
a=80°. Questões tais como de canais extremamente cur
tos que conduzem as condições de fluxo reverso tem que 
ser futuramente analisadas. Outro ponto a ser lembrado 
refere-se a condição de transição de regime laminar -
turbulento, a qual deverã ocorrer para valores grandes 
de Gr*. Estudos adicionais são necessâr1os para se ter 
maiores esclarecimentos a respeito do problema descri
to. Alêm disso, que seja inserido no todo a necessida
de de experimentação para fins de te;te das hipóteses 
do multiplos modêlos que caibam como representação de~ 
te problema. 
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ANÁLISE DE DESEMPENHO 
DO CONCENTRADOR 
ASSIMÉTRICO IDEAL 
MÁRCIO ZIVIANI 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA T~RMICA, UFMG 

SltiARIO 
Oo c.oncen.tll.adoltu a~>o.ünê.tltic.oo idea.ú. !CAI) llp!lue.n.tam o Jte.nc:U.meiWJ máruo peltlriilido pe.to. Za . .tu 
da t~odinâm.i.e11 e podem oeA mtlrltidoo fri;t.oo cúw.tn-te. te do o llno. Eo.tt. .tltabalho llpituen.ta, além de. 

c.onoid~çõu õoblte. a ~e. Õtica e téltmica, tutu de. campo ooblte a e6ici~nc.ia do CAI. A e.6ici
ênc.ia do CAI 6o.i. tu.tad4 J>ob c.ond.(.çõu vcvúâ.ve.M de 1taCÜO.ÇÕ.O inciden-te., vazão e tempeJta.tulta de. 

e.rLtltada do 6lLL<.da. A e6iciência do CAI cono.tluUdo, de. 1tazào de. concen-tltllÇ.io márua .igual. a 1. 75, 

útuou-õe. e.ntlle. 40-571, ba~>eado em te.o.tu de Jtegime pll.ltma.nen-te. 0& lt.uuLtc..do& moõtltam que o CAl 

é a..Uame.nte. compe..tU.i.vo em ~teLtçâo aoo cole.tcltu p!anoõ e c.once.n.tltadoitu, na oua 6aixa. de. tt.ti..l.iz!! 
ç.ã.o . 

SIMBOLOGIA 

A 

a 

D 

E 

area 
ângulo azimutal 
diâmetro 
fração da energia total emitida pelo absorve
dor 

u 
v 
a 

a 

coeficiente global de transmissão de calor 
velocidade 
altura solar 
absortãncía 
perfil angular da radiação 
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F fração da radiação ac~ita pelo concentrador 
solar 

y 

y fração da radiação total i ncidente aceita pelo 
concentrador 

H 

h 

f 

k 

L 

1 

m 

m 

radiação solar 
coeficiente convectivo 
distância focal 
condutividade térmica 
latitude 
largura 
declividade 
vazão mãssica 

n numero médio de. reflexões 
Q 

q 

RC 
R 

s 
T 

T* 

quantidade de calor 
fluxo de calor 
razão de concentração 
raio 
inclinação da área de entrada 
tempera tu r a 
temperatura para fluxo de calor radiado 

w 

e 

T 

p 

À 

I NO ICES 

a 

b 

c 
d 

e 

k 

p 

declinação 
hora angular 
ângulo de aceitação 
emi tãncia 
transmitância 
refl ectância 
ângulo da involuta 

absorvedor 
di reta 
convectivo, cobertura 
difusa 
entrada 
involuta, incidente 
condução 
perdido 
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m reflector 
n normal 
r radiação 
s saida, fonte 
u util 
amb ambiente 
max mâximo 

SIGLAS 
CAI Concentrador assimétrico ideal 
CPC Concentrador parabólico composto 
CSP Concentrador semiparabõlico 
R e Numero de Reynolds 
Pr Número de Prandtl 
Gr Número de Grashoff 

1 . I NTROOUÇAO 

Na Ültima década, importantes estudos foram reali

zados no sentido de viabilizar a energia solar como al
ternativa energética. Atualmente, a atenção estã volt! 
da para o aproveitamento direto da energia solar na in
dústria, através de coletores, tanto no preaquecimento 
de ãgua como na produção de vapor, para secagem, desti
lação e refrigeração. Indiretamente, a energia solar 
é importante nos processos de bioconversão, eólicos e 
maritimos. 

A utilização direta da energia solar apresenta uma 
grande vantagem sobre as fontes convencionais que e a e 
liminação do fator transporte podendo ser usada no lo
ca 1 de captação. 

A energia solar pode ser captada através de coleto 
• res planos e coletores concentradores. Os primeiros são 

de fãcil construção, baixõ custo e operam a temperatu
ras inferiores a 1009C. Como 95% dos processos indus
triais exigem temperaturas superiores a lOOQC 111 faz
se necessãrio o uso de concentradores solares para fins 
industriais. 

Revisões sobre os concentradores mais comuns sao 

fornecidas pela literatura 1+ 1 141 151 161 171 181 1101. 
Neste trabalho são propostos diversos testés experimen
tais que permitem uma análise de desempenho prãtico do 
Concentrador Assimétrico Ideal (CAI). 

Os objetivos especificas deste trabalho foram: 
projetar e construir um protótipo do CAI; 
analisar a eficiência do CAI sob condições variáveis 
de radiação incidente, vazão e temperatura de entrada 
do fluido. 

2. REVIS1i0 BIBLIOGRAFICA 
2.1. Concentradores parabólicos jdeajs. Define-se 
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concentração ideal como a mãxima concentração permitida 
pela segunda lei da Termodinâmica. Por esta razão deno 
minam-se ideais os concentradores que permitem a mãxima 
concentração para um determinado ângulo de aceitação 

(emaxl· 
O Concentrador Parabólico Composto (CPC) e um con

centrador ideal bidimensional idealizado por Winston 
1121 113 1 em 1974. Um esquema bãsico do CPC ê ilustra
do na figura 1. A superficie refletora é composta de 

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 

\ 
\ 

EIXÇ DA \ 
PAAABOLA l \ 

\ 
\ 

\1 
FOCO OA 

PARABOLA 

Fig. 1 - Esquema do CPC 

dois segmentos de parábola, simétricas em relação ;, ao 
plano axial do CPC. O foco de cada parãbola situa-se 
na extremidade da parãbola oposta. 

O ângulo de aceitação da radiação solar (emaxl, é 
formado pelos eixos da parãbola e do CPC e, em função 
deste, estabelece-se a razão de concentração 

RCmax ( 4): 

RCmax(CPC) ~ sen 6max 

mãxima, 

(1) 

Por razões econom1cas trunca-se a parábola do CPC. 
Consequentemente, o ângu lo de aceitação (emax) aumenta 
e RC diminui. Entretanto a eficiência melhora devimax 
do ã diminuição do número médio de reflexões (n) redu-

zindo as perdas 151. 
No CPC não-truncado a tangente na extremidade sup~ 

rior do refletor ê paralela ao plano axial e a altura H 
do CPC pode ser calculada pela relação (4): 

H RC + 1 RC2 l 
7C "' ---.,:-- -

a 
(2) 

A eficiência õtica do CPC ê (4): 

(3) 

onde: 
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O concentrador semiparabõlico (CSP) , cuja estrutu
ra bãsica ê mostrada na figura 2, ê descrito em deta
lhes por Mills e Giutronich 171. 

onde: 

PLANO 
AXIAL 

X 

8 

REFLETqR 
SEMIPARABOLICO 

y 

Fig. 2 - Estrutura Bãsica do CSP 

A razão de concentração do CSP é dada por !61: 

RCmax(CSP) 
2 

tan emax 

(4) 

(5) 

Para pequenos valores de emax e em função das equ~ 
ções 11 I e ISI, pode-se concluir (figura 3): 

RCmax(CSP) : 2RCmax(CPC) 
I 

(6} 

O Concentrador Assimétrico Ideal (CAI} foi desen
volvido por R.H.Smith 1101 , em 1976, baseado no CPC de 
Winston 1121. 

\M ~ 
Ak----i~.::- e 

1\ ..j/ I 
I \ ~' I 
\~ i / 
1 r MAllt I 
I V: I 
\ \ I I 

I \i I 
' I 

\ .... 

Fig. 3 - Superposição dos arranjos geométricos do CPC 
e do CSP 

Mills e Giutronich 171 analisaram as propriedades õti
cas do CAI e descreveram analiticamente a curva refle
tora. Este concentrador é o objeto de estudo deste 
trabalho. 
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SOUiné:IO DE * 
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IR lronol.f 
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/ 

' 

Fig. 4 - Esquema bãsico do Concentrador Assimétrico 
1dea 1 (CAI} 

O refletor do CAI (perfil AB'A'G, fig.4} ê compos
to de três curvas que tem pontos de concordância em B' 
e A'. Cada curva é definida por uma equação e cada uma 
desempenha uma função especifica no sistema õtico como 
ê ilustrado na figura 5. 

Fig. 5 - Aspectos geométricos e õticos do CAI 

A curva AB' (fig.S-a}, uma involuta de Arquimedes, 
ê definida por jl3 j : 

(7) 

tal que a tangente em M seja perpendicular ao segmento 
que tangencia o absorvedor em C. Desta maneira todos 
os raios, que penetram pela abertura BB', serão refle
tidos para o absorvedor. 

A curva B'A' ê definida pela equação: 

dr - dr 
ãs P = rs · k1 (B) 
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util izada por Winston 1131 para o concentrador simétri
co não parabõlico. De acordo com a· equação 181 os rai
os incidentes dentro do ângulo de aceitação Smax sao 
refletidos pelo refletor B'A' para a abertura BB' e che 
gam ao absorvedor. Para o absorvedor cilidrico (f ig . 
5-c) , a equação paramétrica da curva B'A' é 171 

x = 2m (a tan -l m + b) + A 
v= (m2 - l)(a tan-1m + b) + am (9) 

onde~ e a inclinação da curva no ponto considerado, ! 
é o raio do cilindro e~ é a medida do segmento BB'. 

A curva A'G pe parabõlica, tendo o foco em A e sua 
equação e: 

y (1 O) 

onde a distância focal f e calculada, em função do seg
mento AA' e do ângulo (fig.5-c), como segue: 

f = ~ AA' ( 1 + sen a) (11) 

Portanto, todos os raios de direção situada dentro 
do ângulo de aceitação max' alcançarão direta ou indi
retamente o absorvedor. 

A figura 3 mostra que o ângulo de aceitação do CPC 
ê metade do ângulo de aceitação do CSP e, de forma aná
loga, do CAI. Por esta razão a equação (5) toma a for
ma: 

( 12) 

• Não se conhece, da literatura, testes de desempe-
nho do CAI. O objetivo primordiál deste trabalho foi a 
realização de tais testes. 

3. MATERIAL E M(TODOS 
3.1. Análise õtica do CAI. A principal caracteri! 

tica do CAI ê a de ser fixo, operando desde o solstici 
o de inverno sem que haja necessidade de se corrigir 
sua posição. Na figura 6 a posição correta do protõti 
po durante a realização dos testes de campo. 

No modelo construido eliminou-se a curva B'A'(fig. 
5-b) de modo que a involuta concordasse diretamente com 
a parábola. Consequentemente, a abertura e RCCAI dimi
nuíram. Entretanto esta redução não afeta o desempe
nho do CAI. 

A inclinação do concentrador (S), ou do sistema de 
coordenadas (x,y), figura 6; depende da latitude (L), 
da declinação solar (6) e da hora angular (w). 

O inicio de operação ocorre quando a radiação dir! 
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Fig.6 - Perfil do modelo construido e sua correta posi
ção em relação ao plano horizontal. Orientação 
do eixo: leste-oeste. Latitude 20Q Sul. 

ta tem a direção do eixo y (eixo da parábola). 
Estabeleceu-se um periodo minimo de 6 horas de uti 

lização para o dia "limite" em que ocorre o solsticio 
de verão. Para isto cal culou-se o ângulo do perfil so
lar (y) ãs 9:00 (ou 15:00) horas. 

Em função da equação (4): 

tany = sec a tan a 

sen a = cos ô sen w 
cosa 

sen a = sen L sen 6 + cos L cos 6 cos w 

e adotando os seguintes valores: 

L = 19,9Q Sul (Belo Horizonte - MG) 

ô = - 23,45QC (solsticio de verão) 

( 13) 

( 14) 

( 15) 

w = 45Q (hora angular para 9:00 ou 15:00 hs.) 

obteve-se: y = 78,4Q ou seja: S = 11 ,6Q sul. 

Apôs a construção do protõtipo foram medidas a la! 
gura da abertura e a circunstância do absorvedor regis
trando-se: te= 329 mm e 2wa = 188,5 mm. Desta forma: 

A t 
RC(CAI)= _! = _!_ = 1,745 

Aa 2na 

Este resultado corresponde com boa precisão ao va

lor da RCmax(CAI) calculada em função de emax· Na fig~ 
ra 6 emax(CAI)= 97,59 e 

2 
RCmax(CAI( --

tan Smax -r 
--"'-2- - .a 1,754 
tan 97,5 -r 

As propriedades õticas e fisicas do CAI construido 
são mostradas no Quadro 1 



RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. I V, nC? 1 , 1982 

QUADRO 1 - Propriedades Õticas e fisicas do CAI. 

Descrição Simbolo Valor 

Razão de concentração 1101 
Transmitãncia da cobertura 11! 
Reflectãncia da cobertura 11 1 .. - . 
Reflectanc1a do refletor 131 

, Reflectãncia do abs·orvedor 14! 
Absortãncia do absorvedor 141 
Em.iSsividade da cobertura 131 
Emi.ssividade do absorvedor lll 
Imt ssividade do refletor 131 
Numero médio de reflexões 1101 
Eficiência õtica 111 I 
Area de_ entrada 111 I 
Areado absorvedor 111 I 
Areado refletor 111 I 
Angulo da involuta 111 I 
Angulo mãximo de aceitação 111 I 
Absorvedor: 
Diâmetro ext. do tubo de escoamento lll I 
Espessura da parede 111 I 
NQ de aletas p/polegadalll I 
Altura da aleta 1111 
Espessura da aleta lll I 
Espessura da capa 111 I 
Diâmetro do absorvedor lll I 
Comprimento do absorvedor 111 I 
Informações adicionais: 
Condutividade do cobre 131 
Condutividade do ar 13 1 
Condutividade do estanho 131 

' 

RC 

I) o 
A e 
A a 
Am 
e i 
6max 

k 

k 

k 

1,75 
0.84 
0,16 
0,90 
o, ro 
0,90 
0,90 
0,98 
0,10 
1,5 
0,59 
0,66m2 

0,3Bm2 

1. 72m2 

330Q 
97,5Q 

25,4mm 
lmm 

6 

17 mm 
0,3mm 
0,4mm 
60mm 

2000mm 

384W/mQC 
0,0316W/m9C 

60,5W/mQC 

3.2. Análise Térmica do CAI. Kreith e Kreider (4) 
sugerem um modelo para a análise térmica do CPC. A li-
teratura nada informa a respeito da análise térmica do 
CAI e o protótipo em questão é da familia do CPC. Assim 
optou-se pelo modelo proposto por Kreith e Kreider 4 . 

O balanço térmico global do absorvedor, da cobert~ 
ta e do fluido pode ser resumido como segue 111 1 

( 16) 

qb,a é a radiação direta absorvida pelo absorvedor 
e é dada por: 

(17) 

qd,a é a radiação difusa absorvida pelo absorvedor 
e é dada por: 

n 
qd,a = Hd TPm~ 

(qd,a em (18) já ê dividido por RC(CAI)); 
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(18) 

q = mC (T - T ) e a energia util 
u p: s e transportada 

pelo fluido; ( 19) 

(T4 - T*4) Ae qr(c,amb) = Ec 0 c - (20) 

A a 

ê a energia cedida ao ambiente pela cobertura, por ra-
diação; 

A 
. - h '(T T ) . e 

qcv(c,amb) - cv(c,amb) c- amb Aa ( 21) 

ê a energia cedida ao· ambiente pela cobertura, por con
vecção; 

(22) 

ê o fluxo de energia perdida pelo concentrador por con
dução. Uk ê o coeficiente global de conduçã.o e, segun
do Rabl 191 oscila entre 0,3 e 0,6 Wm-2 QC-l para um i

solamento adequado . Na equação (2) T* foi tomado igual 

a Tamb- 6 p I· 
A radiação global qe que chega ã cobertura do CAI 

e: 

A equação 

qr(c,amb) + qcv(c,amb) + qk = qp 

representa o total de perdas. Assim a equação (16) po
de ser .reescrita como segue: 

Donde 

A e 
qe x- o = qu + qp. 

a 

(23) 

O coeficiente convectivo h calcula~se como fun-c ,v 
ção do numero de Reynolds (Re) ou do numero de Grashoff 
dependendo da velocidade do vento 191 

k = ! Nu 
cv L 

(24) 

onde K ê a condutividade do ar e L o comprimento da su
perficie varrida pelo vento. Para ventos com velocida
de inferior a 0,23 m/s (escoamento laminar), torna-se 
141: 

Nu = 0,664 Re112 Pr113 (25) 
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e para velocidades acima de 0,23 m/s adota-se 

Nu= 0,54 (Gr Pr) 114 
(26) 

caso em que o escoamento torna-se turbulento. 
3.3. Estrutura do CAI. O concentrador assimétrico 

ideal ' consistiu de uma caixa (figura 7, Ba-b-e) de com
pensado (15mm) devidamente tratado para resistir ã umi
dade, de um refletor de aço inoxidável brilhante (nQ 28, 
liga 430) e de um absorvedor de cobre (figura 8-c). 

Fig. 7 - O CAI em regime de operação 

CAI)(A OE tSOLAr.IENTO 

:ruso OE ESCOAMENTO 

~,, 

''''r-------
~~!~'---------

Fig . 8 - Construção e medidas de temperatura no CAI 
Construiu-se o absorvedor a partir de um tubo de 

polegada de diâmetro externo, envolvido por aletas heli 
coidais e por uma capa. Todo o conjunto foi cuidados~ 

mente estanhado para garantir a melhor condução possi-
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vel de calor para o fluido no interior do tubo. A su
perfície exterior recebeu uma fina camada de tinta pre
ta fosca resistente ãs temperaturas elevadas. 

3.4. Medidas de Vazão e Temperatura. A circulação 
da ãgua no interior do CAI foi mantida devido a difere.!!_ 
ça de pressão criada pelo desnível entre um tanque de ~ 
gua e o tubo de escoamento. Um registro foi colocado 
na saida do tubo de escoamento para controlar a vazão. 
A medida foi realizada usando um cronômetro e uma prov! 
ta graduada, cuja menor divisão era 2,5mi. 

A análise de eficiên~ia teõrica para regime estac~ 
onãrio e transiente e a consequente interpretação da e
ficiência de campo, exigem dados sobre as temperaturas 
de entrada e saída do fluido, do ambiente, da superfi
c i e do absorvedor, do refl e to r, da cobertura e do a r 
confinado entre o refletor e a cobertura. Estes dados, 
referentes ã temperatura, juntamente com os dados de v~ 
zão e de radiação aceita pelo concentrador, permitem d~ 
zer como ~e efetua a troca de energia no concentrador e 
dele para o ambiente. As temperaturas da ãgua e do ar 
ambiente foram medidas com termõmetros de mercúrio, com 
precisão de~ O,OSQC. 

A medida da temperatura de saida foi feita por um 
termõmetro colocado dentro do recipiente de isopor. A 
medida de temperatura ambiente foi obtida colocando um 
termômetro um pouco acima do concentrador. As tempera
turas d~ absorvedor, do refletor e do ar confinado, fo
ram registradas por termopares localizados em vãrios 
pontos no CAl. Os terminais dos termopares foram liga
dos a um multicanal instalado prÕximo ao concentrador. 

A temperatura da cobertura foi medida com o auxíli 
o de um "termistor", de marca Yokogawa Electric Works 
LTD(YEW) tipo 2673 - 5 VA com escala variando de OQC a 
300QC. Adotou-se a medida correspondente ã media de 
três leituras efetuadas em pontos distintos da cobertu
ra. Este dado foi usado no balanço têrmico que permi
tiu calcular as perdas, por convecção e radiação, entre 
a cobertura e o ambiente. 

Como última medida registrou-se a velocidade do ve.!!_ 
to. Este dado condiciona a perda de calor da cobertura 
por convecção em função do número de Reynolds. A velo
cidade do vento V foi medida com um anemõmetro marca 
"Deuta Werke", com escala de O a 60 mph. Em media, a 

-1 -1 velocidade oscilava entre lms e 2ms . 
3.5. Captação da Radiação Solar. O concentrador 

recebe a radiação direta e parte da difusa, isto ê, a 
fração 1/RC da radiação difusa hemisférica. O cãlculo 
da difusa foi obtido pela diferença entre a radiação t~ 
tal e a direta. 
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Fig. 9 - Vista do pireliômetro 

A figura 9 mostra o pireliômetro destinado a medir 
a radiação direta. O pirelíômetro constituiu-se de um 
tubo de plãstico, enegrecido internamente, munido de 
uma fotocelula alojada na parte interna inferior. O tu
bo foi fixado no eixo de um relõgío marca SERMAR, de m~ 
vimento intermitente de quinze minutos, que acompanhava 
o Sol durante o dia. Tubo e relõgio foram fixados sÓ
bre uma mesa móvel, em condições de acompanhar a decli
nação solar, cujo eixo estava alinhado na direção leste 
-oeste. A fotocelula, exposta constantemente ã luz di
reta, enviava um impulso eletrico a um medidor de mili
voltagem que registrava o valor em fita de papel. 

O cãlculo da radiação direta se fez: 
a) convertendo a milivoltagem (Vf} do pireliometro 

em Wm-2 mediante a função J2J: .. 
-2 Hb (Wm ) " 25,26 Vf(mV) + 4,61 (27) 

b} calcu lando a componente da radiação direta nor
mal ã area de entrada (Hb,n} por: 

(28) 

onde: 
cosa1 ~ cos(l-s) cosó cosw + sen(L-s) senó (29) 

A radiação total horizontal Ht foi medida com um 
piranõmetro marca Theodor Friedhichs, tipo estrela 6010 
nQ 1553, colocado em posição horizontal, com os termi
nais acoplados ao registrador de milivoltagem: um mult~ 
canal de 30 pontos, marca YEW- JOOAC TSO, tipo 3851. 

A conversão de mV do piranômetro V foi feita pela 
r e 1 ação 121 : p 

Ht{Wm-2} • 74,99 Yp (mV} (30) 
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e, obteve-se a radiação difusa pela diferença: 

(31) 

sendo que o concentrador aceitará a fração: Hd/ RC. 
Assim: Radiação total aceita = Componente da radiação d~ 
reta+~ vezes a radiação difusa, ou 

Hd Ht+ (RC-l)Hbcose. 
qe = Hb , n + R = RC 

1 (32) 

3.6. Testes Experimentais. Os testes de desempenho 
efetuados são descritos a seguir: 

3.6.1. Anãlise da Eficiência Prática do CAI para um 
Dia Limpo. A importância deste experimento, 

está ligada ao número de horas diãrias de funcionamento 
do CAI. Iniciou-se a tomada de medidas ãs 7:00 horas e 
foram concl uldas ãs 17:00horas. A cada 10 minutos foi 
registrada a radiação total e direta e fizeram-se as 
leituras das temperaturas de entrada e de saida do flui 
do, do ambiente, e mediu-se a vazão. A temperatura de 
entrada e a vazão foram mantidas constantes. 

3.6.2. Eficiência Prãtica do CAI Como Função da Ya 
zão. Â partir da equação (23) pode-se pre

ver como a eficiência estã ligada ã vazão mãssica do 
fluido. Estudos anãlogos são apresentados para o CPC 
por Kreith e Kreider 141. O objetivo deste experimento 
foi comparar os resultados dos CPCs com os resultados 
obtidos do CAI. 

Para evitar acentuadas mudanças na radiação, o pe
riodo de teste foi escolhido prõximo ao meio dia. Dura~ 
te todo o experimento a temperatura de entrada foi man
tida constante. 

O experimento foi dividido em vãrios testes inde
pendentes usando- se em cada um vazão fixa. Cada teste 
consistiu de sete leituras sucessivas, feitas de minuto 
em minuto, da radiação total e direta e das temperatu
ras de entrada e salda do fluido. Antes de iniciar o 
teste seguinte, com uma nova vazão, aguardou-se o rees
tabelecimento do regime permanente. Ao todo foram fei
tos testes com nove vazões: 38,7; 33 ,0 ; 30,0; 24,8;20,0; 
17 ,0; 15,0; 12,6 e 10,2 Kg/h. 

3.6.3. Eficiência do CAI como Função da Variação 
da Temperatura de Entrada do Fluido. O obj! 

tivo principa l do experimento foi obter a curva da efi
ciência teõrica baseada na equação 23 . A ãgua foi aqu! 
cida gradativamente antes da sua entrada no concentrador 
e menteve-se a vazão constante. As leituras foram fei 
tas em intervalos de dois minutos. 

3.6.4. Anãlise da Inercia Térmica do CAI. Este ex
perimento visou mostrar um dado importante do CAI, ou 
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seja, o tempo necessãrio para que ele entre em operação 
em regime permanente. 

Cobriu-se o concentrador com placas de isopor,quan 
do a radiação era bem elevada, e aguardou-se que todo o 
sistema atingisse uma temperatura prÕxima da temperatu
ra ambiente. Quando se verificou que a diferença de 
temperatura do fluido, entre a entrada e a saida estabi 
lizou e era miníma, descobriu-se o concentrador e, de 
minuto em minuto, fez-se o registro da temperatura de 
entrada e saida do fluido e da vazão. 

Suspendeu- se a medição quando se verificou que a 
temperatura da ãgua era constante ao sair do concentra
dor. 

3.6.5. Desempenho do CAI sob Condições Variãveis 
da Radiação Incidente no Concentrador. Este 

experimento objetivou analisar as condições reais de 
funcionamento do CAI, sujeito ãs frequentes mudanças da 
radiação incidente. 

Durante os 67 minutos de teste em que se verificou 
uma continua variação da radiação solar efetuaram-se,de 
minuto em minuto, leituras de temperaturas de entrada e 
saida e de vazão do fluido. 

3.6.6. Estimativa do Coeficiente Global de Perdas, 
Uk. Neste experimento procurou-se obter o 

coeficiente global de perda de calor por condução pelos 
lados do concentrador e testar a eficiência do isolamen 
to. - 2 -1 Adotou-se Uk igual a 0,6Wm QC , como recomenda 
Rabl IBI e este teste visa justificar a validade deste 
dado. ~ 

O concentrador foi coberto com placas de isopor de 
2cm de espessura e fez-se circular nele ãgua aquecida a 
uma temperatura fixa. Uma vez alcançado o regime perm! 
nente fez-se a leitura das temperaturas de entrada e 
saida da ãgua, da temperatura do absorvedor (atuando c~ 
mo fonte quente), da temperatura ambiente (fonte fria) 
e da vazao. O balanço térmico para estas condições ê: 

de onde pode-se obter o valor de Uk. 
4. RESULTADOS 

(33) 

Os resultados de medição de eficiência e potência 
instantânea (figuras 10 e 11) mostram que o CAI pode o
perar por cerca de oito horas diãrias. O periodo de o
peração geralmente citado ê de sete horas diárias de 
funcionamento. O valor médio da eficiência, durante um 
periodo de sete horas, superou 45~. a eficiência teori
ca prevista estaria entre 40~ e 60% 
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Fig. 10 - Variação da potência aceita e utilizada duran 
te um dia de insolação. 
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Fig. 11 -Eficiência instantânea registrada no dia 27. 

10.80. 

Os grâficos das figuras 12 e 13 mostram o efeito 
da variação de vazão . No primeiro grãfico são mostra
das as curvas de eficiência do CPC (linha tracejada) e 
do CAI (linha contlnua). 
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Fig. 12 - Variação da eficiência em função da vazão de 
CPCs e CAI. 
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o PONTO$ IDCPCRIUO<TAI$ 

o MÉDIAS 

DIA : tl-11-80 

Fig. 13 - Gráfico da eficiência como função da vazão e 

da razão (Ts - Te)/Qe. 

Na figura 13, nota-se que houve uma flutuação 
radiação incidente durante o teste sendo necessária 

da 
a 

tomada do valor médio indicado pelo circulo cheio. Os 
gráficos das figuras 12 e 13 mostram que a eficiência 
não ê afetada sensivelmente quando a vazão for superior 
a 15 kg/h, um valor considerado baixo. A eficiência 
cai rapidamente para vazões inferiores a 10 kg/h. O ex
perimento mostrou a semelhança de comportamento do CAI 
e do CPC quando se altera a vazão do fluido. 

Variando a temperatura de entrada do fluido e re
gistrando os dados para diferentes radiações incidentes 
obteve-se a curva de eficiência do CAI (figura 14). 
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Fig. 14 - Curva da eficiência teõrica em função da tem
peratura do absorvedor. 

A comparação da eficiência õtica prática , 57% com 
o valor teõrico de 59%, permite considerar que o CAI 
construido apresenta um rendimento excelente. 

No segundo gráfico (figura 15) ê mostrada a mesma 
curva de eficiência prática em função do "fator de re-

29 

-.;(t) -·- ··- -.- ·- -:-··· - ·-····:·--·i------
. i 

- "- ..... -·- _ ... -·· . ~--·--··-
f~~ . . ·-

~~~ ~--· ----~ 
::_Jt--~ ~~-·: . .:. .. ·= :_ :~~:: __ ~_:: 
- n - ----- u (T -. r0,..1.. . .•• : 
-~·· .. ·:-:~- ·". ,,.. ,o_ e •," o .,a..-> 
-to·- :-.: ... ---~----·--::..._ ~·-:- .. -~.;--;---... 

Fig . 15 - Curva da eficiência teõrica, em função da te~ 

peratura de entrada, obtida dos dados do dia 
14.11.80 

moção de calor" FR. Este fator tem grande importãncia 
sob o ponto de vista prático permitindo substituir a 
temperatura do absorvedor T , na equação (23), pela tem 

a -
peratura de entrada T~ facilmente conhecida. A equação 
(23) pode ser reescrita tomando a forma Que aparece as
sociada ao gráfico da figura 15. Se a temperatura de 
entrada for aumentada atê que nenhuma energia incidente 

· seja transferida para o fluido que escoa no absorvedor, 
isto ê, qu = O, o sistema fluido-absorvedor estará em 
equillbrio. Neste caso T = T ~ T . Esta temperatura e s a 
pode ser obtida a partir da equação 

qu FR 
q- = ~ 0qeRC - Up(Te - Tamb} 

e e 

para qu = O, tem-se: 

T 
e 

n 0 qeRC 
.....:....-=-- + 1amb 

uP 

(34) 

(35) 

Utilizando na expressão (34) valores tlpicos para 
qe, Tamb eu, obtem-se Te = Ts = Ta = 160QC, como limi
tes. 

A eficiência e muito reduzida quando a temperatura 
de entrada chega aos 70QC, não se justificando o uso do 
CAI para obtenção de temperaturas superiores a este va
lor. 

A inercia térmi ca do CAI e mostrada no gráfico 16. 
O regime transiente, que acompanhou o experimento, du
rou aproximadamente 10 minutos. Este trabalho não dis
cute o regime transiente, uma vez que todos os experi
mentos básicos foram realizados em regime quase-estaci~ 
nãrio , simplificando a análise térmica do CAI. Espera
se que este experimento contribua para um estudo do re-
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Fig. 16- Gráfico da radiação aceita e utilizada pelo 
concentrador no teste de inércia do dia 27. 
11.80 

gime transiente que caracteriza o funcionamento do con 
centrador. 

Tomaram-se dados em dias de nebulosidade variável 
e obtiveram-se, assim, dados para uma futura análise de 

regime transiente. O resultado ê mostrado na figura 
(17) onde estão registradas as flutuações da energia 
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Fig. 17 - Variação da radiação incidente e flutuações 
da radiação utilizada no dia 19.11.1980 

disponivel q e da energia utilizada q . Com este ex 
e u 

perimento pretendeu-se aval i ar o "tempo de resposta" 
do concentrador·. O grãfi c o 17 acusa intervalos de cer 
ca de 3 minutos. Considerando a elevada capacidade 
térmica da ãgua, o intervalo de 3 minutos de defasagem, 
entre minimos ou máximos, deve ser considerado um "tem 
pode resposta" pequeno, mostrando a facilidade do CAI 
em se "adaptar" ãs subitas mudanças da radiação.Substj_ 
tuindo a ãgua por Õleo, cuja capacidade térmica ê me
nor, presume-se que o "tempo de resposta" do CAI possa 
ser reduzido pela metade. 

Usando a equação de balanço apresentada anterior 
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mente e tomado os valores médios obtidos nos experimen
tos, encontrou-se que Uk= 0,97 Kcal h-l QC1 ou 1 lOWm-2 

-1 - , 
QC . Este resultado esta acima da faixa indicada por 
Rabl IS!. Explica-se esta diferença, considerando que 
a ârea do concentrador inclui partes isoladas precaria
mente. Assim a ãrea da cobertura foi isolada com o vi
dro e com placas de isopor de 2cm de espessura. As par
tes laterais, esquerda e direita, não tinham isolamento 
a não ser a prõpria madeira da caixa protetora. Portan
to, o resultado obtido pode ser considerado satisfató
rio. 

Com relação ãs perdas globais do concentrador, o 
gráfico 15 fornece mais detalhes. 

A declividad~ da reta ê: UP/RC = 5,4 wm-2 QC-1 
Donde UP = 9,45 Wm-2 QC-1. 

Comparando os resultados de Uk= 1 ,lO Wm-2 QC-l e 
de Up= 9,45 Wm-2 QC-l nota-se que ê pela cobertura que 
o concentrador perde mais energia, com destaque especj_ 
al para as perdas por radiação. 
5. CONCLUSOES 

Os resultados de~te trabalho mostram que: 
a) O desempenho do CAI não ê pr~judicado pela au

sência de acompanhamento solar, considerando que o CAI 
permaneceu fixo durante quase 3 meses de testes de cam
po. Durante este periodo, a declividade solar variou 
de aproximadamente 23Q. O CAI operando cerca de sete 
horas diárias, apresentou eficiências superiores a 45%. 

b·) A eficiência do CAI cai consideravelmente para 
vazões mãssicas inferiores a 10 Kg/h. Para vazões supe 
riores a 15 Kg/h a eficiência se mantêm quase constant; . 

c) O CAI e um concentrador de baixa razão de con
centração e a sua função deve limitar-se ao preaqueci
mento industrial, ao uso doméstico e a outras funções 
que utilizam baixas temperaturas . 

d) O CAI apresenta um "tempo de resposta" de cerca 
de 3 minutos. 

e) O CAI tem uma baixa inércia térmica. O experi
mento que a mediu tem uma importância relativa, pois 
esta caracteristica depende mais dos critérios de cons
trução e do material usado do que da natureza do concen 
trador. 
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ABSTRACT 
Assymetric ideal concentrators (AICl show t~e maximum efficiency as allowed by the 
2nd law of thermodynamics and can be kept fixed for the whole year around. This work 
presents consideration on some optical and thenmal aspects and data on field testes 
of a designed AIC. The AIC efficiency was experimentally related to varying condi
tions of insolation, flow rate and inlet fluid temperatura. The AIC efficiency (CR = 

= 1,75) ranged from 40 to 57%, based on steady-state tests. The results showthatthe 
AIC is highly co~petitive wi.th respect to flat-plate collectors and solar concentra
ter in its prattical range of application. 
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ERRATA do trabalho 11 Plane Buoyant Plumes" - de Chia-Shun Yih e 

A. S. Gupta, publicado no Vo1. III, 1981, pp. 49-56. 

1. p. 49, line 2. UIH should be YIH. 

2. p. 49, 1ine 16. 0.19 shou1d be 0.019. 

3. p. 50, Equation (5 ) . 3y shou1d be l!.y. 

4. p. 50, line above Equation (7), add) 

after viscosity. 

5. p. 51, line 6. "1,2" shou1d be (1,2). 

6. p. 51, Equations (16 ) and (17). Move 

fraction up to line up with the rest of 

the equation. 

7. p. 51, left column, last line. The 

subscript 2 should be attached to e to 

form e2 . 

8 . p. 51 , line 3 of right column. The 

subscript 1 shou1d be attached to e to 

form el . 
9. p. 51, right column, \ine 6. Add period 

• 
at the end. 

10. p. 52, in Equation (23), the first 

Parenthes is shou1 d be (- 20 + .i.) sech"B 9o2 a • 
the second equality sign shou1d be 

deleted, and a period shou1d be put at 

the end. 

11. p . 53, right column, line 12. "quntity" 

shou1d be quantity. 

12. p. 53, right column, line 5 from the 

bottom. Delete "of". 

13. p. 53, right column , Equation (32). Add À 

after equality sign. 

14. pp. 54 and 55. The two figures should 

exchange their position while their 

captions should stay at the same place . 

15 . p . 55 . The first term of Equation (47) 

shou1d be 4~"(3- ~ )sech"B . 

16 . p. 55. ln Equation (50), "0.19" should be 
0.019. 

17. p. 55. In Equation (49). 156 3 should be 

15a3 . 

18. p. 56. Add comma after Equation {53). 

19. p. 56. Add integral sign { at the 

beginning of Equation (56~. and the 1ower 

1imit of integration should be -~. 

20. p. 56. Ri ght column, line 5 . Add " the " 

before "so1ution". 

21. p . 56. I n Reference [1], "Teophy" shoul d 

be Geophy. 

22. p. 56. ln Reference ( 4] . "1957." should be 

(195 2). 

23 . p. 56. I n second 1 i ne of Reference (6] • 

"Applie" shou1d be Applied, and the "t" 

at t he end of the line should be deleted. 

24. p. 49. Left column, second l i ne from 

bottom, "Humphey" should be Humphrey. 

25. p. 50 . Left co1umn, line 24, "4" should 

be [4] . 
26. p. 50. Line below Equation ( 3 ) , "wich" 

shou1d be which. 

27 . p. 50. Equation (6). The lower 1imit of 

integration shou1d be -~. 

28. p. 51. Third line be1ow Equa t ion (14), 

~presente" should be "present". 

29. p. 53. Right column, line 16 from bottom, 

"filies" should be files. 

30. p. 53. Right column, line 6 from bottom, 

de1ete "be". 

31. p. 55 . Equation (46 ) , 3 is the exponent 

of L 
32. p. 55. Right column, line 6, "vey" should 

be very. 

33. p. 56. Equat i on ( 55 ). br i ng up the 

f i rst a to line up with the equality s i gn. 
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