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HISTORIA DA MECANICA CLASSICA*

PARTE I, ATE 1800

C. TRUESDELL"*

PROFESSOR DE MECANICA RACIONAL
THE JOHNS HOPKINS UNIVERSITY
Baltimore, Maryland 21218, EUA

Este artigo delinea as principais descobertas da ciencia matemdtica

guantitativa da mecanica.
eras Grega e Mediewval,

dezessete e dezoito.

A Parte I apés referir-se &s origens nas
traga o crescimento da ciéncia dos séculos

0Os sabios desses séculos, Euler acima de

to=-

dos, deram & mecinica muitos de seus conceitos mais importantes, e

formularam védrias partes dela como disciplinas claras,

rastante definitivas,

Parte II abordard a histéria da mecanica até o

"“ei que muitos irdo dizer que poderia ter si=-
do mais agraddvel ao leitor, se houvesse es-
crito a Histéria do meu Préprio tempo; tendo
sidv permitido recolher dgua mais préximo do

pogo fque outros. A isso respondo, que aquele

que escreve somente a Histdria moderna, segui
ré4 a verdade tao de perto dos tacdes que pode
rd facilmente perder os dentes. Nao hd Amante

ou Guia que leve seus seguidores e servosa ma

Publ:cado anteriormente em Die Naturwissenschaften 63

suscintas e

que retiveram suas ldentidades até hoje,. A

presente,

iores misérias. ... £ o suficiente para mim

(estando no estadoc que me encontro) escrever

dos tempos mais antigos: e porque nao di

onde,

zer, ao falar do passado, aponto para o presen

te, e condeno os vicios daqueles que ainda es
tdo vivos, em suas personalidades gue saoc de
hd muito mortas;porque me colocaram sob esta
acusagso?"
Sir Walter Ralegh, preso e condena-
do & pena de morte na Torre de Lon-
dres, 1614,

1976, 33-62. T Springer-Verlag 1976,

Tradnyao autorizada.

* %

Clifford Ambrose Truesdell, IIT,

Professor de Mecdnica Rac.onal da The Johns Hopkins Univer

sity, @ autor de mais de duzentn= artigos cientificos e histérlpca e de além de uma dezena
de livros dos quais aqueles mais afins ao texto deste artigo sdo listados ao final da Parte

IX.
der Physik;
tinua a editar dois delesti

£ditou ou co- editou seis volumes da Opera omnia de L. Euler e sete volumes do Handbuch
fundou trés periddicos internacionais de pesquisa cient{fica e histérica e con-
Arch. Rational Mech,

Anal. e Arch, Hist. Ex, Sci., Springer-

Verlag.

Entre suas tuitas honrarias o Professor Truesdell recebeu a medalha

.0, Birkhoff de

1978, é membro estrangeiro de sete Academias de Ciencia européias e da Academia Brasileira

de Ciéncias. (¥.T.)
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1. Fundamentos deste Esboco

Mecanica

Em sequéencia & prépria Matemdtica, a mecanica
é a mais antiga das ciéncias ldgicas. Enquan-
to a dlgebra e a andlise referem-se apenas a
conjuntos e fungoes, independente de como pos
sam ser sugeridos pela experiancia, e enguan-
to a geometria reflete a experiencia apenas a
través de relagGes entre posigdes, independen
temente do que as ocupa ou de como o venha a
ser feito, a mecdnica enriquece o discursao for
necendo modelos légicos para tempo, massa, for
ya, energia, e, finalmente, calor e temperatu
ra. Assim a mecanica possui vdrios aspectos,
Em um extremo, ela é matemdtica - de fato, in
distingufvel ao homem comum, da dlgebra, da a
ndlise, da geometria e ﬁ? outras partes da da
mada matemdtica tem-se a

"pura", No outro,

invengao de mdquinas ou de processos a serem

por elas desenvolvidos, descritos sugestiva

porém fyrouxamente em termos que alguns pensa=
rdo haver sido emprestados da ciencia matemé-
tica, enguantc outros os interpretarac  como
provendo a base na experiancia para os concei
tos correspondentes a matematica. Entre es-
ses dois extremos encontra-se o Que os fisi-

cos chamam de mecanica.

A Histéria Flcldérica da Mecénica

Nao importa quic "objetiva" possa ser a cien-
cia, é ela um reconhecido repositérioc de um

culto ou fraternidade zelosa e portanto possii o seu
foclore. Este foclore é usualmente inculcado

por noticias rotuladas de "histéria" nos 1li=-
vros textos. Comoc muito da ciéncia natural
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desenvolvida hoje decorre de invengoes do sé-
culo passado, para que se produza uma histd-

ria da ciéncia peossuindo uma antiguidade res-
peitdvel é necessdrio fixar a atengdo na mecé
nica, e, de modo a ajustar pré-concepcBes do
que a ciéncia natural ¢ ou pelo menos deve ser,
essa "histéria" da mecinica é em grande parte
inventada. Embora originalmente pulverizada

em textos de fisica, é agora disseminada de

modo até mais intenso em cursos introdutdrios
de cieéncias biolégicas e psicologia.

Essa histéria foclérica pode ser resumida em
umas poucas linhas, Nao obstante o avango

tempordrio feito pelos gregos no sentida da

liberagdo deistica e portanto de um raciocinio
"ecient{fico", a raya humana recaiu no pieguis
mo. A Idade Média repousa inerte sob uma mor
talha de repetigdes escoldsticas, apelando &
ARISTOTELES em lugar de experimentaglo. CO-

PERNICO disse que ARISTOTELES estava errado,
e GALILEO jogou pesos da torre de Pisa de mo-
do a estilhagar o escolasticismo por meio de
um baque simultineo, irrefutdvel. A partir

daf{, apenas reaciondrios (nAo-cientistas) es-
tabeleceram teorias sem primeiro coletar
lhas de dados, KEPLER demonstrou gque COPER-

NICO estava certo a menos da excentricidade e

pi-

estabeleceu leis empiricas do movimento plane
DESCARTES e LEIBNIZ foram envergonha-

dos por sua falha em aderir ao programa do sé

téario,

culo dezenove, porém NEWTON mostrou serem as

leis de KEPLER conswquencias do fato de que

cada corpo no universo atrai os demais por uma
fforga inversamente proporcional ao quadrado da
distancia correspondente. Para faze-lo, teve
que estabelecer (com base no exparimantc)tras
ERNST

MACH (1838-1916) escreveu em sua famosa histd

Leis do Movimento., Nas palavras que
ria da mecanica - o cldssico reconhecido des-
"NEWTON descobriu

universal e completou a enunciag¢io

se foclore - a gravitagao
dos prin-
ci{pios mecanicos hoje aceitos. Desde seu tem=-

po, essencialmente nenhum novo principieo foi

formalade, Tudo o que tem sido feito desde

seus dias sao desenvolvimentos dedutives, for
mais e matemdticos com base nas leis de NEWTON".
A4 mecdnica

MACH refere-se, evidentemente,

"cldssica", a histdria da qual engloba tudo
exceto os Nltimos ocitenta anos da histéria de
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todos os tipos de mecanica.
(juase um século se passou desde a publicagao
de MACH.

dispostos a ter o trabalho de aprender antes

do livro Estudantes mais sérios,
de generalizar, tém escrutinizado, linha por

linha, os trabalhos de descoberta, trouxeram

nova luz e publicaram dizias de volumes de fon
tes anteriormente desconhecidas. A represen-
tagao de MACH do desenvolvimento da mecﬁnica,
embora permanega com foclore aceito, como his
téria tem sido demonstrada tao falsa a ponto
de confundir, mesmo com Tela§30 aos detalhes

que ela descreve de forma mais ou menos justa.

Presente Estado da Verdadeira Historia da

» -
Mecanica

Nenhum homem competente teria coragem hoje de
escrever uma histdria geral da mecidnica. Mui-
to permanece morto nas prateleiras das biblig
tecas, sepultado em impressos e ainda nao 1li=-
dos por gualquer um da inframinoria dos que

conhecem suficiente ciéncia e suficiente his-
téria para seguir e entendé-los palavra por

palavra e eguag¢dc por equagdoc - pois ciéncia

sem detalhe preciso, é mera sociologia ou pro
neo-Mach-ismo.

paganda, Os hoje numerosos e

competentes estudos de védrios tépicos espe-
ciais permanece nao-digerida e desconexa. Os
vazios entre eles sao Ao grandes quanto os pe
riodos que abrangem, O estudante que busca a
verdade histdérica é bloqueado pelo vasto es-
terco de palavras sobre os quais agueles se-
dentos de exaltar suas préprias incompetanams
na ciéncia de todos os periodos, convertidos
em especialistas profissionais na histéria da
ciencia, levantam seus santudrios cada vez
mais alto, palavras que, embora raramente ve-
ridicas, nio obstante ndo podem ser ignorados

de plano.

A Natureza deste Eshoco

0 texto que aqui apresento exprime meu ponto
de vista acerca de alguns dos principais es-
tédgios da criagac da mecanica cldssica. Esté
repleto de falhas, falhas que refletem minha

ignorancia de certas partes da mecanica bem

como de muitas partes de sua histdéria, porém
eu prefiro revelar essa ignorancia por silén-
cio que por papagaiada do frute do trabalho

ou descuido de outros., O leitor perceberd meu

viés, Espero que perceba também gue esse viés

é o resultado nao de preconceito mas de julga

mento induzido de uma vida inteira de estudo

na gqual o passado e o presente da mecanica

criativa se iluminaram mutuamente.

2, Antigas Culturas

ARQUIMEDES (287-212 a.C.)

A surpreendente perspicdcia de ARQUIMEDES em
processos matemdticos e os seus soberbos pa-~
droes de rigor matemdtico ao raciocinar acer-
ca de problemas de mecdnica inspiraram a to-
dos 0s que puderam ler seus trabalhos. Mos-
trou-nos como utilizar a lei da alavanca, e
desde seu tempo isto tem sido a pedra de to-
que da mecanica. Ele estruturou os axiomas pa
ra o equilibrioc de corpos flutuantes. Sua te
oria nao revelou muito acerca de fluidos mas
foi construida especialmente para o problema
particular que estudou: encontrar todas as po
sigﬁes em gue um dado corpo, tal como um seg-
mento de um paraboldide de revolugao, pode flu
tuar, e determinar sua estabilidade ou insta-
bilidade.

vel se o corpo gquando deslocado da mesma e en

Considerava uma posigao como esté-
tao obrigado a permanecer em repousc, sofria
um torque tendendo a restaurd-lo Aquela posi-
cao.

Embora a Grécia antiga haja produzido muitos
outros excelentes matemdticos, nao encontro e
videncia gque qualquer deles haja dedicado a-
tengio & teorias matemidticas da mecanica, ou
de que as descobertas de ARQUIMEDES tenham si
do ampliadas. A 1inica culitura a desenvolver

uma ciéncia matemdtica da mecénica - a mecAni
ca raciona; - foi a da Europa Ocidental,

tanto as mais antigas

Em-
bora outras culturas,
quanto as mais novas, possuissem escolas espe
cializadas e algumas veres até criativas em
aritmética, dlgebra, teoria dos nimeros, geo=
metria e cinemdtica celeste, do que delas res
tou naoc encontrei qualguer evidéncia de até

mesmo o mais especial ou primitivo pensamento



matemdtico original sobre mecanica. Para com

provar que conquistas da perficia suprema e o
sucesso na construgao mec&nica e na invencgao
dis-

ciplina cientifica ou teoria quantitativa da

nao necessariamente conduzem a qualquer

mecinica, necessitamos considerar apenas aque
le pove notoriamente anti-matemdtico, os an=
tigos romanos. A idéia central da mecdnica
cientifica é a de forga como uma guantidade
matemdtica, e forga € um conceito caracteris-

tico da Europa Ocidental.

3. Drigens no Ocidente

A Idade Média

A natureza e as propriedades do movimento fo=-
ram estudadas repetidamente na Idade Média.
JORDANUS DE NEMORE (princ. Sec. X1IT) afirmou que
0 peso de um corpo era diminuido quando ele
caia seguindo uma diregio obliqua A vertical.
Em seu raciocinio apelava para um caso espe=-
cial do que muito depois veio a ser chamado
de principio do trabalho virtual. Selecionou
para estudo e em alguns casos disse haver re-
solvido um certo nimero de problemas que vi-
riam a tornar-se tipicos da mecanica ociden=
tal: a resisténcia oferecida pela 4gua de um
navio ou pelo ar a um projetil, a forma assu-
mida por uma viga carregada de vdrias manei-
ras, a carga requerida,para quebrar uma viga,
etc. Nenhum antecedente a suas idéias foi até
ho je encontrado,

WILLIAM HEYTESBURY (apogeu em 1330-1348),
RICHARD SWINESHEAD (apogeu em 1344-1355), e
JOHN OF DUMBLETON (apogeu em 1338-1348) dis-
tinguiram cinemdtica, a geometria do movimen-
to, da dindmica, a teoria dos agentes do movi
mento. Eles lograram formular um conceito bag
tante claro de velocidade instantanea, o que
significa que prenunciaram os conceitos cen-
trais de fungdo e de derivada, e demonstraram
que o espago percorrido por um corpo em movie
mento uniformemente acelerado num dado tempo
é o mesmo que o percorrido por um corpo em mo
vimento uniforme com uma velocidade igual a
média entre a maior e a menor velocidade do

movimento acelerado, A histéria foclérica a-
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tribue este teorema e suas principais conse-
qusncias a GALILEU, que trabalhou no problema
trezentos anos depois, como veremos mais adi-
ante. Em principio, os estudos medievais subs
tituiram as qualidades da fisica grega por
quantidades numéricas gque desde entao reinam
na ciencia ocidental. Quase imediatamente
GIOVANNT DI CASALE {apogeu em 1346-1375) e

NICOLE ORESME (c,1325-1382) descobriram

como
representar os resultados por grdficos geo=-
métricos, introduzindo a ligacdo entre geo-

metria e o mundo fisico que tornou-se um se-
gundo hdbito caracteristico do pensamento o-
cidental, JEAN BURIDAN (c. 1330-1357...) pro
pos um conceito de "impetus" que chega préxi-
mo ao gque hoje é chamado de "momentum"”, mas

nao alcangou uma ciéncia formal da dindmica

mesmo no caso mais simples,

0 trabalho medieval foi inteiramente mateméti
co. Tendo sido inferido ou, pelo menos des-
erito, através da experiéncia comum, porém, se
é gque podemos julgar pelos documentos que fo-
ram preservados, nao levou a experimentos.

A mecanica medieval foi tornada rapidamente
parte da instru¢fo universitéria avancada no
continente europeuj os trabalhos principais
foran impressos no final do século XV, porém
nessa época o modo de pensar bem como a lin-
guagem utilizada estavam se tornando inacei-
tdveis, pois os humanistas literérios da Re-
nascenga insistiam no estilo bem como na for
ma do latim cldssico em reveréncia ao traba-
lho dos antigos.

LEONARDO DA VINCI (1452-1519)

Os cadernos de LEONARDO sugerem contato indi-
reto com a moribunda tradigdo medieval, porém
vertamente ele ndoc a absorveu. Foi um obser-
vador detalhista e discernidor de tudo o que
podia ser visto, e o gue viu registrou em de-
senhos espléndidos. Mdgquinas e fenOmenos me-
cAnicos estavam entre seus assuntos favoritos.
A partir de suas observagSQS de escoamentos em
canais e rios inferiu o principio da descarga
constante num escoamento uniforme e distinguiu
precisamente entre o rodopio de vértices e a
rotagao de uma roda. Formulou numerosas ques-
tbes cientificas,das quais usualmente deman-

dava respostas em termos de (uantidades e nao
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meramente qualidades, essas poucas respostas
que produziu, sdo geralmente quantitativas po
rém desprovidas de suporte por raciocinio ou
fato. Projetou muitos experimentos, porém
nao héd uma evidéncia firme de que haja reali-
zado qualquer deles. Quase todos os seus es-
critos podem ser interpretados como literatu-
ra, ou engenharia, ou pura observaggo da natu
reza, ou clarevidencia e nao como uma inquisi
gso organizada que por si possa produzir ciag
cia. O wvalor de seus numerosos pronunciamen-

tos, sua originalidade no projeto das mAqui-
nas gue desenhou, e a influéncia que seu tra-
balho possa haver exercido sobre estudantes
subsequentes de ciéncias naturais e engenha -

ria, permanecerd sempre em disputa.

L, 0 Final da Renascenga e o Infcio do

Barroco
SIMON STEVIN (1548-1620)

STEVIN aparenta ter sido um disc{pulo dos ma-
temdticos gregos, despreocupado com aspectos

filoséficos e nAo influenciado seja pela tra-
diqgn medieval ou pelas questoes ent3o corren
tes de astronomia. Seus escritos em mecanica,
curtos e fdceis de ler, revelam uma habilida-
de consumada com o triapgulo de forgas e as
leis da alavanca. Um ieitar versade no con=

terido desses textos poderia resolver qualquer
problema estaticamente determinado relativo a
STEVIN abor-

dou a hidrostdtica a partir de um ponto de vig
ta mais prético que o de ARQUIMEDES.

se em axiomas explicitos concluiu Que a pres-

um sistema discreto de forgas.
Com ba-

sio0 da dgua calma sobre o fundo de um recipi-
ente é independente da forma dos lados do re-
servatdério. Uma hipdtese adicional permitiu-
lhe calcular rigorosamente a forga resultante
da Agua sobre um plano de gqualquer inclinaqﬁo
como o limite da soma das pressoes sobre fai-
xas estreitas. Assim, foi o primeiro a consi
derar com sucesso um sistema infinito de for-
gas. Hoje expressamos esse raciocinio conci-
samente em termos de integrais.

Em trabalho grandemente decorrente embora

bastante posterior, BLATSE PASCAL (1623-1662)

asseverou que em um dado ponto de um fluido
em repouso, a pressao sobre um plano é inde-
pendente de sua inclinagdo. Esta conclusio,

inerente & teoria de STEVIN, é uma das primei

ras relativamente &s forgas que partes de um
mesmo corpo exercem entre si.

GALTLEU GALILEI (1564-1642)

0 trabalho de GALILEU em mecanica estd conti-

do em seus Discorsi e dimostrazzioni matema-

tiche intorno a due nuove scienze, attenenti

alla mecanica & i movimenti locali (Leydenj
Elsevirii 1638).

teoria da resisténcia dos materiais, na

A primeira ciencia nova é a
gqual
GALILEU formece uma regra para comparar a car
ga que arrebentard uma viga transversamente

com a carga que a quebrard por tragEo horizo&
tal. Sua regra incorria seriamente em erro

mas fol aceita posteriormente por engenheiros
praticantes e

julgada responsédvel por um

desastre Terrovidrio duzentos anos apés. Pe-
lo contrdrio, os tedricos rejeitaram a regra
logo gque foi publicada, e um importante ramo
da mecanica cresceu das tentativas de corri-
gi-la.

A segunda ciéncia nova é a do movimento local.
(juanto GALILEU pode haver conhecido da tradi-
¢do medieval com relagdo a movimentos unifor-
memente acelerados é obscuro, porém obteve em
seu trajeto todos os velhos teoremas e muitos
outros subsididrios. Empregou uma boa parce-
la de geometria em demonstragdes rigorosas de
detalhes menores mas ocultou suas hipdteses
centrais por persuaaao retdérica e sarcasmo di
rigido contra aqueles que nao apreciaram su-
ficientemente suas descobertas. 5Se levou ou
naoc a cabo 0s experimentos gue descreveu sSo=-
bre corpos deslizando sobre planos inclinados,
é também desconhecido, porém tem sido demons-
trado que os meios e conceitos disponiveis e-
ram suficientes para ele o haver feito,
fracasso de MARIN MERSENNE (1588-1648) em con

firmar seus resultados decorreu do uso de bo=-

e o

las rolantes em lugar de deslizantes.
GALILEU asseverou que movimentos de projéteis
eram compostos de movimentos horizontal e ver

tical independentes, Concluiu assim que a tra



jetdéria de um projetil seria uma parébola. Es
ta regra extremamente inexata, que despreza o

atrito, o vento e o giro, constituiu a base de
tabelas balisticas por séculos subsequentes.

GALILEU era fascinado pelo conceito de vibra-
som & um movimento vi-

gdo. A idéia de que o

bratério de frequéencia definida era entao cor
rente; isso havia sido enfatizado e publicado
por MERSENNE. GALILEU

das tres leis das cordas vibrantes que MERSEN

tornou mais precisa uma
NE havia inferido de experimentos; e bem pode
haver descoberto essas leis independentemente,
antes da aparigdo do livro de MERSENNE,

verava que o movimento de um psndulo circular

Asse
era absolutamente isocrona, e interpretava o
som como sendo algo similar ao balango de um
tal pendulo bem como ao movimento de ondas na
superficie da dgua. De seu tratado brilhante
mente escrito sobre movimento local, a tnica
parte que é seguramente original é aquela em
gue tenta mostrar como a descida ao longo de
um arco ecircular com um término horizontal é
a mais rédpida possivel entre dois pontos quais
A conclusdo de GALILEU é falsa.

Ele a apoia apenas tentando demonstrar que a

quer dados.

descida segundo um arco circular é mais réapi-
da que ao longo de gualgquer poligono inscrito.
Seu argumento se desmancha, mas o principio
no qual se apoia é profético, pois, com efei-
to, admite que um corpo de$lizando sobre um
arco circular possui em cada instante a ace-
leragido tangencial gque teria se estivesse des
lizando ao lomgo da reta tangente em cada pon

to.
ISAAC BEECKMAN (1570-1637)

Continuando a tradigso de STEVIN, pelo uso dos
principios da estAtica, BEECKMAN analizou uma
corda suspensa na qual pesos eram dependura-

dos. Indicou entdo gque se as distancias ho-
rizontais entre o0s pesos sao iguais, os pon-
tos onde os pesos sao fixados se situariam

sobre uma parabola. Assim resolveu o proble-
ma da ponte suspensa. Este trabalho, realiza
do antes da aparigao do livro de GALILEU, per
maneceu sem publicagzo embora nao mantido em

sigilo. Através de argumentos totalmente en-
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ganosos GALILEU concluiu que uma corda ao de-
pendurar-se assumiria a forma de uma pardbola.
A partir dessa afirmagdo falsa iniciou-se o
celebrado problema da "curva catendria".
BEECKMAN reinvindicou ter mostrado que a fre-
quéncia de vibragio de uma corda tensionada
seria inversamente proporcional ac seu compri
mento. Embora apenas correto para o primeiro

instante do movimento, seu raciocinio dd 1lu-
gar & primeira demonstragio matemdtica em a-

clistica.
RENE DESCARTES (1596-1650)

DESCARTES, que parece haver aprendido mecani-

ca e fisica de BEECKMAN, tendo feito pouca, se
alguma, contribuigdo espec{fica a esses campos,
porém deixou uma impressido poderocsa sobre eles
Primeiro,

retratou a natureza como uma grande mAquina,

e sobre a ciéncia natural em geral.

os trabalhos resultantes da qual eram sistemd
ticos e permanentes porconseguinte podendo ser
isto &,
A ciéncia natural nesse sentido nfo

descritos apenas pela razfo:
temdtica.
era fmpia, nem, no contexto de suas declaradas
limitagdes, fdtil,

mou que a natureza operava de tal

pela ma-

Em segundo lugar, afir-
mado a man-
ter constante a soma dos produtos das massas
e velocidades de todos os corpos., Se houves-
se tido o trabalho de desenvolver consequen-
cias especificas dessa idéia, haveria certamen
te de verificar que a soma particular que a=-
firmava conservar-se em geral nao o poderia
ser, porém sua assertiva deu lugar a busca por
principios de conservagzo, que ainda continua

no presente,

5. A Idade da Razdoc e o Alto Barroco

CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695)

Em sua exigéncia por rigor e elegancia matemd
tica HUYGENS se assemelha a um novo ARQUIMEDES,
porém trouxe também para a mecdnica um balan-
¢o entre raciocinio puro e experiancia da na-
tureza dantes nunca alcangado e, raramente a
partir de entao.
do, a idéia de GALILEU de que a aceleracgido tan

Adotando, ou talvez recrian
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gencial de um corpo vinculado ao cair deva ser
a mesma que a desse corpo deslizando ao longo
da reta tangente, demonstrou gue o periodo de
oscilagao de um péndulo era independente da
amplitude de sua trajetdéria se e somente se a
curva de restrigdo fosse uma cicloide.  HUY-
GENS solucionou também o problema do centro
de oscilagao: Se vdrios corpos em um mesmo
plano sao ligados rigidamente, segundo gue ei
xo perpendicular a esse plano o conjunto rigi
do poderda girar livremente? De modo equiva-
lente, se essa montagem é deixada oscilar em
torno de um eixo arbitrdrio perpendicular ao
plano, qual o comprimento do péndulo simples
cujo periodo de vibraq;o é a mesma funq;o que
a de sua amplitude de vibrag3o? Para resolver
este problema HUYGENS introduziu um principio
de conservagdo da energia: Em oscilagBes su-
jeitas & gravidade, o centro de gravidade se
eleva a altura da qual caiu. Este resultado
é expresso em termos do que posteriormente
veio a ser chamado "o momento de inércia".
Portanto uma medida da inércia completamente
distinta do peso entrou na mecanica.

As solugdes desses problemas por HUYGENS per-
manecem como pindculos da mecinica até hoje.
Foi percebido de imediato, entretanto, que re
pousam sobre principios distintos, e gue para
determinar as érbitas dos planetas ou o movi-
mento das maréds seriam ainda requeridos ou-
tros principios. A mefanica ao tornar-se mais
precisa e matemdtica-.estava ao mesmo tempo di
vidindo-se em um grupo de ciéncias apenas le-
vemente relacionadas entre si.

Em sua juventude HUYGENS havia discernido n
erro de GALILEU com relagao a catendria e des
caoberto por si sé a salugﬁo de BEECKMAN

Em seus 1dltimos dias ata-

para
a ponte suspensa.
cou 0 problema da catendria no mesmo espirito,
considerando-a como um nldimero de pesos discre
tos ligados por uma corda incorpérea. Seus mé
todos e conceitos foram dilatados ao limite
para resolver este problema., Foi capaz de tra
tar qualquer caso particular dado porém nao
conseguiu sintetizar a descriqzo geral da cur
va assumida.

HUYGENS pode ser considerado como um cientis-
ta perfeito, Seu exemplo mostra que um e o

mesmo homem pode criar resultados importantes

em matemiAtica pura, pode desenvolver e apli-
car teorias fisicas com os mais elevados re-
quisitos de rigor légico, pode introduzir no
vos conceitos e propoaigaes da fisica e cor-
relacionar fendmenos éfsicos importantes pre
viamente mal compreendidos, pode projetar ;
levar a efeito experimentos importantes, po-
de elaborar e patentear dispositivos ititeis e
fazé-los serem fabricados, A Mecénica foi a

penas um de seus campos de atividade.

ISAAC NEWTON (1643-1727)

Os Philosophiae Naturalis Principia Mathema-
tica de NEWTON, publicado em Londres em 1687,

foi o primeiro tratado geral em mecanica ra-

cional. Atraiu grande atengio devido ao seu

ambicioso plano de dedugB8o. O leitor ganha a
impressao de que tudo deve decorrer de tres
ou Leis de Movimento".

"Axiomas, Esses axio

mas eram fraseados em termos de "forgas'.

Forga era uma palavra comum, usada frouxamen-
te em escritos cientificos, porém nunca dan-
tes considerada fundamental, Leitores da é-
poca ficaram perplexos de econtréd-la como o
que hoje chamariamos de uma "varidvel primi-
tiva" em matemdtica, e nac como uma qualida-
de filoséfica ou uma quantidade matematicamen
NEWTON

mostrou como usar forgas, mas nuncas as expli

te definida em termos de movimentos.

cou ou estabeleceu suas propriedades gerais.
Seu axioma operativo é a Segunda Lei, que es-
tabelece com efeito gue para gualquer corpo
sob guaisquer circunstancias a aceleragao é
igual a forga aplicada por massa unitédria.
Estudantes posteriores veriam que tal afirma-
gAo faria sentido apenas se o conceito de "cor
nao

po" fosse refinado: Tipicamente, porém

exclusivamente, o "corpo" ocupa apenas um pon

to do espago. Essa lei em si aparenta hoje
em dia ser uma extensio natural dos principba
usados por GALILEU e HUYGENS, mas distintamen
te desses, refere-se nao apenas & gravidade
uniforme mas também a todos os tipos de for=-
¢as, e MAo apenas a uma unica componente da
aceleragio mas ao préprio vetor aceleragao.

O Livro I do grande tratado de NEWTON refere-
se ao movimento de corpos sujeitos a forgas

que sao fungao exclusiva das distancias, Con-



tém também uma grande parcela de geometria e
andlise infinitesimal, explicada em notag@o

e termos geométricos gue deu por séoulos alel
tores ndo criticos a idéia de gque NEWTON ocul
tou a utilizagdo do que viria a ser chamado
"cdleulo integral e diferencial". O tratamen
to da mecanica é razoavelmente sistemdtico e
permanece a grosso modo dentro do programa de
NEWTON de dedugdo racional a partir de axio-
mas., Em grande parte o Livro I é um trabalho
retrospectivo ao unificar e generalizar mui-
tos resultados previamente conhecidos porém
mais ou menos separados. Sua realizagao mais
celebrada é a demonstraggo de que as regras do
movimento planetdric induzidas dolorosamente
de dados celestes por JOHANN KEPLER (1571 -
1630) decorre de umas poucas linhas de matemé
tica a partir da Segunda Lei de NEWTON e da
hipétese de gque o universo contém apenas dois
corpos, gue s3o pontos ou esferas homogéneas
por camadas, gue se atraem por forgas centrais
iguais e diretamente opostas inversamente prg
porcionais ac¢ quadrado da distancia entre 0s
centros.

0 Livro ITI refere-se ao movimento de corpos em
meios resistivos., Os meios sado idealizados de
vdrias formas: como agentes de denso atrito,
como uma mntagem de numerosas particulas es-
tdticas, como fluidos incompressiveis desti-
tuidos de atrito interno, tomo pinhas de ma-
terial eldstico, dilatante ou condensante, cg
mo camadas deslizando umas sobre as outras,
NEWTON clama determinar a resisténcia ofere-
cida por meios densos ou rarefeitos a passa-
gem de esferas ou cilindros; a oscilagao da
dgua em um tubo em Uj a vazio de dgua de um
recipiente com um furo no fundo; o progresso
de ondas superficiais; a velocidade do som no
ar; a resisténcia decorrente da tendencia ao
escorregamento em um fluido; e véArias outras
coisas.

Embora muitos que meramente olharam de relan-
ce o trabalho de NEWTON tenham sido persuadi-
dos de que seu conteudo realmente decorra_ma-
tematicamente de suas Leis do Movimentoj o
ainda hoje muitas pessoas SA0 assim persuadi-
das; no Livro II seu programa de dedugso ra-

cional se esfacela completamente. Novas hi-
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poteses s&o introduzidas, seja confessas ou

tacitamente, a cada poucas pdginas; as demons
tragdes saAo frequentemente retdéricas ou mesmo
circulares; e algumas pAginas nfo sf8o mais que
blele., Muiltos dos problemas gue NEWTON abor-
da em seu. livro nuncadantes haviam sido su-

Jeitas a gualquer tipo de tratamento matemdti
co, Por engenhosidade e perspicécia, e, aci-
Li=-

vro IT é o trabalho mais brilhante e fértil

ma de tudo, por sentido dos problemas, o
j4 escrito em mecdnica; foi assim recebido pPE
la dizia de homens que poderiam compreendé-1o;
e assim permanece. Por mais de cem anos os
melhores geometras devotaram-se & critica, de
senvolvimento e corregéo das idédias e argumen
tos nele delineados, a soluggu dos problemas
gque atacou sem sucesso, a exploragﬁo e conqu@g
ta dos horizontes que abriu & mecanica.

Q@ Livro IIT refere-se ac "Sistema do Mundo",
suas luas e cer-
Nele NEWTON tenta mostrar

que é o so0l, os planetas e

tos cometas. que
sua lei da gravitagao universal é suficiente
para explicar em detalhe os fendmenos da me-
cAnica celeste. Como a estrutura matemdtica
apresentada no Livro I era insuficiente para
tratar um universo consistinde de mais que dois
corpos; NEWTON teve de recorrer no caso a a-
proximagdes de védrios tipos, Aqui, também,
ele mostrou ser um mestre consumado da mate-
mética e da adivinhac¢ido engenhosa,

NEWTON publicou apenas uma pequena fragfo do
que escreveu, Finalmente esta se tornando
possivel seguir o curso de seu raciocinio,
pois uma edigHo definitiva de todos os seus
trabalhos matemidticos, editada soberbamente
por D.T. WHITESIDE, comegou a aparecer em 1967
tendo-se completado em 1982 com o oitavo vo-
lume. Muito do esforgo de NEWTON foi coloca-
do em dlgebra, geometria e andlise parcialmen
te mas de modo algum inteiramente em resposta
a problemas surgidos em seu estudo da mecani-

Ca.
GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (16h6-1716)

A mecinica de LEIBNIZ foi desenvolvida quase
aop mesmo temwpo que a de NEWION e o foi intei

ramente independente desta. Apds refutar o
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principio da conservagdao de DESCARTES, defi-
niu a "forga viva" de um corpo como sendo o
produto de sua quantidade de matéria pelo qua
drado de sua velocidade e afirmou que qual-
quer perda de forga viva era compensada por
um ganho igual de "for¢a morta”, e vice-versa.
As idéias de energia potencial e cinética, a
soma das quais é conservada em muitos casos im
portante, decorre de seu principio.

LEIBNIZ também propos uma "leida continuddade ",
em conseqn.ﬁncia da qual "tudo progride gradativamen
te na natureza e nada por saltos". Assim fa-
cilmente dispensou os modelos discretos e con
siderou diretamente corpos continuos.

GASTON PARDIES (1636/B-1673) j4 havia tentado
farzer tal, porém carecia da matemdtica neces-
sdria para expressar e resolver as condiqﬁes
que obteve. O cdlculo diferencial e integral
de LEIBNIZ proveu ferramentas ldégicas perfei-
tamente aptas 4 andlise de um universo conce-
bido como sendo de variagho infinitesimal e
perpétua. Com eles, o préprio LEIBNIZ facil-
mente resolveu o problema da curva catendria
com base no principio mecanico de PARDIES. Tam
bém, corrigindeo a regra de resisténcia de GA-
LILEU, foi a primeira pessoca a calcular o e-=
feito das tensbes distribufdas desigualmente
sobre a segao transversal de uma viga carrega
da,

Elegantes e definitivas ‘como s3o as solugaes
de LEIBNIZ de uns poucos problemas espec{fi-
cos, sua importancia para a mecanica decorre
mais do fato que o tipo de cédlculo diferencial
e integral que permite o melhor uso em cieéncia
natural desenvolveu-se com base em suas idéias

em lugar das de NEWTON,
JACQUES BERNOULLI (1655-1705)

A meca@nica de JACQUES BERNOULLI foi mais for-
te nos aspectos em que a de NEWION foi mais
fraca: problemas relacionados a sélidos ri-
gidos ou eldsticos. Ele uniu a teoria do cen
tro de oscilagdo de HUYGENS mos principios es
tdticos mostrando gue decorriam da lei da ala
vanca se as aceleragoes reversas fossem trata
das como sendo forgas. Esta é uma das védrias

idéias chamadas de "Principio de D'ALEMBERT"

"

nos livros texto. A aplica¢3oc dele feita por
JACQUES BERNOULLI fornece um primeiro exemplo
da lei do momentum rotacional, que com o tem=
po tornou-se e permaneceu como sendo o segun-
do principio fundamental de toda a dinimica.
A segunda obra prima de JACQUES BERNOULLI é
sua teoria da cinta elédstica {letida. Consi=-
derando a sagEo transversal como se gerasse
uma mola, encontrou a equagio diferencial do
equilibrio que a curva deve satisfazer e a
resolveu em um caso importante. Explorando
profundamente a natureza da elasticidade, viu
que a resposta de um material deve ser descri
ta como uma relagao entre forga tensil por &-
rea unitdria e elongagio por unidade de com-
primento, © que & hoje chamado de uma "rela-
¢3c tensio-deformaglo”. Sua tentativa para
determinar a fibra neutra em uma viga [letida
resultou em fracasso.

De modo a resolver vérios problemas particula
res da mecé@nica concernentes a linhas flex{-
veis ou corpos deslizantes, criou o cédlculo
das variagaea. que tem permanecido desde en-
tao como uma ferramente importante em todas as
areas da fisica matemdtica.
corriginde GALILEU,
des(‘:id& mais rédpida

cicloide,

Em particular,
demonstrou que a curva de

entre dois pontos é uma

6. 0 Iluminismo e o Rococd

A Era de EULER (c.1730-c.1780)

Nenhum outro homem dominou a mecanica a tal
LEONHARD

A meclnica como é hoje en

ponto ou por tanto tempo como o fez
EULER (1707-1783).
sinada a engenheiros e matemdticos é em gran-
de parte criagdo sua. Abordou cada aspecto
da mesma e cada problema especial importante
entdo sob estudo. Tudo o que tocou ele trans

formou, clarificou, reformulou e enriqueceu.

Seu trabalho em gqualquer assunto dado sempre
éuperou e tornou obsoleto todos os estudos pré
vios acerca do mesmo.

EULER foi um estudante de JEAN BERNOQULLI (1667-
1748) gue havia sido treinado por seu irmae
JACQUES,

temadtica de LEIBN1IZ e dos BERNOULLI

Assim EULER herdou n3o apenas a ma=-

mas tam=
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bém a tradigdo da estdtica terrestre como de-
senvolvida por STEVIN, HUYGENS e PIERRE VART -
GNON (1654-1722). Ao mesmo tempo dominou os
métodos e os conceitos de NEWTON, com sua én-
fase em dindmica e em fenomenos celestiais, e
nele juntaram-se as duas principais correntes
de pensamento em mpcanica e assim elas tem
permanecido desde entiao, No segundo quarto do
século dezoito uma atengidoc grande foi dada &

sistemas sujeitos a pequenas oscilaggas. Fo-
ram considerados tanto sistemas discretos, co
mo aqueles de muitas massas. ou pesos ou de has
tes rigidas articuladas e os continuos, como

cordas tensionadas ou pesadas e barras elésti
cas. Equagﬁas diferenciais do movimento para
tais corpos eram ainda desconhecidas, pois os
principios da mecanica ainda ndc haviam sido

formulados com suficiente generalidade para as
JEAN BERNOULLI, seu filho DANIEL (1700=-

1782) e EULER desenvolveram uma grande prati-

obter.

“ca em utilizar hipdteses especiais suficientes
para determinar as formas dos modos principais
e .calcular as frequSncias préprias correspon-
dantés. Viram que esses modos podiam ser ex-

e DANTEL BERNOULLI

finalmente enunciou que todo movimento vibra-

citados simultaneamente,

tério pode ser obtido pela superposiggo de um
nimero suficiente de vibragaes simples. Con-
siderou esta assergzo como uma nova lei da fi
sica e ndo como um teorema demonstrével da mg
cénica.

NEWTON e outros haviaﬁ‘formulado através de re
139395 diferenciais intrinsecas o problema da
detarminaggo do movimento de certos sistemas
e gque pode de fato ser reduzido a um dUnico pon
A fa
mosa solugﬁo de NEWTON do problema de dois cor
Até 17h3 todos

os que haviam tratado sistemas mais complica-

to massigo sujeito a uma forga central.
pos gravitantes ¢ desse tipo.

dos, tais como trés corpos gravitantes ou dois
corpos ligados, haviam recorrido a conjecturas

ou confinado-se a movimentos especiais par-
ticularmente simples, tais como as vibragoes

simples mencionadas., Em 17493 as primeiras e~
quag3es diferencidis t{picas dpo movimento fo=-
ram obtidas por JEAN BERNOULLI e JEAN LE ROND
D'ALEMBERT (1717-1783).

meiro a estabelecer uma equagﬁo diferencial

0 tiltimo foi o pri-

parcial como a lei do movimente de um sistema
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mecﬁnico, qual se ja, de uma corda pesada_ em
pegquena oscilaqso horizontal, De modo a fa-
zé-lo, formulou uma lei geral referente a sis
temas wvinculados gque estabeleceu muito obscu-
ramente. Esta equivale a uma pruposigﬁo de
que as aceleragaea causadas pelos vinculos
constituem-se em um sistema equilibrado de for
Como LAGRANGE
a observar posteriormente,o princimo de D'ALEM
BERT é de uso diffcil. EULER imediatamente

estendeu o método de JEAN BERNOULLI de modo a

gas por massa unitdria, viria

obter as aquagﬁaa jque governam o movimento de
sistemas ligados, e entZo, como por lembranga,
viu gue o movimento geral de n pontos méssi
cos sujeitos a guaisquer forgas dadas podiam

ser formulados da mesma forma em termos de um
sistema de equagoes diferenciais referidas a

um nico sistema de coordenadas. Essas equa-
gaas, nas guais praticamente todas as pesqgui=-
sas subsequentes em mecénica celeste foram ba
seadas, sao chamadas de

"Newtonianas" no fo-

clore, embora nada como elas apare¢a em gqual-
quer lugar no trabalho de NEWTON. Assim gue
as encontrou, EULER as usou repetidamente.
Por exemplo, determinou o efeitoc de uma forga
harmonica excitadora sobre um oscilador har-
m3nico; assim descobriu a tecoria matemdtica
da ressanﬂncia, um fenomeno que havia sido an
tes compreendido apenas de forma figurativa.
A partir dessa época EULER sempre formulou
problemas de mecinica em termos de definiti-
vas equagoes diferenciais ordindrias par-
ciais, D' ALEMBERT por sua vez obteve a e-
qua¢do que governa as pequenas vibragGes trans
versais de uma corda esticada; embora perce=
besse a aoluggo em termos de fun93ea arbitréd-
rias, representandc ondas propagando-se em am
bas dire¢Ges com uma velocidade determinada,
impos outras restrigges tdo fortes a ponto de
guase proibirem o uso de seus préprios resul-
tados. EULER, negando as restrigbes, exibiu
solugdes explicitas para todos os casos de in
teresse: cordas distendidas segundo uma for-
ma arbitrdrias, a propagagﬁo e reflexdoc de
ete.,

pulsos, Muitas dessas solugoes possuiam

derivadas descontinuas, e algumas eram elas

mesmas descontinuas. Ao exibir descontinui

dades que se propagam, EULER derrubou a "Lei

da Continuidade" na forma estrita enunciada
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por LEIBNIZ e sustentada por D'ALEMBERT.
EULER nao prapas substituta para a mesma, porém
seu exemplo no tratamento da corda vibrante
tem sido seguido desde entfoc em toda a fisica
matemética, pois até hoje sfo sempre buscadas
soluggas suaves no sentido de classe de deri-
vabilidade, e a continuidade é abandonada em
um problema particular apenas guando fungaes
suaves fracassam em resolvé~lo,

Uma grande controvérsia acerca da corda vi-
brante surgiu entre D'ALEMBERT, EULER e DANIEL
BERNOULLI, porém referia-se em grande parte
a andlise em lugar da mecénica. EULER obteve
também a equagio gue governa as pequenas os-—
cilagaea de membranas tensionadas e a resolveu
para tambores circulares e retangulares.
DANIEL BERNOULLI havia usado artificios espe
ciais de modo a obter uma relagio entre a ve-
locidade da dgua em um tubo e a preasgo que
ela exerce sobre a parede desse mesmo tubo.
JEAN BERNOULLI mostrou gque os resultados de
seu filho podiam ser obtidos de forma mais
simples e mais geral pela utilizag50 direta
dos "prineipios ordindrios" da mecanica, isto
é, o principio do momentum linear. De modo a
fazé-lo teve de introduzir o conceito de pres
s3ao interna, a preasgo exercida por qualquer
parte do fluido sobre sua parte vizinha, e
considerar o efeito da diferenca das pressoces
sobre as duas faces de uma fatia estreita de
fluide, Talvez agqui jivesse sideo inTluencia-
do por um estudo anterior incompleto da
da vibrante feito por BROOK TAYLOR (1685-1731).

Certamente fez uso de idéias e métodos que ele

cCor-

e seu irmao mais velho haviam utilizado em seu
trabalho sobre a estdtica das linhas flexiveis
por volta de 1690.

EULER viu de imediato que esta era a maneira

de unificar muito da teoria mecanica existen-
te. Foi levado a propor o que chamou de um

nevo principio da macanica, ou seja, o de que
a acaleraggu de cada parte infinitesimal de

gqualquer corpo é igual a forca resultante por
unidade de massa atuando sobre ela. Este é o

principio geral do balango do momentum linear,

uma ampla extensao da Segunda Lei de NEWTON,
Com base neste principio EULER foi capaz de

deduzir imediatamente as equagaea diferenciais
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do movimento de um corpo rigido., Demonstrou
entfio que cada um tal corpo possui um eixoc de
rotagso livre; posteriormente JOHANN ANDREAS
v, SEGNER (1704-1777) demonstrou que todo cor
po posui pelo menos tres eixos desse tipo mu-
EULER foi levado a

troduzir o tensor de inércia e assim separar

tuamente ortogonais. in=-
a inércia rotacional da inércia translacional
e distinguir ambas do conceito de peso. Mos-
trou gue a Segunda Lei de NEWTON deve se refe
rir estritamente ao centro de massa, que nio
é necessariamente o centro de gravidade.
EULER determinou vdrios movimentos especiais
de um corpo em rotagao., Por outra aplicagdo
de seu principio do momentum linear EULER ob-
teve equaqaes diferenciais para a determina-
ggo do movimento de fluidos ideais. Anterior
mente, com base em princi{pios menos completos,
havia estendido e aplicado a hidrdulica dos
BERNOULLI. Por exemplo introduzindo o que foi
posteriormente chamado de "forga de CORIOLIS" de
terminou as pressoes no interior de uma turbi
na girante e estabeleceu critérios de cavita-
¢80, Em um ensaio ainda mais antigo sobre ba
listica havia mostrado gque um corpo submerso
em um fluido ideal num escoamento permanente
uniforme ndo sofreria resisténcia, um fato hg

je conhecido como "paradoxo de D'ALEMBERT."™
EULER também considerou a propagagsc do som
no ar, Embebeu a teoria de DANIEL BERNOULLI,
dos modos e frequéncias de tuboes de 6rgio, no
contexto da teoria geral dos pequenos movimen
tos de fluidos compressiveis, Aplicando suas
equagaes gerais fol capaz de determinar a fre-
quencia dos agudos de uma corneta conica. Ob
teve também as equagoes diferenciais parciais,
hoje chamadas de "equagGes da onda", que go=-

vernam a propagagﬁo de ondas cilindricas e es
féricas e, finalmente, ondas de qualquer for-
ma, determinando algumas solugGes particula-

res delas. Tentou muitas vezes corrigir o va
lor de NEWTON para a velocidade do som porém

apenas obteve sucesso em mostrar gue o engano
nao se devia no caso a erros matemdticos, a

principios mecanicos inexatos, a efeitos de

grande amplitude ou ao fato de NEWTON haver

considerado apenas ondas planas. EULER veio

a perceber que havia se enganado em asseverar
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que o principio do momentum linear era a (ni-
ca lei fundamental da mecénica, Desde seus

primeiros anos ele havia estudado a teoria de
JACQUES BERNOULLI das cintas eldsticas fleti-
das, Havia tido sucesso em classificar e de-
terminar explicitamente todas as formas que

uma cinta reta em estado natural pode assumir
se carregada apenas em suas extremidades, Um
produto desta pesquisa foi a "férmula de EULER
da flambagem", gue fornece a carga longitudi-
nal minima suficiente para fazer uma coluna

fletir,

NOULLI,

Estendendo o trabalho de DANIEL BER=-
EULER havia determinado todos os modos
e frequencias préprias de barras retas sob pe
quenas oscila¢ées transversais sujeitas a vé-
rias condigdes nas extremidades. Essa massa
de excelente téoria repousa em parte sobre uma
hipétese especial que nao @& consequ@ncia de
qualgquer lei geral da mecanica e em parte so-
bre o balango de momentos, mdo o balango de
forgas, de modo que o principio do momentum
linear ndo pode ser diretamente aplicado. Co-
mo puderam essas equagdes do movimento de bar
ras eldsticas ser obtidas?

Dois elementos estavam faltando. O primeiro
desses era um conceito geral apropriado da for
¢a que uma parte de uma barra exerce sobre ou
tra. A segunda era a extensao do principio do
balango estético de torgue de modo a ineluir
os efeitos do movimento. Para obter o segun-
do, EULER tinha o recurso do tratamento do
centro de oscilaggo por JACQUES BERNCQULLT.
Dessa maneira chegou, posteriormente em sua
vida, ao segundo dos dois principios fundamen
tais que servem como Tundamento de toda a me-
canica: o principio do balanco do momentum
EULER

rotacional. expressou os dois princi-

pios como relagaas integrais: A taxa de va-
riagdo temporal do momentum linear de um cor
po é igual a forga total que age sobre ele, e
a taxa de variacho temporal do momentum rota-
cional de um corpo € igual ao torque total que
atua sobre o mesmo, Estas leis vem hoje sen-
do chamadas de "Leis de EULER para o Movimen-
to", Em contraste com as Leis de NEWTON, s3o
nio ambiguas, explicitas e genéricas.

0 primeiro elemento gue faltava havia sido vis

to por ANTOINE PARENT (1666-1716), porém seu
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trabalho ndc havia atrafdo atencio. Este era
de que, no interior de uma viga carregada de-
viam existir forgas transversas bem como lon=
gitudinais. Uma forg¢a cuja diregho é parale-
la & superficie sobre a gqual atua veio a ser
chamada posteriormente de "forga cizalhante",
EULER,

formdvel, substituiu a agfo de uma de suas par

representande a viga por uma linha de-

tes sobre a sua vizinha por uma forga atuando
na jungEo. As componentes dessa tensao resul
tante, a longitudinal sendoe a tragdo ou com=-
pressdo e a transversa a forga cizalhante, sfo
as que entram no principio do momentum linear;
suplementando-as por aceleracoes Teversas dan
do origem assim as equag3e5 do movimento., Deg
ta maneira EULER finalmente obteve sucesso em

. . -, £Y
separar os principios genéricos da mecanica

das relagbes constitutivas que definem corpos

ou materiais particulares. O programa de

JACQUES BERNOULLI foi assim alcang¢ado, embora
apenas para corpos planos uni-dimensionais.
JACQUES BERNOULLI havia determinado as wvarid-
veis com as guais formular uma relagﬁa consti
tutiva para uma barra eldstica, porém nao ha-
via aplicado sua idéia, Nos seus trabalhos,
EULER havia tido sucesso
de JACQUES BERNOUL

LI ao admitir que a barralera composta de fi-

realmente iniciais,

em deduzir a lei da flexa

bras distendidas segundo a lei da extensio de
HOOKE . De modo a fazs-lo, havia tido que in-=
tegrar os momentos das tensges ao longo da se
gdo transversal de uma viga, e a integrag@o

requer uma relacBo tensdo-deformagdo indepen-
dente do tamanho do elemento considerado. BSe
EULER,
a constante de proporcionalidade é o médulo

EULER havia entdo side for-
gado a introduzir este descritor material, que
o foclore atribue a YOUNG.,
final em elasticidade EULER chegou a ver a im

a relagdo é linear, como assumida por
de elasticidade,
Em seu trabalho

portﬁncia central deste médulo, assim o defi=-
niu clara e expressamente fornecendo ainda es
timativas numéricas dele para materiais co-
muns .

EULER merece ser considerado como o perfeito
tedrico. Dominou todas as teorias existentes,
resolveu com finalidade destacados problemas

centrais e encontrou novas aplicagaes. Apri-
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morou, simplificou, consolidou e uniu o gue
hoje é conhecido; forjou novos conceitos e no
vas defini¢Bes de modo a tornar frutiferos os
principios gerais que havia induzido pela eli
minagao de hipdteses especializantes. Em con
teddo seus artigos variam de colegaes de re-
gras simples para engenheiros, com tabelas pa
ra uso cego por eles, até a projegao e mesmo
o projetoe de miquinas e a sistemdtica explo=-
raqgu de idéias que mencionou como sendo em
grande parte devida a outros, até a apresen-
tagao de principios gerais puros e abstratos
com pouca possibilidade de serem entendidos
por guaisquer de seus contemporsneos. Nao se
envergonhava de publicar um artigo no qual a
matemdtica naoc ultrapassava a aritmética ele-
mentar se os resultados fossem belos ou prome
tessem ser uteis; no outro extremo, c¢riou no=-
vas ferramentas matemdticas e mesmo discipli-
nas completas da matemdtica de modo a resolver
problemas de fisica, e nao esquivava-se de es
crever artigos nos guais tratava problemas de
mecanica pelo uso da andlise gue poderia ser
entdo compreendida por no mAdxime um punhado de
homens., Escrevia com perfeita sinceridade;
foi o primeiro autor cientilfico a citar a o-
bra de outros em reconhecimento & seus méri-
tos em lugar de apontar erros e deficiencias;
quando podia avangar apenas parcialmente em um
problema revelava seus resultados imperfeitos
na esperanga que outrds pudessem usd-los; e
em pelo menos um caso publicou um artigo que
sabia ser parcialmente erroneo e entso fez PQ
blicar nas pdginas imediatamente subsequentes
um explicag¢@o de aonde se encontrava o erro,
seguido por sua corregao através do ajustamen
to das partes que permaneciam vélidas em seu

trabalho precedente. Finalmente, deixou atrés
de si sugestOes para novos conceitos e come-
gos de novas solugaes que nao viveu para com-
pletar. Em adigio & sua infludncia indireta
através da tradigao da mecanica, os artigos e
livros de EULER tem continuado a inspirar pes
guisas ocasionais sobre mecinica até os dias
de hoje.

Se fazemos um levantamento dos escritos de
EULER,

necesséarios & construgao de um sistema geral

verificamos neles todos os elementos

da mecanica, incluindo todos os tipos de ma-
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terial e todas as variedades de corpos, porém
faze<lo, foi deixado para gue seus sucessores

o0 conseguissem,

7. Dominacdo por Formalismo Matemdtico

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813)

LAGRANGE fez seu nome em mecinica através da
andlise das vibracdes de uma corda tensionada
carregada por muitas massas. Determinou o mg
limi-

te conforme as massas tornam=se majis numerosas

vimento geral e entao, por passagem ao

e sua aeparag§o se aproxime de zero, disse ha
ver estabelecido a solugdo de EULER em fun-

¢0es arbitrdrias para o movimento de uma cor=-
da continua,

de HUYGENS.

Assim seun programa era afim ao
Sua andlise da corda discreta re
pousava grandemente em trabalho anterior de
EULER, que entretanto ndoc menciona; como D'A-
LEMBERT assinalou de imediato,
limite utilizada por LAGRANGE &

-
mente erronea.

a passagem aog
irremediavel~
Muito do restante da obra de
LAGRANGE em mecanica apresenta simples exten-

soes ou formas alternativas dos resultados de

EULER. Disso, o que é original, grande parte
é ;rranea. Parece ter sido despendido muito
pouco estudo critico por historiadores sobre

isso. Uma excessao sao as famosas "equagbes
ge-

rais de EULER para sistemas discretos em co=

Lagrangeanas" que convertem as equagEeB

ordenadas cartesianas em uma expraasao inva-
riante, vélida para todas as descrigGes do sis
tema, Outra excessio é a formulagdo geral e
andlise por LAGRANGE do princi{pio da minima a
gao, que havia sido proposto de maneira impre
cisa por PIERRE-LOUIS-MOREAU DE MAUPERTUILS
(1698-1759); EULER havia corrigido os estra-
gos de MAUPERTUIS, porém somente para um iini-
co corpo. Essas duas realizagdes sBo sufici-
entes para justificar o grande nome de LAGRAN
GE.

Em 1788 LAGRANGE publicou seu celebrado trata

do, Méchanique Analitique, no qual clamava re

duzir toda a mecanica a umas poucas fdérmulas
algébricas. Sua estdtica é baseada no prin-
cipio do trabalho virtual. Embora este prin
cipio possa ser tragado desde a antiguidade

através do trabalho de JORDANUS, e embora te=
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nha sido revisto e estendido por JEAN BERNOUL
LI, LAGRANGE foi o primeire a formuld-lo em
A dinémica de LAGRANGE

generalidade, repousa

neste mesmo principio, estendidoc pela adigso
de aceleragbes reversas de acordo com a idéia
de JACQUES BERNOULLT.

to este principio para si, LAGRANGE usou

Ao reclamar de modo jus
ex-
pressoes t&o diplomdticas que o mesmo veio em
lugar disso a ser denominado em honra de D'A-
LEMBERT. O livro de LAGRANGE é uma monogra-

fia sobre como deduzir equagbes diferenciais

de egquilibrio e movimento por meio de seu mé-
todo., Distintamente dos Principia de NEWTON,
raramente contém quaisquer exemplos, aplica-
gGes, interpretagbes em contextos f{sicos ou
novos resultados. Omite todos os problemas

que nao sejam facilmente abordédveis pelos mé-
todos de LAGRANGE,

dezenove foi lido como a biblia da mecénica,

Nos primérdios do século

e seu uso do potencial escalar inspirou mui-
tos bons trabalhos por aqueles que o estuda=-
ram., Seu efeito sobre concepgGes subsequen-

tes da histéria da mec@nica foi grandemente in
feliz, primeiro porque se concentrava em uma
Algebra fdcil, deixava de mencionar o trabalho
mais profundo feito no século dezoito, e em
segundo lugar porque LAGRANGE incluiu resumos
histéricos gue s@o tao caprichosamente cheios
de lacunas a ponto de na verdade mentirem em-
bora sem de fato o fazer. A influéncia da his
téria de LAGRANGE pode ser+facilmente tragada
pelas repetigdes ndo criticas de seus erros por
escritores posteriores, algumas das quais con
tinuam a aparecer em catdlogos hoje publica-

dos por comerciantes de livros antigos.

Experimentalistas do Final do Século Dezoito

Os conceitos desenvolvidos pelos matemdticos

do século dezoito eram insuficientes para cong
truir teorias destinadas a explicar dois fend
embora

menos centralmente importantes, espe=-

ciais, da elasticidade: a resposta de vigas
a torsdo e as oscilagOes de placas,

Ao reconsiderar o equilibrio de uma viga en-
gastada CHARLES AUGUSTIN COULOMB (1736-1806)

reconheceu a importancia de forgas cizalhan-

como PARENT o havia feito. COULOMEB de-

senvolveu a idéia mais além, pois considerou

tes,
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a rutura de um cais de alvenaria como devido
ao deslizamento de uma parte sobre a outra.
Viu que planos diferentes passando por um mes
mo ponto sofrem tensdes distintas e mostrou

-

que a tensao cizalhante é maxima em planos in
clinados de 45 com a diregdo da carga compres
siva, Estudando a tors&o por meio de experi=-
mentos, encontrou que o giro era proporcional
ao torque. Para explicar este fato a partir
de uma tecria geral e calcular a constante de
proporcionalidade correspondantb a um dado for
mato da aegﬁo transversal, permaneceu a par-
tir de entdo como um desafio aos tedricos,
ERNST FLORENS FRIEDRICH CHLADNI (1756-1827)
determinou experimentalmente as curvas nodais
e as frequéncias préprias correspondentes pa-
ra placas circulares e quadradas. Explicar
isso por teoria permaneceu um problema em a-
berto desde entiao por meio século ou mais.
Como o préprio CHLADNI observou, seu plano re
pousava sobre um completo conhecimento da tep
ria dos sistemas simples vibrantes inventada
por DANIEL BERNOULLI e EULER. O trabalho de
CHLADNI prove um exemplo raro do uso de uma boa
teoria para casos simples de modo a guiar ex-
perimentos na exploragac de fenomenos que es-
tavam além do dominio dos principios tedricos

como entao conhecidos.

A continuar como "Histdria de Mecanica
Classica, Parte II, os Séculos XIX e
xXxn,

Nota:

GLP (LCC/CNPg e IM/UFRJ)

Junho, 1982
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DISTRIBUICAO DE RADIAGAO NA REGIAO FOCAL DE
CONCENTRADORES PARABOLICOS COMPOSTOS

CARLOS LINEU DE FARIA E ALVES

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA, ITA, SAO JOSE DOS CAMPOS, SP

ISAIAS C. MACEDO

PROF. TITULAR, DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA, FEC, UNICAMP, SP

SUMARIO

Sao apresentados os hesultados cbtidos wo estudo da destribuigae de nadiagac  dire-

ta e total (ndo lsotrdépica) na regidao focal de concentradones parabolicos

compesLos.

Neste estudo foi tambam considerada uma apreximagac para o comportamento nde especu
fan das supengicies negletonas, sua nefletividade e a Angluencia do desfocamento ver
tieal do absorvedor na distribuigac da radiagdc.

SUMMARY

Distnibution for direct and total (non-isotropie) radiation on the focal plane of
compound parabelic concentratons are showed, considending ventical displacement of
the absorben plane, the reflectivity and non-spécubarity cof sdde walls.

SIMBOLOGIA
/
O metade do angulo de aceitacao
o ! fator de concentragao; relagdo entre area de

abertura e area do absorvedor

altura do concentrador

angulo de inciaéncia medido a partir da nor
mal a abertura do concentrador

2 : altura do concentrador truncado

t fator de truncamento; relagao entre 1 e L

@D

a, altura de absorvedor em relagao ao plano fo
cal

o : refletividade das paredes refletoras

o : desvio padrdo da distribui¢ao normal assocfa
do ao comportamento nao especular

d] i largura da abertura

d largura do absorvedor

INTRODUGAD

0s trabalhos de Winston [1] e |2|, mostraram a
possibilidade de concentrar a radiagao solar com um
fator de aproximadamente dez sem rastreamentoc diurno
usando um novo principio - o do coletor de luz  ideal
cilindrico, mais comumente chamado de concentrador pa
rabdlico composto (CPC).

Para fatores de concentragao de aproximadamente
trés nao e necessario qualquer ajuste, mesmo sazonal,
e a aceitacao de luz difusa @ muito maior do que a dos
coletores focais. O concentrador & ums parede refleto
ra nao geradora de imagem que concentra um feixe de
luz no valor maximo permitido pela conservagao do espa
co de fase |1]|. Se a metade do angulo maximo do feixe
divergente & & este valor de concentragao maxima per
missivel (relagao entre as areas da abertura e do ab
sorvedor dos concentrados) C, sera segundo Winston|1]:

C = 1/sen 6, (1)



A geometria basica |4| tem a curva do cone  cemo
uma parabola com foco no lado oposto do absorvedor e
efxo inclinado de um angulo €, com respeito ao eixo
tico. O comprimento do come (%) & o suficiente para
transmitir rajos diretos com angulos e, bl

Toda a radiagao com © mafor que On & rejeitada;
os raios chegando ao plano de abertura com O < O 530
aceitos e atingem o absorvedor.

Comparado com uma parabola simples, o CPC & muito
profundo, exigindo maior area refletora para uma dada
abertura. Na pratica, grande parte do topo do concen
trador pode ser cortada (truncada) com pequena perda
na aceitagao porque as superficies cortadas sao quase
paralelas. 0 tragado de raio no CPC & facilitado com o
uso de dois sistemas de coordenadas, figura 1. A equa
gdo da parabola do ramo direito dos concentrador para
bolico composto & |6].

2

y = : (2)
2 d1(1 + senqm}

e
Xd
M 1T

{angente

Figura 1. Raios incidente no ponto h1 com angulo
de incidencia 8; que reflete em(x.., yr} e
atinge o absorvedor em ha1j.

Exemplos de concEntradores parab0licos compostos
com outros tipos de absorvedores sao dados por
Winstons, Hinterberger, Goodman e Rabl em |7| e |6].
Dentre as aplicagoes possiveis uma possibilidade & o
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seu uso para baixas concentragoes, menores que dez, em
sistemas fotovoltaicos. Neste caso @ essencial ter-se
uma iluminagao razoavelmente uniforme no absorvedor.

Trabalhos realizados por Alves e Macedo |5|, [3|
apresentam a técnica utilizada (tragado de raios) para
a obtencdo da distribuigac de radiagao na regiao focal
de CPC como fungao de varios parametros: fator de con-
centragao (C), fator de truncamento (tr), angulo de in
cidéncia, altura do absorvedor (aaj. nao especularida
de e refletividade (p) das superficies refletoras.

As listagens dos programas utilizados podem ser
encontrados na referencia (3).

RESULTADOS

a. Resultados da Distribuicao de Radiacao Direta

como Funcao dos Parametros Geometricos (c, d,,

t.) do CPC e do angulo de incidéncia (e}.Dbs;:
vando-se o grafico 1, tem-se a influencia do truncamen
to para o concentrador indicado para o angulo de inqi
dencia variando desde O ate zero. Os resultados pa-
ra anaulos de incidencia negativas (a direita da nor

mal) sdo simétricos aocs apresentados.

Nota-se que o truncamento nao melhora necessaria
mente a distribuicao no absorvedor, pois pode-se ver
que sua influencia depende do angulo de incidencia
dos raios, Para um projeto em que se deseja
a distribuigao utilizando-se truncamento, deve-se plo
tar varios resultados, onde se combina fatores de trun
camneto e angulo de incidéncia e observar que, quando

melhorar

bem proxima ao ingu1o de incidencia igual a em, a dis
tribuigao melhora com o aumento do truncamento e para
incidencia normal ocorre o contrario. Como os picos ma
is ocorrem justamente para © = O, pode haver interes
se em etenua-los com o truncamento; de qualquer forma,
dificilmente utiliza-se um CPC sem truncamento.

Conforme o grafico 2 tem-se a influéncia do fator
de concentragao de coletores truncados igualmente para
varios angulos de incidencia.

Pode-se notar que, para qualquer angulo de
déncia, a distribuicao de radiagac torna-se mais uni
forme a medida em que se aumenta o fator de concentra-
¢ao. Portanto, quando se deseja uniformizar a distri-
buigao, variando o fator de concentragao, deve-se op-
tar pelo maior fator de concentragao permitide no pro
jeto. Nota-se que sempre & possivel jogar com uma mai
or concentragao final com maior homogeneidade.

inci=-
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Grafico 1. Influéncia do truncamento na distribuicdo
de radiagao no absorvedor do CPC para va
rios angulos de incidéncia,

b. Resultados da Distribuicdo de Radiacao Total
Nao-Isotropica. Para esta analise, tomou-se um
exemplo de distribuigao nao isotropica, onde foi dado
peso 1 para a radiagdao com angulo de incidéncia normal,
peso 0,75 para radiagoes com angulos de incidéncia
fquais a @ /3 e - 6,/3s peso 0,5 para radiagoes com an
gulos de incidencia iguais a zemfa e - 29m/3 e peso
0,25 para radiagoes com angulos de incidencia O © “Op-
Segundo o grafico 3 tem-se a influéncia do
de truncamento e do fator de concentragae na

fator
distri

buigao de uma determinada radiagdo total nao-isotropica.

Observa-se que para o fator de truncamento igual
a 2/3, os picos das distribuicdes sdo em media menores
que os respectivos picos para tr =1 e tr = 1/3. Isto
mostra que existe um fator de concentragao ideal quan-
do se deseja uma distribuigao mais uniforme, cinseguin-
da com o truncamento.

Ve-se no Grafico 3., que quanto maior o fator de
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Grafico 2. Influéncia no fator de concentragdo na dis

tribuicao de radiagao no absorvedor de um
CPC para varios angulos de incidencia.

concentragao, ocorre o mesmo que na distribuig¢do de ra
diagdo direta, isto &, melhora-se a distribuicdo  da
radiacac no absorvedor. E claro que conclusges defini
tivas sobre cada CPC poderdo ser tiradas com mais segu
ranga usando o mesmo modelo, mas com maior numero de
angulos de incidencia.

c. Resultados da Distribuicdo de Radiagao Direta
com a Altura do Absorvedor Variavel. Tem-se pe
lo grafico 4 a influencia do deslocamento vertical do
absorvedor na distribuigdo de radiagao para varios an
gulos de incidencia.

Observa-se que pequenos deslocamentos do absorve-
dor tendem a melhorar a distribuigao de radiacdo dire
ta para angulos de incidéncia diferentes de zero. tem-
se, também, que a influéncia do tamanho deste desloca
mento varia conforme o angulo de incidéncia da radia
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Grafico 3. Distribuigdo de radiagao global com determi
nada ndo isotropicodade, para varios trunca
mentos e para varios fatores de concentra-
gao. ¢

¢ao direta.

d. Resultados da Distribuicao de Radiacao Direta
com Superficie Refletora nao-Especular e Refle
tividade menor que um. Com a ajuda do Grafico

5 temos a influéncia da ndo-especularidade para refle
tividade igual a um, para varios angulos de inciden-
cia.

Tém-se que para todo angulo de incidéncia de ra
diagao direta, quanto maior a ndo-especularidade da su
perficie refletora, melhor & a distribuigdo, isto &,0s
picos de maximos e os picos de minimo sao, em media me
nores. Portanto, para uma melhor uniformidade da radia
gdo no absorvedor deve-se optar por uma superficie di
fusa, isto &, que se distancie do comportamento espe
cular,

Tém-se no grafico 6, a influéncia da refletivida-
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Grafico 4. Influéncia do deslocamento do absorvedor na
distribuicdo de radiagao direta.

de para uma nao-especularidade & para varios angulos
de incidéncia da radiagao direta.

Observa-se que com a refletividade menor que um a
distribuigao de radiagao no absorvedor nao se altera
apreciavelmente em termos de uniformizagao. 0 que se
pode notar & uma menor quantidade de energia chegando
no absorvedor devido @ capacidade de sbsorgao das su
perficies refletoras. Portanto, a influéncia da refle
tividade na distribuicdo & conseguir uniformiza-la, di
minuindo seus picos, mas a custa de uma perda de ener-
gia que ira aquecer as superficies refletoras.

CONCLUSOES

Na elaboragdo de projetos de concentraaores para
bolicos compostos, onde se deseja uma ndo uniformidade
limitada na iluminagao do absorvedor, deve-se atentar
para as influéncias dos parametros construtivos do con
centrador (fator de concentragdo, fator de truncamento,
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Grafico 5. Influéncia da nao especularidade para um
dado p, CPC para varios angulos de  inci
déncia. )

posigdo do absorvedor) e tdmbem para as influéncias da
nao-especularidade e da refletividade das superficies
refletoras. Deve-se tambeém conhecer a distribuigdo da
radiacao total, caso seja necessario saber a influéncia
desta nao isotropicidade na distribuigao.

Com este trabalho & possivel realizar todas essas
analises e com o modelo que simula a nao-especularidade
e que leva em conta a refletividade das superficies re
fletoras, tem-se resultados significativos, podendo um
projeto ser feito com base nestes resultados.

Devido ao fato da aproximagao da nao-especularida
de ser feita com uma geragao de niimeros aleatorios, per
tencentes a uma distribui¢do normal, com desvio-padrac
arbitrado, conforme a nac-especularidade, @ convenien-
te obter-se resultados com varios desvios-padroes, Jja
que nao se sabe qual deve ser utilizado para cada super
ficie refletora. Ha procedimentos experimentais para
avaliar este desvio,

23

. ¢ =30 — =100
e) =30.0 -
e :: i cm pm— & 0.95
=73 =~
o Y =001 e
N
o
i
Y
’5 L 18
" }:h\\}"‘:\. ) = 5-Om
- TN
|7 %\J"‘ A
e
* M’ R \.Ah'\..f
] ¥ . [ " 20 ] B gy (em)
e
: A
P
I
- J/,- :‘ol ]
l"‘ 0&:-3—0-
o A\
T N,
175 Ssea
° “"Ll/\- ’ ‘L/I/
L] 4 ] i " te ™ 2 d, lem)
1
el
»
" > 8=
La i et
i LY Py
= A !
s, - ¥
VS N \ﬁ& ,{ A Pl
°s . . " s 10 [ .“—ﬁ: fam)

Grafico 6. Influéncia da refletividade para uma nao
especularidade para um dado CPC para g§
rios angulos de incidéncia.

Para estudos de outras influencias na distribui
¢ao de radiagao no absorvedor destes concentradores,
alem de problemas onde o metodo de solugao seja o ras
treamentp de rajos, tal como a obtengao de angulos de
incidéncia de radiagdo no absorvedor, pode-se utilizar
como base os programas listados na referéncia [3].

Concluiu-se na referencia [3| pela validade dos
metodos analiticos utilizados na realizagdo de proje
tos de concentradores parabolicos compostos, com inte
resse de conhecer ou prever a distribuigao de radiagao
no absorvedor e como alterar este projeto para melho
rar esta distribuigao. Na forma atual, os programas
sao suficientes para prever a forma das curvas e es
tao sendo utilizados no projeto de sistemas com concen
tragao 9, para uso com fotoceélulas.

Adaptacdes podem ser feitas para absorvedores nao-
planos, especialmente os tubulares, de interesse em
conversao termica.
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RESUMEN

Haciendo uso de ecuaciones constditutivas para el analisis de

erneep

secundanio, se presentan en este trabajo dos metodos para La deter-

minacion de una cotfa inferdion y superior de Las cargas de

colapso

cornespondientes a una estructura de material algido-plasiico-Lideal.
AlLgunos ejemplos son analizades a efecto de mostrar La aplicabifi -

dad de La metodologia propuesia.

1. INTRODUCCION

En trabajo anterior [1] los autores propo-
nen para la determinacion de las cargas de co-
lapso, de una estructura formada por un mate-
rial rigido-plastico-ideal, un método denomina
do de Creep Secundario Modificado.

Dada la ecuacion constitutiva del material
plastico original, en este métode se establece
la ecuacion constitutiva a ella asociada den -
tro de la teoria de creep secundario correspon
diente a la generalizacion de la ley de Norton
para estados multiples de tensiones.
va ecuacion constitutiva tiene la propiedad de

fsta nue-

que en el 1imite para n+= se convierte en la
propia ecuacion constitutiva para el material
rigido-plastico-ideal original.

En este trabajo seran presentados dos meto
dos para la determinacion de una cota inferior
y superior de las cargas de colapso,

a los Métodos Estatico y

similares
Cinematico del Anid
lisis Limite.

Por Ultimo se muestran algunos resultados
numéricos donde se pone en evidencia la aplica

bilidad del método propuesto.

2. CARGAS LIMITES EN UN SOLIDO DE MATERIAL RI
GIDO-PLASTICO-IDEAL
En esta seccion se presenta, en forma resu

mida, los Métodos Estatico y Cinematico del Ana
lisis Limite para la determinacion de las car-
gas de colapso en cuerpos de material idealmen
te plasticos.
Un material rigido-plastico-ideal se carac
teriza a través de:
Un criterio de plasticidad que define cua-
les son los estados de tensiones T soporta
bles o admisibles para el punto material x
del cuerpo. Para cada punto este criterio
define en el espacio vectorial de los ten-
sores simetricos una regidn convexa G(x)
que contiene T=0, representada matematica-
mente por:

F(T)<0; T,,T,tales que F(T )<0 y
F(T,)<0 » F[8T,+(1-8)T,1<0 , 8 € (0,1)

En el caso de metales en general 1la fun-
cion F(.) en T depende solamente de la par
te desviadora de T.

Un criterio de fluencia. Este criterio es-
tablece que si T € ad(x}(aG(x) frontera de
G(x)) el cuerpo puede fluir plasticamente.
Si se designa con D a la tasa de deforma -
cion (plastica) asociada a T € G(x),la mis
ma satisface:



(T-T*).D > 0 VT* 6 G(x)

La expresion anterior es equivalente a exi
gir que D sea proporcional a la normal sa-
liente al convexo G(x) en el punto T de
36G(x) (supuesta la frontera G suficiente-
mente regular). Observe que la expresion an-
terior define D en funcion de T(D=AF,(T),3>0
indeterminada).

De la forma en gue el material plastico es
el mismo no podra
soportar cargas de valor indefinidamente

ciente manteniendo su configuracion rigida in-

caracterizado.se sigue gue
cre-

deformada. Habra cargas para el cual el cuerpo
se comporta como rigido, serdan 1lamadas de so-
pontables por el cuerpo, otras llamadas de no
sopontables seran tales que el cuerpo (o parte
de 1) fluye plasticamente. En la "frontera"en
tre ambas regiones se tiene las llamadas cax-
gas de colapso.

Para definir lo anterior de una manera mas
formal se supone a seguir que el cuerpo esta 50
metido solamente a la accion de cargas en el
contorno 30, de o, 0 es la region ocupada por
el cuerpo en su configuracion inicial y se in-
troducen los siguientes conjuntos:

EstT = {T; div T=0 en Q, Tn=23 en anf} .

11amado conjunto de campos de tensdiones esfatdi
camente admisibfes y donde @ es un elemento del
conjunto de las cargas de superficie.

¥

Kin = {D; existe un campo de velocidades
v tal que D= %(vv+va)=(vv]S y v=0
en BQV parte de 3 donde los des-
plazamientos estan impedidos} ,

11amado confunto de campos de tasas de deforma
cion cinematicamenie admisiblfes.
Luego, dado ¥T & Est, y ¥D € Kin resulta:

I T.D d2 = I a.v di
n P

donde @ es la carga que equilibra el estado T
de tensiones y D=(vv)®,

Ahora bien, dado una carga arbitraria a se
dira que es soportada por el cuerpo si:

. Existe al menos un T € Est.T que la equili-
bra
T es tal que T(x) € G(x) ¥x € 0

Si se introduce el conjunto:
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Ho= (T; T ¢ Esty, T(x) 6 G{x)¥x&a} ,

11amado dé conjuntc de campo de fenddones esta
ticamente y pfasticamente admesibles. Se tiene
que:
una carga a es soportada por el cuerpo si
2] (existe) T ¢ H que la equilibra,
una carga a es no soportada por el
si =] (no existe) T € H.

cuerpo

Como es facil apreciar por ser G(x) convexo,
H tambien resulta convexo.

Por otra parte por ser fineaf la aplicacion
que relaciona el estado T € EstT con la carga
por ella equilibrada, esta aplicacion actuando
sobre el conjunto convexo H define en el domi-
nio de cargas una region, también convexa, K:

K = (3a; JT & H tal que T equilibra 3}

Los puntos interiores a K son las cargas so
portables y los mpntosen la frontera correspon-
den a las cargas de colapso [2,3].

Existen diferentes técnicas para determi -
nar K una de ellas, conocidas como Método Estad
tico, consiste en (Figura 1):

Dado el sistema de canga, caractearizado por

a, maxcemizan 2>0 tal que exista T € H en equi-

Libadio con A3,

Como puede apreciarse, el problema anterior
corresponde a un problema de programacion mate
matica: maximizar wa funcion objetivo
(A) con restricciones generalmente nolineales.

lineal

Conocido Tos max A asociados a cada direc
cion Er' la envolvente convexa de estos maxi -

mos permite definir una regian Ki que aproxima
K por el interior (Figura 1).
tl'
Xg @
E B ] ’\|3|
3,
st ]
s Us 3,1\ 3 a
hiag;
Figura 1
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Para presentar el otro método, 1lamado de
Metodo Cinematico, es conveniente introducirla
funcion de disipacion de energia por deforma-
cion plastica.

Esta funcion disipacion esta definida en el
dominio de las deformaciones por (Figura 2):

n(%x,D) = sup{T.D;T €& G(x)}

D/ .D
o~

G(x)

a) n(x,D}=T.D b) n{x,D)= + =
Figura 2

obsérvese que esta ecuacion define T en funcion
de D y por tanto corresponde a la inversa de
la ecuacion constitutiva definida a traves del
criterio de fluencia.

se sigue tambien que:

De la definicion anterior

. n{x,D) es convexa (D=8D,+(1-28)D, ,
n{x,D)<eén(x,D,)+(1-8)n(x,D,) , 6 € (0,1))

. m(x,D) es homogénea positivamente de e
grado en D(n(x,0D)=an(x,D),a>0)

Desde el punto de vista practico la defini
cion anterior toma la forma:

m(x,0)=T.D si 2T ¢ aa, | T||<=, tal que
D es colineal a la normal saliente a
aGenT

n({x,D)= + « caso contrario

m(x,0)>0 ya que T=0 € G{(x}

Por otro lado, de la propia definicidon se
sigue que:

T.D - n(x,D) < 0

define en el espacio de las tensiones un semi-
espacio conteniendo G(x) (Figura 3). Luego el
convexo de plasticidad G(x) podra también ser
definido como:

6(x) = [1]

{T,T.0-7(x,D)<0!
D6Kin
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4
T.0,~T(x D=0

{0
\'l'. D..-'IT{I,D,) =0

Fiqura 3

E1 Método Cinematico consiste en definir K
de una manera similar a la utilizada para defi
nir G{x), Para ello, dado v € Kinv-{v*;v* sufi
cientemente regular, v*=0 en Bﬁv} definase:

n{v) = sup{J .E.v dag,a € K}

GQf

que tiene propiedades idénticas a las den(x,D).
Conocido [(x), el convexo K resulta definido a
traves de:

K= [1]

{[ a.v daq-TM(x)<0, 3 € espacio
\.'Cl(il'l‘I|I 3Qf

de cargas}

Como puede apreciarse el problema radicaen
como definir I(v) a partir de n(x,D). Para ello,
recordando el Principio de las Potencias Vir -
tuales, se tiene:

n(v)-sup{f T.D dg,T € H equilibra a y don
de D g Kin yestal que D-{vv)s}5
<sup{| T.Dd2,T € G(x)¥x € @, DG Kin

y n-{v?)’}g

:I sup(T.D)d2,T € G(x)¥x € 2, D € Kin

y g(vv}s.Jﬂw{x.a)dn,o ¢ Kiny D=tV v)®

Luego:

Rlv) < inf{[ 7(x.0)da,D € Kin D=(7v)®)

f

y el convexo K resulta definido a traves de(Fi
gura 4):
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k= [} 4] 3.vdan- inf | a(x,D)dis0,
veKin, 30 DEKin ¢ ‘7
v D=(vv)

a & espacio de cargas)

En particular, caracterizada la carga a tra

ves de su direccidn a*, la carga de colapso
Ata*. AC>U, sera tal que:
. [
Ac < inf n(x,DJdQ/J a*_ .y dag
DEKin " Q Bﬂf
D={%v)
y en virtud de que tanto el numerador como el

denominador son homogeneos positivos con res -
pecto a D y v respectivamente el problema ante
rior es equivalente a (Método Cinemdtico):

Dado ef sistema de cangas canracterdizado por
m(x,D)dn con

La direceddn a* deteaminan A*ginfj

D € Kin y taf gue ! a*,v dag=1 dgnde v B Kinv
y D=(7v)%. “okp

Conocidos los A asociados a cada direc-
cion a., la envolvente convexa (Figura 4) defi

ne una region Ke que aproxima K por el exterior.

“I:,‘::v.dm-ufmm-o

n
DEKin
p=(Tv*

Figura 4

Como puede apreciarse, el problema anterior
nuevamente corresponde a un problema de progra
macion matematica: minimizar una funcion obje-
tivo generalmente no lineal con restricciones

lineales,

RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. IV, n® 2, 1982

3, METODO CINEMATICO Y ESTATICO VIA CREEP SE-
CUNDARIO

Segun ya fue presentado, dado el material
rigido-plastico-ideal se conoce el convexo de
plasticidad G{x) y la funcion de disipacion plas
tica n(x,D}). Para facilitar la presentacion en
esta seccion se introduce la funcion calibhre,
CGEI)(T}’ asociada al convexo G6(x):

Corx)(T) = infiusu>0 T 6 uG(x))

donde G(x) es la expansion (o contraccion) iso-

tropica del convexo G(x).

Ejemplo. Supongase que G(x) estda definida por
f{TD}~f050, donde TP

viadora de T. Luego:

es la parte des-

T 6 uG{x) corresponde a decir f{TD)-
u f,<0 de donde ugf(TD}/fo y el min
= D
sera CG(K}(T]-f(T VA

De la definicion de la funcidon calibre se
sigue que:

]
si T 6 G{x) (interior al convexo) se tiene

si T € 3G(x) se tiene C (T)=1

G(x)

si T B G(x) se tiene CG(X}(T}‘)‘

T/Cqx)(T) € 26(x)

Considere ahora, un nuevo cuerpo constitui-
do por un material ficticio cuya region , sis
tema de cargas y restricciones en los desplaza
mientos son iguales a las del cuerpo idealmen-
te plastico original analizado anteriormente.
La ecuacion constitutiva de este nuevo material
corresponde a la ley de Norton [4] y esta dada
por la funcidn potencial:

W1 = (€ (TH™

n+1""G(x)
ante-
rior equivale a decir, supuesto la funcion ca-
libre regular, que:

Desde el punto de vista practico lo

ey (1)

0 2T oy =(Cgqy (TN —E5H—
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Puede observarse también que:

si T 6 G(x) y(T)=+0 para now

si T B G(x) Y(T)+ 4 para n-ee

Conocida la funcion potencial en términos
de T para todo n finito es posible calcular la
funcion potencial inversa, esto es en funcion
de D, haciendo uso de la transformada de Le-
gendre [5,6]:

(D} = sup{T.D-9(T)}

De la definicion anterior puede apreciar-
se que ®(D) en el 1imite para n+= es idéntica
a la funcion de disipacion n(x,D) del material
plastico original.

Puede demostrarse que [7]:

#(0) = Me(n(x,0)) M1/

Algunos ejemplos de 1a determinacion de la
ecuacion constitutiva inversa fueron presenta
dos por los autores en [8,2]. En la seccionsi
guiente seran tambien presentados algunos ejem
plos de aplicacion.

Ahora bien, para este cuerpc de material
ficticio el problema de valor de contorno co-
rrespondiente a cargas de superficie a en anf
y de desplazamientos nulos en anv{anv 3 e=d)
es equivalente a los siguientes problemas va-
riacionales [8,9,10,11].

.Modelo en velocidades.  Determinar Vv € Kin
tal que haga que el funcional:

rfv)=jﬁ¢(n(v1dn-J T.v dn

. V6 Kin
v
aRg

alcance el valor minimo. En To que
la solucion sera caracterizada por:

Po(@)=_ min ([ o(d(v))da-
veKin ‘@

sigue

a.v da}
Bﬁf

. Modelo en tensiones. Determinar T & Esty
tal que haga que el funcional:
1) - J v(T)da
Q2
alcance el valor minimo. La solucion sera

» T € EstT

caracterizada por:

PHE « Wit {[ (T)da)
n TCEst ‘g

Donde con el subindice n se pone en evi -
dencia que la solucidon depende tambien del

exponente n de la ecuacion constitutiva.
Sea T, v, D=v(V)® 1a solucion correspon -
diente al sistema de cargas a. Luego:

o(D) + ¢(T) = T.0

y:
Pn{E}=J t(ﬁ)dn-j a.v dQ:J T.D da-
f Bﬂf {t
-f w(T)dn-[ a.v do= -I ¥(T)da= -P7(3)
1 aﬂf Q
De todo 1o anteriormente expuesto se sigue
que:

JO si la carga a es soportada por
P*(3) - el cuerpo plastico original
n

n+=|+= si la carga a no es soportada
por el cuerpo original

si 1a carga a es soportada por
el cuerpo plastico original

-= caso contrario

P (3) » Iu

n-+oe

$i tienen asy los siguientes métodos alter
nativos para la determinacion de las cargas de
colapso:
I. Método Cinemative via cheep secundario aso-
ciade af matenial algido ptastico ondginal.
Caracterizada la carga por la direccion Er s
la carga de colapso en esa direccion, dada por
krir' esta definida por:

A o= inf{R>Q;Pn(lir)+ @ para n-w}

r

11. M2todo Estatico vda cheep seecundario aso -
ciade al matenial xigido plaastico oniginal.

Caracterizada la carga por la direccion Er'
la carga de colapso en esa direccion A i, es-
ta definida por:

A% = sup{A>D;P;(AEr)*D para n+eo}

Como puede apreciarse los Metodos Cinemati
cos y Estdtico via Creep corresponden ahora a
un problema cfasice (supuesta la diferenciabi-
lTidad de los funcionales) del Calcuio Variacio
nal.

4. EJEMPLOS DE APLICACION

Ejemplo 1. Esfera hueca sometida a presion in-
terna de material rigido-plastico -
ideal caracterizado por el criterio



de von Mises.

Este es un ejemplo clasico de 1a literatu-
ra y puede demostrarse [12] que la presion que
provoca el colapso esta dada por:

53
p_=2YLn ==

Cc r.
1

donde r_  y r; son los radios externos e inter-
nos respectivamente,

Para el material von Mises el convexo G(x)
esta definido por:

D

}lf2 , S=1° |

' 3
Te'ch ; Te={-2 S.S
Y es la tension de fluencia en un ensayo de
traccion pura.
La funcion calibre cG{x}(T} para el conve-
xo de von Mises sera:

T

material
ficticio en términos de la tension sera:

Luego la ecuacion constitutiva para el

T n+l
p(T) = (8

A su vez
(D) = sup{T.D-y(T)]
Si D es tal que tr DD se tiene @{D)= += y si

D es tal que tr D=0 (material incompresible)re
sulta:

} Te n+1
o(D) = sup{S.D- m(T) }
de donde se sigue que el maximo ocurre para:

T, n
11 3§
= (¥) vz

Te
T 2n 2
e 1 3
D.D = FYJ {Y) 7
por lo que:
T
+ =G o)/ o - /2 Dl
de donde:
T n T n+l T n+l
e 1 3 8.5 1 e e
@(D}=(T} V7 T;_ - m(—r} '(T} -
1 Te n+1 Te n+l 1 " Te n+1
A s AL T Pl st
n e 1/n170."1  a (n+1)/n
i (AL MR R T (LA
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A este mismo resultado se podria haber 1lg
gado recordando la definicion de n(x,D) parael
material plastico dade. En efecto:

m(x,0) = sup{T.D,T € G(x)}} =

- si tr DAD

35S
=¢S.0 , D=A 3 T; , 2>0 ae donde Anﬂe y por tanto
S.D=A_TE=YDe , 81 Tr D=0

Se tiene asi que para todo D tal que Tr D=0 re
sulta:

n{x,D) =YDE

i {(n+1)/n
#(D) = ﬁ:T('Hlel

resultado al que ya se arribd anteriormente.
Ahora bien, el Matode Cimematice via Cheep
corresponde en este caso a:

Acninf{1>0; min

1)/n
[J n_{vp )ier da-
veKin, /g neT" e

-I Ad.v dfi] + -= para n-+o}

BQf
donde Kinvz[v; v regular y tal que div v=
=tr[_vv}s=0, v=0 en aﬂv}.

Para el ejemplo presente, utilizando coor-
denadas esfericas (r,¢,8), designando con v la
componente radial de la velocidad y de la sime
tria del problema se sigue que las inicas com-
ponentes no nulas de D corresponden a:

dv v

D? - s D¢ = DB -

y de la condicion tr D=0 resulta la ecuacidondi
ferencial:

%% + 2 % =0

cuya solucion definira Kinv y que en este caso
estara dado por todo campo de velocidades v ta
les que:

v = Cr~? , C = constante arbitraria

Luego:
- -3 - - -3
Dr = -2Cr ' D¢ De Cr
D, =72 D.D = 2¢r?

Introduciendo este resultado en el funcional
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se Liene
_ 2r Zﬂrre " c (n+1)/n
FKC)=JU IU Jr. m(Y :—_—3] red¢dodr-

27 ¢2n
-[ f AC r7?ridedes
0 i

2

(n+1}/n{r;3/n_r;3/n)_

r
- % 2 A(y 2c)

-4n*)\e

El minimo de este funcional (ahora una funcion

del parametro C) corresponde a:

|
C = -
w[ ZVn(r'”" '3”‘):]

Sustituyendo este valor de C en F(C) resulta:

1
) 1 n? 3 -3/n _-3/n
Patd)= -niig m[' TR nJ (rg " =ry™ e

A 3 "
[l 2Yn(r'3¥n '3/"}

n
_gr? A _ 3A 1- n -
' 2*[ 27n(r;3?“_r;37"ﬂ (- 5

+

an? 3) "
= -
?? ZYnfr -3/m -ry ;“) T
E1 termino entre corchetes es positivo y
Pn(A}+ - para n-e §i: "

r,
A>1ﬂn[ ?'“[ '3’" ‘3’"5] 2Y Ln(=% 1)

00

Luego su infimo corresponde a:
"e
inf A = 2Y Ln(=)

A continuacion se analizara el Mefodo Eatatice
via Creep.
en juego es:

En este caso el funcional que entra

n+l

T n+1 2n 2n ) Te :
ij ) an=]U jo |y redrands-

i
n+l e
2 1 1 n"f] ]
= 4y E:T(?} ri(Te) ridr
definido en:

dT_
Esty={T; - +2 ————1 =0,T,= -3 en r=r,

¥ Ty -G en rar.}

3

Dada la simetria del problema, puede mostrarse
[12] que:

[ r e
Tuego:

1 dTr‘

Te =2 " ar

y sustituyendo en el funcional:

1 n+T{re dT'_ n+1

1 { } n+3
n+1 2Y

J(T):4n2 r_1f:?'-—‘:| r dr

E1 minimo de J(T) corresponde a qquel campo T
que satisfaga la ecuacion de Euler-Lagrande del
funcional, luego:

dT _n
;F[(nn)(—c,{l rm] - 0
de donde:

dT_n
r n+3
(I’\-l-l}[—a‘;—‘] r = Cte
Integrando esta ecuacion y haciendo uso de las
condiciones de contorno se obtiene:

by -3/n _-3/n

T, == (r o )
T3 _<37hy
r (ri fﬂ-re nj e
por lo que:
aT. 3 A -(3+n)/n
ar - " n ,_-3/n -3/, "
(re -r; )

Sustituyendo esto en el funcional se tiene:
1 n+1
s I N g A
A=t 5ey) |- 7 o,
e i =

r
[ e me(ne3)

dr =

En particular

P*(A)+D para n+= si :\<lim[ g;ﬂ(r;y"-r;y"i]

Mi-+ca

por lo que:



y <2y Ln(——}

y su supremo (en este caso maximo) corresponde
a .

sup A = 2Y Ln(;sj
1
Comparando los resultados vemos que la car
ga ultima alcanzada con esta nueva técnica es
la propia carga de colapso de la esfera.

Ejemplo 2. Cilindro infinito hueco de material

tipo von Mises sometido a presionin

terna.

Como el material es el mismo se tiene:

T n+l
V(D= ), e(0)= Zhp(vp,) (TN,
tr D =10

Metodo Cinematico. Trabajando en coordena-
das cilindricas, las unicas componentes no nu-
las de D son:

v
Or = gr - % = 7
luego:

dv
tFDua?+—=

==
=

de donde:

v==Cr1t* , C=ctefarbitraria

. -
[le = 2C r-2//3

Con esto resulta definido Ki"v y el funcional:

2rc){mn o

n _-2/n
jﬂ@[D)dﬂ [ T e o B o) (202l

L
=2nAC = F(C}

De la condicion de minimo se obtiene:

| B
7y Yn{r-?Tn ;2}'1’1}

Luego
n? 3 Ml _2/n -2/n
Pn(l}= -7 m[— o n] (r -y )-
1

Yn(r’ 2
e

1A 4?

aq A J" .
a
2; E ")
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1
o]
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=
==
b
Ib:&i
)
a
'
=
-1
=)
—
=]
_—
—
'
TL
"

s etk yr
n( n_r': n) m

"
1
o
e
1

El término entre corchetes es positivo y:

- -2/n -2/n
Yn(r “"-r r
Pn(k) + -w 51 A>Tim|- s o a3 Y Ln(=2
N-+oo -0 /j /3

Luego el infimo de los A corresponde a:

2 r
inf A = < ¥ Ln(z%)
/3 i

Mgtode Estatico. De una manera similar a la ya
presentada en el Ejemplo 1 se tiene el funcio-
nal:

T n+l n+l Te
1 ,'e - 1,1 n+1 "
Jﬂ m(—‘ an = 27 m(v} [r (TE) rdr = J{T}
1'
defi-ido en:
dT T.-T dT
T, r r 9 Zz _
Ear.=5T3 a5 +* =0 , a4 =0, Tr= -} en I"—Pi Yy

Tr-U en r-re}

Dado que el problema es tal que se tiene un es
tado de deformacion plana (D,=0) resulta:

3
T, = fF(Ts‘Tr}

De la expresion anterior se sigue que:
/3 dT
T—a*-r'
que sustituida en el funcional conduce a:
n+l n+l e dT_ n+l
B gd T " ar
| g
i
Nuevamente, la funcidn T, que minimiza el
funcional satisface la ecuacion de Euler-lLagran
ge asociada:

d 4t Y na
a—; {ﬂ-r]}(TF—) r = 0

Integrando y haciendo uso de las condicio-
nes de contorno resulta:
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( -Z/n -ZZn)
T = f\
r - n - n
(re -rs )
De donde
dTr 2 , r-(2+n)/n
1? n {r; n_r; n]

y que sustituida en el funcional conduce a:

ra

. 1 n+l /3 n+1
pn(Ah’Zﬂ m(‘?) (‘2‘) [—

2 N n+1
n r-ﬂ;n-r-'zin
e 1

ny, =2/ 2/n
.':" 'E)(re |'1 ) =1 —T[ m—ﬁ-—}

En particular:

‘!n(r‘ an -2/n)
P;UJ-rU para mes si A<lim|- —e 1 ‘|-
Mo V3

v
=Ly a8

V3 i
Luego su supremo (en este caso maximo) corres-
ponde a:

2
sup & = 2y LH(FE)
V3 i
Comparando los resultados obtenidos por am
bos métodos se concluye que la presion interna
que provoca el colapso de} cilindro correspon-
de a:

A= LR Ln( )
Vs

Cilindro infinito hueco de material

tipo Tresca sometido a presion in-

terna.

Ejemplo 3,

Para este material los autores mostraronen
[12] que la presion de colapso corresponde a:

re
‘\C = Y Lﬂ{r—‘)

Para el caso del ejemplo puede mostrarse
que la parte del convexo que interesa esta ca
racterizado por:

To- T

Expresion esta que permite definir:

33

Vi
]

n(x,D)=sup{T.D, T € G(x)}cYDe si

tr D=0 y Dr= 'DB’ Dz=0

Luego:
n+l

1 Te"
Y(T) = H:T(-—Y*—]

8(0)= (0, )™ /™ para tr 0-0, D = -Dg, D,=0

Metodo Cimematico. Del Ejemplo 2 se sigue que:

I(in‘|r = {v; v=C r~1, C=cte arbitraria}
y para este espacio resulta:

=2
De =Cr

y el funcional toma la forma:

n? (n+1)/n, _-2/n -2/n 5
= 1 0.0 A (rg®/M-r3® M) -2macaF(C)

La expresion anterior alcanza el minimo para:

£ an|e
i 4 nY(r_zin -2/n}

gque sustituido en el funcional conduce a su va

lor minimo:

F n+1
Pa(d)= -n ﬁ%T[} ¥ -gén -E?ni] (T-zf" r ziihy,

n{re -r3

T 2) B il
TERTY Y -Z/n ZFn) =

n(r'e -r

A 2 B n
= -2 Y]:' Yn(r-2/m —Z?nJ -2 -

n(re -ry

oA 21 " 3
Y Yn{r;?]n-r;?]n) 1

E1 término entre corchetes es positivo y:

Yn(r® 2/" 12/" ¥
Pa(A) + == si A>Tim|- *“‘ji1r““*“ =Y Ln(=5)
M-+ca N-+om — 1
de donde:



tnf % w ¥ [nd=2)

Mitodo Estatice., E1 funcional a considerar cor
responde a:

] n+1,re ()

?) Jr (TB-Tr)r dr =

i
definido en:
aTl T -Ta dTZ

r

r
EstT={T; = =0, 3 =0, T = -4 en rer; ¥

Tr=0 en r:re)
Por estar definido en este espacio, el funcio-
nal puede reescribirse como:

i
2n oY)

ry n+z

n+]{re dT  n+l
&

Jr‘i
Expresion que salvo una constante es identica

a la del funcional del Ejemplo 2, por lo queun
razonamiento similar al allj presentade condu-

ce a:

i 21
PRiM -1 oty [’";I;?E7ﬁf;??ﬂTi

e 1

n+l -2/n_

[:l"' rTE/n)

e 1

s AT 2 g
Rale & | w7 70

Yn(re j

Luego: ;

Yn{rézfn-rngn
P*(x) + O si aglim|———y———/ =¥ Ln{r jr.)
n = - e 1
M- lia-]
Nuevamente, comparando los resultados obte
nidos con ambos métodos se tiene:
T

%o B _E
Ap = Y Ln(rﬁ}
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SUMARID
E apresentada uma mezodologia simples para ¢ Levantamente dos pandmetros de um velcufo

(massa, mola,

INTRODUGAD

Na suspensao de um veiculo existem dois fa
tores importantes a serem considerados:
a. conforto dos ocupantes;
b. seguranga na estrada.

Como indicative de conforto dos
€ wutilizado as aceleragdes que
bre os mesmos [2]. A seguranca & indicada pe-

ocupantes
atuam so-

lo valor de forga de contato entre pneu e so

1o |2].

Tais fatores sao em geral contraditorios
sendo necessaria uma soniEo de compromisso
entre os mesmos. -

Conhecidas as caracteristicas de um vefcu-
lo existente pode-se simula-lo em um computa-
dor analogico afim de serem verificados os re
feridos fatores. 0 computador permite ainda,
otimizar o sistema
com vistas a melhor atender os dois fatores.

E entao muito importante, o conhecimento
das caracteristicas do 0 presente
trabalho se propoe a apresentar um roteiro pa
ra o levantamento de algumas
risticas.

com relativa facilidade,

veiculo.

destas caracte

MODELO MATEMATICO SIMPLIFICADO DO VETCULO

0 vefcule inicialmente de uma maneira bas-
tante simplificada, serd representado confor
me a figura 1 [1].

0 modelo apresentado tem 2 graus de liber-

amontecedon) sem fazer wudc de equipamentod sofisticados.

dade, x e o.

r__EL_T__jL_q
ﬂ" EE “'E‘T-Tlf—‘} 1P
"tig ey G K

ST A TS LTSS ST 7

Fig. 1.

AR
YWY

Modelo simplificado do veiculo
Foi ensaiado um automovel Chevrolet Cara
van, 4 cilindros em linha, 3 marchas,ano 1975

sem sistema de ar refrigerado. A sequir serao

determinados seus parametros de acordo com o
modelo apresentado na figura 1.
PAREMETROS DO SISTEMA

Massa do veiculo. 0 automdvel encontrava-

se com o tanque de combustivel em sua capaci-
dade maxima, ou seja, 54 litros, livre de car
ga, sem nenhum ocupante, conservando as de-
mais caracterfsticas originais.

Pesou-se o automovel primeiramente com as
quatro rodas, depois com duas rodas diantei-
ras e finalmente com as duas rodas traseiras
apoiadas sobre uma balanga,

Destas pesagens obteve-se os valores:
m*qg = 1140 kgf;

Py = 570 kgf; Py= 570 kgf (1)



onde :

m*g - peso total do veiculo

Py - peso nas rodas dianteiras
P, - Peso nas rodas traseiras

Das duas ultimas expressoes (1) conclui-se
que o centro de gravidade estard localizado
no ponto médio da distancia entre 0s eixos.

Massas de Suspensao. As cadeias cinemati-
cas simplificadas para cada roda da suspensao
estac apresentadas na figura (2).

Foi inicialmente pesado cada componente da
suspensap e determinado um peso parcial equi-
valente no ponto central das rodas (R). Soman
do estes pesos parciais e considerando as du-
as rodas de cada suspensao obten-se os pesos
equivalentes dianteiro e traseiro que sao res
pectivamente.

= B6 kgf g - mgy = 122 kgof (2)

g.l'l'lso

P I ) ]
L q0 j
(al
Fig. 2. Cadeias cinematicas simplificadas

a) suspensao dianteira
b) suspensao traseira

Caracteristica Elastica da Suspensao. Ini-

cialmente ensaiou-se em uma prensa as molas
espirais usadas na suspensao dianteira e tra-
seira do veiculo., Aplicou-se diferentes car-
gas sobre as molas e mediu-se o5 respectivos
deslocamentos.

Com os valores obtidos, foram construidos
os graficos apresentados nas figuras 3a e 3b.

De acordo com as figuras 3a e 3b
as constantes de mola dianteira

respectivamente:

obten-se
e traseira

Kp = 3 kgf/mm Ky = 4,25 kgf/mm (3)
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Puagli Plagt)
500

Fig. 3. Curvas caracteristicas das molas,

a. dianteira; b. traseira.

As constantes de mola equivalente da Sus-
pensao relativas ao ponto R (meio da roda) di
ferem daqueles valores obtidos ensaiandoas mo
las espirais isoladamente (expressoes (3)),.de
vido as cadeias cinematicas da figura 3. Alem
disso uma série de tensores, borrachase o sis
tema de diregao aumentam a rigidez do siste-
ma .

Foi utilizada a montagem conforme figura
(4) para obter estas constantes experimental-
mente.

Para varias alturas dos "macacos" (MC) con
forme fiquras 4a e 4b foi medida a
Xx & 0 peso na balanga B donde descontado o pe
so da suspensao correspondente podia ser obti
da a forga sobre a mola. Cargas maiores do
que o peso proprio também foram ensaiadas u-
sando pesos adicionais sobre o veiculo,

distancia

(o}

Bi - balanga
me- macaco hidrdulice
¥ = deslocamanto

L AR NARNNAAN S R R |
a ¥Teq

L (b}

mc me

L 1 -'_7_‘- al L
R A T AT T TR NIRRT

Esquemas para ensaio das caracteristi
cas das molas. a) dianteira b) tra-

Fig: 4.
seira.

Com os valores assim obtidos constroem- se
os graficos apresentados na figura 5 onde o
deslocamento de referéncia corresponde a posi
¢30 de equilfbrio estatico do veiculo.
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A mola equivalente traseira & praticamente
linear{veja figura 5 (b)) e a mola equivalente
dianteira € nao linear (veja figura 5 (a)). Da
figura 5 (b) obten-se valor da constante de mo

la traseira:
1

Kreq = 2:86 kgf.mm™ (4)
|
w0~ f 200-
=20 | 20 40 [+
~ 200
#
8
guoo
{a)
Fig. 5. Caracteristicas das molas

a) dianteira b) traseira

Momento de inércia. Apoiando o veiculo no

ponto B conforme a figura 6a, tem-se um siste-
ma com um grau de liberdade [1]|, |3|cuja equa-
¢ao diferencial de movimento e:

2

2 0 = 0 (5)

IE 5+ 2KTeq L
onde;
IE - momento de ineércia de massa em relagao ao
ponto B (ver figura 6a).

A partir da equagao (5) pode-se determinar
0 momento de inércia do gistema em fungdo de
seus parametros e do perfodo de vibragao (Thg!
15 )8
2

2 K L
Te 2 of
* =
1§ T ©)
n
A vibragao natural do veTculo foi excitada
manualmente comprimindo e soltando a carroce-

ria contra a mola. As oscilagoes foram medidas
por um acelerometro fixa na carroceria e liga-
do a um trocador x-y.

Substituindo na equacao (6) os valores 1li-
dos nas figuras 6a e 6b e da expressao (4) se-
que

I§ = 2,42.10° kgf.mm.s? (7)

Neste valor esta incluido u momento de iner
cia da suspensao dianteira em torno de B.

37

72227 mm fa)

71930 mm
:.{ 597 mm
@894 mm
fi= 737 mm
f7 440 mm
tis) (b)
- Yot 20,308 |
* 3 | /"\\if“\_,__ ()
\‘Zlkﬁa T
2,20

Fig. 6. Determinagao do momento de inercia
a) sistema ensaiado
b) oscilagac em torno de B
c) oscilagac em torno de A

0 momento de ipércia somente da carroceria
em torno do ponto B sera aproximadamente (ver
figura 6a).

2

IB = IE = Mgp f1 (8)
5 2
IB = 2,37.107 kgf.mm.s (9)
A massa da carroceria sera calculada des-

contande da massa total do vefculo (expressao
(1)), as massas equivalentes das SuUsSpensoes
concentradas em R (ver expressoes (2))obtendo
S8

m = 0,095 5&% 52 (11)

0 momento de inércia em torno do centro de

gravidade G sera conforme figura 6a.
| PRR PR (10)
G B 1
lg = 2,03.10° kgf.mm.s° (12)
De forma analogater-se-ia para 0 momento
de inércia da carroceria em relagac ao ponto
A.
I, = I, +'m e5 (13)
A G 2



Sucstituindo-se os valores na equagao (13)

tem-se:

3 (14)

1, = 2,78.10° kgf.mn.s”
0 momento de iércia (I}) da carroceria mais

a suspensao traseira ao ponto A sera

N 2
I; = 1A + Moy f2 (15)
Da equagao (15) obtem-se: "
_ 5 2
Ig = 2,80.10° kgf.mm.s (16)
Notas: a) Para o calculo das inércias deu-se
preferencia ao estudo das ocilagoes

em torno de B, por este sistema ter
constante de mola linear. (ver figu-
ra 5 (b))

b) Na equagao (5) correspondente a fi-
gura 6 (a) nao aparece o termo de a-
mortecimento. 0 mesmo foi desmontado
para que o sistema oscilasse um nime
ro maior de vezes e propiciasse yma
maior precisao na medida do perfodo
natural.

Constante de Mola Dianteira Equivalente Li-
nearizada., Para o vefculo apoiado no ponto A

diferencial
linearizada aniloga a eqnaéio (5).Donde  pode
se determinar a constant® de mola dianteira e-
quivalente linearizada.

(ver figura 6) tem-se uma equagao

REILET

s s = 7
L] T"A

K (17)

Das figuras 6 (a), 6 (c) e equagao 6 obten-
se:

KDeq = 4,45 kgf/m (18)
Caracteristica do Amortecimento da Suspen-
530. Os amortecedores foram novamente monta-

dos no veicule. Consequentemente no modelo da
figura © (a) deve-se considerar amortecedores
em paralelo com as molas. As eguagoes diferen
ciais do movimento oscilatdrio amortecidc em
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torno dos pontos A e B sao respectivamente:

2 2 . 2 . .
- 2 - 2 ..
IE o + ZcTEq 1.2 8 + ZKTeq Lz g =0

As ocilagOes correspondentes as  equagoes
(19), estao apresentadas na figura 7.

Em um sistema amortecido a constante de a-
mortecimento por ser calculada em fungao da
relagao entre as amplitudes de dois

consecutives |1]| e |3|. Donde se

ciclos
obtém  as

constantes de amortecimento:

) Kgf ~ kgf
Cpeq = 0,083 ﬁ%‘ S Creq = 0,174 E%“ s (20)
l[l:‘ﬁ
X L i
(mé)

N
RV
e B

fexd th)

Fig. 7. Dscilagao amortecida
a) em torno de A

b) em torno de B
Analisando os graficos da figura 6b e 6¢c,
verifica-se que os mesmos sem os amortecedo-
res montados, existe dissipacdo de energia.0s
amortecedores equivalentes a esta dissipagao
poderiam ser calculados de maneira analoga.

T s kgf 5 |
0,067 ~5 cy

R kgf s (21)
cp = 0,017 ‘%ﬁ“

INFLUENCIA DA MOLA E DO AMORTECEDOR
PENSAD

Influencia da Mola. Considera-se as suspen
soes simplificadas (ver figuras 3a e 3b) e os
valores das constantes de mola Ky e KT (ver
expressoes (2)). As constantes de mola equiva
lentes destas molas relativas ao ponto R (cen

tro da roda) seriam

NA SUS

Kopp = 0,679 kgf/mm Ko = 0,261 kgf/mm (22)

DR
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Das expressoes (4), (18) e (22) pode ser
calculado o fator deinfluencia das molas na
constante de mola da suspensao:

K K

DR TR
£ - = 0,15 F = = 0,09 (23)
MD RDEQ MT RTeq

Como se pode ver das expressoes (23)as mo-
las dianteira e traseira contribuem respecti-
vamente somente com os valores de 15% e 9%
no valor do molejamento da suspensac. 0 valor
restante se deve aos tensores, boerrachas e
mesmo ao sistema de diregao.

Influencia do Amortecedor. Para o calculo
da influéncia do amortecedor usa-se as expres
soes

¢ A ¢ . G
_ "De D _ _ Te T _
Fap = f-c-L_ = 0,19 Fp= —E? =0,90
Deq

(24)

Das expressoes (24) conclui-se que os amor
tecedores dianteiro e traseiro contribuem res
pectivamente com 19% e 90% no
da suspensao. 0 valor restante se deve aos ou
tros elementos da suspensao.

amortecimento

CONSIDERAGDES FINAIS

Nas expressoes (4), (11), (12),(18).(20) e
figura 6 (a) estao determinados todos os para
metros da figura 6 (a).

Tais parametros permi€iriam de uma forma a
proximada, analizar as,aceleragoes sobre 0s
ocupantes que € o indicative do conforto dos
veTeculos (2).

Para se estudar a estabilidade € necessa-
rio um modelo conforme a figura 8, para se po
der calcular as forgas entre pneu e solo.

==y

LT G

[ |
ke E w2 g, K
kp2 Koy
B A 7 o
Fig. 8. Modelo mais realista do automovel.

As massas de suspensao podem ser obtidas a
partir das expressoes (3).

As constantes de mola dos pneus Kp1 e sz
deverao ser obtidas experimentalmente.

Numa fase inicial simular o sistema consi-

derandn linearizada a mola dianteira na posi-
cao de equilibrio estatico. 0 estudo pode pro
seguir considerando a nao linearidade das mo-
las.

0 modelo apresentado na figura 8 pode ser
substituido por outros, caso pretenda-se ob-
ter outros tipos de vibracao do vefculo.
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