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HISTÓRIA DA MECÀNICA CLÁSSICA * 
PARTE I, ATÉ 1800 

C. TRUESDELL •• 
PROFESSOR DE MECÂNICA RACIONAL 
THE JOHNS HOPKINS UNIVERSITY 
Baltimore. Maryland 21218, EUA 

Es~e artigo delinea 8! principais descober~as da ci ência matemática 

quantita tiva da mecânica . A Parte I após referir-se à s origens nas 

eras Grega e Medieval , traça o crescimento da ci~ncia dos s é c ulos 

dezassete e dezoito . Os sábios desses s éculos, Euler acima d e to 

dos , d e ram à mecânica muitos de s eus conceitos mais importantes, e 

formularam várias partes dela como disciplinas claras, suscintas e 

bastante definitivas , que retiveram suas identidades at6 hoje . A 

Parte II abordará ~ história da mecinica até o nresente . 
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·~ei que muitos ir~o dizer que poderia tar si 

do mais agradável ao leitor , se houvesse es 

crito a História do meu próprio tempo; tendo 

sidQ permitido recolher água mais próximo do 

p oço que outros . A isso respondo , que aquele 

que e screve somente a História moderna, segui 

rá a verdade tão de perto dos tacões que pod~ 

rá facilmente perder os d~ntes . Não há Aman~ 

ou Guia que leve seus seguidores e s ervos a ma 

iores misérias .... ~o s uficiente para mim 

(estando no estado que me encontro) escrever 

dos t empos mais antigos : onde , e porque não di 

zer , ao falar do passa~o , a ponto para o pres~ 

te , e c ondeno os vícios daque les ~ue ainda e~ 

t~o vivos, em suas personalidades que sio d e 

há muito mortas;porque me colocaram sob esta 

a cusagão?" 

* 

Sir Wa lter Ralegh , preso e condena 
do à pena de morte na Torre de Lon 
d re s , 1614 . 

Publicado anteriormente em ~ :-latundssenschafeen §~ . 1976, )J - 62 . !: Springer- \.'erl a g 1976 . 
Tra dugão &utorizada . 

** A Cl il"ford Ambrose Truesdell , ITI , Pro fessor de ~lecanica Rac.;.ona l da The Johns Hopkins Uni v er 
sity , 6 autor de mais de duzentos artigos c i~ntíficos e hist6ripos e c;le além de uma dezena
de livros dos q uais aqueles mais afins ao texto dest e arti go s ã o listados ao final da Parte 
II . Editou ou cc - editou seis volumes da Opera omnia de L . Euler e sete volt~es do Handbuch 
der Phys ik; fundou três periódicos internacionais de pesquisa c ientifica e híst6rica e con
tinua a editar doi s deles1 Arch . Rational Mech. Anal . e Arch . Hist . Ex. Sei ., Sp ringer 
Verlag . Entre suas muitas honrarias o Professor Truesdell recebeu a medalha G. D. Birkhoff de 
1978 , é membro estrangeiro d e sete Academias d e Ciência européias e da Academia Brasileira 
de Ciência s . (~ . T . ) 
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1. Fundamentos deste Esboço 

Mecânica 

Bm sequ;ncia à pr6pria Matem,tica, a mecânica 

é a mais antiga das ciências lógicas. Enquan

to a álgebra e a análise referem-se apenas a 

conjuntos e funçÕes, independente de como po.!!_ 

sam ser sugeridos pela experiência, e enquan

to a geometria reflete a experiência apenas ~ 

través de relaçÕes entre posiçÕes, independe~ 

temente do que as ocupa ou de como o venha a 

ser feito, a mecânica enriquece o discurso f~ 

necondo modelos lógicos para tempo , massa, fo.!: 

'lia , energia, e, finalmente , calor e temperat!! 

ra. Assim a mecânica possui vários aspectos. 

Em um extremo, ela é matemática - de fato , ~ 

distin~l{vel ao homem comum , da álgebra, da ~ 

nálise, da geometria ~ de outras partes da~ 
I -

marla matemática •pura•. No outro , tem - se a 

invenção de máquinas Óu de processos a serem 

por elas desenvolvidos , descritos sugestiva 

porém frúuxamente em termos quo alguns pensa

rio haver sido emprestados da ci;~ciR matemá-

tica, enquanto outros os interpretarão como 

provendo a ba~e t:a experiência para os conceá_ 

tos corre s pondentes ~a matemática . Entre es 

ses dois extremos encontra-se o que os fÍsi

cos chamam de mec ânica. 

A Hist6ria Flclórica da Mec~nica 

Não importa quão "objetiva" possa ser a ciên

cia, é ela um reconhecido reposit6rio de um 

c ulto ou f'ra t ernidad e :t.elosa e portanto possui o seu 

foclore. Este foclore é usualmente inculcado 

por notícias rotuladas de "história" 
vros textos . Como muito da ciência 

nos li 
natural 
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desenvolvida hoje decorre de inven~Õ~s do sé 

culo passauo, para que se produza uma histó

t>ia da ciência possuindo uma antiguidade t'es

poitável é necessário fixar a atenção na meca 

nica, e , de modo a ajuRtar pré-concepç;es do 

ql•e a ciência natural é ou polo menos deve ser, 

essa "hist6ria" da mecânica é em grande parto 

inventada . Embora originalmente pulveri:t.ada 

em textos de física, é aeora disseminada de 

modo até mais intenso em cursos introdutórios 

de ciências biol6gicas e psicologia . 

Essa história foclÓrica pode ser r-esumida em 

umas poucas linhas . Não obstante o avanço 

temporário feito pelos gregos no sentido da 

liberação deística e portanto de um raciocúun 

" científ'ico" , a <"a;' a humana recaiu no piegui.!!_ 

mo. A Idade Média repousa inerte sob uma mor 

talha de repe t içÕes escol,eticas, apelando à 

ARlSTOTELES em lugar de experimentação . CO

PeRNICO disse que ARISTOTELES estava errado , 

e CALILEO jogou pesos da torre de Pisa tle mo

do a estilhaçar o escolasticismo por meio de 

um baque simul tineo, irrefutável. A partir 

daí, apenas reacionário~ (nio-cientista~) es 

tabeleceram teorias sem primeiro coletar pi

lhas de dados . KEPLER demonstrou que COPlR 

NICO estava certo a mono~ da excentricidade e 

estabeleceu leis empíricas do movimento plan~ 

tário . DESCARTES e LEIBNIZ f'oram envergonha-

dos por sua í·alha em aderir ao pro~"rama do s f 
cu lo dozenove , porém NEWTON mostrou serem as 

leis de KEPLER coniHíquÔncias do fato de que 

cada corpo no universo atrai 06 demais por tlllll 

forçl\ inversamente proporcional ao quadrado da 

distância correspondente . Para fazê - lo, teve 

que estabelecer (com base no ex.perimeJJto) trê"' 

Lei s do Movimento. Nas pa lavras que I=:RNST 

MACII (18)8- 1916) escreveu em sua famosa hist.§. 

ria da mecinica - o clássico reconhecido de s 

se foclore - "NEWTON descobriu a gravitação 

universal e completou a enunciação dos prin

cípios mecânicos hoje aceitos. Desde seu tem

po, essencialmente nenhum novo princípio foi 

f'ormulado. Tudo o que tom sido feito desde 

seus dias são desenvolvimentos dedutivos, ro~ 

mais e matemáticos com base nas leis de Jli"EW'l'ON". 

MACH refere - se, evidentemente , à me cânica 

"clássica" , a história da qual engloba tudo 
exceto os Últimos oitent~ anos da história de 



RevBrCMec, Rio da Janeiro, V. IV, n9 2, 1982 

todos os tipos de rnecinica. 

Quase um século se passou desde a publicação 

do livro de }UCH. Estudantes mais sérios, 

dispostos a ter o trabalho de aprender antes 

de generalizar, têm escrutini?:ado, linha por 

linha, os trabalhos de descoberta, trouxeram 

nova luz e publicaram dÚzias de volumes de :fo_!! 

tes anteriormente desconhecidas. A represen

tação de MACH do desenvolvimento da mecânica, 

embora permaneça com foclore aceito, como hi~ 

t6ria tem sido demonstrada tão falsa a ponto 

de confundir, mesmo com relação aos detalhes 

que ela descreve de forma mais ou menos justa. 

Presente Estado da Verdadeira História da 

Mecânica 

Nenhum homem competente teria coragem hoje de 

escrever uma história geral da mecânica. Mui 

to permanece morto nas prateleiras das bibli~ 

tecas, sepultado em impressos e ainda não li 

dos por qualquer um da inframinoria dos que 

conhecem suficiente ciência e suficiente his

tória para seguir e entendê-los palavra por 

palavra e equação por equaçao - Pois ciência 

sem detalhe preciso, é mera sociologia ou pr.2_ 

paganda , neo-Mach- ismo . Os hoje numerosos e 

competentes estudos de vários tópicos espe 

ciais permanece não-digerida e desconexa. Os 

vazios entre eles são vão grandes quanto os P.!. 

ríodos que abrangem • • O estudante que busca a 

verdade hist6rica é bloqueado pelo vasto es

terco de palavras sobre os quais aqueles s e

dentos de exaltar suas próprias incompetências 

na ciência de todos os períodos, convertidos 

em especialistas profissionais na história da 

ciência, levantam seus santuários cada vez 

mais alto, palavras que, embora raramente ve 

rídicas, não obstante não podem ser ignorados 

de plano . 

A Natureza deste Esb~ 

O texto que aqui apresento exprime meu ponto 

de vista acerca de alguns dos principais es 

tágios da criação da mecânica clássica . Es tá 

repleto de ralhas, falhas que refletem minha 

ignorância de certas partes da mecânica bem 

6 

como de muitas partes de sua história, porém 

eu preriro revelar essa ignorância por silên

cio que por papagaiada do f'ruto do trabalho 

ou descuido de outros . O leitor perceberá meu 

viés . Espero que perceba também que esse viés 

é o resultado não de preconceito mas de julg~ 

mento induzido de uma vida inteira de estudo 

na qual o passado e o presente da me c ânica 

criativa se iluminaram mutuamente. 

2. Antigas Culturas 

AflQUHfi!:DES (287-212 a.C.) 

A surpreendente perspicácia de ARQUIMEDES em 

processos matemátic os e os seus soberbos pa

drÕes de rigor matemático ao raciocinar acer

ca de problemas de mec~nica inspiraram a to

dos os que puderam ler s eus trabalhos. Mos-

trou-nos como utilizar a lei da alavanca, e 

desde seu tempo isto tem sido a pedra de to

que da mecânica. Ele estr\lturou os axiomas P!!; 

ra o equilíbrio de corpos rlutuantes . Sua t.!. 

oria não revelou muito acerca de f'luidos mas 

:foi construída especialmente para o problema 

particular que estudou: encontrar todas as p~ 

siçÕes em que um dado corpo , tal como um seg

mento de um parabol6ide de revolução, pode fl_!;! 

tuar , e determinar sua estabilidade ou insta

bilidade. Considerava uma posição como está

vel se o corpo quando deslocado da mesma e e~ 

tão obrigado a permanecer em repouso, sofria 

um torque tendendo a restaurá-lo àquela posi

ção. 

Embora a Grécia antiga haja produzido muitos 

outros excelentes matemáticos , não encontro~ 

vidência que qualquer deles haja dedicado a

tenção à teorias matemáticas da mecânica , ou 

de que as descobertas de ARQUIMEDES tenham si_ 

do arnp~iadas. A única cultura a desenvolver 

uma ciência matemática da mecinioa/ - a mecân! 

ca raciona. - foi a da Europa Ocidental . Em

bora outras culturas, tanto as mais antigas 

quanto as mais novas, possuissem escolas esp~ 

cializadas e algumas vezes até criativas em 

aritmética , álgebra , teoria dos números, geo

metria e cinemática celeste, do que delas re~ 

tou não encontrei qualquer evidência de até 

mesmo o mais especial ou primitivo pensamento 
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matemático original sobre mecânica . Para COI! 

provar que conquistas da perícia suprema e o 

sucesso na construção mecânica e na invenção 

não necessariamente c onduzem a qualquer dis 

ciplina científica ou teoria quantitativa da 

mecânica , necessitamos considerar apenas aqu~ 

le povo notoriamente anti -matemático , os an

tigos romanos. A idéia central da mecânica 

científica é a de força como uma quantidade 

matemática, e forç a é um conceito cara cterís

tico da Europa Ocidental . 

) . Origens no Ocidente 

A Idade Média 

A natureza e as propriedades do movimento fo 

ram estudadas repetidamente na Idade Hédia. 

JORDANUS DE NEMORE (princ . Se c. Xlii) afirmou que 

o peso de um corpo era diminuído quando ele 

caia seguindo uma direção oblíqua à vertical. 

Em seu raciocínio apelava para um c aso espe

cial do que muito depois veio a ser chamado 

de princípio do trabalho virtual. Selecionou 

para estudo e em alguns casos disse haver re 

solvido um certo número de problemas que vi

riam a tornar- se típicos da mecânica ociden-

tal : a resistência oferecida pela água de um 

navio ou pelo ar a um projetil , a forma assu

mida por uma viga carreg«da de várias manei

ras, a carga requerida.para quebrar uma viga, 

etc. Nenhum antecedente a suas idéias fm até 

hoje encontrado. 

WILLIAM HEYTESBURY (apogeu em 1330- 1348) , 

RICHARD SWINESl~AO (apogeu em 1344-1355), e 

JOHN OF DUHELETO~ (apogeu em 1338 -1348) dis

tinguiram cinemática, a geometria do movimen

to, da dinâmica , a teoria dos agentes do mov! 

manto. Eles lograram formular um conceito Oa~ 

tante c laro de velocidade instantânea , o que 

signi f ica que prenunciaram os conceitos cen

trais de função e de derivada, e demonstraram 

que o espaço percorrido por um corpo em movi 

monto uniformemente acelerado num .dado tempo 

ó o mesmo que o percorrido por um corpo em m~ 

vimento uniforme com uma velocidade igual a 

média entre a maior e a menor veloc idade do 

movimento acelerado. A história foclÓrica a-
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tribue este teorema e suas principais conse

quências a GALILEU, que trabalhou no problema 

trezentos anos depois, como veremos mais adi

ante. Em princípio, os estudos medievais su~ 

tituiram as qualidades da rísica grega por 

quantidades numéricas que de sde então reinam 

na ciência ocidental . Quase imediatamente 

GIOVANNI DI CASALE (apogeu em 1346-1)75) e 

NICOLE ORESME (c.l325- 1382) descobriram como 

representar os resultados por gráficos geo

m,tricos, introduzindo a ligação entre geo

metria e o mundo físico que tornou-se um se 

gundo hábito caract erístico do pensamento o

cidental. JEAN DURIDAN (c. 1330-1357 ... ) pr~ 

pÔs um conceito de "impetus" que chega próxi

mo ao que hoje é chamado de "momentum", mas 

não alcançou uma ciência formal da dinâmica 

mesmo no caso mais simples. 

O trabalho medieval foi inteiramente matemát! 

co. Tendo sido i~ferido ou, pelo menos des

crito , através da experiência comum, porém, se 

é que podemos julgar pelos documentos que ro
ram preservados , não levou a experimentos. 

A mecânica medieval foi tornada rapidamente 

parte da instrução universitária avançada no 

continente europeu; os trabalhos principais 

foram impressos no final do século XV , porém 

nessa época o modo de pensar bem como a lin

guagem utilizada estavam se tornando inacei 

táveis , pois os humanistas literários da Re 

nascença insistiam no e stilo bem como na fo~ 

ma do latim clá8sico em reverência ao traba

lho dos antigos . 

LEONARDO DA VINCI (1452 - 1519) 

Os cadernos de LEONARDO sugerem contato indi

reto com a moribunda tradição medieval, porém 

cert amente ele não a absorveu. Foi um obser-

vador detalhista e discernidor de tudo o que 

podia ser visto , e o que viu registrou em de

senhos esplêndidos. Máquinas e fenômenos me

câni c os estavam entre seus assuntos favoritos. 

A partir de suas observaçÕes de escoamentoaem 

canais e rios inferiu o princípio da descarga 

constante num escoamento uniforme e distin~ 

precisamente entre o rodopio de vórtices e a 

rotação de uma roda. Formulou numerosas que~ 

tÕes científicas , d a s quais usualmente deman

dava respostas em termos de quantidades e não 



RevBrCMtc, Rio de Janeiro, V. IV, n9 2, 1982 

meramente qualidades, essas poucas respostas 

que produziu, são geralmente quantitativas p~ 

rém desprovidas de suporte por raciocínio ou 

fato. Projetou muitos experimentos , por6m 

não há uma evidência firme de que haja reali -

zado qualquer deles. Quase todos os seus es-

critos podem ser interpretados como literatu

ra , ou engenharia, ou pura observação da nat~ 

reza, ou clarevidência e nao coruo uma inquis! 

ção organizada que por si possa produzir ciêE 

cia . O valor de seus numerosos pronunciamen-

tos, s ua originalidade no projeto das máqui 

nas que desenhou, e a influência que seu tra

balho possa haver exercido sobre estudantes 

subsequentes de ciênc ias naturais e engenha

ria, permanecerá sempre em disputa . 

~. O Final da Renascença e o Início do 

Barroco 

SIMON STEVIN (1548 - 1620) 

STEVIN aparenta t er sido um discípulo dos ma

temáticos gregos , despreocupado com aspectos 

rilos6ricos e não influenciado seja pela tra 

dição medieval ou pelas questÕes então corre~ 

tes de astronomia . Seus escritos em mec;nica, 

curtos e fácei s de ler, revelam uma habilida

de consumada com o triângulo de fo r ç as e as 
I 

leis da alavanca . Um leitor versado no con-

teúdo desses textos poderia resolver qualquer 

problema estaticamente determinado relativo a 

um sistema discreto de forças. STEVIN abor

dou a hidrostática a partir de um ponto de ~~ 

ta mais prático C)ue o de ARQUDIEDES . Com ba

se em axiomas explícitos conc luiu que a pres

são da água calma sobre o fundo de um recipi 

ente d independente da forma dos lados do r e

servat6rio . Uma hip6tese adicional permitiu

lhe c alcular rigorosamente a ~orça resultante 

da á gua sobre um plano de qualquer inclinação 

como o limite da soma das pressões sobre fai -

xas estreitas. Assim, foi o primeiro a cone! 

derar com sucesso um sistema infinito de for -

ças. Hoje expressamos esse raciocínio conci -

sarnento e m termos de integrais . 

Em traba lho grandemente decorrente embora 

bastante posterior , BLAISE PASCAL (162) - 1662) 
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asseverou que em um dado ponto de um fluido 

em repouso, a pressão sobre um plano 6 inde 

pendente de s ua inc linação . Esta conclusão , 

inerente à teoria de STEVTN , é uma das prime! 

ras relativamente às forças que partes de um 

mesmo corpo exercem entre sí. 

GALILEU GALILEI (1564-1642) 

O traba l ho de GALILEU em mecânica está conti 

do em seus Discorsi e dimostrazzioni matema

ticbe intorno a due nuove scienze, attenenti 

alla mecanica & i movimenti locali (Leyden; 

Elsevirii 16)8) . A primeira ciência nova é a 

teoria da resistência dos materiais, na qual 

GALILEU fornece uma regra para comparar a car 

ga que arrebentará uma viga transversamente 

com a c arga que a quebrará por tração horizoE 

tal . Sua regra incorria seriamente em erro 

mas foi aceita posteriormente por engenheiros 

praticantes e julgada responsável por um 

desastre ferroviário duzentos anos ap6s. Pe

lo contrário, os teóricos rejeitaram a regra 

logo que foi publicada, e um importante ramo 

da mecânica c resceu das t entativas de corri -

gí - .la. 

A segunda ciência nova é a do movimento local . 

Quanto GALILEU pode haver conhecido da tradi 

ção medieval com relação a movimentos unifor

memente acelerados é obscuro, porém obteve em 

seu trajeto todos os velhos teoremas e muitos 

outros subsidiários. Empregou uma boa parce 

la de geometria em demonstrações rigorosas de 

detalhes menores mas ocultou suas hipÓteses 

centrais por persuasão ret6rica e sarcasmo di 
rigido contra aqueles C)ue não apreciaram su-

fi cientemente suas descobertas . Se levou ou 

não a cabo os experimentos que descreveu so

bra corpos deslizando sobre planos inclinados, 

é também desconhecido, porém tem sido demons 

trado que os meios e conceitos disponíveis e

ram suficientes para ele o haver feito , e o 

fracasso de MARIN ~mRSENNE (1 588- 1648) em co~ 

firmar seus resultados decorreu do uso de bo 

la s rolantes em lugar de deslizante~ . 

GALILEU as.severou que movimentos de projéteis 

eram compostos de movimentos horizontal e veE 

tical independentes. Concluiu assim que a~ 
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jetória de um projetil seria uma parábola . E~ 

ta regra extremamente inexata, que despreza o 

atrito , o vento e o giro, constituiu a base de 

tabelas balísticas por sáculos subsequentes . 

GALILEU era fascinado pelo conceito de vibra

ção . A idéia de que o som á um movimento vi 

brat6rio de frequência definida era então co~ 

rente; isso havia sido enfatizado e publicado 

por MERSENNE. GALILEU tornou mais precisa uma 

das três leis das cordas vibrantes que MERSE~ 

NE havia inferido de experimentos ; e bem pode 

haver descoberto essas leis independentemente, 

antes da aparição do livro de MERSENNE . Asa~ 

varava que o movimento de um pêndulo circular 

era absolutamente isocrona, e interpretava o 

som como sendo algo similar ao ba lanç o d e um 

tal pêndulo bem como ao movimento de ondas na 

superfície da água. De seu tratado briLhant~ 

mente escrito sobre movimento local, a única 

parte que é seguramente original á aquela em 

que tenta mostrar como a descida ao longo de 

um arco circular com um tármino horizontal é 

a mais rápida possível entre dois pontos q u~ 

quer dados . A conc lusão de GALILEU á falsa . 

Ele a apoia apenas tentando demonstrar que a 

descida segundo um arco circular é mais rápi 

da que ao longo de qualquer polígono inscrito. 

Seu argumento se desmancha, mas o princÍpio 

no qual se apoia é profético , pois , com efei

to, admite que um corpo de6lizando sobre um 

arco circular possui em ~ada i n stante a ace 

leração tangencial que teria se estivesse de~ 

lizando ao longo da reta tangente em cada po~ 

to . 

RevBrCMec, RiodeJ-iro, V. IV, n92,1982 

ganosos GALILEU concluiu que uma corda ao de

pendurar- se assumiria a forma de uma parábola. 

A partir dessa afirmação falsa iniciou- se o 

c elebrado problema da "curva catenária" . 

BEECKMAN reinvindicou ter mostrado que a fre

quência de vibração de uma corda tensionada 

ser~a inversamente proporcional ao seu compr! 

mento . Embora apenas correto para o primeiro 

instante do movimento , seu raciocínio dá lu

gar à primeira demonstração matemática em a

cústica . 

RENt DESCARTES (1596 - 1650) 

DESCARTES , que parece haver aprendido mecâni

ca e física de BEECKMAN, tendo f'eito pouca , se 

alguma, contribuição específica a esses campo~ 

porém deixou uma impressão poderosa sobre eles 

e sobre a ciência natural em geral . Primeiro, 

retratou a natureza como uma grande máquina , 

os trabalhos resultantes da qual eram sistem~ 

ticos e permanentes porconseguinte podendo ~r 

descritosapenas pela razão 1 isto é, pela ma

temática. A ciência natural nesse s entido não 

era Ímpia, nem , no contexto de suas declarad~ 

limitaçÕes, fÚti l. Em segundo lugar, afir

mou que a natureza operava de tal modo a man

ter constante a soma dos produtos das massas 

e velocidades de todos os corpos . Se houves -

se tido o trabalho de desenvolver cons equên

cias específicas dessa idéia , hàveria certam~ 
te de verificar que a soma particular que a 

firmava con servar- se em geral não o poderia 

ser , porém sua assertiva deu lugar a busca por 

princípios de conse rvação , que ainda continua 

ISAAC BEECKMAN (1570 - l6J7) no presente . 

Continuando a tradição de STEVIN , pelo uso dos 5 . A Idade da Ra zão e o Alto Barroco 

princípios da estática, BEECKMAN analizou uma 

corda suspensa na qual pesos eram dependura-

dos . Indicou então que se as ' distâncias ho -

rizontais entre os pesos são iguais , os pon

tos onde os pesos são fixados se situariam 

sobre uma parábola . Assim resolveu o proble-

ma da ponte suspensa. Este trabalho , realiz~ 

do antes da aparição do livro de GALILEU , pe~ 

maneceu sem publicação embora não mantido em 

sigilo . Através de argumentos totalmente en-

CHRISTIAAN HUYGENS (1629- 1695) 

Bm sua exigência por rigor e elegância matemf 

tica JTUYC'<ENS se assemelha' a um novo ARQUIMEDES, 

porém trouxe também para a mecânica um balan

ço entre raciocínio puro e experiência da na 

tureza dantes nunca alcançado e, raramente a 

partir de entao. Adotando , ou talvez recria~ 

do, a idéia de GALILEU de que a acelera ção t~ 
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gencial d e um corpo vinculado ao cair deva ser 

a mesma que a desse corpo deslizando ao longo 

da reta tangente, demonstrou quo o período de 

oscilação de um pêndulo era independente da 

amplitude de sua trajetória se e somente s e a 

curva de restrição fosse uma cic loide . HUY

GENS solucionou também o problema do centro 

de oscilaçãot Se vários corpos em um mesmo 

plano são ligados rigidamente, segundo que e! 

xo perpendicular a esse plano o c onjunto ríg! 

do poderá girar livremeute? De modo equiva 

lente, se essa montagem é deixada oscilar em 

torno de um eixo arbi trário perpendicular ao 

plano , qual o c ompr i mento do pêndulo simples 

cujo período de vibração é a mesma runção que 

a de sua ampli t ude de vibração? Para resolver 

este problema HUYGENS introduziu um princípio 

de conservação da energ ia : Em oscilaçÕes su

j eitas à gravidade , o centro de gravidade se 

eleva a altura da qual caiu . Este resultado 

é expresso em termos do que posteriormente 

veio a ser chamado "o momento de inércia" . 

Portanto uma medida da inércia comp letamente 

distinta do peso entrou na mecânic a. 

As s oluçÕes desses problemas por HUYGENS per

mane cem como pináculos da mecânica até hoje. 

Foi percebido de imedia to , entre tanto, que r~ 

pousam sobre princípios distintos, e que para 

determinar as órbitas dos planetas ou o movi -

manto das marés seriam ainda requeri dos ou-

troa princípios . A meéânica ao tornar- se mab 

precisa e matemática -e stava ao mesmo tempo d! 

vidindo - s e em um g r upo de ciências apenas le 

vemente r e lacionadas entre si. 

Em sua juventude HUYGENS havia discernido n 

erro de GALILEU com relação a catenária e de~ 

coberto por si só a so lução de BEECKMAN para 

a ponte suspensa. Em s eu s Úl timos dias ata 

cou o problema da catenária no mesmo espírito, 

considerando- a c omo um 11Úmero de pesos discr!. 

tos ligados por uma corda incorp6rea . Seus m~ 

todos e con ceitos foram dilatados ao limite 

para resolver este problema . Foi capaz de tra 

tar qualquer cas o particular dado por ém nao 

conseguiu sintetizar a desc rição geral da cu~ 

va assumida. 

HUYGENS pode s er considerado como um cientis 

ta perfeito. Seu exemplo mostra Que um e o 

mesmo homem pode criar resultados importantes 
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em matemática pura, pode de senvolver e apli 

car teorias .fÍsicas c om os mai s elevados re

quisitos de rigor 16gico, pode introduzir n2 

vos conceitos e proposiçÕe s da física e cor-
' relacionar .fenômenos físicos importantes pr~ 

viamente mal compreendidos , pode projetar e 

levar a efeito experimentos importantes, po 

de elaborar e patentear dispositivos úteis e 

fa z ê-los serem .fa bricados. A Mecânica foi ~ 

penas um de seus campos de atividade. 

ISAAC NEWTON (1643 - 1727) 

Os Philosophiae Naturalis Principia Mathema 

~ de NEWTON, publicado em Londres em 1687, 

roi o primeiro tratado geral em mecânica ra

cional . Atraiu grande atenção devido ao seu 

ambicioso plano de dedução . O leitor g anha a 

impressão de Que tudo deve decorrer de três 

"Axiomas, ou Leis de Movimento". Esses axi2 

mas eram fraseados em termos de "forças" . 

Força era uma palavra comum , usada frouxamen

te em es critos científicos , porém nunca dan

tes considerada fundamental. Le itores da é 
poca ficaram perplexos de econtrá - la como o 

que hoje chamaríamos de uma "variável primi 

tiva" em matemática , e não como uma qualida

de fi los6fica ou uma quant i dade matematicame~ 

te definida em termos de movimentos. NEWTON 

mostrou como usar fo r ças , mas nuncas as expli 

cou ou estabeleceu suas propriedades gerais. 

Seu axioma operativo é a Segunda Lei, que es 

tabelece oom efeito que para qualquer corpo 

sob quaisquer c irc uns t âncias a aceleração é 
igual a força apli cada por massa unitária . 

Estudantes poster iores veriam que tal afirma 

ção faria sentido apenas se o conceito de "co.r. 

po" .fosse re.finado: Tipicamente , porém nao 

exc lusivamente , o "corpo" ocupa apenas um PO!!, 

to do e spaço . Essa lei em sí aparenta hoje 

em dia ser uma extensão natural dos princí~s 

usados por GALILEU e HUYGENS , mas distintame!!, 

te desses , refere-se não apenas à gravidade 

unifo rme mas também a todos os tipos de for 

ç a s , e não apenas a uma única componente da 

aceleração mas ao próprio vetor aceleração . 

O Livro I do grande t r atado de NEWTO..N refere 

se ao movimento de corpos sujeitos a forças 

que s ão função exclusiva das dist âncias . Con -



10 

tém também uma grande parcela de geometria e 

análise infinitesimal , explicada em notação 

e termos geométricos que deu por séculos alei 

tores não críticos a idéia de que NEiiTON ocul 

tou a utilização do que viria a ser chamado 

"cálculo integral e diferencial". O tratame~ 

to da mecânica é razoavelmente sistemático e 

permanece a grosso modo dentro do programa de 

NEWTON de dedução racional a partir de axio

mas. Em grande parte o Livro I é um trabalho 

retrospectivo ao unificar e generalizar mui

tos resultados previamente conhecidos porém 

mais ou menos separados . Sua realização mais 

celebrada é a demonstração de que as regras do 

movimento planetário induzidas dolorosamente 

de dados celestes por .TQHANN KEPLER ( 1571 -
1630) decorre de umas poucas linhas de matemá 

tioa a partir da Segunda Lei de NEWTON e da 

hip6tese de que o universo c ontém apenas dois 

corpos , que sao pontos ou esferas homogêneas 

por camadas, que se atraem por forças centrais 

i guais e diretamente opostas inversamente pr~ 

porcionais ao quadrado da distincia ent~e os 

c entros . 

O Livro II refere - se ao movimento de corpos em 

meios resistivos . Os meios são idealizadosde 

várias f'ormas : como agentes de denso atrito, 

c omo uma ITOntagem de ntlmerosas partículas es 

táticas , como fluídos incompressíveis desti 

tuídos de atrito interno, ~orno pinhas de ma 

terial elástico , dilatante ou co~densante , c2 

mo camadas deslizando umas sobre as outras. 

NEK70N clama determinar a resistência ofere 

cida por meios densos ou rarereitos a passa 

gem de esferas ou cilindros; a oscilação da 

água em um tubo em U; a vazão de água de um 

recipiente com um furo no fundo ; o progresso 

de ondas superficiais; a velocidade do som no 

ar; a resistência decorrente da tendência ao 

escorregamento em um fluido; 

coisas . 

e várias outras 

Embora muitos que meramente o~aram de relan 

ce o trabalho de NEWTON tenham sido persuadi 

dos de que seu conteúdo realmente decorre ma 

tematicamente de suas Leis do Movimento; e 

ainda hoje muitas pessoas são assim persuadi 

das ; no Livro II seu pr,ograma ue dedução ra

cional se esfacela completamente . Novas hi -
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póteses são i ntroduz idas, s eja confessas ou 

tacitamente, a cada poucas páginas; as demon~ 

traç~es são frequentemente retóricas ou mesmo 

circulares ; e algumas pá~inas não são mais que 

blefe. Mui tos dos problemas que NF.K'TON abor

da em seu. livro nuncadantes haviam sido su

jeitas a q ualquer tipo de tratamento matemát i 

co . Por engenhosidade e perspicácia , e, aci

ma de tudo, por sentido dos problemas, o Li

vro II é o trabalho mais brilhante e fértil 

já escrito em mecinica; foi assim recebido p~ 

la dÚzia de homens que poderiam compreendê-lo; 

e assim permanece . Por mais de cem anos os 

melhores ge&metras devotaram- se à crítica , d~ 

senvolvimento e c orreção das idéias e argume~ 

tos nele delineados, a solu9ão dos problemas 

que atacou sem sucesso, a exploração e conqui!!, 

t a dos horizontes que abriu à mecânica . 

O Livro III refere - se ao "Sistema do Hundo", 

que é o sol, os planetas e suas luas e cer

tos cometas. Nele NEWTON tenta mostrar que 

sua lei da gravitação universa l é suficiente 

para explicar em detalhe os fen~menos da me

cânica cele st e . Como a estrutura matemática 

apresentada no Livro I era insuf iciente para 

tratar um universo consistindo de mai s que dai.s 

corpos, NEWTON teve rte recorrer n o caso a a

proximações de vários tipos . Aqui, também, 

ele mostrou ser um me s tre consumado da mate

mática e da adivinhação engenhosa. 

NEWTON publicou apenas uma pequena fração do 

que escreveu, Finalmente está se tornando 

possível seguir o curso de seu raciocínio , 

pois uma edição definitiva de todos os seus 

trabalhos matemáticos , editada soberbamente 

por D.T. WHTTESIDE, começou a aparecer em 1967 
tendo - se completado em 1982 com o oitavo vo 

lume . ~uito do esrorço de NEWTON foi coloca 

do em álgebra , geometria e análise parcialme~ 

te mas de modo algum inteiramente em resposta 

a problemas surgidos em seu estudo da mecâni 

ca . 

GOTTFRIED ~~LHELM LEIBNIZ (1646- 1716) 

A mecânica de I$IBNIZ foi desenvolvida q~ase 

ao mesmo tempo que a de NEifTON e o foi intei 

ramente independente desta . Ap6s refutar o 
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princípio da con servação de DESCARTES , defi 

niu a "força viva" do um corpo como sendo o 

produto de s ua quantidade de matéria pelo qu~ 

drado de sua velocidade e afirmou Que qual 

quer perda de fo rça viva era compensada po r 

um ganho igual de "força morta", e vice - versa. 

As idéi8S d e energia pot encial e cinét i ca , a 

s·oma das quais é c onse rvada em muitos casos i!!! 

portan te , decorre de seu princípio . 

LEIBNIZ também propÔs uma "lei ela continuidade", 

em conseQuência m qual "tudo progrid e graclativamet.:!.. 

te na nature za e na da por saltos" . Assim fa 

ci lmente dispen s ou os modelos discretos e co~ 

siderou uiretamente corpos contínuos . 

GASTON PARDIES (16)6/B-1673) .1á havia tentado 

fa~er tal , porém carecia da matemática neces 

sária para expressar e resol ver as condiçÕe s 

que obteve . O cálculo diferencial e integral 

rte LEIBNIZ proveu f e rramentas 16gicas perfei 

tamente aptas à análise de um universo conce 

bido como s endo de variação infinit esimal e 

perpétua . Com eles, o pr6prio LEIRNIZ facil 

mente resolveu o problema da curva c atenária 

com base no princ ípio mecâni c o d e PARDIES . Ta!!!; 

bém , corrig ind o a regra de resistência de GA

LILEU, foi a primeira p essoa a calcula r o e 

feit o das tensões distribuídas desigualmente 

sobre a seçao transversal de uma viga carreg~ 

da . 

Elegantes e definitivas 1como sa o as soluçÕes 

de LEIBNIZ de uns pouGos problemas específi 

cos , sua importância para a mecâni ca decorre 

mais do fat o q ue o tipo de cá lculo d i f erencial 

e integral que permite o melbor uso em ciência 

natural des envolveu- se com bas e em sua s idéias 

em lugar das de NEWTON . 

JACQUES BERNOULLI (1655-1705) 

A mecânica de JACQUES BERNOULLI foi mais f or

te nos aspe ctos em que a de NEWTON foi mais 

fraca : problemas relacionados a só lidos rí

gidos ou elást icos . Ele uniu a teoria do ce~ 

tro de oscilação de HUYGENS aos princípios e~ 

táticos mostrando que decorriam da lei da al~ 

v anca se as aceleraçÕe s reversas foss em trat~ 

das como s endo forças . Esta é uma das várias 

idéias c hamadas de "Princípio de D• ALE~tB.ERT" 
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nos livros texto . A aplica~ão dele feita por 

JACQUES BERN OULLI fornece um primeiro exempl o 

da lei do momentum rot ac ional, que com o tem 

po tornou - se e permaneceu como sendo o segun

d o princípio fundamental de toda a dinâmica. 

A segunda obra prima de JACQUES BE~~OULLI é 

s ua teoria da cinta e lástica fletida. Con si 

derando a seção transversal como s e gerasse 

uma mola, encontrou a equação diferencial do 

equi líbrio que a curva deve satisfazer e a 

resolveu em um caso importante . Explorando 

profundamente a na tureza da elasticidade , viu 

que a resposta de um materia l dove ser descri 

ta como uma rela ção entre !"orça tensil por á

rea unitária e elongação por un idade de c om

primento , o que é hoj e chamado de uma "rela

ç ão tensão-deformação" . Sua tentat i va para 

determinar a f ibra neutra em uma viga fletida 

resultou em fracasso. 

De modo a resolver vários problema s particul~ 

res da mecânica concernentes a linhas f lexí

v eis ou corpos deslizantes , criou o cálculo 

das variaçÕes , que tem pe~nanecido desde en

tão como uma f erramenta importante em todas a~ 

área s da física matemát ica . Em particular , 

corrigindo GALILEU, demonstrou que a c urva de 

descida mai s rápida entre do i s pontos é uma 

cicloide. 

6 . O Ilumin ismo e o Rococó 

A Era de EULER ( c .l7J O- c . l780 ) 

Nenhum outro homem dominou a mecânica a tal 

ponto ou por tanto tempo como o fez LEONHARO 

SL~ER (1707 - 178)) . A mecânica como é hoje eE 

s inada a engenheiros e matemá ticos é em g ran

d e parte criação sua . Abordou cada aspecto 

da mesma e c ada problema especial importante 

então s ob estudo . Tudo o que tocou ele tran~ 

formou , c larificou, reformulou e enr iqueceu. 

Seu trabalho em qualquer assunto dado s empre 

s uperou e tornou obsoleto t odos os e studos p~ 

vios acerca do mesmo. 

EULER fo i Ulll e studante de JEAN BERNOULl-I (1667-

1748) que havia sido treinado por s eu irmão 

JACQUES . Assim EULER herdou não apenas a ma

temáti c a de LEIBNIZ e dos BERNOULLI mas tam -
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bém a tradição da estática terrestre como de

senvol.vida por STEVIN, HUYGENS e PIERRE VW

GNON (1654- 1722) . Ao mesmo tempo dominou os 
... 

métodos e os conceitos de NEWTON, com sua en-

fase em dinâmica e em fenômenos celestiais , e 

nele juntaram- se as duas principais correntes 

de pensamento em m~cânica e ass im e1as têm 

permanecid.o desde então . No segundo quarto do 

século dezoito uma atenção grande foi dada à 

sistemas sujeitos a p~quenas oscilaçÕes. Fo

ram considerados tan·to sistemas discretos, c.2. 

mo aqueles de muitas massas. ou pesos ou de ~ 

tes rígidas articuladas e os contínuos , como 

cordas tensionadas ou pesadas e barras elásti 

cas . EquaçÕes dif'erenciais do movimento para 

tais corpos eram ainda desconhecidas , pois oS· 

princípios da mecânica ainda não haviam sido 

formulados com suficiente genera1idade para as 

obter. JEAN BERNOULLI , seu filho DANIEL(l?00-

1782) e EULER desenvolveram uma grande práti 

ca em utilizar hip6teses especiais suficient~ 

para determinar as formas dos modos principais 

e .calcular as frequências pr6prias correspon

dentes. Viram que esses modos podiam ser ex

ci tactos simultaneamente, e DANIEL BERNOULLI 

finalmente enunciou que todo movimento vibra

t6rio pode ser obtido pela superposição de um 

número suficiente de vibraçÕes simples. Con-

siderou esta asserção como uma nova lei da fi 

sica e não como um teorera demonstrável da m~ 

cânica . 

NEWTON e outros haviam formulado através de r~ 

laçÕes diferenciais intrínsecas o problema da 

det erminação do movimento de certos sistemas 

e que pode de fato ser reduzido a unt único po!:!_ 

to massiço sujeito a uma força central. A f~ 

mosa solução de NEWTON do problema de dois co~ 

pos gravitantes é desse tipo. Até 1743 todos 

os que haviam tratado sistemas mais complica 

dos , tais como três c orpos gravitantes ou dois 

corpos ligados, haviam recorrido a conjecturas 

ou confinado - se a movimentos especiais par

ticularmente simples, tais como as vibraçÕes 

simples mencionadas. Em 1743 as primeiras e

quações diferencia~s típicas do movimento fo 

ram obtidas por JEAN BEfu~OULLI e JEAN LE ROND 

O'ALEHBERT (1717-1783) . O Ú1 timo foi o pri

meiro a estabelecer uma equaçao diferencial 

parcial como a lei do movimento de um sistema 
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mecânico, qual seja, de uma corda pesada em 

pequena oscilação horizontal. . De modo a fa 

zê- lo, formulou uma lei geral referente a sis 

temas vinculados que estabeleceu muito obscu

ramente. Esta equivale a uma proposição de 

que as acelerações causadas pelos vínculos 

c onstituem- se em um sistema equilibrado de fo.r_ 

ças por massa unitária. Como LAGRANGE viria 

a observar posteriormente , o princípio de D • ALEM 

BERT é de uso dif{cil. EULER imediatamente 

estendeu o método de JEAN BERNOULLI de modo a 

obter as equaçÕes que governam o movimento do 

sistemas ligados , e então , como por lembranç~ 

viu que o movimento geral de ~ pontos mássi 

cos sujeitos a quai squer forças dadas podiam 

ser formulados da mesma forma em termos de um 

sistema de equaçÕes diferenciais referidas a 

um único sistema de coordenadas. Essas equa

çÕes, nas quais praticamente todas as pesqui 

sas subsequentes pm mecânica celeste foram b~ 

seadas , são chamadas de "Newtonianas" no fo

clore , embora nada como elas apareça em qual-

quer lugar no trabalho de NEWTON . Assim que 

as encontrou, EULER as usou repetidamente. 

Por exemplo , determinou o efeito de uma força 

harmÔnica excitadora sobre um oscilador har

mÔnico; assim descobriu a teoria matemática 
da ressonância , um fenômeno que havia sido ag 
tes compreendido apenas de forma figurativa. 

A partir dessa época EULER sempre formulou 

problemas de mecânica em termos de definiti 

vas equações diferenciais ordinárias par 

ciais . D' ALEMBERT por sua vez obteve a e 

quação que governa as pequenas vibraçÕe s tr~ 

versais de uma corda esticada; embora perce 

besse a so l ução em termos de funçÕes arbitrá

rias , representando ondas propagando- se em a~ 

bas direçÕes com uma velocidade determinada , 

impÔs outras restriçÕes tão fortes a ponto de 

quase proibirem o uso de seus pr6prios resul

tados . EULER , negando as restriçÕes, exibiu 

soluções exp l Ícitas para todos os casos de i~ 

teresse : cordas distend~das segundo uma for -

ma arbitrárias, a propagação e reflexão de 

pulsos , etc. Muitas dessas soluçÕes possuíam 

derivadas deséontínuas, e algumas eram elas 

mesmas descontínuas . Ao exibir descontinui 

dades que se propagam , EULER derrubou a "Lei 

da Continuidade" na 'forma estrita enunciada 
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por LEIBNIZ e sustentada por D1 ALEMBERT. 

EULER não propÔs substituta para a m~, porém 

seu exemplo no tratamento da corda vibrante 

tem sido seguido desde então em toda a rísica 

matemática , pois até hoje são sempre buscadas 

soluçÕes suaves no sentido de classe de deri

vabi lidade , e a continuidade é abandonada em 

um problema particular apenas quando funçÕes 

suaves fracassam em resolvê-lo. 

Uma grande controvérsia acerca da corda vi 

brante surgiu entre D'ALEMBERT, EULER e DANIEL 

BERNOULLI , porém referia - se em grande. parte 
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do movimento de um corpo rígido , Demonstrou 

então que cada um tal corpo possui um eixo de 

rotação livre ; posteriormen te JOHANN ANDREAS 

v, SEGNER (1704-1777) demonstrou que todo co~ 

po posui pelo me nos três eixos desse tipo mu

tuamente ortogonais. EULER foi levado a in

troduzir o tensor de inércia e assim separar 

a inércia rotacional da inércia translacional 

e distinguir ambas do c onceito de peso. Mos 

trou que a Segunda Lei de NEWTON deve s e ref~ 

rir estritamente ao centro de massa , que não 

é necessariamente o centro de gravidade. 

a análise em lugar da mecânica. EULER obteve EULER determinou vários movimentos especiais 

também a equação que governa as pequenas os- de um corpo em rotação. Por outra aplicação 

cilaçÕes de membranas tensionadas e a resolveu de seu princípio do momentum linear EULER oh-

para tambores circulares e retangulares. teve equaçÕes diferenciais para a determina-

DANIEL BERNOULLI havia usado artifícios esp~ 

ciais de modo a obter uma rela~ão entre a ve

locidade da água em um tubo e a pressão que 

ela exerce sobre a parede desse mesmo tubo . 

JE~~ BERNOULLI mostrou que os resultados de 

seu filho podiam ser obtidos de forma mais 

simples e mais geral pela utilizaçã~ direta 

dos "princípios ordinários" da mecinica, isto 

é , o prinçÍpio do momentum linear. De modo a 

fazê- l o teve de introduzir o conceito de pre~ 

são interna, a pressão exercida por qualquer 

parte do f luido sobre sua parte vizinha, e 

considerar o efeito da difereuça das pressões 

sobr e as duas faces de #IDa fatia estreita de 

rluido. Talvez aqui .tivesse sido influencia

do por um estudo anterior incompleto da cor

da vibrante feito por BROOK TAYLOR (1685-1731) . 

Certamente fez uso de idéias e métodos q ue ele 

e seu irmão mais velho haviam utilizado em sru 

trabalho sobre a estática das linhas flexív~ 

por volta de 1690. 

EULER viu de imediato que esta era a maneira 

de unificar muito da teoria mecânica existen

te . Foi levado a propor o que chamou de um 

novo princípio da mecânica, ou seja , o de que 

a aceleração de cada parte infinitesimal de 

qualquer corpo é igual a força resultante por 

unidade de massa atuando sobre ela. Este é o 

princípio geral do balanço do momentum linear, 

uma ampla extensão da Segunda J.,ei de NElvTON. 

Com base neste princípio EULER foi capaz de 

deduzir imediatamente as equaçoes diferenciais 

ção do movimento de fluidos ideais. Anterior 

mente, com base em princÍpios menos completos , 

havia estendido e aplicado a hidráulica dos 

BERNOULLI . Por ,exemplo introduzindo o que foi 

posteriormente chamado de "força de CORIOLIS" d~ 

terminou as pressões no interior de uma turb! 

na girante e estabeleceu crit,rios de cavita

~ão . Em um ensaio ainda mais antigo sobre b!_ 

lÍstica havia mostrado que um corpo submerso 

em um fluido ideal num escoamento permanente 

uniforme não sofreria resistência , um fato h2 

je conhecido como "paradoxo de D'ALEMBERT." 

EULER também considerou a propagação do som 

no ar. Embebeu a teoria de DANIEL BERNOULLI , 

dos modos e frequências de tubos de órgão, no 

contexto da teoria geral dos pequenos movlme~ 

tos de f luidos compressíveis. Apl i cando suas 

equaçÕes gerais foi capaz de determinar a .fre

quência dos agudos de uma corneta cÔnica . Ob 

teve também as equaçÕes diferenciais parciais, 

hoje chamadas de "equações da onda•, que go

vernam a propagação de ondas cilÍndricas e e~ 

f éricas e, f inalmente, ondas de qualquer for 

ma, determinando algumas soluçÕes particula

res delas . Tentou muitas vezes corrigir o V!_ 

lor de NEWTON para a velocidade do som porém 

apenas obteve sucesso em mostrar que o engano 

nao se devia no caso a erros matemáticos, a 

princípios mecânicos inexatos, a efeitos de 

grande amplitude ou ao fato de NEWTON haver 

considerado apenas ondas planas . EULER veio 

a perceber que havia se enganado em asseverar 
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que o princípio do momentum linear era a Wli

ca lei fundamental da mecânica. Desde seus 

primeiros anos ele havia estudado a teoria de 

.JACQUES BER.lWULLI das cintas elásticas fleti -

das. Havia tido sucesso em classificar e de -

terminar explicitamente todas as formas que 

uma cinta reta em estado natural pode assumir 

se carregada apenas em suas extremidades . Um 

produto desta pesquisa foi a "f6rmula de EULER 

da f'lambagem", que f'ornece a carga longitudi

nal m:Cn;ima suf'iciente para fazer uma coluna 

fletir. Estendendo o trabalho de DANIEL BER-

NOULLI, EULER havia determinado todos os mod~ 

e f'requ;ncias pr6prias de barris retas sob p~ 

quenas oscilaçÕes transversais sujeitas a vá

ria~ c ondiçÕes nas extremidades . Essa massa 

de excelente teoria repousa em parte sobre uma 

hip6tese especial que nio 6 consequ~ncia de 

qualquer lei geral da mecânica e em parte so

bre o balanço de momentos , não o balanço de 

forças, de modo que o princípio do momentum 

linear não pode ser diretamente aplicado . Co

mo puderam essas equações do movimento de baE 

ras elásticas ser obtidas? 

Dois elementos estavam faltando. O primeiro 

desses era um conceito geral apropriado da for 

ça que uma parte de uma barra exerce sobre ou 

tra. A segunda era a extensão do princípio do 

balanço estático de torque de modo a incluir 

os efeitos do movimento. ~ara obter o segun-

do, EULER tinha o recursp do tratamento do 

centro de oscilação por JACQUES BERNOULLI . 

Dessa maneira chegou, posteriormente em sua 

vida, ao segundo dos dois princípios fundamen 

tais que servem como fundamento de toda a me -

cânica : o princípio do balanço do momentum 

rotacional. EUl~R expressou os dois princí

pios como relações integrais : A taxa de va

riação temporal do momentum linear de um cor 

po é igual a força total que age sobre ele, e 

a taxa de variação temporal do momentum rota

cional de um corpo é igual ao torque total que 

atua sobre o mesmo . Estas lei s vem hoje sen 

do chamadas de "Leis de EULER para o Movimen

to'' . Em contraste com as Leis de NEWTON , são 

não ambíguas, explícitas e genéricas . 

O primeiro elemento que faltava havia sido vi~ 

to por ANTOINE PARENT (1666-1716), porém s eu 
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trabaLho nao havia atraído atenção. Este era 

de que , no interior de uma viga carregada de

viam existir forças transversas bem como lon-

gitudinais. Uma forÇa cuja direção é parale -

la à superfície sobre a qual atua ve~o a ser 

chamada posteriormente de ''força cizalhante" . 

EULER, representando a viga por uma linha de 

formável , substituiu a ação de uma de suas Jla!:. 

tes sobre a sua vizinha por uma força atuando 

na junção. As componentes dessa tensão resul 

tanta , a longitudinal sendo a tração ou com

pressão e a transversa a força cizalhante, são 

as que entram no princípio do momentum linear; 

s uplementando-as por aceleraçÕes reversas dan 

do origem assim às equaçÕes do movimento. Des 

ta maneira EULER rinalmente obteve sucesso em 

separar os princípios gen,ricos da mecinica 

das relaçÕes constitutivas que definem corpos 

ou materiais particulares. O programa de 

JACQUES BERNOULLI foi assim a l cançado , embora 

apenas para corpos planos uni-dimensionais. 

JACQUES ·BERNOULLI havia determinado as variá

veis com as quais formu lar uma relação consti 

tutiva para uma barr.·a elástica, por6m não ha 

via aplicado sua idéia . Nos seus trabalhos, 

realmente iniciais, 

em deduzir a lei da 

LI ao admitir que a 

EULER havia tido sucesso 

flexãÇ de JACQUES BE~~OUb 
barra l era composta de fi -

bras distendidas segundo a lei da extensão de 

HOOKE. De modo a fazê -lo, havia tido que in

tegrar os momentos das tensões ao longo da s~ 

ção transversal de uma viga, e a integração 

requer uma relação tensão-deformação indepen

dente do tamanho do elemento considerado . Se 

a relação é li.near , como assumida por EULER. 

a constante de proporcionalidade é o m6dulo 

de elasticidade. EULER havia então sido ror

çado a introduzir.este descritor material,que 

o foclore atribue a YOUNG . Em seu trabalho 

rinal em elasticidade EULER chegou a ver a i~ 

portância central deste m6dulo 1 assim o defi

niu c lara e expressamente fornecendo ainda e~ 

timativas numéricas dele para materiais co

muns . 

EULER merece ser considerado c omo o perfeito 

te6rico. Oominou todas as teorias existentes, 

resolveu com finalidade destacados problemas 

centrais e encontrou novas aplicaçÕes. Apri -
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morou, simplificou , consolidou e uniu o que 

hoje é conhecido; forjou novos conceitos e no 

vas definiçÕes de modo a tornar .frutíferos os 

princípios gerais que havia induzido pela eli 

minação de hipóteses especializantes . Em co~ 

teúdo seus artigos variam de cola çÕes de re 

gras simples para engenheiros, com tabelas p~ 

ra uso cego por eles , até a projeção e mesmo 

o projeto de máquinas e a sistemática explo

ração de idéias que mencionou como s endo em 

grande parte devida a outros, até a apresen

tação de princípios gerais puros e abstratos 

com pouca possibilidade de serem entendidos 

por quaisquer de seus contemporâneos . Não se 

envergonhava de publioar um artigo no qual a 

matemática não ultrapassava a aritmética ele 

mentar se os resultados fossem belos ou prom~ 

tessem ser úteis ; no outro extremo, criou no 

vas ferramentas matemáticas e mesmo discipli 

nas completas da matemáti c a de modo a resolver 

problemas de física, e não esquivava- se de e~ 

crever artigos nos quais tratava problQmas de 

mecânica pelo uso da análise que poderia ser 

então compreendida por no máximo um punhado de 

homens. Escrevia com perfeita sinceridade; 

foi o primeiro autor científico a citar a o 

bra de outros em reconhecimento a seus méri

tos em lugar de apontar erros e deficiências ; 

quando podia avançar apenas parcialmente em um 

problema revelava seus resultados imperfeitos 
I na esperança que outros pudessem usá-los; e 

em pelo menos um ca~o publicou um artigo que 

sabia ser parcialmente errôneo e então fez p~ 

blioar nas páginas imediatamente subsequentes 

um explicação de aonde se encontrava o erro, 

seguido por sua correção através do ajustame~ 

to das partes que permaneciam válidas em seu 

trabalho precedente. Finalmente, deixou atrás 

de si sugestões para novos conceitos e come 

ços de novas soluções que não viveu para com

pletar . Em adição à sua influência indireta 

através da tradição da mecânica, os artigos e 

livros de EULER têm continuado a inspirar pe~ 

quisas ocasionais sobre mecânica até os dias 

de hoje. 

Se f azemos wn levantamento dos escritos de 

EULER, verificamos neles todos os elementos 

necessários à construção de um sistema ge ra l 

da mecânica , incluLndo todos os tipos de ma-
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teria! e todas as variedades de corpos, por~m 

fazê-lo , foi deixado para que seus sucessore s 

o conseguissem . 

7. Dominação por r' ormalismo Matemát ico 

JOSEPH- LOUIS LAGRANGE (1736- 1813) 

LAGRANGE fez seu nome em mecânica através da 

análise das vibraçÕes de uma corda tensionada 

carregada por muitas massas . Determi nou o mo 

vimento geràl e então, por passagem ao limi

te conforme as massas tornam-se mais numeros~ 

e sua separação se aproxime de zero , disse h~ 

ver estabe l ecido a solução de EULER em fun 

çÕes arbitrárias para o movimento de uma cor

da contínua. Assim seu programa era afim ao 

de HUYGENS. Sua aná l ise da corda discreta re 

pousava grandemente em trabalho anterior de 

EULER, que ent retanto não menciona; como D'A

LEMBERT assinalou de imediato, a passagem ao 

limite utilizada por LAGRANGE é irremediavel 

mente errônea . Muito do restante da obra de 

LAGRANGE em mecânica apresenta simples exten

soes ou forma s alternativas dos resultados de 

EULER . Disso , o que é original, grande parte 

é errônea . Parece ter sido despendido muito 
pouco estudo critico por historiadores sobre 

isso . Uma excessão são as famos as "equações 

Lagrangeanas" que convertem as equações ge 

rais de EULER para sistemas discretos am co 

ordenadas c artesianas em uma expressão inva

riante , válida para todas as descriçÕes do si!, 

tema . Outra excessão é a formulação geral e 

análise por LAGRANGE do princípio da mínima ã 

ção, que havia sido proposto de maneira impr~ 

cisa por PIERRE - LOUIS- MOREAU DE MAUPERTUIS 

(1698-1759) ; EULER havia corrigido os estra 

g os de MAUPERTUIS, porém somente para um úni

co c orpo . Essas duas realizaçÕes são sufici

entes para justificar o grande nome de LAG~ 

GE . 

Em 1788 LAGRANGE publicou seu celebrado trat~ 

do, Méchanique Analitique, n .o. qual c l amava r.2_ 

duzir toda a mecânica a umas poucas f6rmulas 

algébricas . Sua e stática é baseada no prin

c ípio do trabalho virtual. Embora este pri~ 

cÍpio possa ser traçado desde a antiguidade 

através do trabalho de JORDANUS, e embora te -
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nha sido revisto e estendido por JEAN BERNOU!: 

LI, LAGRANGE foi o primeiro a formulá-lo em 

generalidade. A dinâmica de LAGRANGE r epousa 

neste mesmo principio, estendido pela adi9ão 

de aceleraçÕes reversas de acordo com a idéia 

de JACQUES BERNOULLI . Ao reclamar de modo ju~ 

to er;te princípio par~ sí , LAGRANGE usou ex

press~es tão diplomáticas que o mesmo veio em 

lugar disso a ser denominado em honra de D'A

uEMBERT. O livro de LAGRANGE é uma monogra

fia sobre como deduzir equaç~es diferenciais 

de equilíbrio e movimento por meio de seu mé

todo . Distintamente dos Principia de NEWTON , 

raramente contém quaisquer exemplos , aplica 

ç~es, interpretaçÕes em contextos rísicos ou 

novos resultados. Omite todos os problemas 

que não sejam facilmente abordáveis pelos mó

todos de LAGRANGE . Nos primórdios do século 

dezanove foi lido como a bÍblia da mecânica, 

e seu uso do potencial escalar inspirou mui

tos bons trabalhos por aqueles que o estuda 

ram . Seu efeito sobre concepç~es subsequen 

tes da história da mecânica foi grandemente ~ 

feliz, primeiro porque se concentrava em uma 

álgebra fáci l, d&ixava de mencionar o traba~ 

mais profundo f e ito no século dezoito , e em 

segundo l11gar porque LAGRANGl:: incluiu resumos 

históricos que são tão caprichosamente cheios 

de lacunas a ponto de na verdade mentirem em

bora s em de fato o f azer. A influência da~ 

t6ria de LAGRANGE pode serFfacilmente traçada 

pe las repetiç~es não críticas de seus en>os pOr 

escritores poste riores , algumas das quais co~ 

tinuam a aparecer em catálogos hoje publica

dos por comerc iantes d e livros antigos . 

Experimentalis tas do Final do Século De~oito 

Os conceitos desenvolvidos pelos matemáticos 

do século dezoito eram insuficientes para COI'l,!!. 

truir teorias destinadas a expli car dois fen~ 

menos centralmente importantes , embora espe

ciais, da elasticidade : a resposta de vigas 

a tor são e as oscilaçÕes de placas . 

Ao reconsiderar o equilíbrio de uma viga en

gastada CHARLES AUGUSTIN COULOMB (1736- 1806) 

reconheceu a importância de forças cizalhan 

tes , como PARENT o havia feito . COULOMB de

s envolveu a idéia mais além, pois oons iderou 
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a rutura de um cais de alvenaria como devido 

ao deslizamento de uma parte sobre a outra . 

Viu que planos dií'erentes passando por um mes 

mo ponto sofrem tensões distintas e mostrou 

que a tensão c izalhante é máxima em planos i~ 

clinados de 45" com a direção da carga compre,!!. 

siva . Est udando a tors;o por meio de experi

mentos, encoutrou que o giro era proporcional 

ao torque. Para explicar este fato a partir 

de uma teoria geral e calcular a constante de 

proporcionalidade correspondente a um dado fo~ 

mato da seção transversal, permaneceu a par

tir de então como um desafio aos teóricos. 
ERNS'l' ~'LORENS FRIEDRICH CHLAONI ( 17,56- 1827) 

de terminou experimentalmente as curvas nodais 

e as frequências próprias correspondentes pa

ra placas circulares e quadradas. Explicar 

isso por t eoria pe rmaneceu um problema em a 

berto desde então por meio s é culo ou mais. 

Como o próprio CHLADNI observou, seu plano re 

pousava sobre um complevo conhecimento da te~ 

ria dos sistemas simples vibrantes inventada 

por DANIEL BERNOULLI e EULER . O trabalho de 

CHLADNI provê um exemplo raro do uso de uma lx>a 

teoria para casos simples de modo a guiar ex 

perimentos na exp loração de fen~menos que es

tavam além do domínio dos princípios teóricos 

como então conhecidos . 

~~ À continuar como ''História de Me cânica 

Clássica , Parte II , os Séculos XIX e 

XX" . 

GLP (LCC/CNPq e IM/UFRJ) 

Junho , 1982 
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SIMBOLOGIA INTRODUÇAO 
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I 

metade do ângul~ de aceitação 
fator ~e concentração ; relação entre area de 
abertura e ãrea do absorvedor 
altura do concentrador 
ângulo de Incidência medido a partir da nor 
mal ã abertura do concentrador 
altura do concentrador truncado 
fator de truncamento; relaçao entre ! e t 

altura de absorvedor em relação ao plano fo 
cal 
reflet1vidade das paredes refletoras 
desvio padrão da distribuição normal assocfa 
do ao comportamento não especular 
largura da abertura 
largura do absorvedor 

Os trabalhos de Winston 11 I e 121 . mostraram a 
possibi lidade de concentrar a radiação solar com um 
fator de aproximadamente dez sem rastreamento diurno 
usando um novo principio - o do coletor de luz ideal 
cilindrico , mais comumente chamado de concentrador P! 
rabÕlico composto (CPC) . 

Para fatores de concentração de aproximadamente 
três não ê necessãrio qualquer ajuste, mesmo sazonal , 
e a ace itação de luz difusa é muito maior do que a dos 
coletores focais. O concentrador ê uma parede reflet~ 

ra não geradora de imagem que concentra um fe ixe de 
luz no valor mãximo permitido pela conservação do esp! 
ço de fase 111. Se a metade do ângulo mãximo do feixe 
divergente e 0m este valor de concentração máxima pe! 
missivel (relação entre as ãreas da abertura e do ab 
sorvedor dos concentrados) C, serã segundo Winstonll l: 

C .. 1/sen em ( 1) 
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A geometria básica 141 tem a curva do cone cerno 
uma parãbola com foco no lado oposto do absorvedor e 
eixo inclinado de um ângulo em com respeito ao eixo ~ 

tico. 0 comprimento do COfie ( .t) e O suficiente para 
transmitir raios diretos com ângulos em 111. 

Toda a radiação com e maior que em e rejeitada; 
os raios chegando ao ~lano de abertura com e < em são 
aceitos e atingem o absorvedor. 

Comparado com uma parábola simples , o CPC e muito 
profundo, exigindo maior ãrea refletora para uma dada 
abertura. Na prática, grande parte do topo do concen 
trador pode ser cortada (truncada) com pequena perda 
na aceitação porque as superficies cortadas são quase 
paralelas. O traçado de raio no CPC e facilitado com o 
uso de dois sistemas de coordenadas, figura 1. A equ! 
ção da parãbola do ramo direito dos concentrador par! 
bolico composto e 161. 

(2) 

hoiJ 

Figura 1. Raios incidente no ponto hij com ângulo 
de incidência e1 que reflete em(xr' Yr) e 
atinge o absorvedor em haij' 

Exemplos de conc~ntradores parabólicos compostos 
com outros tipos de absorvedores são dados por 
Winstons, Hfnterberger, Goodman e Rabl em 171 e 161. 
Dentre as aplicações possivefs uma possibilidade e o 
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seu uso para ba ixas concentrações, menores que dez, em 
sistemas fotovoltaicos. Neste caso ê essencial ter-se 
uma iluminação razoavelmente uniforme no absorvedor. 

Trabalhos realizados por Alves e Macedo 15 1, 131 
apresentam a têcnica utilizada (traçado de raios) para 
a obtenção da distribuição de radiação na região focal 
de CPC como função de vãrfos parâmetros: fator de con
centração (C), fator de truncamento (tr), ângulo de i~ 
cfdência, altura do absorvedor (a2) , não especularid! 
de e refletividade (p) das superficies refletoras. 

As listagens dos programas utilizados podem ser 
encontrados na referência (3). 

RESULTADOS 

a. Resultados da Distribuição de Radiação Direta 
como Função dos Parâmetros Geométricos (c, d2, 
tr) do CPC e do ângulo de incidência (e).Obse! 

vando-se o grãfico 1, tem-se a i nfluência do truncame~ 

to para o concentrador indicado para o ângulo de inci 
dência variando desde em atê zero. Os resultados pa
ra anpulos de incidência negativas (i direita da nor 
mal) são simétricos aos apresentados. 

Nota-se que o truncamento não melhora necessãri! 
mente a distribuição no absorvedor, pois pode-se ver 
que sua jnfl u~ncia depende do ângulo de incidência 
dos raios. Para um projeto em que se deseja melhorar 
a distribuição utilizando-se truncamento, deve-se pl2 
tar vãrios resultados, onde se combina fatores de tru~ 
camneto e ângulo de incidência e observar que, quando 
bem próxima ao ângulo de incidência igual a em• a di~ 

tribuição melhora com o aumento do truncamento e para 
incidência normal ocorre o contrário. Como os picos ~ 
is ocorrem justamente para e = em, pode haver intere~ 

se em etenuã-los com o truncamento; de qualquer forma, 
dificilmente utiliza-se um CPC sem truncamento. 

Conforme o grãfico 2 tem-se a influência do fator 
de concentração de coletores truncados igualmente para 
vãrios ângulos de incidencia. 

Pode-se notar que, para qualquer ângulo de inci
dência, a distribuição de radiação torna-se mais un1 
forme ã medida em que se aumenta o fator de concentra
çao. Portanto, quando se deseja uniformizar a distri 
buição, variando o fator de concentração, deve -se op
tar pelo maior fator de concentração pennitido no pr2 
jeto. Nota-se que sempre ê possivel jogar com uma mai 
or concentração final com maior homogeneidade. 
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Grâfi co 3. Distribuição de radiação global com determ~ 

nada não isotropicodade, para vârios trunc! 
mentos e para vãrios fatores de concentra-
ção. 1 

ção dfreta. 

d. Resultados da Distribuição de Radiação Direta 
com Superflcie ~efletora não-Especular e Refle 
tfvidade menor que um . Com a ajuda do Grâfico 

5 temos a influência da não-especularfdade para refle 
tividade igual a um, para vârios ângulos de incidên
cia. 

Têm-se que . para todo ângulo de incidência de ra 
diação dfreta, quanto maior a não-especularidade da su 
perficie refletora, melhor é a distribuição, isto ê,os 
picos de mãximos e os picos de minimo são, em media ~ 
nores. Portanto, para uma melhor uniformidade da radi! 
ção no absorvedor deve-se optar por uma superficie d_! 
fusa, is to e, que se distancie do comportamento es~ 

cu lar. 
Têm-se no grãfico 6, a influência da refletivida-
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Gráfico 4. Infl uência do deslocamento do absorvedor na 
distribuição de radiação direta. 

de para uma não-especularidade e para vãrios ângulos 
de incidência da radiação direta. 

Observa-se que com a reflet1v1dade menor que um a 
distribuição de radiação no absorvedor não se altera 
apreciavelmente em termos de uniformização. O que se 
pode notar ê uma menor quantidade de energia chegando 
no absorvedor devido ã capacidade de absorção das su 
perfici es refletoras. Portanto, a influência da refl~ 

tividade na distribuição é conseguir uniformizá-la, d_! 
minuindo seus picos, mas i custa de uma perda de ener
gia que irã aquecer as superficies refletoras. 

CONCLUSOES 

Na elaboração de projetas de concentraoores par! 
bÕlicos compostos, onde se deseja uma não uniformidade 
limi tada na iluminação do absorvedor, deve-se atentar 
para as influências dos parâmetros construtivos do co~ 
centrador (fator de concentração, fator de truncamento, 
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Grãfico 5. Influência da não especularidade para um 
dado p, CPC para vãrios ângulos de inci 
dênc1a. 

I 

posição do absorvedor) e támbem para as in.fluênc1as da 
não-especularidade e da réfletiv1dade das superflcies 
refletoras. Deve-se também conhecer a distribuição da 
radiação total, caso seja necessãrio saber a influência 
desta não 1sotropicidade na distribuição. 

Com este trabalho e possível realizar todas essas 
anãlises e com o modelo que simula a não-especularidade 
e que leva em conta a refletividade das superflc1es re 
fletoras, tem-se resultados significativos, podendo um 
projeto ser feito com base nestes resultados. 

Devido ao fato da aproximação da nio-especularid! 
de ser feita com uma geração de numeres aleatõrios, pe! 
tencentes a uma distribuição normal, com desvio-padrão 
arbitrado, conforme a não-especularidade, e convenien
te obter-se resultados com vârios desvios-padrões, jã 
que não se sabe qual deve ser utilizado para cada supe~ 
flcie refletora. Hã procedimentos experimentais para 
avaliar este desvio. 
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Grãfico 6. Influência da refletividade para uma não 
especular1dade para um dado CPC para va 
rios ângulos de incidência. 

Para estudos de outras influências na distribui 
ção de radiação no absorvedor destes concentradores, 
alem de problemas onde o método de solução seja o ra~ 

treamentp de raios, tal como a obtenção de ângulos de 
incidência de radiação no absorvedor, pode-se utilizar 
como base os programas listados na referência 131. 

Concluiu-se na referência [31 pela validade 
métodos analiticos utilizados na realização de 

dos 
proj_! 

tos de concentradores parabólicos compostos, com inte 
resse de conhecer ou prever a distribuição de radiação 
no absorvedor e como alterar este projeto para melho 
rar esta distribuição. Na forma atual, os programas 
são suficientes para prever a forma das curvas e es 
tão sendo utilizados no projeto de sistemas com conce~ 
tração 9, para uso com fotocelulas. 

Adaptações podem ser feitas para absorvedores não-
planos, especialmente os tubu1ares, de interesse em 
conversão têrmica. 
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RESUMEN 
Hae~~ndo uho d~ ecuacloneh conh~~tutlvah paAa ~t anâti4ih de c~eep 
heeundaAio, 4e pAehentan en ehte tAabajo do4 metodoh paAa la deteA
mlnaclÓn de una cota in6eAloA y hupe~oA de lah caAgah de cctapho 
coAAe4po ndiente4 a una e4t~uctu~a de mateAial ~~gldo-plâ4tlco-ideal. 
Algunoh ejemploh 40n anatizado4 a e6ecto de mo4tAa~ la aplicabili -
dad de la metodolog~a pAopuehta. 

1. INTRODUCCION 
En trabajo anterior [1) los autores propo

nen para la determinaciõn de las cargas de co
lapso, de una estructura formada por un mate
rial rigido-plãstico-ideal, un método denomina 
do de Creep Secundaria Modificado. 

Dada la ecuaciõn constitutiva del material 
plástico original, en este método se establece 
la ecuaciõn constitutiva a ella asoc1ada den -
tro de la teoria de cree~ secundar1o correspo~ 
diente a la generaliza,iõn de la ley de Norton 
para estados mul tiples de tensiones. Esta nue
va ecuaciõn constitutiva tiene la prop1edad de 
que en el limite para n+w se convierte en la 
propia ecuaciõn constitutiva para el mater1al 
rigido-plãstico-ideal original. 

En este trabajo serãn presentados d~s m~t~ 
dos para l a determinaciõn de una cota i nferior 
y superior de las cargas de colapso , similare s 
a los Métodos Estático y Cinemático del Anã 
lisis Limite. 

Por último se muestran algunos resultados 
numéricos donde se pone en evidencia la aplic~ 
bi l idad de l método prop uesto . 

2. CARGAS LIMITES EN UN SOLIDO OE MATERIAL Rl 
GIDO-PLASTICO-IDEAL 

En esta sección se presenta, en forma resu 

mida, los Métodos Estático y Cinemático del Anã 
lisis Limite para la determinaciõn de las car
gas de colapso en cuerpos de material idealmen 
te plãsticos. 

Un material rigido-p l ãstico-idea l se carac 
teri za a tra vés de: 

Un criterio de plasticidad que define cua
les son los estados de tensiones T soport! 
bles o admisibles para el punto material x 
del cuerpo. Para cada punto este criterio 
def ine en el espacio vectoria l de los ten
so r es simétricos una regiÕn convexa G(x} 
que contiene T=O , representada matematica
mente por: 

F(T}~O; T 1 ,T~talesque F(T 1 }~0 y 

F(T 2 ) ~0 • F[eT 2 +(1-e}T 1 ] ~0 , e b (O , 1) 

En el caso de metales en general la fun
ciõn F(.} en T depende ~olamente de la par 
te desviadora de T. 
Un criterio de fluencia. Este criterio es
tablece que si T b ad(x)(aG(x) frontera de 
G(x)) e l cuerpo puede f l uir plasticame nte . 
Si se designa co n D a la tasa de deforma -
ciõn {plástica) asociada a T 'G(x} , la mis 
ma satisface: 
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tr -T- ) .0 .::_o VT* G G(x) 

La expresiõn anterior es equivalente a exi 
gir que D sea proporcional a 
liente al convexo G(x) en el 
aG( x) (supuesta la frontera 

la normal sa
punto T de 

G suficiente-
mente regular). Observe que la expresiõn an
terior define D en funciõn de T(D=>.F1(T),A_?O 
indeterminada). 

De la forma en que el material plástico es 
caracterizado,se sigue que el mismo no podrã 
soportar cargas de valor indefinidamente cre
ciente manteniendo su configuraciõn r\gida in
deformada. Habrã cargas para el cual el cuerpo 
se comporta como rigido, serãn llamadas de ~o
po~t~bte~ por el cuerpo, otras llamadas de no 
~opo~table~ se rãn tales que el cuerpo (o parte 
de el) fluye plãsticamente. En la "frontera" e_!! 
tre ambas regiones se tiene las llamadas ca~-

9~~ de c.o.tap~o. 

Para definir lo anterior de una manera mas 
forma 1 se supone a segui r que el cuerpo estã S,2 

metido solamente a la acciõn de cargas en el 
contorno anf de n, n es la regiõn ocupada por 
el cuerpo en su configuraciõn inicial y se in
troducen los siguientes conjuntos: 

Est1 = {T; div T=O en n , Tn · i en anf} , 

llamado co njunto de c.~mpo~ de ten4~one4 e4ta~ 
c.amente adm~4ibte4 y donde ã es un elemento del 
conjunto de las cargas de superfície. 

I 

Kin = {O; existe un campo de velocidades 
1" T s v tal que D= 1 (Vv+Vv ) • (Vv) y v=O 

en an v parte de an donde los des
plazamientos estãn impedidos} , 

11 amado conjunto de campo4 de tutu de de6o~m~ 
ciô n c~nemát~c~mente admi4~ble4. 

Luego, dado VT G EstT y VD G Kin resulta: 

f T.D dn = J ã.v dn 
n anf 

donde ã es la carga que equilibra el estado T 

de tensiones y D=(Vv) 5
. 

Ahora bien , dado una carga arbitraria a se 

dirã que es soportada por el cuerpo si: 

Existe al menos un T G EstT que la equili

bra 
T es tal que T(x) G G(x) Vx G O 

Si se i ntroduce el conjunto: 
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H • {T ; T ~ EH 1 , i ( ll ) G G( x) llxG Q} , 

llamado dé conjunte de campo de ten4ionea e4ta 
tic.amente y ptaatic.amente adm~4ibtea. Se tiene 
que: 

una carga a es soportada por el cuerpo si 
::J (existe) T G H que la equilibra. 
una ca rga a es no soportada por el cuerpo 
si ::J ( no existe) T <: H. 

Como es fãcil apreciar por ser G(x) convexo, 
H también resulta convexo. 

Por otra parte por ser l.inea.t la aplicaciõn 
que relaciona el estado T G Est 1 con la carga 
por ella equilibrada, esta ap licaciõn actuando 
sobre el conjunto convexo H define en el domí
nio de cargas una regiõn, tambien convexa, K: 

K a {i;::JT G H tal que T equilibra i} 

Los puntos interiores a K son las cargas so 
portables y los Jllntosen la f ronter a correspon
den a las cargas de colapso [2,3]. 

Existen diferentes técnicas para determi -
nar K una de ellas, conocidas como Método Estã 
tico , co nsiste en (Figura 1): 

Va.do el ~ú.tema de c.a~ga, ca.lt.a.cteJt.i.zado polt 

a, ma~im~zalt. À~O t~l que e~iata T G H en equ~
Hb~~o c.ort >.a. 

Como pue de apreciarse, el problema anterior 
corresponde a un problema de programaciõn mat! 
mãtica: maximizaruna funciõn objetivo lineal 
(.q co n restricciones general mente no lineales. 

Conocido los max Àr asociados a cada dire~ 
ciõn ã , la envolvente convexa de estos mãxi -

r 
mos permite definir una regiõn K; que aproxima 
K por el interior (Figura 1). 

Figura 1 
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Para presentar el otro método, llamado de 
Método Cinemãtico, es conven i ente introducir la 
fun ci õn de di s ipac i õn de energia por deforma
ciõn plãstica. 

Esta fun c iõn disipaciõn estã definida en el 
domínio de las deformaciones por ( Figura 2) : 

~ (x,O) • sup{T.O;T G G(x)} 

a) 71 (X,O)=T.O b) n(x,O) a + "' 
Figura 2 

obsêrvese que esta ecuaciõn define T en func iõn 
de O y por tanto corresponde a la inversa de 
la ecuaciõn constitutiva definida a través del 
criter i o de fluencia. De la definic i õn anterior 
se sigue también que: 

rr (x,O) es convexa (o~ e D 1 +(1- e )0 2 
rr (x,0)~6n (x,D 1 )+(1- e ) rr (x,0 2 ) , e G (0,1)) 

n(x,O) es homogénea positivamente de ler 
grado en O (n( x, aÓ) •alT (x,O) , a~O ) 

Desde el punto de vista prãctico la defini 
ciõn anterior toma la forma: 

1T( x,Q).T.D si ::JT!; êHl , 11 T il < ""• tal que 
D es coli~eal a la normal saliente a 
él G en T 

n( x,D)• + .. caso contrario 

n(x,D) ~O ya que TaO !; G(x) 

Por otro lado, de la propia definiciõn 
sigue que: 

T. D - n( x,D ) <O 

se 

define en el espacio de las tensiones un semi
espa c io conteniendo G{x) (Figura 3). Luego el 
conv exo de plasti c idad G(x) podrâ tambiên ser 
definido como: 

G( x) n {T,T.D- n(x,D) <O} 
DG Kin 
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>O 

<O 

....__,__T. D1~1T( a , Dal •O 

Figura 3 

El Método Cinemãtico consiste en' definir K 
de una manera similar a la utilizada para def~ 
ni r G( x). Para ello, dado v G Kinv ={v*;v* suf~ 
cientemente regular , v* =O en ar. } definase: 

v 

n ( v) .. s u p { J ã. v d ao. ã ~; K 1 
anf 

que tiene propiedades idênticas a las de 11 (x,D). 
Conocido r.( x) , el convexo K resulta definido a 
través de: 

K - n { J a V d cHl- IT ( X ) ~ 0 , ã b e S p a ci O 
- vl:Kinv anf . 

de cargas} 
Como puede apreciarse el problema radica en 

como definir :J( v) a part i r de n( x,,D ) . Para ello, 
recordando el Principio de las Potencias Vi r -
tuales, se tiene: 

n(v)•sup{Jnr.o dn,T' H equilibra ã y don 

de D l: Kiny·estal que D·(vv) 5 }~ 

<Sup {J T.Dcfl , T!; G(x)IJx!; fl , Oi;Kin 
- n 
Y Q .. ('Vv)s}~ 

<J sup (T.O)dfl ,T l: G(x ) ll x l: n, O l: Kin 
- n 
y O(Vv) 5·f

0
1t (x,D)dfl,O!; Kin y o. ('Vv) 5 

Luego: 

n(v) ~ inf{J
0

n(x,D)dn ,D G Kin D=(Vv)s } 

y el convexo K resulta def i nido a través de ( Fj 
gura 4): 
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K~ n {i a.v dõíl- inf 
VbKinv ·anf ObKin o .. ( 'V' v) 5 

1 
:;( x,D)d;:~o. 

, ;} 

ã G espacio de cargas ) 

En parti cular, caracter i zada la carga a tr! 
ves de su direcciõn a*, la carga de colapso 
Ãca *, Àc> O, serã t al que: 

Àc 2 inf J n(x, D) dntJ a*.v dõQ 
DGKin 

5 
n ~n f 

D=( 'V' v} 

y en virtud de que tanto el numerador como e l 
denominador son homogeneos positivos con res -
pecto a O y v respectivamente el problema ant! 
rior es equivalente a (Mé todo Cinemático}: 

Oa.do e.l ~.(.~.t ema. de. c.a.Jtgu ca.Jtac.teü.za.do polt 

ta di~tec.c~Õn a* deteJtm~na.Jt À*=infj r.( x,O)dn c.on 

O G Ki n tJ tal qu~ J a*. v doll= l d~nde. v G Kinv 
Y D=( Vv}s. an f 

Co no ci dos los Àr asociados a cada direc-
ciõn ar, la envolvente convexa (Figura 4) defi 
ne una región Ke que aproxima K por el exterior. 

Figura 4 

I l>.tOI ytd OA·IrtfJ'II'(JI,D)dAaO 
v. on., A 

DEKin 
D•(Vv,l1 

Como puede apreciarse, el problema anterior 
nuevamente corresponde a un problema de progr! 
maciõn matemática: minimizar una fun ci ôn obje
tivo generalmente no lineal con restricciones 
lineales. 
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3. METODO CINEMA TICO Y ESTAT!CO VIA CREEP SE
CUNOARIO 

Segün ya fue presentado, dado el material 
rigido-plã s tico-ideal se conoce el convexo de 
pl a s ti cidad G(x) y la función de disi paci õn plâ~ 

ti ca n(x,D}. Para facilitar la pre sentaciõn en 
esta secci õn se introduce l a 6unc~Õn cat~blte., 

CG(x}(T} , asociada al convexo G(x): 

CG{x}(T} = in f {~ ; ~>O T b ~ G{x)) 

donde G ( x ) e s 1 a ex p a n s i õ n ( o contra c c i õn) i s o
trõpica del convexo G(x). 
Ejempl o . Su põn ga se que G(x) e stã definida por 

f(T0 )-f 0~0 , donde r0 es la parte des
viadora de T. Luego: 

T G uG{x) corresponde a decir f (T0 )
~ f <O de donde ~>f(T 0 ) /f y el min o- - o 

serã CG(x)(T),f(T0)/f 0 . 

De la definiciõ~ de la función calibre se 
sigue que: 

o 
si T G G(x) (inter ior al co nvexo ) se tiene 

CG(x)(T)<l 

si T G aG(x) se tiene CG(x)( T)· l 

si T ~ G(x ) se t iene CG(x)(T)~l 

T/CG(x)(T) ~ aG( x ) 

Considere ahora, un nuevo cuerpo constitui
do por un ma.Zelt~a.l 6~ctic~o cuya regiõn , si~ 

tema de cargas y restricciones en los desplaz! 
mientos son iguales a las del cuerpo idealmen
te p1ãstico original analizado anteriormente. 
La ecuaciõn constitutiva de este nuevo material 
corresponde a la ley de Norton [4] y estã dada 
por la funciõn potencial: 

Desde el punto de vista prâctico lo ante
rior equivale a decir, supuesto la fun cíõn ca
libre regular, que: 

O Cl"lJJJJ "-rr-" 
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Pu e de observarse tambien que: 

si T ' G(x} ~(T )+O para nT<X> 

si T _g G(x) 1/i(T) ... +"' par a n+<» 

Conocida 1 a funciõn potencial en termi nos 
de T par a todo n finito es posible calcular la 
funciõn potencial inversa, esto es en funciõn 
de O, haciendo uso de la transformada de Le
gendre ( 5 , 6] : 

~(O) = sup{T.O-~(T)} 

De la definición anterior puede apreciar
se que ~(O) en el limite para n+<» es identica 
a la funciõn de disipaciõn n(x,O) del material 
plástico original. 

Puede demostrarse que (7]: 

<t(O ) = n:l( n(x ,O))(n+l)/n 

Algunos ejemplos de la determinaciõn de la 

ecuaciõn constitutiva inversa fueron present~ 
dos por los autores en [8,9]. En la secciõn sj_ 
guiente serán tambien presentados algunosej~ 
plos de aplicaciõn. 

Ahora bien, para este cuerpo de material 
ficticio el problema de valor de contorno co
rrespondiente a cargas de superfície ã en anf 
y de desplazamientos nulos en anv<anv anf:~) 

es equivalente a los siguientes problemas va
riacionales [8,9,10, 11] . 

• Modelo en velocidades . .- Determinar v <; Kinv 
tal que haga que el funcional: 

F(v)=J ~(O(v)dn-J ã.v dl1 , V<: Kinv 
n anf 

a 1 cance el v a 1 o r mini mo. En 1 o que s igue 
la soluciõn serã caracterizada por: 

Pn(a)= m~n <J t(D(v))dn-J ã.v dl1} 
vGK1nv 11 an f 

Modelo en tensiones. Determinar T G EstT 
tal que haga que el funcional: 

J(T) = J11~(T)dl1 , T G EstT 

alcance el valor minimo. La soluciõn será 
caracterizada por: 

P~(ã) ~ mi n {J ~(T)dl1} 
TGEs t n 

Donde con el subindice n se pone en evi -
de n c i a que 1 a s o 1 u c i õ n depende tamb i en de 1 
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exponente n de la ecuación constitutiva. 
Sea T, v, D=V( v) 5 la so luciõn correspon -

diente al sistema de cargas ã. Luego: 

y: 

que: 

t (õ) + ~ (Ti = T. n 

Pn(a>=J t(õ)dn-J i.v dn=J T.õ dn-
n anf í1 

-f ~(T)dn - J i.v dl1· -J ~(T)dl1= -P* (ã) 
n anf n n 

De todo lo anter io rmente expuesto se sigue 

si la carga ã es soportada por 
el cue rpo plástico original 
si la carga ã no es soportada 
por el cuerpo original 

si la carga ã es soportada por 
el cuerpo plástico original 
caso contrario 

Si tienen asi los siguientes métodos alter 
nativos para la determinaciõn de las cargas de 
colapso: 
I. M~todo C~nemát~vo v~a c~eep 4ecunda~io a&o

c~ado al mate~~at ~2g~do plá~t~co o~~g~~al . 

C<!racterizada la carga por la direcciôn ã r , 
la carga de colapso en esa direcciõn, dada por 
Àrãr• estâ definida por: 

À = inf{À>O;P (Àa )• para n+~} r n r 

II . Mitodo E~tático v~a ckeep ~ecunda~~o aao -
c~ado at mate~~al 42gido ptá&tico o4iginaL 

Caracterizada la carga por la direcciõn ar, 
la carga de colapso en esa direcciõn À; ãr es
tá definida por: 

À; = sup{Ã>O;P~(Àãr)+O para n•~} 

Como puede apreciarse los Métodos Cinemãti 
cos y Estático via Creep corresponden ahora a 
un problema clá4~co (supuesta la diferenc1abi
lídad de los func iona les} del Cálculo Variacio 
na 1. 

4 . EJEMPLOS DE APLICACION 

Ejemplo 1. Esfera hueca sometida a presión in
te rna de material rigido-plástico -
ideal caracterizado por el criterio 
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de von Mises. 
Este es un ejemplo clãsico de la 1 iteratu

ra y puede demostrarse (12] que la presiõn que 
provoca el co lapso está dada por: 

r 
p :2Y Ln ~ 

c r i 

donde re y ri son los radios externos e inter
nos respectivamente. 

Para el material von Mises el convexo G(x) 
está definido por: 

Y es la tensiõn de fluencia en un ensayo de 
tracciõn pura. 

La funciõn calibre CG(x)(T) para el conve
xo de von Mi ses serã: 

T 
T -v Y<O) • ...,;. 

e - ' 

Luego la ecuaciõn constitutiva para el material 
ficticio en términos de la tensiõn serã: 

1 T n+l 
ljl ( T) a n+T ( ye ) 

A su vez 

~(O) = sup{T.O-Iji(T)} 

Si O es tal que tr 0~0 se tiene ~(0 )= +~ y si 
O es tal que tr 0=0 (material incompresible)r! 

su 1 ta: .. 
,. T n+l 

~(O) • sup{S.O- n;r(lf) } 

de donde 

o • 

se sigue que 

Te n 1 1 3S 
(-y-l y "Z 'r; 

el mãximo ocurre para: 

T 2n 2 
0 . 0 • <,f> <tl i 

por lo que: 

~ = Yl/n(~ O.O)l/2n . yl!n 0!/n , De=~~ o.o 

de donde: 
T n 1 3 S S 1 T n+l T n+l 

~(D)=(lf) y -z r - n;r(T) •(lf) 
e 

1 
T n+l T n+l 1 T n+l 

n;r<,Fl =(lf) ( 1- n;rl • n:l <-fl 
n (Yl;n01tn]n+l. n (YO )(n+l)/ n 

n+T e õ+T e 
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A este mismo resultado se podria haber 11! 
gado recordando la definiciõn de n( x,O) para el 
material plástico dado. En efecto: 

n(x,O) = sup{T.O,T G G(x)} ~ 

\
~ si tr D~O 

.. S.O , 0=>. ~ f- , >.>O ae donde >.:De y 

S.O= ATe= YD , si Tr D·O 
e e 

por tanto 

Se tiene asi que para todo O tal que Tr 020 re 
sul ta: 

y: 
"' (X ,O) "YO e 

resultado al que ya se arribõ anteriormente. 
Ahora bien, el Mitodo Cin&mitico via C~eep 

corresponde en este caso a: 

>. ,=inf {>.> O; min [f ~(YO )(n+l)/n dO-
vGKinv n n+• e 

-J Àã .v dn] ~ -oo para n~oo} 
anf 

donde Kin ={v; v regular y tal que div v= 
s v 

=tr(Vv} aO, V=O en ôl1v} . 
Para el ejemplo presente, utilizando coor

denadas esféricas (r,~,e), designando con v la 
componente radial de la velocidad y de la sime 
tria del problema se sigue que las Ünicas com
ponentes no nulas de O corresponden a: 

0 • dv 
r ar o .... o = '!. ,.. B r 

y de la condiciõn tr o.o resulta la ecuaciõn di 
ferencial: 

*+2~ .. o 

cuya soluciõn definirá Kínv y que en este caso 
estará dado por todo campo de velocidades v ta 
les que: 

C = constante arbitraria 

Luego: 

Dr = -2Cr" 3 

O e • ~j O • D = 2 C r- 3 

In troduciendo este resultado en el funcional 
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El mínimo de este funcional (aho ra una funciõn 
del parãmetro C) corresponde a: 

valor de C en F(C) resulta: 

3>. ( - tn -3/n) J
n+l 3 

2Yn(r;3/n_rj3/n re -r; + 

El término entre corchetes es positivo y 
Pn(>.)~ -~para n~~ si: 1 

>.> 1 im [- ~( r~3 /n_ rj.3/n J =2Y 
n+co 

Luego su ínfimo corresponde a: 
r 

inf >. = 2Y Ln(_!) 
r; 

A continuaciõn se analizarã el Mitodo E~titico 

via c~~~p . En este caso el funcional que entra 

en juego es: 
r 

J 
1 T n+l J2nJ2nJ e 1 T n+l 

J(T)= ~(~) dnz ~(lf) r2drded~· 
11 n+ 1 , 0 0 r . n+ 1 

1 

n+l r e 
= 4n2 ~(~) J (T )n+lr2dr 

11+1 r r 1 e 

definido en: 
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Oada la simetria del problema, puede mostrarse 
[12] que: 

y sustituyendo en el funcional: 
r 

1 1 n+l f e dT n+l 3 
J(l)=4rr 2 ~(~) J r;(~) r

0
+ dr 

El mínimo de J(T) corresponde a aquel campo T 
que satisfaga la ecuaciõn de Euler-La grande del 
funcional, luego: 

d Í . dT n 31 
ar0n+l)(~) rn+ J : o 

de donde: 

Integrando esta ecuaciõn y haciendo uso de las 
condiciones de contorno se obtiene: 

T À ( -3 / n - 3/n) 
r = - ( -3/n -3/n) r -re 

r i -r e 

por lo que: 

dTr 3 À r-(3+n)/n 
Cfl' = - õ ( -3/n -3/n) 

re -r; 

Sustituyendo esto en el funcional se tiene: 

1 1 n+ 1 [ 3 À -] n+ 1 
P~(>.)•4" 2 

n+T(IY) - õ -3/n -3/n 
(r -r . ) e 1 -

re r-(3+nHn+ll/n+(n+J)dr: 

r; 

2 1 l n+ 1 
[ 3 À J n+ 1 n -3/n 

=411 n+T(TI) - õ -3/n -3/n (- j)(re -
(r -r. ) e , 

En particular 

P~( À)~ para n.- si À~~,!:t ~(r;3'"-rj3'"8 

por lo que: 
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y su supremo (en este caso mãximo) corresponde 
a: 

r 
sup >. • 2Y Ln(~) 

r; 

Comparando los resultados vemos que la car 
ga ultima alcanzada con esta nueva técnica es 
la propia carga pe colapso de la esfera. 

Ejemplo 2. Cilindro infinito hueco de material 
tipo von Mises sometido a presiõn i~ 
terna. 

Como el material es el mismo se tiene: 

1 T n+ 1 ( 1 ) I 
~(T)= n;T(,f) • ~(0)= n:l(YDe) n+ n 

tr O = O 

Me~odo C~nemáLico. Trabajando en coordena· 
das cilindri~as, las únicas componentes no nu
las de D son: 

luego: 

tr o 

de donde: 

v = c 

De = 

dv 
dr 

dv . 
dr 

r-1 

v + r 

2C r- 2/I'J 

= o 

c ctefarbitraria 

Con esto resulta definido Kinv y el funcional: 

J J 
- n2 2YC)(n+l)/n -2/ n -2/n 

ti>(D)<ID- a.v dn ~ -11 n:;r(-) (re - r 1 ).. 
n anf + J 

-211~C =F(C) 

De la condiciõn de minimo se obti ene: 

c 

Lu ego 
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El termino entre corchetes es positivo y: 

P (') . ' l; e , = - Y Ln (-e) 
[ 

Yn(r-2/n_r:2/nj 2 r 
n A 7 -~ s1 A> m -

n"""' n-- 13 l.f r i 

Luego el infimo de los >.corresponde a: 

r 
inf ~ = ~ Y Ln(r~) 

/J 1 

Mi~odo Eb~ãtico. De una manera similar a la ya 
presentada en el Ejemplo l se tiene el funcio
na 1 : 

J 
1 Te n+l n+lJre 

( dr. = 2r: 1 ( 1) (T )O+ 1 r dr • J (TI n n+T -:- ;;;r v r. e 
1 

def i··ido en: 
dT T -T0 dT 

Est-=\ T; ~ + ~ =0 , <r.f =0, Tr= - À en r=r; y 

Dado que el problema es tal que se tiene un es 
tado de deformaciõn plana (D =O) resulta: z 

f-3 T • (T -T ) 
e e r 

De la expresiõn anterior se sigue que: 

que sustituida en el funcional conduce a: 

1 1 n+l I'J n+l J re dT n+l 2 2 ~ n+r<vl (~) (~) r"+ dr 
r; 

Nuevamente, la funciõn Tr que m1n1m1za el 
funcional satisface la ecuaciõn de Euler-Lagra~ 

ge asociada: 

d dT n 2 
[ 

n ~ ar (n+l)(~) r+ =o 

Integrando y haciendo uso de las condicio
nes de contorno resulta: 
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Tr • À 

De donde 

dT 
r 

crr 

y que sustituida en el funcional conduce a: 

(- n)(r·2/n -2/n)- i3 [ i3 À Jn ;.., 
· ~ e -ri -TI n+T • Yn(r·2/n_r:2/n) Y 

e 1 

En particular: 

r 
.. .I. Y Ln(...!.) 

,lj r; 

Luego su supremo (en este caso mãximo) corres
ponde a: 

2 r 
sup À : -- Y Ln(~) 

,lj r i 

Comparando los resultados obtenidos por a~ 
bos métodos se concluye que la presiõn interna 
que provoca el colapso de/ cilindro correspon
de a: 

Ejemplo 3. Cilindro infinito hueco de material 
tipo Tresca sometido a presiõn in
terna. 

Para este materi al los autores mostraron en 
[12) que la presiõn de colapso corresponde a: 

r 
À .. Y ln(~) c r 1 

Para el caso del ejemplo puede mostrarse 
que la parte del convexo que interesa estã ca· 
racterizado por: 

Te - Tr ~ v 

Expresiõn esta que permite definir: 

n( x,D )=su p{T .D, T G G(x)}=YD 6 si 

tr D~O y Dr= -06 , Dz=O 

Luego: 

\fi(T) 
T -T n+l 

1 ( e r) 
õ+T ---y--
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Método C~n~mát~eo. Del Ejemplo 2 se sigue que: 

- 1 r • C=cte arbitraria ) 

y para este espacio resulta: 

y el funcional toma la forma: 

La expresiõn anterior alcanza el minimo para: 

que sustituido en el funcional conduce a su va 
lor mínimo: 

El termino entre corchetes es positivo y: 
Yn(r·2/n_r:2/n 

P (Ã) ... -"'si A>l imr- e 1 l =Y 
n """"' n.-- J 

r 
Ln(r~) 

1 

de donde: 
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i n f .~ 

Mê.todo Eõ .tii.t.<:co. El funcional a considerar cor 
responde a: 

J(T) 

definido en: 

Por estar definido en este espacio, el funcio
nal puede reescribirse como: 

r 
1 1 n+l f e dT n+l n , 

2n n;r(y} (~} r +' dr 
ri 

Expresiõn que salvo una constante es identica 
a la del funcional del Ejemplo 2, por lo queun 
razonamiento similar al alli presentado condu
ce a: 

P*
0

(>. }= -11 ~(- ) -
1 O+] [ 

n+l y 

2. 1 À[ V. ~n 
~ r õ+T Y - y ( -2/n -2/n) n r -!". e 1 

Luego: 

P*(Ã) + o si 
n n-+<><> 

[
n( r -2/rf_r :2/n ~ n 

),<1 im e 1 =Y Ln(r /r.} 
- - e 1 n-+oo 

Nuevamente, comparando los resultados obte 
nidos con ambos métodos se tiene: 

r 
Ac = Y Ln(-.!.) 

r i 
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SUSPENSÃO DE UM VEÍCULO 

NELSON DIÓGENES DO VALLE, Dr. lng. 
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JOSÉ RU BENS K RETZER, Eng. Mec. 
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SUMARIO 
é ~p~~6ent~da um~ metodotog~a 6~mple6 p~~~ o tevant~mento do6 p~~âmetAo6 de um veiculo 

~~~64 , mota, amoAtecedoA) 6em 6azeA u6o de equ~pamento6 6o6L6~cado6. 

INTRODUÇAO 
Na suspensão de um veículo existem dois fa 

tores importantes a serem considerados: 
a. conforto dos ocupantes; 
b. segurança na estrada. 

Como indicativo de conforto dos ocupantes 
é utilizado as acelerações que atuam so
bre os mesmos IZJ. A segurança é indicada pe
lo valor de força de contato entre pneu e so 
1 o 121 • 

Tais fato res são em gera 1 contradi tõri os 
sendo necessária uma solJção de compromisso 
entre os mesmos. 

Conhecidas as características de um veícu
lo existente pode-se simulã-lo em um computa
dor analógico afim de serem verificados os r~ 

feridos fatores. O computador permite ainda, 
com relativa facilidade, otimizar o sistema 
com vistas a melhor atender os dois fatores. 

r então muito importante, o conhecimento 
das características do veículo . O presente 
trabalho se propõe a apresentar um roteiro P! 
ra o levantamento de algumas destas caracte 
rísticas. 

MODELO MATEMATICD SIMPLIFICADO DO VEfCULO 
O veículo inicialmente de uma maneira bas

tante simplificada, serã representado confor 
me a figura 1 11 I . 

O modelo apre sentado tem 2 graus de liber-

dade, x e e. 

Fig. 1. Modelo simplificado do veículo 

Foi ensaiado um automóvel Chevrolet Cara 
van, 4 ci l indros em linha, 3 marchas,ano 1975 
sem sistema de ar refrigerado. A segui r serao 
determi nados seus parâmetros de acordo com o 
modelo ap resentado na f i gura 1. 

PARAMETROS DO SISTEMA 
Massa do veíc ulo. O automóve l encontrava

se com o tanque de combustível em sua capaci
dade máxima, ou seja, 54 litros, livre de car 
ga, sem nenhum ocupante, conservando as de
mais características originais. 

Peso u-se o automóvel primeiramente com as 
quatro rodas, depois com duas rodas di ante i
ras e fi na I mente com as duas rodas trasei r as 
apoiadas sobre uma balança. 

Destas pesagens obteve-se os valores: 

m*g = 1140 kgf; P1 = 570 kgf; P2= 570 kgf (1) 
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onde : 
m*g - peso total do veículo 
p1 -peso nas rodas dianteiras 
Pz -peso nas rodas traseiras 

Das dua s ultimas expressões (1) conclui-se 
que o cent r o de gravidade estará localizado 
no ponto médio da di stâ nci a entre os eixos. 

Massas de Suspensão. As cadeias cinemáti
cas simplificadas para cada roda da suspensão 
estão apresentadas na figura (2) . 

Foi inic ialmente pesado cada co mponente da 
sus pens ão e determinado um peso parcial equi
valente no ponto central das rodas (R). Soma~ 

do estes pesos parciais e considerando as du
as rodas de cada suspensão obten-se os pesos 
equivalentes dianteiro e traseiro que são res 
p e c ti v a mente . 

g . mso = 86 kgf 122 kgf ( 2) 

(b) 

I 

Fig . 2 . Cadeias cin~ãticas simplificadas 
a) suspensão dianteira 
b) suspensão traseira 

Característica Elástica da Suspensão. lni-
cialmente ensaiou-se em uma pren sa as mola s 
espirais usadas na s uspensão dianteira e tra
seira do veiculo. Aplicou-se diferentes car
gas sobre as molas e mediu -se os respectivos 
desl0c3mentos. 

Com os valores obtidos, foram construídos 
os gráficos apresentados nas figuras 3a e 3b. 

De acordo com as figuras 3a e 3b obten-se 
as constantes de mola dianteira 
respectivamente: 

e traseira 

K0 = 3 kgf/mm 4,25 kgf/mm ( 3) 
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Puot l 

Fi g . 3 . Cu r v as c a r a c te r í s ti c as das mo 1 as , 
a. dianteira; b. traseira. 

As constantes de mola equiv alente da s us 
pensão relat iva s ao ponto R (meio da roda) dl 
ferem daqueles valores obtidos ensaiandoas m2 
1 as espirais i soladamente (expressões (3}) ,d~ 

vido as cadeias ci nemáti cas da figura 3. Além 
disso uma série de tensores, borrachas e o si~ 
tema de direção aumentam a rigidez do siste-
ma. 

Foi utilizada a montagem conforme figura 
(4) para obter estas constantes experimental
mente. 

Para várias a ltu ras dos "macacos " (MC ) co~ 
forme figuras 4a e 4b foi medida a distân cia 
x e~ peso na balança B donde descontado o p~ 
so da suspensão correspondente podia ser obt~ 
da a força sobre a mola. Cargas maiores do 
que o peso prÓprio tamb ém foram ensaiadas u
sando pesos adicionais sobre o veículo. 

l( 

I 
X 

1 

1 

(o) 

81- balanço 
rnc- mo coco " ' drdullco 
X· deslocamento 

( b ) 

Fig , 4. Esq uemas para ensaio das caracteristi 
cas das molas. a ) dian tei r~ b} tra
seira. 

Com os valores assim obtidos constroem- se 
os gráficos apresentados na figura 5 onde o 
deslo camento de referência corresponde a pos~ 
ção de equilíbrio estático do veículo. 
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A mola equivalente traseira é pr aticamente 
linear(veja figura 5 (b)) e a mola equiva l ente 
dianteira é não linear (veja figura 5 (a)). Da 

figura 5 (b) obten-se valor da constante de mo 
la traseira: 

2,86 l<gf.mm-l ( 4 ) 

Fig. 5. Características das mo las 

a) dianteira b) traseira 

Momento de inércia. Apoiando o veículo no 
ponto B conforme a fig ura 6a, tem-se um siste
ma com um grau de liberdade 111, l3lcuja equa
ção diferencial de movimento e: 

la ~ + 2KTeq L~ e = O ( 5) 

onde: 
19 - momento de inércia de massa em relação ao 

ponto 8 (ver figura 6a). 
A partir da equação (5) pode-se determinar 

o momento de inércia do ~istema em função de 
se us parâmetros e do p~ríodo de vibração (Tn 8 } 

11 I • ! 31 . 

[ * 8 

2 K L2 
__ T-'-'e::..;qr--=-2 T 2 

4 n 2 n 8 
( 6) 

A vibração natural do veículo foi excitada 
manualmente comprimindo e soltando a carroce
ria contra a mola. As osci l ações foram me didas 
por um acelerõmetro fixo na carroceria e liga
do a um trocador x-y. 

Substituindo na equação (6) os valores li
dos nas figura ~ 6a e 6b e da expressão (4) se
gue 

5 2 Iâ = 2,42.10 kgf.mm. s ( 7) 

Neste valor estã incluído o momento de inér 
cia da suspensão dianteira em torno de 8. 
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(a) 

(b} 

(C) 

Fig. 6. Determinação do momento de inércia 
a) sistema ensaiado 
b) oscilação em torno de B 

c) oscilação em torno de A 

O momento de iné r cia sõmente da carroceria 
em torno do ponto 8 serã aproximadamente (ver 
figura 6a). 

( 8) 

5 2 I 8 = 2 , 3 7 . 1 O I< g f . mm . s ( 9) 

A massa da carroceria serã calculada des
conta ndo da massa total do veí culo (expres são 
( 1 )) , as massas equivalentes das suspensões 
concentradas em R (ver expressões (2))obtend,2_ 
se: 

m o ,095 ~ s 2 
mm ( 11 ) 

O momento de inércia em torno do centro de 
gravidade G sera conforme figura 6a . 

2 
IG=r 8 - me 1 

1
6 

E 2,03.10 5 kgf.mm.s 2 

( 10) 

( 12) 

De f orma análoga ter-se-ia para o momento 

de i nércia da carroceria em relação ao ponto 
A. 

( 13) 
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Sucstituindo-se os valores na equação {13} 

tem-se: 

5 2 IA = 2,78.10 kgf.mm.s ( 1 4) 

O momento de iêrcia (IA) da carroceria mais 
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torno dos pontos A e B sao respectivamente: 

.. L2 à + L2 o I* 0 + 2cDeq 2k oeq e ( 19) A 1 1 

I* 
B e + 2cTeq L2 

2 0 + 2KTeq L2 
2 a o 

a suspensão traseira ao ponto A serã As ocilações corres pondentes as equações 

I * 1 f
2 

A = A + mS T 2 

Da equação (15} obtem-se: 

I * A 2 • 80 . 1 O 5 k f 2 g • mm . s 

( 15) 

( 16} 

Notas: a) Para o calculo das inércias deu-se 
preferên cia ao estudo das oci 1 ações 
em torno de 8, por este sistema ter 
constante de mola linear. (ver figu
ra 5 (b)) 

b) Na equação (5} correspondente ã fi
gura 6 (a) não aparece o termo de a
mortecimento. O mesmo foi desmontado 
para que o sistema oscilasse um num~ 
ro maior de vezes e propiciasse uma 
maior precisão na medida do período 
natural. 

Constante de Mola Dianteira Equivalente Li
nearizada. Pa r a o veículo apoiado no ponto A 
(ve r figura 6} tem-se uma equação diferencial 
linearizada anãloga a equafão (S}.Donde pode 
se determinar a constant~ de mo la dianteira e
quivalente linearizada. 

( 1 7} 

Das figuras 6 (a), 6 (c) e equação 6 obten-
se: 

KOeq "4,45 kgf/m (18) 

Característica do Amorte cimento da Suspen

são. Os amo rtecedores foram novamente monta
dos no veícu l o. Consequentemente no modelo da 
figura 6 (a) deve-se considerar amortecedores 
em paralelo com as molas. As equações difere~ 
c i ais do movimento os c i l atõri o amorteci do em 

( 19) • estão apresentadas na figura 7. 
Em um sistema amortecido a constante de a-

mor tecime nto por se r calcu lada em função da 
c i c 1 os 

obtêm as 
relação entre as amplitudes de dois 
consecutivos 11 1 e 131. Donde se 
constantes de amortecimento: 

o 083 ~ s • mm cTeq 0,174 ~ s (20} mm 

t (I) 

Fig. 7. Oscilação amortecida 
a) em torno de A 
b) em torno de B 

Analisando os gráficos da fi gura 6b e 6c, 
verifica-se que os mesmos sem os amortecedo
res montados, existe dis sip ação de energia.Os 
amortecedores equivalentes a esta dissipação 
poderiam ser calculados de maneira anâloga. 

C • = o 067 ~ 
D • mm c' DO 017 ~ <21 ) T ' mm 

INFLUrNCIA DA MOLA E DO AMORTECEDOR NA SUS 
PENSJIO 

Influência da Mo la . Considera-se as suspe~ 
sões simplificadas (ver figuras 3a e 3b} e os 
valores das constantes de mola KD e Kr (ver 
expressões (2)). As constantes de mola equiv~ 
lentes destas molas relativas ao ponto R ( ce~ 

tro da roda) seriam 

0,679 kgf/mm D,261 kgf/mm (22) 
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Das expressões (4) 1 (18) e (22) po de ser 
calc ulado o fator de infl uência das mol as na 
cons tante de mola da suspensi~: 

KTR 
FMT = y:- o 0,09 (23) 

Teq 

Como se pode ver das expressões (23) as mo
las dianteira e traseira contribuem respecti
vamente sõ mente com os valores de 15% e 9% 
no valor do molejamento da suspensão. O valor 
restante se deve aos tensores, borrachas e 

mesmo ao sistema de dire ção. 
Influência do Amortecedor. Para o cálcul o 

da influência do amortece dor usa-se as expre ~ 

s ões 

C c I Deq - D 

Coeq 
o 119 

c - c . Tet T =0 ,90 
Teq 

(24) 

Das expressões (24) conclui-se que os amor 
tecedores dianteiro e traseiro contrib uem res 
pectivamente com 19% e 90 % no amortecimento 
da s usp ensão. O valor restante se deve aos ou 
tros elementos da suspensão . 

CONSIDERAÇOES FINAIS 
Na s expressões (4), (11), (12) 1 (18),(20) e 

fig ur a 6 (a) estão det~rminados todos os par~ 

metros da figura 6 (a). 
Tais parâmetros permitiriam de uma forma a 

proxima da, analizar as . acelerações sôbre os 
oc upan tes que é o indicativo do co nforto dos 
veículos (2). 

Para se estudar a estabilidade é necessa
rio um modelo conforme a figura 8, para se p~ 
der calcular as forças ent re pneu e so l o . 

Fig. 8 . do automõve 1. 

As massas de suspensão podem ser obtidas a 
parti r das expressões {3). 

As constantes de mola dos pneus Kp 1 e Kp 2 
deverão se r obtidas experimentalmente. 

Numa fase inicial simula r o sistema consi-
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derando linearizada a mol a dianteira na posi
ção de equilíbrio estático. O estudo pode pr~ 

segu ir considerando a não li ne aridade das mo-
1 as . 

O modelo apresentado na figura 8 pode ser 
substituído po r outros, caso pretenda-se ob
ter outros tipos de vibração do veículo. 
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