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POTENCIAL DE UMA FONTE DENTRO DE UM DUTO
CONICO, NA PRESENCA DE ESCOAMENTO RADIAL

MARIA DA CONCEICAOD IANINO FORTES
DEPARTAMENTO DE FISICA — UFV — MG

MAURI FORTES

DEPARTAMENTO DE FISICA — UFV — MG

JERZY TADEUZ SIELAWA

INSTITUTO TECNOLOGICO DE AERONAUTICA — ITA — SP

SUMARIO

Apresenta-se,

nesate trabalho, um estudo detalhado do potencial de

vefocidade ¢ fungdo de cornente em negioes conicas. Obteve-se uma
sofugdo analitica fechada pana o probfema de escoamento em dutos

conicos, na presenca de fonte (ou sumidouro) cofocada no edixo do

cone. Utilizou-se um potencial de "correcao", expresso em

termos ”

de fungao conica, tal que a condigac de contornc na superficie e

equa¢ao de laplace fodsem satisfeitas.

INTRODUGAD

0 estudo de escoamentos potenciais envolven
do corpos axialmente simétricos & essencial ao
projeto de turbopropulsores e ventiladores, a
analise de difusores, de desempenho aerodinami
co em tuneis de vento e ao estudo de quaisquer
comportamentos fluidodinamicos de corpos em du
tos. ’

0 desenvolvimento analitico das solugdes pro
postas para os potenciais de velocidade ou fun
coes de corrente tem geralmente utilizadoocon
ceito de fontes puntuais, fontes de disco e a-
néis, dipolos e vortices de aneis, colocados em
dutos. Uma disposigao adequada de fontes gera-
ra um potencial de velocidade equivalente aque
le obtido quando se tem um corpo rigido no du-
to [3.7,10, 117].

As solugoes teGricas encontradas normalmen=
te envolvem equagoes integrais de Fredholm ou
elipticas [3, 7, 87], fungoes de Bessel [ 1,
%j ou expansoes das perturbacdes em potencias
C77].

Pouco se conhece sobre as propriedades de
fungoes conicas [ 1,27] e, mais especificamen-
te, sobre o potencial de corpos axissimétricos

em dutos conicos [ 2, 6, 10]. Recentemente,

IANINO FORTES et alii [ 5] apresentaram um es
tudo sobre algumas propriedades das fungdes co
nicas e obtiveram a solugdo da Equagao de La-
place em coordenadas conicas.

Propoe-se, neste trabalho, apresentar as pro
priedades de fungoes conicas essenciais ao es-
tudo de potenciais (Apendice) e o estudo do po
tencial e fungao de corrente de uma fonte (ou
sumidouro) colocada dentro de um duto conico,
na presenga de um escoamento radial.

0 POTENCIAL DE VELOCIDADE {¢o) E A FUNGAO CE
CORRENTE (wo) DE UMA FONTE NA AUSENCIA DE E5-
COAMENTO

Para uma maior simplicidade matematica,e con
veniente utilizar os sistemas de coordenadases
féricas e cilindricas, quando se estudam os po
tenciais de velocidade e fungdes de corrente.

Para um fluido ideal, as condigoes de irro-
tacionalidade e continuidade podem ser descri-
tas, respectivamente, por:

v x V¥ =0 (1)

V-V=0 (2)



A solugao do sistema de equagces (1) e (2) &,
por vezes complexa. Para uma maior facilidade
de trabalho, definem-se os potenciais de velo-
cidade (¢) e fungdes de corrente (¢), atraves
das expressoes abaixo, validas para escoamento
axissimétricos (4):

A- Sistema de coordenadas esféricas com Yo ™ 0

e nenhuma dependéncia na coordenada ¢:

I- Potencial de velocidade:

__9%¢%

Ve T3 (3)
2.1 3¢

Yo T 1 38 (4)

11- Fungao de corrente:

1 ay
v, s=——— —L 5
r r? sen ¢ 38 (%)
R B "
Vo **vsen ® Ir (8)

B- Sistema de coordenadas cilindricas com v, =
= 0 e nenhuma dependéncia em ©:
I- Potencial de velocidade:

3

Ve 7 %r (7)
.. 9¢

VZ -"—-z- (8)

II- Fungao de corrente:

il o

N

a2

SR o)

Adotou-se, neste trabalho, a nomenclatura de
BIRD et alii [4 7] para os sistemas de coorde-
nadas esféricas (r,08,¢) e cilindricas (r,8,2),
mostrados na Figura 1. A utilizagao tanto do
potencial de velocidade, ¢, quanto da fungao de

corrente, §, satisfaz as equacgoes (1) e (2).
Para um escoamento tridimensional.

vV o=-9¢ (11)
e, da equagao (2):

v2¢ = 0 (12)
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Similarmente:
v2y = 0 (13)

Portanto, o problema do escoamento reduz-se
a solugao das equagdes de Laplace, (12)ou(13).

A solugdo destas equagoes, em coordenadas coni

cas, & apresentada por IANINO FORTES et
- 2

Supondo uma fonte (m>0) ousumidouro (m<0)
localizada na origem (r=0), pode-se

alii

afirmar,
devido @ continuidade de massa, que {Figura 2):

¥ ™ m
r drrip

(14}

sendo:
m = vazao massica da fonte (ou sumidou-
ro) em 0.
p = massa especifica do fluido

0 escoamento devido a fonte & radial. Utili
zando o sistema de coordenadas esfericas, sa-

bendo-se que vg = vy, = 0 e igualando as equa-
coes (3) e (14), obtem-se:
b = %—(coardenadas esfericas) (15)
onde
ao .
I = o intensidade da fonte (16)

Uma simples mudanga de coordenadas leva a
{(Figura 1}):

¢ = . (coordenadas cilindricas) (17)

Y or2 422
Considerando uma fonte localizada em z = r,
(Figura 3), o potencial em um ponto P pode ser
obtido como segue.

D2 = r2 - 2rr, cos 8 + r2 (18)

1

Portanto, o potencial em (r,8) devido & fon

ol

te em (r,,0)

1

Y rZ-2rry cos 8+r?

(19)

¢0(r’e H \'1,0} x

{coordenadas esfericas)

0 subscrito em ¢ indica o potencial da fon-
te na ausencia de escoamento.
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A fungao de corrente pode ser obtida a par-

tir do potencial de velocidade. 0 trabalho tor
na-se mais simples se utilizar o sistema de co

ordenadas cilindricas. Neste caso (Figura 3):

1
o = (20)
g v l"z‘i'{Z'Zl]E
(coordenadas cilindricas)
Das equagoes (7 a 10) e (20) resulta:
P 3¢ Ir2
0 0
—_ == =+ (21}
az ar (r2 + (2 -11}2)3f2
v 3 Ir{z -2z,)
0 ]
—2 =4y = - (22)
ar 92 (r2 + (z -21)2)3{2

A integracao das equagoes (21) e (22) leva a:

I(z-2zy)
¥ e
O S TTi(z-12,)2

(coordenadas cilindricas)

(23)

A constante de integragao foi eliminada,por
ser imaterial. Uma mudanca de coordenadas leva
a:

I{r cos 8 -r,)

v (r,0;r,,0) = (24)
? /r?-2rr; cos 8+r?
(coordenadas esféricas)
ou:
ELI- cos 6 -l}
¢D(r.a yr,0) = (25)

Y14 L—d! -2 — cos @

CORREGDES AQO POTENCIAL DE VELOCIDADE (¢c} E FUN
GAO DE CORRENTE (wc} DE UMA FONTE, NUMA REGIAQ
CONICA, NA AUSENCIA DE ESCOAMENTO

Se uma fonte for colocada em uma regiao co-
nica, definida por:

(26)

em coordenadas esfericas, o potencial de velo-

cidade devera satisfazer, além da equagao de

Laplace, a condigao de escoamento paralelo @
superficie conica; matematicamente:

3 i

(3n) o= = © (27)

0 potencial definido pela equagao (19) nao

satisfaz a condigao (27). Postula-se que 0 no-

vo potencial seja:

5

Q(T‘.B;fl.o}=¢°(l’,9;l"1,3) + ¢c(rbe} (23}
tal que:

a) EELEL%%JHJEl =0 (29)

O=a
3¢ _(r,8) 3,
b) —5s | "% (30)
fB=qa =0

€) ¢., a correcdo ao potencial ¢, deve ser har
monica.
¢c pode ser obtida atraves da equagao (30).
Para tal, ¢, (equagao 19), serd expresso em ter
mos de fun;oes conicas, que sao mais ‘“naturais"
para satisfazer a condigao da equacao (27). Lan

gando mac da equagao (A28) do Apéndice, tem-se:
I ch{-cos 8)
¢o(ri8iry,0)= r cos (k n l)dlnc (31)
v rry ‘o ch{nk)

De (30) e (31):

a¢c(r.e)| I €', (-cos o). 2
= r unumsé]n«%dk
3 | /7 Jo ch{nk) r

8=a (32)

cuja solugao e:

I C‘k(-cos u}Ck(cns 8) "
¢ _(r,8) = [m 5 e in —
> Y71 Jo €' (cos a) ch(mk) b
(33)
onde
de{ccs a)
C' (cos a) =« —— (34)
k
d(cos a)

Substituindo @c pela sua expressao (33) na
equacao de Laplace, em coordenadas conicas, co
mo expressa por IANINO FORTES et alii [ 5 Jcon
clui-se que ¢_ & harmonica.

A funcdao de corrente, Ves pode ser
atraves das relagoes (3) a (6) e (33):

obtida

C' [-cosu)ck{cosel
— senu cos (k] n %dk
alvyrr 0 [ k(COSG) ch(nk) L)
(35)

1 af 1 C' (-cosa)C, (cos8)
—C < p25en0 r k k coséﬂn -',L)dk}
¢ ar{yrr ‘o E‘k(cosu} ch(mk) L

(36)



Integrando (35) e (36), obtem-se:

o C' (-cosa)C' (cos6)
V=4l /rI senza! k K rl cos (k]n L) +
1 = ', (cosa) chimk) | 2 r

+ k sen(ﬂn-’—) K,
"] 1- a2

0 POTENCIAL DE VELOCIDADE (¢_) E FUNCAO DE COR
RENTE (y_) DE ESCOAMENTO NAO-PERTURBADO, NUMA
REGIAO CONICA

Supondo a existéncia de um escoamento nao-
-perturbado, ou seja, um escoamento radial sem
a presenca de fontes ou sumidouros, numa regi-
ao cOnica, pode-se escrever a equacao de Lapla
ce em coordenadas conicas, na forma:

(37)

d?¢_ dé,,
r2 +2r — =0 (38)
dr? dr
cuja solugao @:
b = (39)

A constante de integragao foi igualada a ze
ro pois @ irrelevante, visto que Vv = v¢. Con-
clui-se, das equagoes (15) e (39) que o escoa-
mento radial nao-perturbado corresponde ao es-
coamento devido a uma fonte de “intensidade, A,
colocada no vértice do duto conico. Assim, a
partir da equacao (24) conclui-se, também, que,
para r; = 0.

v, = A cos 8 (40)

0 POTENCIAL DE VELOCIDADE (¢) E FUNGAO DE COR-
RENTE (y) DE UMA FONTE DENTRO DE UM DUTO CONI
CO, NA PRESENCA DE UM ESCOAMENTO RADIAL

0 potencial em um ponto (r,8), dentro de um
cone de semi-angulo o, pode ser estabelecido pe

To principio da superposigao, que se aplica as

funcoes harmonicas. No presente estudo, o po-

tencial de velocidade & definido pela superpo-
si¢ao de dois escoamentos:

— escoamento radial nao perturbado, devido a
uma fonte de intensidade A, colocada no ver-
tice do duto conico;

— escoamento devido a uma fonte (ou sumidouro),
colocada no eixo de simetria do cone.
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Portanto:

$(r,0) = ¢, + 6, + o (41)

c

W(r.8) =9, + ¥ + ¥, (42)

onde os valores dos termos do lado direito sao

expressos pelas equagoes (19), (33). (39) e
(25), (37), (40), respectivamente.
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APENDICE
Desenvolvem-se, neste apendice, propriedades, de fungdes conicas, essenciais ao estudo de po
tenciais.

EXPRESSOES INTEGRAIS DE FUNGOES CONICAS
A fungao de Legendre P (cos 8) pode ser expressa na forma de Mehler (1,2):

= cos(n+ )z
C(cos 8) = P (cos 8) = L2 J Shistin il SiaTRgED (A1)
o vYcosz - cose
onde:
Nk K (A2)
-8
como:
. cos{ia) = cha , (A3)
tem-se:
€, (cose) = —= J —_chikz) 4, (A4)
o v cosz-cose
Qutra expressao util & (1,2):
C,(coso) = Jgg h(km) J —cos(kz) 4, (A5)
o /chz +cose

0 integrando na equagao (A4) apresenta uma singularidade aparente para 6 =2z. 0 valor da inte
gral &, entretanto, finito, como se mostrar2 a seguir.
A equagao (A4) pode ser decomposta da seguinte maneira:

/2

cosg) =,—
m

c - dz /2 I“ ch(kz) - ch(k8) ..

ch(ke) I ——1

e (A6)
o cosz - cosé n o ¥ cosz - cosh

i (

A primeira integral do lado direito pode ser apresentada em termos da integral elTptica com-
pleta:

K(Kk) = [nxz dt A7)
o /1 - k2sen?t (

pela introdugao da variavel t, definida por:

8 z
sent sen 2 sen —- (A8)
Logo:
2 cost sen ?
6 dz m dt m/2 dt
J ) J —cos(z/7] _ - /2 I S — (A9)
o v cosz - cosb o ¥ 1-senZtsen? %- cos8 o /T - kZsen?t
onde

- 8 .
k = sen — (A10)
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Portanto:
0
J i g e 3
] C0SZ - CosfB

Aplicando a regra de L'Hospital ao segundo membro, para z + 8, este anula-se. Pode-se
maneira, escrever:

/Z ch(ke) K(sen 3) +

Ck(coss} = .

o Je ch(kz) - ch(ko) 4,
m Q v CosZ - cosé

RECTPROCA DA DISTANCLIA ENTRE DOIS PONTOS EXPRESSO EM TERMOS DE FUNGDES CONICAS
Da figura 4, conclui-se qgue:

2 - R2 2 .
D# = R% + R - 2R R, cosy
onde:
cosyp = cosB, cos8, + send; send, cosiw

Definindo:

g} da

Ry = e e R, = e i

Obtém-se de (A13) e (A15):

=1/2
pei » L o LIwe ¢ ga) ch(o; = o) - cosy
V2
Afim de se expressar D! em termos de fungoes caonicas, recorre-se a transformada de
de cossenos e @ sua inversa (1):

F(k) = J{%: Im cos(kx) f(x) dx
Le]

e
£(x) =,/€; Jw cos (kx) F(K} dk
e]
Substituindo (A18) em (A17), obtem-se:
f(x) = % J: cos(kx) dk J: cos(kz) f(z) dz
Tomando:

f(x) = (chx - cosy) /2

e chamando:

(A11)

desta

(A12)

(A13)

(A14)

(A15)

(A16)

Fourier

(A17)

(A18)

(A19)

(A20)

(A21)
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pode-se escrever (A19) na forma:

1 -2 J dkcos[k(cl -cz)jJ _cos(kz) 4, (A22)
veh{a, -og,) - cosy o o ¢ chz - cosy

A equagao (A5) pode ser escrita na forma:

c

 (-cos8), = ng ch{kn) J ~cos(kz) 4, (A23)
o ¥chz - cossg
Mutatis mutandis, as equacoes (A22) e (AZ23) Tevam a:

o cos(k(oy - oz))
1 = /7 E5e C,(-cosy) dk (A24)
ch(o, -~og)-cosy ‘o ch{km)

Substituindo (A24) em (A16), resulta:
D71 = g 1/2{o1 +02) J ckc-co:¢ cos(k({oy -0p)) dk (A25)
Q
Usando as relagoes (A15), obtéﬁ-sa:

e H/2(O1+02) o (pyp,)”2 (26)

cos(k(oy - 0,5))

1

R
cos{kln =1) (A27)
Rz

As equacoes (A25-A27) levam a expressado final para D! em termos da fungao cdonica Ck(-cns ):

= C (-cosy) R
g e [ k cos(kin =L dk) (A28)
RiRz ], ch(km) R2
ABSTRACT

A detailed study of the velocity potential and stream function in
conical regions is presented. A closed analytical solution was ob
tained for the problem of flow in conical ducts, in the presence
of a source (or sink) placed axially within the cone. A "correc-
tion" potential, expressed in terms of conical functions, was pos-
tulated so that the boundary condition at the conical surface and
Laplace's equation could be satisfied.
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(x,y,2)oulr,®,2] (x,y,2} outr,0,9)
[ A
: %
| rll.a'r |
1* /
i .
| e/ lz
| 4 !
| y ! z
¥of ~ v
~_ T . | /
| . x
o )" AN
——— g
y
X
ta) {b)
Figura 1. (a) Coordenadas cilindricas; Figura 2. Sistemas de coordenadas esférocas com
(b) Coordenadas esféricas. A coorde- uma fonte em 0
nada ¢ nao deve ser confundida
com o potencial de velocidade
x
r
r TS0
- /\La ‘H_““-\_“_l
(rl.Ol'

Figura 3. Sistema de coordenadas esféricas com

Figura 4. Visualizacao dos pontos Pr(Ry8yawy)

uma fonte em z = r, € PZ{R2,92,m2]
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ESCOAMENTO POTENCIAL EM UM DUTO
CONICO NA PRESENCA DE UMA DISTRIBUICAO
CONTINUA DE FONTES E SUMIDOUROS

MARIA DA CONCEICAO IANINO FORTES
DEPARTAMENTO DE FISICA — UFV — MG

MAURI FORTES

DEPARTAMENTO DE FISICA — UFV — MG
JERZY TADEUZ SIELAWA
INSTITUTO TECNOLOGICO DE AERONAUTICA — ITA — SP

SUMARIO
Apresentam-se as equacoes que deschevem ¢ escoamento polencial em
um duto eonico, na phresenca de uma distribuigac continua de {on-
tes e sumidouros. A partin destas equagdes, obteve-se a equag¢dao
de Fredhofm de primeina especde que, se resolvida, fornecexd o po
tencial devide ao escoamento nadiafl em um duto condico, na presen-
¢a de uma superficie qualquer de nevolugdo. A sofugac numernica pa
na o problfema de escoamento potencdial, devido a uma distribuigac
disceneta de fontes e sumidouros, ¢ apresentada. A solfugde numeri-
ca exige o desenvolvimento das funcdoes conicas em series de potén

n

cias. 0 desenvofvimento & discutide no Apendice.

INTRODUGAO

A abordagem do problema de escoamento poten
cial de fluidos ao 1ongo'de corpos de revolugao
(axissimétricos) pode $er feita por dois méto-
dos. O primeiro método, também chamado de di-
reito, envolve a resolugdo da equagao de Lapla
ce sujeita 3s condigoes de escoamentos tangen-
ciais as paredes dos dutos e ao corpo de revo
lugao, especificado por uma expressao analiti-
ca. Este método, na maior parte das vezes, ge
ra solugoes complexas que requerem técnicas nu
méricas sofisticadas.

0 método indireto, ou das singularidades,
consiste em substituir o corpo por uma distri-
buicao de fontes e sumidouros [ 3,6,7 ]. No ca
so axissimétrico, aparece o problema de as ve-
locidades induzidas pelas fontes puntuais, nos
seus eixos, tornarem-se infinitas, Os métodos
de solugao sao classificados de acordo como mo
do de evitar esta dificuldade [ 67]. Alguns des
tes métodos tornaram-se classicos e sdo, breve
mente, descritos, a seguir.

Uma vez que as solugdes exatas dos problemas
envolvendo o método de singularidade so sao pos
siveis em casos simples, Munk, citados por MORAN
[87], desenvolveu a teoria de corpos finos, em
1924. Esta teoria postula que o esccamento ao
longo de qualquer segdo transversal e aproxima
damente independente do escoamento ao longo de
qualquer outra segao transversal existente,.
MORAN [ 87] aplicou esta teoria a corpos cujas
extremidades sejam parabolicas e cuja distri-
buicdo de area transversal seja possivel de ex
pansao em series de poténcia ao redor do ponto
de estagnagao.

0s outros métodos de singularidade consis-
tem em representar o corpo por fontes (ou sumi
douros) puntuais ou em forma de aneis, discos
e dipolos, colocados, nao no eixo de simetria,
mas, ao longo do contorno dos corpos [ 67].

0 presente trabalho teve como objetivoa ana
lise do escoamento potencial de fluidos incom-
pressiveis em dutos conicos. Em trabalhos ante
riores os autores apresentaram algumas proprie
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dades de fungoes conicas, a solugdo da equagao
de Laplace em coordenadas conicas [4] e a so
Tugdo analitica para o problema do potencial de

vido a uma fonte (ou sumidouro) colocada axial

mente em um duto conico, na presenca de um es-
coamento radial [ 57].
Especificamente, este trabalho visa:
— apresentar a solugao numérica para 0 escoa-
mento potencial em um duto conico, na presenga
de fontes e sumidouros.
— analisar o escoamento potencial em umduto co
nico, na presenca de uma distribuigao continua
de fontes e sumidouros.
— apresentar a equagao de Fredholm, cuja solu-
¢do reproduz a superficie de um corpo axissime
trico.
— apresentar as expressoes para a expansac em
serie de fungoes conicas.

0 potencial de velocidade e funcao de cor-

rente para o escoamento radial na presenca de

uma distribuicdo continua de fontes e sumidou-
ros

TANINO FORTES et alii [[57] desenvolveramas
seguintes expressoes para o potencial de velo-
cidade, ¢, e fungao de corrente, y, para escoa

mento radial em um duto cOonico, na presencga de
uma fonte ou sumidouro.

¢(r,6) = ¢_ + 0, + 0, (1)
sendo .
b =~ (2)
Tl : (3)
° -/ r2-2rricos+r?
C' (cosa)C (cos®
b = r kheestyl ]cos(an)ak (4)
C v o ¢ (cosa)ch(mk) i
Pr,8) = b, + v, + v, (5)
sendo
Y, = Acos8 (6)
r
I(FT cosd - 1)
Vo= (7)

- r 2
wc-dI/r—Tsener
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C'k(-cosa)c'

(cos@)
k %cns(k]nll}+
o €' (cosa)ch(nk) LE!

+ ksen {kln i) _dk {8)
"+ ak2

As equagoes acima estao expressas em coorde
nadas esfericas. 0 potencial de velocidade re-
sultante ¢ em um ponto (r,®8) @ composto do po-
tencial (¢,_) devido a uma fonte de intensidade
A, colocada no vertice do cone; do potencial
(¢0} devido a uma fonte de intensidade I, colo
cada no espac¢o livre numa posigao (r,¢) e de
uma "correcao" (¢c) que faz com
gue a soma ¢Q + satisfaca a condigdo de es-

coamento tangencial na parede do cone.

de potencial

As fun-
defini-
das no apéndice. Analogamente, definem-se 0s
termos que constituem y.

coes conicas Ck(cosa] e C' (cosa) sao

0 tratamento matematico.do-escoamento devi-
do a uma distribuigao continua de fontes e su-
midouros, ao longo do eixo de um duto conico,
€ simplificado se se utilizarem coordenadas ci
Tindricas. Neste caso, os potenciais de veloci
dade e fungoes de corrente tornam-se:

A
b & (9)

v or? + z2

I

’ v rz+(a- 21)2

(10)

2. & I 1 r’ C'k(-cosa)ck(z(rZ+r2)"1!2} .
C / re 422 /—z—] e] C'k{COSa)ch(ﬂk}
~cos(kln __""z 5_1”’}- dk (113
fiyim et (12)
rs 4z
I(z-12y)
Yo * (13)
Yr2+(z-2,)2
‘(- 1 2 2y=1/
¢c=4I r2 B €' (-cosa)C kE(r +r2) 2} .

1{1'2+r'2}3’rl'v"”JD

i s i r +r? J 22 dk

21 1 +4k2

C'k(tosa)ch(ﬂk)

(14)

{ cos(kln ————
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Se, no lugar de uma Unica fonte (ou sumidou
ro existir uma distribuigao continua de fontes
e sumidouros, ao longo do eixo z, de intensida
de I(x), na regido entre z=s, e 2z=35,, serd
possivel obter, por superposigao, o potencial
resultante, dada a linearidade da equagao dela

place. As equagoes. correspondentes as expres-
soes (9-14) serao:
A
4, = (15)
r + I
Sy I(z,)dz,
¢ =J (16)
Y s1 7/ r2 ¢ (2-2;)2
1 e C' (~cosa)C, (2(r2 + r2) /2
. I,
AV ey S C'k(cosa}ch(wk)
s; I(z,) 5 D |
*[ ’ : cos{klin i’:5——“—-'-'--‘) dz, (17)
s, vz, Z,
Az
v, ——— (18)
L
' - Jsz I(zy)(z-2,) (19)
° s; VY r2 e (z-2,)7

¢ (-cosa)C’ [2(r2 + rZ}'m_|
C'k(cosa}ch(nk)

_r: e [-12 cos k]n(———ﬁ"'z”]]'+ksen[kln[ﬁ+—;i]]dz

sSp Y Zy . Z)

i 4r2 J"’ dk
¢ (rzer2) oy s ak2

(20)

Distribuigao da intensidade de fontes equi-
valentes a um determinado corpo de

revolugao,

numa regiao conica

Por definigao, uma Yinha de corrente & uma
curva tragada de modo que a velocidade
particula @ tangente a ela. Nao ha, portanto,
escoamento através e sim ao longo da linha de
corrente, sob condigdes de regime estacionario.
A expressao analitica para a linha de corrente
e dada pela fungao de corrente (¢).

de uma

No caso de um corpo colocado em um escoamen
to potencial
fluido deve ser tangencial a@ superficie do cor

incompressivel, a velocidade do

po. Logo, uma Tinha de corrente, se fechada,po
de ser considerada como um corpo.
0 presente problema pode, portanto, ser po-

13

sicionado da seguinte maneira: - E dado um cor
po sdlido, através de sua expressdo analitica
e deseja-se obter uma distribuigao de fontes e
sumidouros, tal que o contorno das linhas de
corrente produzidas por estas fontes e sumidou
ros reproduza o corpo solido.

Uma linha de corrente origina-se em uma fon
te e termina em um sumidouro. Dadas n fontes e
sumidouros, de intensidade I,, a condigao

(21)

ou, no caso de distribuigdo continua de fontes
e sumidouros, I(x), contidos em 5, <x<s,, a
condigdo

S2

I I(x)dx = 0 (22)

51
garantira a existencia de uma linha de corren-
te fechada e, portanto, a existéncia de um cor
po solido finito, gerado pela distribuigao das
fontes e sumidouros,

0 ponto de estagnagao, ou seja, o ponto on-
de a velocidade do fluido & zero, fornece o va
lor da fungao de corrente que determinara, a-
pos o tragado da linna de corrente, ¢ contaorno
do corpo (Figura 1). Devido ao fate de o escoa
mento, na auséncia de fontes e sumidouros, ser
radial e devido a simetria do corpo de revolu-
gao, pode-se dizer que o valor da linha de cor
rente coincidente com o eixo do duto conico co
incide com a linha de corrente que gera o cor-
po. Desta maneira, para 8 =0, as expressoes {6,
8) fornecem:

(23)

)
1, .
k=3 K

no caso de distribuigao discreta de fontes e,
s

2
w:A-J
51

I(x)dx (24)

no caso de distribuigao continua.
Se o corpo for fechado, as equagdes (23,24)
levam a seguinte expressao paraa fungao de corrente.
v o= A (25)
Admitindo que a eguagao de contorno do corpo seja:

r = f(z) 3, sz (26)
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obtém-se, das expressoes (18-20,25,26), a equa
gao integral de Fredholm:

S2
F(z} + j M(I,ZI] I{zl}dzl =0 (2?}
51
onde
Fla) = e - (28)
Y rz(Z)-rzZ
H( » B Z-12) 'f"fE{z} 29
ZZ].) F (Z)-I-(Z—Ig) {fz{z)+zz)3ﬂ, ( )
[m c-k(-cosu}C'k[}(fZ(z) +12}-1f{].
° / 2, C' (cosa) ch(rk)
. J% cos[kin L.iii%%j;gi] p
L
/F2(z) v 22) | _dk
+ k sen[kln 3 ]} At (30)

A expressao para M(z,,z;), equacao (29), e
chamada de Kernel da equag¢ao integraldeFredholm
de primeira especie.

A solucao da equacao (27), fornecera o va-
lor da distribuigdo I(x) de fontes e sumidou-
ros. 0 potencial de velocidade e a fungao de
corrente podem ser obtidas utilizando as equa-
¢oes (9-14). Nao se objetivou, neste trabalho,

a solugac da Equagao de'Fredholm, dada a sua
complexidade. -

Solugdo numérica para a fungao de corrente
em um escoamento potencial em um duto conico,

na presenca de uma fonte e um sumidouro

A solugao numérica das equagdes (12-14) foi
obtida, para o caso da presenga de uma
fonte, de intensidade unitaria (I =1), coloca-
da dentro de um duto cOnico de semi-angulo a=
459 3 distancia r; =1, do vértice do cone. A
fonte correspondente ao escoamento nao-pertur-
bado, foi também tomada como unitaria (A=1).

0s valores escolhidos para 6 variaram de 5°
a 45%, em intervalos de 5°; os valores da rela
¢ao r/ry,, variaram de 0 a 2,5, emintervalos de
0,1. DOs valores de ¥ escolhidos foram: -0,1;
-0,06; -0,02; 0,00; 0,10; 0,50; 1,00 e 1,60.

A integral da equagao (14) foi obtida nume-
ricamente pelo método adaptado de quadradura de
1.T.A.,

tinica

Simpson, rotina SQUANK (disponivel no
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Sao Jose dos Campos, S.P.). Este integrador ro
busto ou equivalente deve ser utilizado dado
que o integrando do lado direito da equagao (14)
€ uma funcao oscilatdria de k e que os fatores
C&(cose} crescem exponencialmente com k.

Uma vez que, a cada razao r/r,, nao corres-
ponde o valor exato de § desejado, utilizaram-
-se interpolagoes. 0 quadro 1 relaciona os va-
lores de r/r;, com os valores de & e y:

A Figura 2 mostra o grafico de ¢ como fun-
¢ao de r/r,, para 6 =100, 20°, 300 e 409, Na
Figura 3, tem-se as linhas de corrente para a
metade do cone.

De acordo com a equagao (25), a linha de cor
rente correspondente a:

y=A-1=1-1=0 (31)
fornece a linha divisoria entre os escoamentos
"externo" e "interno", ou seja, a superficie do
corpo "gerado" pela fonte. Os valores negati-
vos de ¢ (Figura 3) correspondem as linhas de
corrente do escoamento externo ao corpo; 0s va
lores positivos, ao escoamento interno. 0 es-
coamento interno pode ser descartado, pois 3
ficticio, se se considerar a parte em negrito
da Figura 3, para ¢ =0, como sendo a superficie
de um corpo solido.

E possivel obter o valor exato de y na super
ficie do cone, afim de compara-lo com os dados
numéricos. Para 8 =a =459 ¢ sabendo-se que ¢,
na superficie do cone, nao depende da relagao
r/r,, obtém-se, para r/r, +0, das equagoes (6,
7,8):

b, = Acos a = Acos 45° (32)
v, = -1 =1 (33)
b = 0 (34)
ou
Vo= u, ¥+ b = -0,2929 (35)

0 valor numérico obtido foi 0,2930, indican
do uma precisao adequada.

A metodologia utilizada para a analise deuma
fonte e de um sumidouro, superposto a um escoa

mento radial nao perturbado, & analoga a des-



RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. IV, n? 4, 1982

crita para o caso de apenas uma fonte. A tabe-
la 2 fornece valores de r/r; para 6 e y dados.
A Figura 4 mostra os graficos de ¢ versus r/r,,
para diferentes valores de 6. Tem-se, na Figu-
ra 5, as linhas de corrente dos escoamentos ex
terno e interno. Como na Figura 5, apenas uma
metade do cone & mostrada; as linhas sao sime-

tricas em relagao ao eixo.

A equagao (25) mostra que:

15

corresponde @ linha divisoria entre os escoa-
mentos externo e interno. Aleém disso, como
Zln =0, a linha divisoria ¢ =1 deve ser fecha-
da. Os valores de Y <1 correspondem as linhas
de corrente do escoamento externo. Todas as 11
nhas de escoamento interno originam-se na fon-

te e acabam no sumidouro, de acordo com a in-

‘tuigao fisica. 0 valor exato obtide para ¥ na

(36)

superficie conica & 0,7071.

6
" 50 109 | 15° | 20° | 25° | 30° | 35° | a0°
-0,20 - - - - - - - -
-0,06 — - - 0,00 0,54 0,65 0,76 1,01
-0,02 - - 0,52 0,58 0,64 0,70 0,81 1,10
0,00 0,55 0,56 0,58 0,62 0,66 0,73 0,84 Ts 18
0,10 | 0,8 | 0,78 | 0,74 | 0,74 | 0,76 | 0,82 | 0,95 | 1,53
0,50 0,96 0,95 0,93 0,95 1,00 ; I b 1,70 -
1,00 1,01 1,03 1,07 1,14 1,36 - — -
1,60 1,08 1,20 1,45 - = == = =
TABELA 2 - Valores de r/r, para diversos valores de 6 e de y
e o 0 o o 0 o ] o
v 5 10 15 20 25 30 35 40
0,85 - - - - - - 0,56 | 0,81
- - - - - - 3,66 | 2,81
0,9 - - - - - 0,58 0,71 0,96
- - - - - 3,98 | 3,25 | 2,34
0,96 - - - 0,12 | 0,60 | 0,68 | 0,79 | 1,09
- — - 4,00 | 3,41 2,90 | 2,10
1,00 0,60 0,60 0,61 0,63 0,67 0,73 0,84 1,25
3,95 3,90 3,79 3,64 3,41 3,11 2,69 1,82
1,10 | 0,84 o,78 | 0,73 | 0,73 | 0,77 | 0,83 | 0,97 -
2,40 2,73 2,9 2,98 2,90 2,70 2,32 -
1,30 9,93 0,88 0,86 0,87 0,90 0,99 1,26 -
2,18 2,35 2,53 2,55 2,42 2,21 1,73 - i
2,10 | 1,02 | 1,04 1,11 1,27 - - - -
1,98 | 1,97 | 1,89 | 1,70 - - - -
2,70 | 1,10 | 1,36 = - - - _ _
1,88 | 1,56 = = = = = %
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APENDICE

Desenvolvem-se, neste apendice, as fungdes conicas,
cilitam enormemente a solugao numérica da equagao (8).

1. Expansao em série de fungoes conicas
A fungao de Legendre (1,2):
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Flugwiss,

em séries de poténcias. As expansoes fa-

- 8
P,(cos8) = J2 f cos(n+1/2)z . (A1)
m ‘o v cosz - cosé
pode ser escrita na forma (5):
8
C,(cosa) = IE [ _cos{ikz) 4, (A2)
kil o ¥ cosz - cos@
sendo
Ck(cose) = Pn(cose} (A3)
no=-a e ki (A4)
z
A funcdo de Legendre pode ser expressa em termos da seguinte srie hipergeométrica (1):
P RY a Pt o w15 1 Xp (A5)
" WV H )_"2'_
Portanto,
C (cose) = P (cose) = F[ & - ki; & + ki 1; 1-gos@ (A6)
k - =+k T "z %
Da identidade trigonometrica:
1 - cos#8 2_9_ A7
3 = sen? 5 (A7)
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Obtem-se: 1

_ 1 . | — -]
C (coss) = F[E - ki g * ki; k; sen? -Z-:I (A8)

A expansdao em série da série hipergeométrica.leva a (2):

AB A(A+1)B(B+1)

F(A;B;C;C} = 1 + _C" C+ c(c+]) Cz +

A(A+1)(A+2)8
T+ T)

+
& CERAN LI (A9)

Das equagoes (A8) e (A9), tem-se:

1/2)% + k2 3/2)2 + k2
Ck(CDSB) =1 + .{MM sen2 % + L ( ]Z,E{ J il % N
(1/2)2 + k2 (3/2)% + k2 (5/2)2 + k2
C 1 . L Jsenﬁg+ 10
3. 2
ou
2 2 2
Ck(coss} =1+ 4] sen? & + (4k7 + 1}{4K? + 3°) sen" % + (4k% +1)(8k2 + 37) (4K2 + 52) sen® 24 . (A11)
22 2 22 .42 22 . 42 . g2 2
A seguinte expressao tambem & Util:
Ck(-cose) 214 4k2+1 cos? 9, (4kZ +1)(4kZ +3) cos* & + (4k2 +1)(4k +32)(4k +57%) c056%+ . (m2)
22 2 22,42 2 22 . 42 , g2
Das equagoes (A11) e (A12), conclui-se que:
Ck(cosﬁ} = Ck(—cosw} =1 (A13)
e
Ck{cosn} = Ck(—cosoj = = (A14)
2. Derivadas das funcoes conicas
Por definigao
de(cosB)
C k(CUSG] = W (A]S)
Portanto, da equagao (Al1):
2 2432 2 452
C‘k(coss} = 1 4k2 + 1 i (4kZ +1)(4k? +32) 3 saut % s (8k2 +1)(4k? + 32)(4k? + 52) 3 sent 24 (A16)
2] 22 22 .42 22 . 42 . g2 2
Em particular,
¢, (cos0) =-%{4x2+1} (A17)
Analogamente:
C' (~coso) S 1 JAKE4Y | (K2 +1)(4K2+32) 5 o % o (0K +1) (42 +32)(Ak2 +5%) 4 W B, (A18)
k 2] g2 22 .42 22 . 42 . 2 2 5
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As derivadas C'k{cosB] e C'k(—COSO) podem, também, ser apresentadas na forma integral. Fazen
do uso da formula de recorréncia para funcoes de Legendre (1,2):
5 dP (%)
(2n+1)(82 = 1) —— = a(n+ 1) [P (2) - Py ()] (A19)

onde n & um numero complexo arbitrario e, recorrendo a equagao (Al), substituindo ¢ por cosé,
tem-se:

dP (cos8) 8 cos n+3/2)z 8 cos[ n-1/2)z L
{2‘n+1]|(t:c~sa-1)"—-—=n(r'.+1]——'z [ L jdz-[ - jdz =
d(cosa) T o ¥ cosz - cos8 a v c0sz - cosB J
8 cos[ (n+3/2)z ] - cos n-1/2)z
=n(n+1}£[ - - L :Idz (A20)
T Jo Y cosz - cosh
ou
dP_ cosé 8 sen n+1/2)z |senz
(2n+1)sen28 —" = 2n(n+1) —'/-—Z_J E_( - dz (A21)

d(cos@) T Jao Y cosz - cosB

Langando mao das equagoes (A4) e (A21), tem-se:

dck(cosm} 1 — (0 sen(kiz)senz
2ki sen?p ——  =-2 [kz +—] L= [ _—  dz (A22)
dcose 4 T ‘o ¥/ cosz - cosb

Utilizando a identidade:

sen(ia) = isha , (A23)
Obtem-se:
dck(cose) / 2(4k2+1) (8 sh(kz)senz
e J 4z (A24)
d(cose) 4 sen?p o ¥ cosz - cos®

Como a integral acima possui uma singularidade aparente em z =0, pode-se efetuar um desenvol
vimento analogo ao apresentado por IANINO FORTES et alii [[57], levando & expressao:

dC, (cos8) /2(4k2 +1) . 8 8 sh{kz)senz - sh(k8)send
s v2 sh(k8)sen K(sen E) + [ (A25)
d(cos8) 4rkZsen B o v cosz - cosB

sendo K, a integral eliptica completa, definida por:

K(k) F;Z ax (A26)
o v 1-k sen t

Substituindo & por m -8, nas equagoes (A24) e (A25), obtém-se as expressoes para

dckt-coss)

d(-cosé)
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ABSTRACT
The potential flow in a conical duct, in the presence of a
continuous or discrete distribution of sources and sinks is
analysed. From the derived equations, Fredholm's integral equation
of the first kind was obtained. If solved, Fredholm's equation
will give the radial flow potential in a conical duct, in the
presence of any given revolution surface. The numerical solution
of the potential flow problem due to a discrete distribution of
sources and sinks is presented. The numerical solution required
the development of conical functions in power series. This
development is discussed in the Appendix.
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MODELO MULTIFLUIDICO PARA OS ESCOAMENTOS BIFASICOS

ANTONIO MAC DOWELL DE FIGUEIREDO
PROGRAMA DE ENGENHARIA MECANICA — COPPE/UFRJ

SUMARIO
Desenvolveu-se um modelo para descrigao analitica dos escoamentos
multifasicos, que constitud uma generalizagac do "Modefo Bifluidi

co

" para 04 escoamento bifasicos. 0 modefo representa o campo dis

continue de escoamento como uma superposi¢do vintual de campos con
tinuos para cada gase, associados a uma distribuicdo de probabili
dade. E sugenida uma dupla nepresentagao das intenfaces: uma 4in-
terface virtual para cada par de fases e uma Linterface vintual en

the uma fase e todas as outnas.

INTRODUGAOD

Nos ultimos anos, tem sido estimulado, com
enfase crescente, o desenvolvimento de modelos
matematicos que permitam uma descrigao rigoro-
sa do comportamento dos escoamentos multifasi-
cos. Esta tendéncia decorre da necessidade ge-
neralizada de otimizagao do uso de energia nos
processos térmicos e fluidomecanicoes, mas, so-
bretudo, da evidente importancia da andlise tér
mohodraulica de situagdoes de acidentes em cen-
trais nucleares.

Na verdade, tem-se presenciado uma certa pro
liferagao de modelos analiticos para os escoa-

mentos bifasicos. Apreciagoes criticas destes
modelos foram feitas, entre outros, por
Kocamustafaogullari [(137], Ishii [[127], Lee e

Lyczkowski [147] e Sha e Soo [15]. A formula-
gao de alguns destes modelos & baseada em idea
lizagoes bastante simplificadoras da condigao
real do escoamento; frequentemente, saoc extra-
polados conceitos e correlagoes estabelecidos
para os escoamentos monofasicos,

sem que se atende para o fato de que a caracte
ristica marcante dos escoamentos multifasicos

e a presenga de interfaces com movimento alea-

torio. Aparentemente, a dificuldade encontrada
na aplicagao destes modelos reside na inconsis
téncia de algumas das idealizagoes e aproxima-
¢oes introduzidas. Comuns a todos os modelos pa
ra os escoamentos multifasicos sao, por outro
lado, as dificuldades inerentes ao estabeleci-
mento dos modelos constitutivos auxiliares, ne
cessarios & completa descrigao dos fendmenos en
volvidos, e a hipoteses concernentes ao trata-
mento das interagbes interfaciais Drew e Lahey
Ce].

0 objetivo do presente trabalho & apresentar
um “Modelo Multifluidico", que sugere uma des-
crigao analitica, formal e geral, dos escoamen
tos multifasicos. 0 desenvolvimento do modelo
€ baseado na equagdo geral de balango, valida
instantaneamente em cada ponto de uma regiac mo
nofasica continua, e na condigao geral de com-
patibilidade, valida na interface entre regioes
monofasicas vizinhas. 0 movimento aleatdorio das
interfaces provoca uma intermiténcia local de
fase no campo de escoamento; a presenga de ca-
da fase em um dado ponto & representado por uma
fungdo de intermiténcia, cuja média temporal &
interpretada como a probabilidade de ocorréncia



da fase no ponto considerado.

0 "Modelo Multifluidico", como exposto, cons
titui uma generalizagao do "Modelo Bifluidico"
para escoamentos bifasicos Delhaye e Achard
[47]: pelhaye [ 57 Ishii [[12]. Aconstrugao
das "médias zonais" torna-se, porém, mais dire
ta, devido a8 introdugao da fungao de intermi-
tencia. A generalizagao citada se refere, so-
bretudo, a representacao das ocorréncias inter
faciais. A construgaoc de valores médios paraas
interagoes interfaciais & facilitada mediante
o emprego de elementos da teoria das distribui
¢oes; € sugerida uma representagao dupladas in
terfaces: uma interface virtual "média" corres
pondente a um par determinado de faseseuma in
terface virtual "média" para cada uma das fa-
ses. Os modelos constitutivos para o acoplamen
to entre as fases devem ser estabelecidos para
estas representagoes.

FUNDAMENTOS

Seja P(r) um ponto fixo no campo de
mento; r denota o seu vetor posigao. Se, no ins
tante t, o ponto P(r) estiver contido numa re-
gido monofasica, a formulagdo local e instanta
nea dos principios de conservagao tem a forma,
Truesdell e Toupin [[17]

escoa-

%{W}W'(ogww}-&ﬂ .M

onde t representa o téhpo. p a massa especifi-
ca do material da fase presente no ponto P(EJ,
vo vetor velocidade, y a intensidade de
po, ¢ a densidade de fluxo e é 0o suprimento do
campo.

Se o ponto P{z) estiver na interface
as fases k e j, os principios de conservagao
sao expressos como condicoes de compatibilida-
de, com forma generalizada

cam=-

entre

i e R B L TR TR

onde N =0y sao vetores unitarios a interfa-
ce S 4. com sentido para fora da regiao monofa
sica correspondente e !sk
velocidade desta 1nterfac£.
Supondo que o efeito da interface sobreoes
coamento pode ser atribuido a propriedades eva
riaveis de campos especificas dela, o termo da
direita da eq.(2) torna a forma, Deemer e

representa o vetor

RevBrCMec, Rio de Janeiro, V. IV, ne 4, 1982

Stattery [27]
5 Voev_ +V_+d_ -op_U_(3
By = TG Ps Vs ¥ Ps¥s Vs Vg * Vg ¢ ~ pg V5 (3)
Aqui
dspw=apw+v b o (v -u) (4)
T Pe Vs "TpPe Vs T Vs ¥ s s

assinala a derivada material na superficie, on
de u, € a velocidade de um ponto fixo na inter
face e vs o operador Nabla na superficie,Hopke
e Slattery [117]. Outras formas da eq. (3) sao
encontradas nos trabalhos de Bouré e Delhaye
C17]. bethaye ["37], Drew [ 7], Ishii [127],
Slattery [167] e outros.

As grandezas ¥, ¢, ¥, Vs b @ b, sao tenso
res de ordem arbitraria, identificados de acor
do com a Tabela 1, onde v representa ovetorve
locidade, b o vetor aceleragao induzido por um
campo externo, I o tensor tensao, p a pressao,
Q o tensor unitario, 1 o tensor de cizalhamen-
vetor
posicao, R o temsor antisimétrico corresponden
te ar, uma energia interna especifica, q 0 ve
tor fluxo de calor, 5 a entropia especifica,
A(>0) a fonte local de entropia por unidade de
tempo e T a temperatura. 0 subscrito s assina-
la as grandezas referentes a interface.

A relagao entre os tensores densidade de flu
x0 intensidade de campo deve ser expressa por
leis constitutivas, ¢ = Y(y,....) e ¢5 = “sf*y
+.++), submetidas ds restrigoes imposta pela se
gunda lei da termodinamica.

to, go tensor tensao superficial, r o

INTERMITENCIA E IDENTIFICAGAO DE FASE

Para constatar a presenga de uma fase k e 0
seu tempo de permanéncia em um ponto P(r) do
campo de escoamento, introduz-se uma fu;gio de
intermiténcia Ik' Num sistema com K fases emn
escoamento, a funcdo de intermiténcia I, (r.t)h

k =1,2,...,K, e definida como

1, se a fase esta sobre o ponto P(r),
Ly(r.t) =
0, se a fase nao esta sobre o ponto P(r). (5)
As interfaces sao consideradas superficies
de discontinuidade, ou seja, tem espessura nu-
la. A primeira derivada, em relagao ao tempo,
da fungao de intermiténcia indica, entao, quan
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do uma interface entre a fase e gqualguer outra
fase esta sobre o ponto P(r), Figueiredo Ce]:

+ e, se a interface da fase
k esta sobre P(r),

rat)| = 8(t-ti)

3
B k!

= 0, se a interface da fase
k nao esta sobre P(r).

(6)

Na eq.(6), &(t- tik) denota fungao 8 de Dirac
e tj, indica os instantes nos quais uma inter-
face de fase k esta sobre o ponto P(f}' 0 com-
portamento das fungoes Ik(r,t) e 6(t -tik) es-
tao representados na Figura 1.

A velocidade da interface da fase k, Vs
estd relacionada com a fungdo de intérmiténcia
I. por Figueiredo [ 9]

al

dat
A aplicagdo da equagao (1) a fase k esta con
dicionada pela intermiténcia de fase, ou seja,
so tem sentido quando Xk = 1. Esta condigdo @
incorporada a formulagao comamultiplicacgao da
eq.(1) pela fungao de intermiténcia lk' Assim
procedendo e fazendo uso da eq.(7), resulta

et s Dyl ]Iy blrngor -

A interpretagao da eq.(8) &, & luz das equa
gcoes precedentes, bastante direta; como se tra
ta de uma representacao instantanea, os trés pri
meiros termos e o quarto termo nao podem ser,
simultaneamente, diferentes de zero.

MEDIA TEMPORAL - SUPERPOSIGAO DAS FASES

Para obtengao de uma representacao do escoa
menta em termos de medias temporais, submetem-
-se os termos da eq.(B) aos operadores de me-
dia abaixo especificados (definigoes e dedu-
coes, ver Figueiredo [ 97]).

Define-se o valor médio em relagdao ao tempo
total de observagao, T, de uma variavel F con-
dicionada pela funcao de intermiténcia I »como

TFAL[ 1Fdtea 7 9)
o L x Fx (

onde

1
Fe i J Fi dt (10)

€ o valor médio de fase da variavel F, T otem
po de permanéncia da fase 'no ponto P(r) e

,
A% o

a,

representa a fracao do termo total
dente’ a permanéncia de fase k no ponto

correspon-
P(r).
Esta variavel pode ser interpretada como a pro
babilidade de ocorréncia de fase k no pontoP(r).
0 valor medio, em relagao ao tempo de obﬁgz
vagao T, das ocorrencias interfaciais da varia
vel F 8, a Tuz da teoria das distribuigdes
Gel'fand e Shilov [107], dado por
N

y k nk « F
v Ik F =3 Z _ (12)
i =1 | |n, » ve.|
k ~k <5k

onde N, representa o nimero de passagens das in
terfaces da fase k sobre o ponto P(r) e t1k os
instantes correspondentes, Figura 1. Delhaye e
Achard [C47] analisam as condigoes limites pa-
ra fixagao do tempo total de observagdo T.

Pode ser demonstrado, Figueiredo [:9]. ain

da, que os operadores diferencial e de media
temporal sdo comutativos, isto &,
AL Fe AL el l-‘_k 13)
T S T T T (

_k
V(I F)=Ve(T, F)=V:(a, F ) (14)

A turbulencia de Reynolds e a turbuléncia de
deformagao, causada pelo movimento das interfa
ces, sao representadas como flutuagdes das va-
ridveis de campo, superpostas aos seus valores

médios, Dopazo [C6]; Ishii [127]. Define-se,
entao,
v A =k _ =k .
FRAF -F=1, F-F (15)
consequentemente Figueiredo [ 9]
FL =0 (16)

e, para o produto de duas variaveis aleatdrias,
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FEk

R Y
R B FrEF (17)

k k

-

Considerando as equagoes (9) - (16), obtém-
-se por fim, a equagdo geral de balango, em ter
mos de valores médios no tempo, paraoc escoamen
to incompressivel (p, =cte) e turbulento de fa
se k:

3 o =k =k ook, 2k o
3%k Pk VY ["'k“’k VeVt Pk VWt ¢k}}'“k Py ¥k nk-)o
(18

onde foram introduzidos
” 1

|
=l | Iy e vy

e

My

(ﬁlk \'—'k + Ek 2 ¢k) (19)
t

|

k

P (Y= ¥sp) * 1y (20)

Os tres membros da eq.(18) representam me-
dias das variaveis de campo condicionados pela
probabilidade de ocorréncia da fase k no ponto
P(r). O parametro A, , chamado "suprimento in-
terfacial da fase k", representa o valor médio
no tempo das interagoes da fase k com todas as
outras fases, com as quais a fase k tenham uma
interface comum. 0 fluxo de massa por wunidade
de area interfacia],‘ﬁk, e diferente de zero,
no caso de haver mudanca de fase.

MEDIA TEMPORAL DA CONDIGAD DE COMPATIBILIDADE

Seja um escoamento multifasico com K fases.
Uma fase k pode ter uma interface comum com ca
da uma das fases j=1,2,...,K(j#k). A ocorren
cia desta interface comum no ponto P(r) pode ser
identificada por meio de uma fungao 5. Define-
-se, com este fim Figueiredo [ 97].

§(t- tik} , quando &(t- tij} + @

B(t-tiyy) = (21)

0 , quando &(t- t1j) =0 ,
onde §(t -tik) e §(t -tij} sao definidos pela
eq.(6), tik assinala os instantes de ocorren-

cia da fase k no ponto P(r), tij, os instantes
de ocorréncia da fase j no ponto P(r) etikj 0s
instantes de ocorrencia da interface comum as
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fasés k e j no ponto P(f)' ou seja, quando t1k=
= tij- A construgao fungao &(t -tikj) esta ilus
trada na Figura 2.
Por indugao, segue
K
j§1 S(t=tiy) = 8(t-tiy) . (22)
j#k
Por outro lado, para a interface comumas fa
ses k e j, tem-se

n =-n. e
~k

! Ve T¥sy 5 ()

portanto
[DK 1 !Skl " iDJ - gle # lvk}i . [24)

Multiplicando-se a condigdao de compatibili-
dade, eq.{(2), por &(t -t1kj} / |vgjl e integran
do o produto em relagio ao tempo, obtém-se, &
luz da teoria das distribuicdes, o valor médio
das interacoes interfaciais entre as fasesk e j:

N
kj
1 . é
T (M Y+ = Yy 4y Yy enge b)) =
T-ikj‘l |vij] b B IS B
N. s
kj a, .
= % ¥ K < (25)
‘ikj=1 hvkj1
tim
onde Nkj assinala o nimero de instantes tiyy ©
K
T Nes=N
siq Vg T N
Jtk

Se cada fase. k=1,2,...
ce comum com todas as outras fases, tem-se j =
k+1,...,K. Ha, portanto, um maximo de (k;) con
dicoes de compatibilidade como a eq.(25).

0 suprimento interfacial de fase k, Ay, po-
de agora, ser expresso como o somatorio das in

,K-1 apresenta interfa-

teragdes interfaciais da fase k com cada uma
das outras fases presentes no escoamento, ou se
ja,

K Mg . .
J:; *k§=1 o (B b *+n =) (26)
J#k tikj

—j—

Ay =

0 efeito resultante das interagdes interfa-
ciais sobre o escoamento vale, considerando as
equacoes (25) e (26),
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Ny 3
K-1 K ki | @

1 kj

: Wi . (21)
1 K Tkgl ann k=1 | 1vyl A

Observa-se, portanto, que as interagoes en-
tre as fases, tomadas globalmente, naoc se anu-

lam, a menos que os efeitos especificos das pro

priedades interfaciais sejam despreziveis, is-
to E. Qk_j =0,

Quando, num instante t1kj’ a componente nor

mal da velocidade da interface & nula, Ykj =0,

ha uma singularidade no processo de média. Con

siderando, porém, que o movimento da interface
€, geralmente, aleatdoria, esta singularidade &

momentanea e pouco frequente, podendo ser igno

rada, Drew e Lahey [87].

INTERFACES VIRTUAIS
Caracterizadas a possibilidade de identifi-
cagao das ocorrencias, no ponto P(r), das in-

terfaces comuns as fases k e j e a regra para

construgao dos valores médios das interagoes in

terfaciais correspondentes, a representagio a-
nalitica dos valores médios, na interface, das

variaveis de campo requer a introdugao de rela

goes constitutivas apropriadas. Com este fim,
define-se

1 N —kj —kj —ki —kj
T T‘“‘k Ve *0 t )

(28)

(M, ¥ +0, > 8,)
T g [Togl K Tk

onde o superscrito —kJ assinala os valores in-

terfaciais médios das variaveis de campo da fa

se k associados a interface Sgj. 0 parametro

/A e interpretado como uma densidade Tlocal
de superficie interfacial, isto &, uma medida
da area interfacial entre as fases k e j por
unidade de volume.
A eq.(25) assume, entao, a forma
ki —ki T =k %3 . =k9 Etj
-] ) ) i ;
AR ARS AR CURE D I )
J
onde
—kj —KJ i
8 M 8" —&j __—kj
r, .8 . I, 8- e ny =-nJ . (30)

ki Tj b | o ¥

A eq.(29) representa a condigao geral de com
patibilidade na interface entre as fases kej,

25

em termos de medias no tempo. 0 efeito global
das interagoes interfaciais entre a fase k e
todas as outras & obtido pela substituigdo da

eq.(28) na eq.(26). Resulta
K
R e (IR
J#k

Por outro lado, da comparacao da eq.(12) com a
eq.(19), tem-se

T = 19 Il (M b +ny +0p) , (32)

onde, da definigao da funcdo de intermiténcia,
lvlk"ﬁklv Iki, Figueiredo [ 97]. Ainda,um mo
delo constitutivo para representagao do supri-
mento interfacial A deve satisfazer as seguin
tes condigoes:

se 1k=0. sempre: ka =0 s Vct-O;
se Ik=1. sempre: v1k=o s ak='l .VukaO;
se Ik=0 ou Ik =1 VIkBO ou kafﬂ, 0<u.k<1, vukfo.

A condigao ?Xk #0 ocorre, apenas, na passagem
da interface sobre o ponto considerado. Assim,
o produto 1v1k]{ﬁk TR ¢y) representa uma
variavel aleatoria, discreta e intermitente,
cujo valor médio & construido com os valores das
variaveis ﬁk, Yy € by correspondentes as inter
faces da fase k correspondentes as interfaces
da fase k (n3o s0 a interface comum as fases k
e j). Estas consideragoes sugerem a introdugao
de valores interfaciais medios para as varia-
veis de campo de fase k e assinaladas pelo su-
perscrito -s, definidos de tal forma que

Ak=rk”u}§+\7ak-;: , o (33)

onde

T L jvay| ;: e ;: 8. "% " (34)
[Vaﬂ
representam, respectivamente, o fluxo de massa
por unidade de volume devido a mudanga de fase
e o vetor unitario normal @ configuragao (vir
tual) media da interface de fase k.
Comparando as equagoes (31) e (33), tem-se



26
r, 3 = E r .o 35
kVe® oL Tig Y (35)
3tk
e
Va, - ¢ =- § L ki, gk (36)
T g T
JFk

que expressam relagoes entre as representagoes
medias dos efeitos interfaciais entre as fases
k e j e os efeitos interfaciais globais concer
nentes a fase k.

CONCLUSDES

De acordo com a formulagao desenvolvida, o
escoamento da fase k & representado como o de
um campo continuo. Os valores das variaveis na
2q.(18) tem o significado de expectativas esta
tisticas, condicionadas pela fungao de probabi
lidade, “k(f't)' de ocorrencia da fase k no pon
to P(r). 0 campao multifasico discontinuo apare
ce, entac, como uma superposigao virtual de cam
pos continuos monofasicos, que interagem atra-
veés dos suprimentos interfaciais, hk' k=1,=,..K.

As interfaces entre duas fases k e j sdo re
presentadas, em termos de meédia no tempo, como
uma interface virtual, definida pelo seu vetor
normal unitario, Ekj, e por uma densidade Jlo-
cal de superficie interfacial, 1/Akj. As inter
faces entre a fase k e todas as fases j=1,2 ,
---K, J#k, com as quais‘a fase k tenha inter
face comum, s8o representadas, ainda em termos
de média temporal, como uma interface virtual,

definida por um vetor normal unitario, E:. Es-
te vetor &, por sua vez, fungao de distribui-

gao de probabilidades, o) - Ha,portanto, uma du
pla construgdo de interfaces virtuais.

Para as variaveis $t3, E:j, ij e 1/;\k efou
W:.'Ei, Ty & a, devem ser introduzidas relagoes
constitutivas baseadas em modelos apropriados.
De uma forma geral, elas dependem da topologia
e do estado termomecdanico das interfaces, as-
sim como da configuragao e das condigoes ini-
ciais e de contorno do escoamento. Estabeleci-
dos os modelos constitutivos para cada um dos
pares de fases, k e j, o segundo grupo das va-
riaveis assinaladas acima estd automaticamente
definido, de acordo com as equagces (35) e (36).

A eq.(27) determina uma relagdo entre os su
primentos interfaciais, Apgs de cada uma das fa
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ses e o seu efeito global, Am’ sobre o escoa-
mento multifasico., Obviamente, se este efeito
for conhecido a priori, apenas K-1 dos supri-
mentos interfaciais devem ser dados por rela-
goes constitutivas. Em particular, seainfluén
cia das propriedades interfaciais sobre cada par
+0 e hm=0. obten-

classi-
continuo.
Deve-se assinalar, por outro lado, que o pro-
cesso de média indicada no lado direito da eq.
(25) ainda nao esta desenvolvido a um ponto sa
tisfatorio.

A formulagao apresentada pode, finalmente ,
ser particularizada para cada um dos principios
de conservagdo; para isso, & suficiente asso-
ciar, nas equagoes (3), (18), (29) e (33), as
variaveis de campo as grandezas assinaladas na
Tabela 1.

de fases & despresivel, ﬂk
do-se as condigbes de compatibilidade
cas, estabelecidos pela mecanica do
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TABELA 1: Identificacao das variaveis de campo com os principios de conservagao

v b ¢ v b b
Massa 1 0 0 1 0 0
hov imento Linear v b [ Tepg-T v, b ;
Novimento Angular|  [*Y FRE | smeg DAYy | e o &
Energla ”*JZ_!'E by =R~y ”s*“%!s'fs Yodg | By Y
Entropia s A —]T— q S¢ as ‘lrs 9 )

INTERFACE

FASE k
T M
:
- (®
S noar
o t
[+] fzf
®I
N
at | |I 1zikl | t

Figura 1:_
(a) ocorrencia das interfaces entre as fases < e j (j
1,2,...,K; j#k) no pontp P(r) em fungdo do tempo;

(b) fungao de intermiténcia Iy(r,t) no ponto P(r);

(c) representacao da ocorréncia das interfaces da fase k
no ponto P(r) como derivada de fungao de intermitencia

&t-t )
fk
i
|
ot : 4
@
Figura 2:

(a) escoamento multifasico (fases k,j,%): ocorréncia das
interfaces no ponto P(r) em funcao do tempo;

(b) representacao da ocorrencia das interfaces da fase
k no ponto P(r): _

(c) representacao da ocorrencia das interfaces da fase

j mo ponto P(r)- _

(d) representacao da ocorrencia das interfaces

as fases k e j no ponto P(r).

comuns
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ROTACAO CRITICA DE SISTEMAS ARVORE:DISCO
PELO METODO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA
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SERGIO JOAQ CRNKOVIC
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SUMARIO
Sistemas Rotativos, Arvonre-Disco, montados com interfenincdia estdo

sujeitos a deformagoes radiais que Levam a galha do sistema na ro
tagao de trabalho. 0 objetivo ¢ deteaminar a hrotagao em que se Lnd

eda o desacoplamento drvore-disco, para adotar uma ajustagem segu

na no profeto desdses sdistemas.

INTRODUCAQ

Volantes, polias, rotores e outros sao dis-
cos rotativos que se deformam, devendo-se por-
tanto na fase de projeto estudar o tipo adequa
do de ajuste, para que nao ocorram falhas no
conjunto arvore-disco.

No acoplamento do sistema arvore-disco, po-
dem ocorrer duas situagoes: acoplamento por cha
veta com pequena interferéncia ou acoplamento
por ajuste forgado.

No acoplamento por chaveta, durante a rota-
¢ao a carga sera aplicada totalmente sobre es-
ta, enquanto no ajuste forgado o sistema se com
portara como um Unico sdlido.

DBJETIVO
0 objetivo & determinar a
qual o disco desacoplara da
com que o sistema falhe, no caso doajuste for
¢ado.
A rotagao em

rotagao para a

arvore, fazendo

que o sistema falha & denomi

nada "rotacao critica". Esta velocidade angu-

lar deve ser menor que a de trabalho, dando des
ta forma seguranga ao sistema.

Para determinar a rotagao critica utiliza-
-se o metodo da Matriz de Transferéncia. Nes-
se processo modela-se a arvore como umdisco de
perfil constante, cuja espessura & igual a do
cubo do elemento acoplado.

DESENVOLVIMENTO ANALITICO

A Fig. 1 mostra um sistema &rvore-disco an-
tes da montagem (a) em repouso apds a montagem
(b} e em rotagao (c). Analisando-se as interfe
réncias do sistema nos trés casos, tem-se que:

§ = rs = 'p antes da montagem (1)

§ = U - US em repouso, apos (2)
montagem

§ = U, - U em rotagao (3)



(a)

/2/////1

|
f 7
b

Observando a expressao (3) conclui-se que
o limite de seguranga do sistema“se dia para

uma deformacdo nula da arvore, ou seja, quan
do toda interferéncia adotada ao sistema pas

sa a ser a deformagao do disco.

A Fig. 3 representa a arvore isolada da
Fig. 2. Ds efeitos atuantes sobre a arvore
sao os da pressao de contato devido ao ajus-
te, da rotagdo e o efeito térmico. Para sim-
plificar o equacionamento, considera-se 0s
efeitos separadamente, e em seguidaaplica-se
o principio da superposicao dos efeitos iso-
lados.

Fig. 2

Fig. 3

A matriz de transferencia para umdisco de
perfil constante sem furo central, edada par
[1]:

0 uup FU

T=10 1 FP (4)
[o 0 1
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Sendo:
"
P = (1-) % (5)
Y,
FU = - _(IB_E_.)_Q ﬂz 'I"'3 ‘!"(]%)- a for re{r}dr {6}

e

FPos = iﬁ%Hlp a2 p 2 -Eﬁ%ﬂ Iy re(r)dr (7)

Para o sistema em repouso, somente sob 0

efeito da pressao externa, pode-se escrever
que:
u u
P =T'| P
Un(ny Yoy
Onde:
U vetor de estado da estdcdo exter-
P = na do disco (arvore), devido ao

n(1) efeito da pressao externa.

u vetor de estado do centro do dis-
p = co (arvore), devido ao efeito da
1 0(1) pressao externa.

18} = matriz de transferencia global pa
ra o disco (arvore) em repouso.

Onde:

0 uup FU
Ty =0 1 FP
Lo 0 1

Portanto:

[0 uupy 0] (v

p = L 1 0
1 n(1) 0 0 1 1 0(1)
Das condigoes de contorno, conclui-se que:

0 uupy 0] (o0
Pe =0 1 0 p

n(1) 0 0 1 1 0(1)

Desenvolvendo o sistema matricial, vem:
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Pe = Po(1)
Uﬂ[]} = UUP] 'PU(]) ou
Un(1y = UUPy . P¢ (8)

Para o sistema em rotacao mais oefeito da
temperatura, tem-se que [2, 3]:

u

P = TphyP

1 1

n(2) 0(2)
Onde:
u vetor de estado da estacdo exter
P = na do disco (arvore), devido ao
n(z) efeito da rotagao mais temperatu
ra.

u vetor de estado do centro do dis
P = co (arvore), devido ao efeito da

1 0(2) rotagao mais temperatura.

T = matriz de transferéncia global pa
ra o disco (arvore) em rotagao

mais temperatura.

Onde:
0 Uup, FUp
T = 0 1 FP2
0 0 . 1
Portanto:
u rO UUP, FUs
P = [a 1 FP,
n(2) 0 0 1

Usando as condicdes de contorno, chega-se

em:
U 0 uup, Fu,] (0
0 =0 1 FPp| {P
Unezy LO 0 1] Ulggay

Desenvolvendo-se o sistema, matricial vem:

0 = Pogy + FPy

Un(Z} = PO(Z) UUP, + FU2 ou

Un(Z) = UUP, . FP, + FU, (9)

A deformacao total do disco (arvore) pela
superposicao dos efeitos isolados & dada por:

Us = Upi1y * Ungy (10)
Conforme expressao (3), tem-se que a inter
ferencia do sistema em rotagio & dada por:
§ = UO - U5

Para o infcio da falha do sistema, aarvore
devera ter deformacao nula, sendo que toda in
terferéncia se transforma em deformagao do dis
co (elemento).

Dessa maneira:

Ug = 0 = portanto:

Un(1) * Un(2)
UUPy .Pc - UUP, . FPy +FU, = O (11)

] = = - .___r
mas: UUPy = UUPp = (1-u)
i
FUp = -L%_%_l p 023 +Ll%£l a ﬁ;re(r)dr

e

FPy = _LE%EI o02b rl. Ef%E ﬁ; ro(r)dr

Para compactar o equacionamento faz-se

T, e

A=t "jbE
1-u2

B:—%)_ pra

C = Ll%El a ﬁ: ré(r)dr

p=-L328) op r2
__bEa .r
E = - fn ré(r)dr

Usando agora a notagao compacta

UUPy = UUP, = A (12)
Fup = 8aZ + C (13)
FPy = Do + F (14)



Substituindo-se as expressoes (12), (13),
(14) em (11), vem:

2 2
- A(D Q.+ Fy +Ba_+C - AP, =0

Finalmente, a rotagao critica sera:

-C
R k)

Onde:

Pc = pressao de contato

2 ra
«Ep|fc ™
PC ry [ 2 rg [16)

APLICAGAO PRATICA

Para o rotor de uma turbina a vapor esque
matizado na Fig. 4, determinar as rotagoes cri
ticas (intervalos criticos) para os diversos
tipos de ajustagens.

[N
5.2Q_|1
b

3.5
4.7
6.5
]
12.5
~(gl<e|<2[==]e
) e— 0 P
21.8 em s
=
Fig. 4
Dados:
E = 2,16.10° [MPa]
p = 8000 [kg/m3]
a = 14,0.10-6 [oc-1]
u= 0,3
8(r) = 0 (dist. nula da temperatura)

Ajustagens:

a) Hg/rs 272 €450

46,6 [rad/s] s a. < 159,5 [rad/s]
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+330
b) He/vs 4229 44310

276,1 [rad/s] < f¢

(1Y

299,2 [rad/s]

405
c) He/xs 4?59 47385

310,7 [rad/s] < Q. s 331,4 [rad/s)

0 +604
d) Bz/2g 446 44575

378,8 [rad/s] s . < 404,7 [rad/s]

L1

0 +51

o) H3/Re 4,29 931
0 < Q. < 94,6 [rad/s]

0 +51

f) Hg/ng d29 43

23,3 [rad/s] s Q. < 117,6 [rad/s]

0Ds resultados foram calculados através de
um programa computacional [4].

CONCLUSDES

Conclui-se que dependendo do ajuste adota-
do, calcula-se previamente o intervalo em que
ocorrera o desacoplamento arvore disco. E evi

dente que a rotagao de trabalho devera fugir

dessa faixa critica.

NOMENCLATURA

b - espessura do perfil constante

E - modulo de elasticidade

P - tensao radial por unidade cir-

cunferencial de comprimento

Pe - pressdao de contato

r - raio

T - matriz de transferéncia

U - deformagao radial

UUP, FU, FP - termo da matriz de transferencia

§ - interferéncia

" - coeficiente de Poisson

o - coeficiente de dilatacao termica

P - ma-sa especifica

8(r) - fungao escedente de temperatura

9} - rotagao
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SUMARIQ
Centrais-nucleares PWR utifizam, genalmente, geradones de vapor do
tipo tubos "U" inveatido, com recirculagdo interna natural. Ne pre
dente trabalho desenvolve-se um modelo de simulagdo teamohidraufi
ca, para negime permanente, de fais genadones de vapor, Divide-se
o escoamento secundaric em duas partes individualmente homogineas,
com thoca de cafor e massa enthe as mesmas. A pressdo do secunda-

nio ¢ determinada em fungdo do tituto do vapon que alimenta a tun
bina. Aplicagoes sao feitas ao gerador de vapor da usina Angra 11,
opexrando em condigoes nominal e com tubos parcialmente obstruidos.

SIMBOLOGIA
: @rea de escoamento

=Z J*x=x T wau >
"

B DR NN = < 3 4 WV D oo
N O a4

-

aceleragao da gravidade
entalpia especifica

fator de perda de carga

vazao em massa

nimero de divisdes da altura da tubulagao
em "U"

pressao

taxa de transferéncia de calor
razao de recirculagao

razao de escorregamento
temperatura

titulo

volume especifico do fluido
velocidade do escoamento
indica a direcao do escoamento

: altura

: altura média da tubulagao em "U"

fragdo de vazios

queda de pressao

altura do volume de controle
densidade do fluido

TNDICES

b : ebuligao

cr : canal de recirculagao
f lado da perna fria

g : vapor saturado

i : entrada

& : 17quido saturado

o : saida

P primario

q : lado da perna quente
r agua de recirculagao
s : secundario

v [ vapor

INTRODUGAO

As empresas projetistas de usinas nucleares
do tipo PWR (Pressurized Water Reactor) tem,
nos oltimos anos optado por geradores de vapor
do tipo "U" invertido, com recirculagao inter-
na natural. A Fig. 1 mostra, esquematicamente,
tal modelo de gerador de vapor.



' Saida do Vaper

[.-ml L hm'%o'xlu]

Secadores ~— = Separadores de Vapor

¢anal de Recirculagdo- g __.Camara Plena

B / Carcaga Intérna

Entrada da iew —_—
de l'llm-nfapﬂo

[mu'hsi":i .Vaso de Pressdo
do Gerador de Vapor

Feixe de tubos am U

Suporte principal d."o i
Tubulapde sm U

Entrada do Primdrio Saida do Primario

(g, Dpi s Ppi) \ (Mp1 Mo Ppo)

Fig.1 - Gerador de vapor do tipo tubos em "U" invertido

o fluido
primario entra atraveés de um bocal localizado na

Neste modelo de gerador de vapor,
base do vaso de pressao, atravessa uma camara
plena, penetrando, em seguida, na tubulagao em
"U", fabricada com Inconel. ApGs percorrer o
feixe de tubos, o fluido primario passa por ou
tra camara plena e deixa o gerador de vapor por
um bocal simetrico ao de entrada, 0 lado de su
bida dos tubos em "U" & denominado perna guen-
te, enquanto o de descina, perna fria.

Quanto ao lado do cicle secundaric, a agua
de alimentagdo entra através de um bocal posi-
cionado no vaso do geradoc de vapor em uma al-
tura ligeiramente acima do topo da tubulagao em
"y". Esta agua, apds misturar-se com a agua de
recirculagao, proveniente dos separadores e se
cadores de vapor, escoa para baixo, através da
regido anular formada pelo vaso de pressdao e a
carcaga interna. Esta carcaga possui uma aber-
tura junto ao suporte principal da tubulagdo em
"U", que permite a entrada do fluido secunda-
rio na regiao dos tubos, escoando para cima.
Nesta regido, a agua atinge a temperatura de sa
turagdo e a mistura bifasica, de baixo titule,
que deixa a regiao dos tubos, passa por separa
dores de vapor do tipo "ciclones" e secadores,
de tal forma a reduzir a valores minimos a umi
dade do vapor que & conduzido as turbinas. A
fase 17quida recircula no gerador de vapor mis
turando-se com a agua de alimentagao.

Diversos trabalhos de simulacao de geradores
de vapor tem sido propostos, variando em grau
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de complexidade, de acordo com os objetivos dos
autores, Hargrove [1] analisa somente o aspec
Murrell [2] e
Cudlin [3] apresentam modelos de simulagao ter
mohidraulica para geradores de vapor do tipo tu
bos retos. Land e Steitler [4] e Christensen
[5] modelaram geradores de vapor do tipo tu-
bos em "U" invertido, com recirculagao interna.
Em ambos os trabalhos & assumido que o escoamen

to térmico do gerador de vapor.

to do fluido secundario, através do feixe de tu
bos, & completamente homogeneizado. Esta hipd-
tese ndo & realistica, pois as condigdes de tro
ca de calor entre o fluido secundario e as per
nas quente e fria da tubulagdc em "U" sao bas-
tante diferentes, assim como as condigoes de
queda de pressao. Desta forma, espera-se aocor
réncia de escoamento transversal("cross-gLow")
de fluido secundario entre as regioes compreen
didas pelas pernas quente e fria. Uma descri-
¢ao mais detalhada dos diversos tipos de gera-
dores de vapor pode ser encontrada na referén-
cia [6].

Por outro lado, levantamento realizado por
Willians e Green [7] apontadiversos problemas
apresentados por geradores de vapor em opera-
¢do, tais como vibragdo dos tubos e ocorrencia
de corrosao, erosao e queima da parte externa
dos tubos. Uma solugado alternativa, de forma a
manter a usina em operagao, no caso de ocorren
cia de alguma falha na tubulagdo em "U", & sim
plesmente obstruir os tubos que apresentarem
tais problemas. Naturalmente, esta
parcial da tubulacde em "U" provocara altera-
¢oes no comportamento termohidraulico do gera-
dor de vapor.

0 presente trabalho apresenta um modelo de
simulacao termohidraulica de geradores de vapor

obstrugao

do tipo tubos em "U" dinvertido, com recircula-
¢do natural, operando em regime permanente. 0
modelo de simulagao desenvolvide considera a
existencia de escoamento transversal entre as
regides das pernas quente e fria, do lado do se
cundario. Aplicagoes deste modelo sao feitas pa
ra o gerador de vapor da usina nuclear Angrall,
considerando-se fragoes variaveis de obstrugao
da tubulagdo em "U". Também foram efetuados tes
tes modificando-se, individualmente, as condi-
goes de entrada dos fluidos primiario e secunda
rio no gerador de vapor.
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MODELO TEORICO
0s principais aspectos do modelo proposto sdo:
(1) o escoamento secundario & dividido em duas
partes individualmente homogéneas, escoan-
do paralelamente, sendo uma associada a perna
fria e outra, a perna quente;
(2) o escoamento transversal entre estas par-
tes & obtido, impondo-se que, em uma deter
minada segao transversal ao escoamento princi-
pal, a pressao seja a mesma nas duas partes;
(3) as condigoes de entrada no gerador de vapor
dos fluidos primario e secundario sao consi
deradas conhecidas, com excegao da pressdo da agua
de alimentacao, a qual & determinada em funcao do
titulo da mistura bifasica que alimenta a turbina;
(4) as diversas regioes dos escoamentos primario
e secundario sao divididasemvolumes decontro
le, sobre os quais sao aplicadas as leis de con
servagao de massa, quantidade de movimento e energia.
0 modelo fisicode simulagdo @ apresentado na Fig. 2.

Vapor para Turbine
. __.~Separadores ds Vapor

- _Ffenal de Recirculapdo
VY

. Entrada de .iguu
L. d¢ Alimentagdo

o

-

. Caroaga Interna
p—
-
L. Parede de %
Tubulagdo em'U

Sepdo Anular
b/ Segdo Inrerna

o

WP BTEID

. .. Fluxo de Calor

.,

P AE SIS

s

-
5

____________ = == [~~~ Perna Fria

— K_“"‘“\Pﬁrna Quents

) T h:_-:j
Entroda do  Saida do Cdmaras Pienas
Primdric Primdrio

Fig. 2. Modelo fisico para simulagdo do gerador de vapor

0 equacionamento do secundario & feito con-
siderando-se pares simétricos de volumes de con
trole, conforme o esquema:

[See s 2ee Pue] ' ! [*fo"'fﬂ"h]
G s [

[Fai hai Psi] [

1[5Wtwhu VPai]

= Vazao em massa;
= entalpia especifica;
taxa de transferéncia de calor;
= pressao.

0s indices "q" e "f" referem-se a perna quen
te e perna fria, respectivamente, e os Tndices
“i" e "o" referem-se a entrada e saida dos vo-
lumes de controle.

As equacoes apresentadas a seguir foram de-
senvolyidas para um volume de controle do lado

rh
h
Q
[

da perna quente.
A conservacao de massa impoe:

.
-
-

.. - m ’ (]}

0 balango térmico, nos volumes de controle,
fornece:

1 s
; +Q -5m _h :
oo = gl qi q]'.f-' 9 9i o > 05(2)
mqo+?mqf
; 1.
h.+0Q =5m (h. +h ) 3
h e-ab qi 79 2 qf(“ for para m__<0.(3)
90 m af
qo

A pressao, na saida dos volumes de controle,
e determinada pela equagdo da conservagao da
quantidade de movimento:

. o g s 1 - -
m. V. v V -5KAV - A Az
p =p .4ai qiqf ' "qo 'qo 2" " "q'¥ Pgl
qo sl A
(4)
onde: A = Area transversal ao escoamento prin

cipal;

Az = altura do volume de controle;

V = velocidade do escoamento (a barra in
dica valores médios no volume de con
trole);

K = fator de perda de carga, incluindo
atrito e acidentes localizados.



0 valor de V* & determinado pela diregdo do
escoamento transversal:

_ {v .
V* = _q
Ve o

0 parametro y @ um indicador da diregdo do
escoamento:

para m, . >0

para m . < 0

escoamento para cima (seg@o interna) ;
escoamento para baixo (segao anular)

Equagoes analogas sdao obtidas para o volume
de controle da perna fria, assim como paraoes
coamento do fluido primario, embora, neste ca-
s0, as equagdes sejam simplificadas pela
xisténcia de escoamento transversal.

Naturalmente, para os volumes de controle do
lado do secundario pertencentes & segao inter-
na, ha necessidade de considerar-se a ocorrén-
cia de escoamento bifasico. Desta forma, defi-
ne-se "altura de ebuligao", como sendo a altu-
ra (a partir do suporte principal da tubulagdo
em "U") em que a entalpia do fluido secundario
(para cada uma das pernas) iguala-se 3@ entalpia
de 17quido saturado correspondente a pressao mé
dia no volume de controle.

0 titulo do escoamento bifasico, na saida de
um volume de controle do lado da perna guente,
e dado por J

ine-

qo i
m
qo
onde (ﬁv)qo € a vazao em massa de vapor. Comes

ta definigao, obtém-se

xqo -« 30 __ % (6)
h -h
g L

sendo hl & hs as entalpias de 1Tquido e vapor
saturados, respectivamente, determinadas a pres
sao P .
qo 2
A fragao de vazios & dada por [8]:

1-X i vl -1
uqo =11+ ——iagﬂ— . ?; S (7)

onde v, e v sao os volumes especificos do 17-
quido e do vapor saturados a pressao qu e S e
a razao de escorregamento, determinada em fun-

gao da pressao [97.
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0 valor da vazao, ﬁqf. do escoamento trans-

versal & obtida iterativamente, impondo-se

qu = PEo (8)
Fazendo-se
AP = P, -P L 9
B ai ~ Poo ™ (M) <
obtém-se
1
" (ap )"
N— (10)
i€ 2
qi
Esta expressdo @ usada para o refinamento de
ﬁqf. A constante n foi determinada experimen-
talmente, tendo seu valor compreendido entre 2
e 3.

A taxa de transferéncia de calor, § , entre
dois volumes de controle adjacentes, & determi
nada através da diferenga logaritmica media de
temperatura e do coeficiente global de troca
calor, No calculo deste coeficiente global, e
levado em consideragao o regime de troca de ca
lor, sendo admitidos quatro mecanismos: convec
gao forgada, ebuligdo subresfriada, ebuligao em
massa, e vaporizagao por convecgao forgada, con

forme esquematizado na Fig. 3.

Sepdo Anular  Segde Interna
T L]
R
o7 I s A
B B/ Vaporiza- |
3% . { pdo por b7
'\_“ Convecpde |/
;!/:/,/4: p— | Forgada Convecgdo Forgoda
: Forgada_+1 A 209 17 /
X f} ‘; 4__./..: -]
r;Jf 3 { fﬂﬁr
N P N Aqq‘% Escoamentoe do
7 . Ebutigdo Primdrio
hf Nucisada
¥ ;
% Ebuligdo
; 9// Subresfriada
7 ,
uég Convecgdo Forpada

-

-
.

| LAAAAIAS,

L. Carcapa Interna— Parede da Tudy
legdo em "U”

Voso de Pressdo
do Gerador de Vapor

Fig. 3 - Representacao esquemdatica dos regimes de .,ouca
de calor no gerador de vapor
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No caso de convecgao forgada utiliza-se a cor
relagdo de Dittus Boelter [10] para a determi
nagao do coeficiente de filme. Ocorrendo ebuli
¢ao (subresfriada ou nucleada), a temperatura
externa da tubulagao em "U" & calculadapelacor
relagao de Thom [9], sendo o coeficiente detro
ca de calor determinado através desta tempera-
tura. Para elevadas fragbes de vazios{a > 0,9),
assume-se que o mecanismo de troca decalor pas
sa a ser o de vaporizagdo por convecgao forga-
da, utilizando-se a correlagaoc de Schrock e
Grossman, mencionada por Tong [11].

0 nivel d'agua do gerador de vapor & defini
do como sendo a altura na qual a fragdo de va-
zios do secundario atinge 90%, conforme proce-
dimento de Land e Steitler [5].

A razao de recirculagio, R & dada por
R = M

r

(1)

3|

8
onde
1

Ii'lr.' = Acr ‘: zr Py (Pso B Psi] * zcr pg g}z ,“2)
com os Tndices r e cr referindo-se @ agua de re
circulacaoc e ao canal de recirculagao, respec-
tivamente.

Baseado neste modelo, foi desenvolvidoopro
grama GEVAP em linguagem Fortran., Maiores deta
lhes sobre o modelo desenvolvido e o programa
GEVAP podem ser encontrados na referéncia [6].

RESULTADOS

Aplicacoes foram feitas para os geradores de
vapor projetados pela KWU, da Central Nuclear
Almirante Alvaro Alberto, Unidade II, em cons-
trugao em Angra dos Reis, Brasil, cujos dados

principais sao apresentados nas Tabelas 1 e 2.

Tabela 1. Dados Geomeétricos do Gerador de Vapor

Altura total da tubulacao em "U", ft 34,203
Numero total de tubos da tubulagao em "U" 4086
Diametro interno dos tubos, ft 0,0643
Diametro externo dos tubos, ft 0,0722
Diametro interno da curvatura em "U", ft 0,689
Diametro externo da curvatura em "U", ft 9,795
Diametro interno da carcaga interna, ft 10,335
Diametro externo da carcaca interna, ft 10,466
Diametro do vaso de contencao, ft 11,375

Tabela 2. Condigoes dos Fluidos Primario e Secundario

_PARIMETRD PRIMARIO | SECUNDARIO
Vazao em massa (1b/s) 10365,5 1136,2
Pressdo na entrada (psia) 2273,6 981,7
Entalpia na entrada (Btu/1b) 640,0 402,0
Temperatura na entrada (OF) 619,0 4244
Titulo na saida (%) - 99,1
Alguns testes preliminares com o programa

GEVAP foram realizados para verificar-se a in-
fluéncia do numero de divisoes, N, na altura
da tubulagao em "U", nos principais parametros
do gerador de vapor. Esta influéncia, na ental
pia de saida do primaric, na pressaoc da agua de
alimentagao e na razao de recirculacgdo, & apre
sentada nas Figs. 4, 5 e 6, respectivamente.

555 T : T T
oo
R g ————— - o TR, W < S
(Btu/1D)| O o]
553 | | | |
0 5 10 15 20
N 25

Fig. 4 - Influéncia de N na entalpiade saida do primario

985 | © ! N
Foi P ]
{psia)
o]
N - S S o TR o S
975 |- - ° (R
| | ] ]
o 5 10 15 20 25

Fig. 5 - Influéncia de N na pressaoda agua de alimentacdo

9.0 1 T I |
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Ry
70 | |
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6.0 | l | ]
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N
Fig. 6 - Influéncia de N na razao de recirculacao



Considerando-se que o tempo de CPU cresce de
forma linear com N e que adivisdao, a partir de
10 volumes de controle apresenta resultados pra
ticamente invariantes, recomenda-se N=10, pa-
ra os usuarios do GEVAP.

A Tabela 3 apresenta uma comparacgao dos re-
sultados obtidos com os dados fornecidos pela
KWU, para condigoes nominais de operagao, com
N=10.

Tabela 3. Resultados Obtidos e Comparagao com Dados da KWU

KWU Presente | Diferenga
Trabalho |Percentual

Queda de pressao total -
(psia) 33,35 24,42 26,81
Entalpia na saida do ge
rador de vapor (Btu/1b) 953,90 553,92 0,00%
Temperatura na saida do
gerador de vapor (OF) 555,98 555,09 0,02%
Pressao da agua de ali- _
mentacgao (psia) 981,65 976,19 0,56%
Queda da pressao total g
(psia) 13,15 2,46| +118%
Entalpia da mistura que
alimenta a turbina 1187,34| 1187,12 -0,02%
(Btu/1b)
Temperatura da mistura g
que alimenta a turbina 544,10 541,53 -0,47%
(°F) .
Taxa total de calor
transferida secundario |892305,0 |892049,0 -0,03%
(Btu/s)
Razao de recirculagao - 7,90 -

As diferencas observadas nas quedas de pres
sao foram causadas devido 3 necessidade de es-
timar-se os fatores de perda de carga localiza
da, nao fornecidos pelo fabricante.

Diversos testes foram realizados com o 1in-
tuito de observar-se a influencia das condigoes
de entrada dos fluidos primario e secundario,
individualmente. Variando-se a entalpia especi
fica do fluido primario na entrada do gerador
de vapor, hpi' pode-se verificar através da Fi
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gura 7, que a taxa de calor total transferida
no gérador de vapor, Q, varia relativamente
pouco, para a faixa de entalpias de 610 a 670
Btu/1b. Assim, deve-se esperar que a diferenga
de temperatura média entre os fluidos primario
e secundario mantenha-se aproximadamente cons-
tante. Este fato, entretanto, provoca grandes
variagdes na pressao da agua de alimentagao,
conforme apresentado na Fig. B, assim como mo-
dificagoes sensiveis nas alturas de ebuligao,
mostradas na Fig. 9.

0 aumento da temperatura do secundario com
0 acréscimo de h {» Provoca uma diminuigao na
densidade da agua de recirculagao, o que acar-
reta, por sua vez, num decréscimo da razao de
recirculagao, fato este mostrado na Fig. 10.
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Fig. 9 - Influencia de hpi nas alturas de ebuligao
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Fig. 10 - Influéncia de hpi na razao de recirculagao

Variando-se a vazao da agua de alimentagao,
ﬁai observa-se, na Fig. 11, o comportamento da
taxa total de calor transferida no gerador de
vapor, . Este comportamento, obviamente, con-
duz a um decréscimo da entalpia do fluido pri-
mario na saida do gerador de vapor,hpo. com o
aumento de ﬁsi' conforme mostrado na Fig. 12.
Constata-se, ainda, atraves das Figs. 13 e 14,
que, tanto a pressao da agua de alimentagao,
Psi’ quanto a razao de recirculagao, R » dimi-

nuem quando m_. cresce.
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Fig. 11 - Influencia de hsi na taxa de calor total
transferida no gerador de vapor
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Fig. 13 - Influéncia de ﬁsi na pressao da agua
de alimentagao
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Fig. 14 - Influéncia de ﬁsi na razao de recirculagao

A influéncia da obstrugao parcial da tubula
¢ao em "U" nos principais parametros termohi-
draulicos do gerador de vapor & de fundamental
importancia para a operacao da usina ao longo
de sua vida Util. Desta forma, mantendo-se o ti
tulo de 99,1% do vapor que alimenta a turbina e
bloqueios parciais variaveis da tubulagdao, ob-
servou-se que a taxa total de troca de calor en

3000 [T T T ' T
= ~—= entrada do primario
! —_— O
2 2250 3
'= -0_‘—%_‘\0
- A ”
& < . saida do primario
2200 }» =
> <
1000 |-
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( secunddrio )
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1 | L L
0 10 20 30 40
Fragdo de Tubos Obetruidos (%)
Fig. 15 - Efeito da obstrucao dos tubos nas

pressoes do sistema



tre primario e secundario permaneceu inaltera-
da. No entanto, verificaram-se grandes redugodes
na pressao do vapor que alimenta a turbina as-
sim como major queda de pressdao no primario, uma
vez que ocorre uma aceleragao no escoamento, de
vido @ menor area de escoamento disponivel. Es
tes efeitos podem ser observados na Fig. 15.

As quedas de pressao do secundario decorre-
ram da necessidade de aumentar-se a diferenga
da temperatura entre os fluidos primario e se-
cundario, uma vez que a area de troca de calor
sofreu uma redugao e a taxa total de troca de
calor deve permanecer constante. As distribui-
goes de temperatura do primario e do secunda-
rio, para os casos de operagdo nominal e com
40% de tubos obstruidos, sdo mostradas na Fig.
16.
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| [ | !
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Fig. 16 - Distribuigao de temperatura dos
fluidos primario e secundario

Sao observadas apenas pequenas variagdes, ao
longo do escoamento, nas condig¢des do primario,
mantendo-se, no entanto, a mesma condigao de
saida. Quanto ao secundario, as variagoes sao
bastante acentuadas, observando-se uma diminui
¢ao da temperatura com o aumento da fragdo de
obstrugao, ocorrendo assim, um aumento da dife
renca minima de temperatura entre os fluidos pri
mario e secundario, bTm. denominado de "pinch-
-podnt".
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A Fig. 17 apresenta a variagao da vazao de
fluido secundario pelo lado da perna quente, ao
longo da altura da tubulagao em "U". Constata-
-se que tal vazao e sempre maior que a do lado
da perna fria. No entanto, como aumento da fra
cao de tubos obstruidos, ha uma tendéncia a di
minuir esta vazao.

.00 T L ! !
Frogdo de Tubos Obstruidos
00 %

3 ¢ ———20%
[+, 1 ol T . T Bttt

0.50

NN

o.25

0.00

L 1 Il A i
0.50 052 0.54 aaaﬁ 0.58 0.60 0862 064

Fig. 17 - Distribuiglo da vazao do secundario
pelo lado da perna quente

COMENTARIDS

0 desenvolvimento de modelos numéricos para
simulagdo de equipamentos e componentes, nucle
ares representa uma etapa indispensavel no es-
tabelecimento de ferramentas de projeto a se-
rem utilizados pela indistria nuclear. Com res
peito ao gerador de vapor, o modelo desenvolvi
do demonstra que a existéncia de escoamento
transversal afeta sensivelmente as vazoes do se
cundario nos dois ramos dos tubos em “U", im-
pondo, assim, restrigoes aos modelos que ado-
tam escoamento completamente homogeneizado no
secundario.

Deve-se ressaltar, ainda, que o programa GEVAP
pode se constituir em Util instrumento para a
determinagao da area de troca de calor necessa
ria para se obter condigdes de entrada e saida
dos fluidos primario e secundario, previamente
estabelecidos.

Nenhum esforgo foi empreendido no sentido de
se simular o comportamento dos separadores e se
cadores de vapor.
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SUMMARY
Generally, "U" tube steam generators with natural internal recir-
culation are used in PWR power stations. In the present work, a
thermalhydraulic model is developed for simulation of such compo-
nents, in steady state. The flow of the secondary cycle fluid is
divided in two parts individually homogeneous, allowing for heat
and mass exchange between them. The secondary pressure is deter-
mined by déf1n1ng the moisture of the of the vapor that feeds the
turbine. This model is applied to the Angra II steam generator,
operating in nominal conditions and with tubing partially plugged.
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RENDIMENTO DE MAQUINAS TERMICAS ALIMENTADAS
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SUMARTO

A hipdtese de neservatonio de calor infinite nao ¢ nealistica em condigoes terrestres

e para cs ciclos comuns.

Entretante a Literatuna tem negligenciado tal fato, admitin

do que o xendimento de maguinas cperande com fonte §inita, neversivel, ¢ ¢ de Carnot.
A verdade @ que tal nendimente ndo € afcangado, conforme demonstraremod

SIMBOLOGIA

C : capacidade calorifica c

K constante politropica K = P

0 : calor Cv

R constante

Ty @ temperatura maxima do fluido operante (K) num

sistema mono-ciclico

Ty © temperatura maximado fluido operante (K} num
sistema policiclico (com,N ciclos)

¢ ¢ temperatura da fonte fria (K)

temperatura da fonte quente (K)

W : trabalho

n rendimento de Carnot

n(ﬂ]: rendimento do policiclo
Mol rendimento volumetrico
INTRODUCED

A base classica da discussao do rendimento das ma-
quinas térmicas @ o ciclo de Carnot, cujo rendimento @&
maximo. Entretanto, a maquina de Carnot, irrealizavel
ja pela sua natureza reversivel, nao admite nem aproxi-
magoes viaveis no mundo real, por mais de um motivo,

0 ramo adiabatico do ciclo de Carnot implica em
uso de volumes enormes na expansao. Se definirmos a ra-
zao dos trabalhos como trabalho 1iquido por ciclo divi-
dido pelo trabalho realizado na expansao, esta razao te

ra um valor muito baixo para o ciclo em questao.
0s processos de expansao da maquina de Carnot sao
a isotermica de absorcdo de calor (isotermica quente)

mais o processo de expansao adiabatica. Nesta maquina
ideal, o trabalho de compressao adiabatica @ igual ao
de expansao adiabatica, portanto se cancelam. O traba-
Tho 1iquido & o da expansao isotérmica, que € pequeno
em relagao ao de expansao adiabatica. Se considerarmos
a maquina real de Carnot, a sua razdo dos trabalhos &
diminuida ainda mais devido as irreversibilidades, nota
damente ao atrito mecanico,

Presentes as irreversibilidades, elas podem ser
obviadas utilizando processos infinitamente lentos, e o
rendimento maximo pode ser alcangado no ciclo assim tor
nado reversivel. Pesquisas recentes sobre o rendimento
otimo de mdquinas térmicas operando em tempo finito mos
tram que o ciclo de Carnot, neste caso, nao & otimo. ’

Entretanto, nao abordaremos aqui a Novel Termodina
mica do tempo finito, deixando este importante desenvol
vimento para um outro trabalho. 0 nosso tema & o uso de
fontes de capacidade calorifica finita, que tambem ne-
cessita de revisdo, tendo sido tratado até agora um tan
to perfunctoriamente na literatura. Tem sido admitido
tacitamente que o rendimento de maquinas operando com-
fonte finita, reversiveis, & o de Carnot. A verdade &
que tal rendimento nao & alcancado neste caso, conforme
demonstraremos. Outras consequencias importantes resul-
tam de uma analise mais detalhada.

FONTES FINITAS

Consideremos uma maquina de Carnot operando entre

dois reservatorios com as temperaturas, respectivamente,



Tge Te (alta e baixa). O rendimento térmico, no  caso
de operagao reversivel @ o de Carnot,
T. =7
nc=j-—-—f )
Tq

Neste contexto, a formula (1) & impecavel,

Tr
YIIIIID,
T
e
Fig. 1 T2

Entretanto, na interpretacac comum, as temperatu-
ras dos reservatorios identificam-se com as temperatu-
ras maxima e minima de um fluido operante, a temperatu
ra minima & praticamente igual a do reservatorio frio,
ou 3 temperatura ambiente, que pode ser suposta fixa.
0 que realmente importa & definir a fonte de calor.

No caso de uma chama, caso das fornalhas de cal-
deiras, a temperatura do reservatdrio ou fonte & muito
mais alta do que a do fluido operante. E porisso que o
rendimento tedrico baseado na temperatura da chama @&
muito superior aquele baseado na temperatura maxima de
agua. Distingamos, pois, a temperatura da fonte Tq.

Tq > T1 > T

A fonte transfere calor ao fluido operante, no

f

seu ponto de temperatura maxima, TI' A hipotese de fon
te finita, ou reservatorio de calor, que se faz na li-
teratura corrente, obviamente ndo & realistica em con-

digoes terrestres e para os ciclos comuns. Suponhamos,
portanto, a fonte finita. Neste caso a sua temperatura
cai ao ceder calor, de T_ para Tl' Cessando a fase de
transferéncia de calor, afasta-se a fonte do  fluido.
Sendo C a capacidade calorifica constante da fonte, o
calor transferido e C{Tq -1

Esta & a quantidade de calor que pode ser trans-
formada em trabalho, com um rendimento n:

W -Te

-

n =

1

Seja Ty bem proxima de Tq. A quantidade de calor
transferida a maquina sera pequena (Tq --T] pequena),
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mas a sua conversao em trabalho dar-se-a com alto rendi
mento. Se, ao contrario, T, for baixa (proxima a Te)s
havera maior transferencia de calor @ maquina, mas a
conversao se fara com rendimento baixo.

Pode-se subdividir o ciclo em ciclos infinitesi-
mais ou finitos de Carnot, implicando em uma sequéncia
de reservatorios. 0 rendimento, no caso da subdivisdo,
nao @ igual ao do ciclo de Carnot Gnico.-Antes de abor-
dar este caso, & necessario analisar o ciclo indiviso.
CICLO DE MAQUINA ONICA

Num ciclo de maguina de Carnot Unica, o trabalho
efetuado &
Ty =T

Weo(r - 1) 2—F (2),

q 1 T

1

ou
T .7
W= g(T, +7T,-T, -1_f) (3)
q f 1 T

Tq poderia ser a temperatura da chama e Tf a temperatu-
ra ambiente; & razoavel considera-las como fixas. A va-
riavel sera T]. a temperatura "gquente" do cicle. Vamos
maximizar o trabalho em relagao a T,. A equacdo a resol
ver &

9”_=c[(-ﬂ_T Tf)-1]=o (4)
ar, Ty

Donde o valor otimo de Ty

onde a segunda unidade do subscrito indica "uma maquina

" lnica". A solugdo da média geométrica, obtida acima,nac

€ nova.

No caso de maquina Unica, € rejeitada a quantidade
de calor C(T1 - Tf}. que poderia servir de fonte a um
processo externo "mais baixo". Se este processo incorpo
rar varias maquinas, e estas apresentam rendimento oti-
mo, o aproveitamente deste calor sera o melhor possivel.

Calculando o trabalho produzido por um nimero arbi
trario de maquinas otimizadas, o trabalho maximo poss-
vel corresponde a um numero infinito de ciclos de Car-
not (N =+ =),

Concluimos que nao € possivel obter o rendimento
de Carnot para uma fonte de calor finita, mesmo usando
um numero infinito de mdquinas de Carnot sequenciais.

A seguir, demonstrados os resultados acima, defini
mos o ciclo reversivel que obtém o rendimento maximo a
partir de um reservatdorio quente finito.
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SEQUENCIA DE CICLOS DE CARNOT

Sejam N ciclos de Carnot superpostos, ou seja, ca-
da um servindo de fonte para o seguinte, ate chegar na
temperatura ambiente, conforme fig. 2.

LLLLLLE Ty

—l—-T“ VIPIIIP, Tr2

—— TF2

T2
Fig. 2
Fonte inicial a T_, suprindo calor da maquina 1 a
T)y- Esta fonte & desligada da i-ma maquina a Tiy» tor-
nando-se entao a fonte da maquina (i + 1)-ma.
Assim, a temperatura alta do primeiro ciclo (fig.
Z)T] torna-se a temperatura de fonte do segundo ciclo,

qu .

Te=Tgs a1 (6)

para 1 ¢ i ¢ (N - 1), N sendo o numero total de ciclos

na sequencia. 0 trabalho produzido pelo i-mo cicle &,
usando a equagao (3).

.1
: qi 'f
W = C[Tqi *le=N =% (7)
1

0 trabalho total da sequéencia de N ciclos @

N
W(N) = Z% W (8)

1=

Usando (6), (7), vem

W(N) = C ZN: (- Iﬂ’i—Tf) + CT N + CT - CTy (9)
=T q

Interessa-nos o conjunto {T1, T2"‘TN} das temperaturas
"altas", que maximiza o trabalho total W(N). Notemos
que a unica variavel independente & a primeira tempera-
tura T]. A Ultima; TN € otimizavel pelo problema da ma-
quina uUnica; T,, pelo problema do (N - 1)-mo ciclo e
assim por diante: ou seja, T, pode ser otimizada inde-
pendentemente das maquinas de Tndice inferior a i.

Como caso mais simples, consideremos o de dois ciclos.

47

Teremos
5 § T,T
W) 598 wpiadtiy 2T+ CT - CT, (10)
N T2 3

Ora, o valor otimo ja foi obtido para T,

(11) fixa a temperatura alta do segundo ciclo, Tz; en-
tao opt T2 & solugao de

T
dw(z) _ 2 f
n q
que €

1/3
opt Ty, = [(Tq)sz] . [Tf 3
q

(12)

. (13)
q

Seguindo o mesmo raciocinio para os ciclos descen-
dentes ,podemos, otimizando todas as temperaturas altas,
achar o valor otimo de LTS

1 1
T

N, W T

opt Tyy= [(Tq} Tf] BER A -T—?-] * (14)

q

A equagao (2) foi demonstrada para N = 1 e 2 pode ser
demonstrada, por indugao, para N qualquer. Se cada um
dos ciclos pode ser otimizado independentemente dos ci-
clos de Tndice mais baixo, podemos comegar pelo ciclo
N-mo, prosseguindo com N-1, N-2...2. Admitindo (14) ver
dadeira para a sequéncia de 1...(N-1), a temperatura su
perior Gtima para um ciclo de ndice i, 2 ¢ i ¢ N, sera

1

T
LJN-%? (15)

opt TiN = Tq1( :

qi

Para introduzir a variavel principal Ty, facamos i = 2,
utilizando a eq. (6).

1/N

T
i ¢
Ton = Tn( —)

M

(16)

0 passo seguinte & o caso 3 £ i & N. Por inducao,
para o ciclo (i - 1)-mo.
- i-2
opt T(4q) = T”(TL)T = Tq (17)
n

Substituindo este valor em (15), em fungao de 711



i-1

Tf N

opt Ton = T | —
™

(18)

(18) pode ser usada na expressao do trabalho total dos N
ciclos (9). 1 N-1
W(N) = C [- IEII - N(T }N[T )_N_; TN+ T ] (19)
% n f f q

Este trabalho pode ser otimizado em relagao a T
0 resultado &

N-1

T T N

f‘
opt T?N

q'f
opt T1N£

i
o

C

(20)

Desta equagao, o valor de opt T}N reproduz a eq. 14,
Com a fonte inicial a T, o trabalho maximo obteni
vel para a sequencia de N ciclos sera

T\ W7
W(N) = C [ (N + )T, (Tﬁ) + NT s rq] (21
£

0 limite superior desta fungaoc corresponde a N + =,
A fim de separar os termos em N, escrevemos (21) sob a
forma 1

IS L
W(N) = C Tq— Tf- Tf{N + 1) (Tf) -1 (22)

e lembramos que 1

Tim N{xN -1) = &nx (23)
Nesen )
obtendo .
Tq
M=) =C|T -T,- T, an L (24)
q f f T
f

Este & 0 trabalho reversivel maximo que pode ser
extraido do reservatario de capacidade finita, e que &
igual a exergia inicial do sistema a temperatura Tq. Es
ta exergia & »

[ro-3
W=C (V-5 )dl
f

(25)

0 trabalho maximo que poderia ser obtido a partir
do ciclo de Carnot Unico entre as duas temperaturas po-
de ser obtido fazendo N = 1 em (21) ou combinando as
eqs. (3) e (5):

(1) = C (ﬁ; {TT,)Z

(26)
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e & menor do que W(*), como era de esperar
RENDIMENTOS
0 rendimento do ciclo multiplo e

W(N)

n(w) = 44) . (27)
Q0 C(Ty Te)
1
ou Tf T \FT
nN) = 1 - —1—(N+1) —9) =1 (28)
T~ T T
Calculemos n{=) pelo limite
T T
(=) = lin (8) <1 - A gn(-ﬂ) (29)
Nerao q- Tf Tf
ou
1-n
nle) =1 + en (1 - "c) (30)
n
c
onde
e e o rendimento de Carnot
T -7
n, I
T
q
D rendimento em questdo acha-se plotado na figura
abaixo.
ni(N)
0,10 Rg
0,08
008~
———————————————————— —al )
008 -
0,02
1 1 L 1 L L 1 1 1 -
0 2 4 6 8 10 12 14 1% 18 (N
Uma expressao significativa resulta da expansao
do TogarTtmo em (29) em forma de somatoria:
o nc_
n(e) =n - (1-n.) 2 —2 (31)
j=1 j+l
onde "ej € o rendimento de Carnot de j-esimo ciclo,

Todos os termos da somatdria sao positivos, e, por

tanto

n(=) < e
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0 rendimento de uma sequéncia infinita de maquinas
produzindo trabalho a partir de um reservatorio gquente
finito originalmente a Tq, rejeitando para um reservato
rio frio a temperatura constante Tf, sera sempre menor
do que o rendimento de uma maquina de Carnot Unica ope-
rando entre dois reservatorios, a Tq e Te.

0 rendimento de Carnot classico, que supde reserva
torios infinitos de calor nao deve ser utilizado como
indice de merito para maquinas tBrmicas operando entre
fontes finitas.

Admitindo que a fonte fria pode ser suposta infini
ta (atmosfera ou massa d'agua), nao & verdade que as
fontes quentes usuais sejam infinitas. No motor de com-
bustdo interna, ha ignicao intermitente de uma massa fi
nita de gas combustivel, altamente diluido com ar, que
a0 queimar perde calor e temperatura. No queimador de
fornalha, ha suprimento continuo de combustivel e uma
chama continua, simulando um reservatorio infinito. Ha-
veria que examinar melhor a validade desta hipotese, em

face das perdas de transmissao de calor e outras.
m (=) 4
08

| L

0,6

04}

0,2}

L 1 1 L -
: Qz 04 08 08 nie)
Fig.4 - Rendimento termico de ciclo com fonte fini

ta em fungao do rendimento de Carnot, en-

tre as mesmas temperaturas.

0 ciclo glebal de N maguinas nao se comporta como
nenhum dos ciclos termodinamicos comuns. Andresen e
seus colaboradores construiram um ciclo reversivel que
faz a conversao de energia de uma fonte por meio de 3
processos reversiveis: uma adiabatica, uma isotermica e
uma politropica.
POLICICLO DE ANDRESEN

Seja o reservatorio frio a temperatura Te de capa-
cidade termica infinita. E a ponta apropriada, obviamen
te, para uma rejeicao isotérmica de calor.

0 reservatorio quente tem a capacidade C.  Temos,

portanto,

- 89
dT

= C (do ponto de vista da méquina)

Suponhamos que o fluido operante & um gas perfeito. Pe-
1o 19 Principio:

dg = € 47 + & v

y (33)

a9
e
av _ S0 gt
TR T {34)
Integrando, vem
T "
V=V |—IR (35)
“\r

onde V, e T0 sao parametros de referéncia.

Ora, o resultado (35) define um processo politropi

co
P v* = const

com k =1+ -E—
C,-C

Fazendo C sucessivamente igual a 0, =, -C, e -Cp
obtemos a adiabatica, isotérmica., isométrica e isobari-
ca, respectivamente.

Ta PA

s

<Y

Fig. 5 - Policiclo reversivel a gas perfeito
1 = adjabatica, 2 = isotermica,
3 = politropica
Para completar o ciclo, podemos juntar os dois ra-
mos ja vistos do ciclo por uma adiabatica reversivel
(compressao).
CASO DE FONTE FRIA FINITA
Haveria troca da isotérmica por uma politropica

1 +~—-—E— = const

PV C o+

0 ciclo obtido & um hibrido entre o ciclo de Carnot
(a isotermica) e um ciclo de Brayton {politropica) ou
mesmo Otto. Para maior detalhe seria preciso definir a
capacidade C (volume constante, pressiao constante,....)

0 policiclo resulta duma sequencia de ciclos, cada
qual utilizande o caler de rejeito do anterior. Na pra-
tica so0 existe o ciclo dual (p.ex. gas/vapor, turbina
de gas sequida de turbina a vapor). eventualmente o tri

plo, (ex reator rapido resfriado a sodio, ciclo inter-



mediario a sodio, ciclo de vapor).

A vantagem, em relagao a maquina Unica, &
os volumes enormes na expansac e as razoes de compres-
sao elevadas. Em contrapartida, a razao dos trabalhos

evitar

baixa em relagao a do ciclo de Carnot classico: calor
recebido a uma temperatura inferior a maxima do ciclo
nico.

jEr v m

0 rendimento, em fungao do volume varrido, depende
fortemente do intervalo total de temperatura e da capa-
cidade do reservatorio. Definamos o rendimento vo]umétri
co

Pode-se provar que o maximo de Mol corresponde a

en
-
R | o (36)
C+C T
v
1 =
i

Assim, o policiclo & apropriade 3 utilizagao de calor
de baixa qualidade. Para Tq/Tf alto, a razao de com-
pressao & alta, tornando o ciclo sensivel as perdas de
atrito no embolo.

Nos processos de combustao a taxa finita, a poten-
cia maxima que pode ser obtida tem a ver com os resulta
dos acima.

Os ciclos em que a troca de calor da-se a tempera-
tura variavel, tal comoo Otto od Rankine, teém rendimento
de Carnot menores do que os ciclos em que a troca de ca
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lor se da isotermicamente, tal como o Carnot ou o Stir-
ling. Esta aparente inferioridade dos primeiros
real no caso de reservatérios infinitos.

No caso de fontes de capacidade finita emelhor a-
ceitar o calor nao-isotermicamente, acompanhando a que
da de temperatu?a do reservatorio, do que receber o ca-
lor a uma temperatura fixa, nao utilizando o resto do
intervalo de temperatura. A politropica entdaoc acompanha
a capacidade térmica do reservatorio.

Cada um dos ciclos componentes deve operar a maior
temperatura possivel compativel com a sequéncia dos ci-
clos de indice superior na sequencia.

As irreversibilidades das maquinas reais nao foram
consideradas, e iriam baixar os rendimentos calculados
pelo metodo acima, 0 que se fez foi estimar o efeito
da capacidade térmica finita da fonte de calor primaria.

s0 &
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ABSTRACT

The hypothesis of an infinite heat reservoir is admittedly

unre-

alistic for common cycles. However, the authors have neglected this
fact, adopting the Carnot efficiency even for a finite source. We
prove that the efficiency of a recersible engine operating from a
finite hot source is lower than the Carnot efficiency.
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