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POTENCIAL DE UMA FONTE DENTRO DE UM DUTO 
CÕNICO, NA PRESENCA DE ESCOAMENTO RADIAL , 

MARIA DA CONCEIÇÃO IANINO FORTES 
DEPARTAMENTO DE FISICA - UFV- MG 
MAURI FORTE.S 
DEPARTAMENTO DE ASICA- UFV- MG 
JERZV TADEUZ SIELAWA 
INSTITUTO TECNOLÓGICO DE AERONÁUTICA - ITA - SP 

SUMARIO 
Ap~e~e~ta-4e, ~e~te t~abalho, um e~tudo detalhado do pote~c~al de 
veloc~dade e 6u~ção de co~~e~.te em ~eg~Õe4 côn~ca~. Ob.t:eve-4e uma 
&oluçio a~alZ.t~ca 6echada pa~a o p~oblema de e4coame~to em duto6 
côn~co~ , na p~e4e.nça de 6o~.te (ou 4u.m.<.dou~o) colocada no uxo do 
cone. U.t.i.l~zou-4e um po.te~c.i.al. de " co~~eçâ o ", exp~e44o em .te~mo4 ' 

de 6unç.iio côn.<.ca , tal que a cond.<.çio de con.to~no na 4upeJt6Zc.<.e e 

equação de Laplace 6o&&em &at.i&6e~ta6. 

INTROOUÇAO 
O estudo de escoamentos potenciais envolve~ 

do corpos axialmente simétricos ê essencial ao 
projeto de turbopropulsores e ventiladores, ã 
anâlise de difusores. de desempenho aerodinâml 
co em túneis de vento e a9 estudo de quaisquer 
comportamentos fluidodinâ~icos de corpos em d~ 
tos. 

O desenvolvimento analltico das soluções pr~ 
postas para os potenciais de velocidade ou fu~ 

ções de corrente tem geralmente utilizado oco~ 
ceito de fontes puntuais, fontes de disco e a
néis, dipolos e võrtices de anéis, colocados em 
dutos. Uma disposição adequada de fontes gera
ra um potencial de velocidade equivalente ãqu! 
le obtido quando se tem um corpo rígido no du
to [ 3 , 7 , 1 O , 11 J . 

As soluções teõr1cas encontradas normalmen
te envolvem equações integrais de Fredholm ou 
ellpticas [3 , 7, 8], funções de Bessel [1, 
9 J ou expansões das perturbações em potênc1 as 
' [7] . 

Pouco se conhece sobre as propriedades de 
funções cõnicas [1,2] e, mais especificamen
te, sobre o potencial de corpos axissimétricos 
em dutos côni cos [ 2, 6, 1 O J. Recentemente, 

IANINO FORTES et alii [5] apresentaram um e~ 
tudo sobre algumas propriedades das funções c~ 
nicas e obtiveram a solução da Equação de La
place em coordenadas cônicas. 

Propõe-se, neste trabalho , apresentar as pr~ 
priedades de funções cônicas essenciais ao es
tudo de potenciais (Apêndice) e o estudo do p~ 

tencial e função de corrente de uma fonte (ou 
sumidouro) colocada dentro de um duto cõnico, 
na presença de um escoamento radial. 

O POTENCIAL DE VELOCIDADE (~0 ) E A FUNÇAO DE 
CORRENTE (~0 ) OE UMA FONTE NA AUSENCIA OE ES
COAMENTO 

Para uma maior simplicidade matemãtica,é co~ 
veniente utilizar os sistemas de coordenadases 
féricàs e cilíndricas, quando se estudam os p~ 
tenciais de velocidade e funções de corrente. 

Para um fluido ideal, as condições de irro
tacionalidade e conti nu idade podem ser descri
tas, respectivamente, por: 

( 1 ) 

v • v • o ( 2) 



4 

A solução do sistema de equações (1) e (2) e, 
por vezes complexa. Para uma maior facilidade 
de trabalho, definem-se os potenciais de velo
cidade (~) e funções de corrente (~), através 
das expressões abaixo, válidas para escoamento 
axissimétricos (4): 
A- Sistema de coordenadas esféricas com v~ = O 

e nenhuma dependência na coordenada ~: 
I- Potencial de velocidade: 

RwBrCMec, Rio de Janeiro, V. IV, n9 4, 1982 

Similarmente: 

( 13) 

Portanto, o problema do escoamento reduz-se 
ã solução das equações de Laplace, (12)ou(13). 
A solução destas equações, em coordenadas cõni 
cas, e apresentada por IANINO FORTES et alií 
[5] . 

Supondo uma fonte (m >O) ou sumidouro (m <O) 

v r = - ()~ 
<lr (3) localizada na origem (r= O), pode-se afirmar, 

devido ã continuidade de massa, que (Figura 2): 

v e "-.! ~ r <le 

II- Função de corrente: 

aw 
v e " + -r--s'-e-n---.,.e ar 

( 4) 

( 5) 

( 6) 

8- Sistema de coordenadas cilindricas com v = e 
= O e nenhuma dependéncia em e: 
l- Potencial de velocidade: 

vr =- ~ <lr 

<l4> v =--z <lz 

II- Função de corrente: 
í 

v =-l2.í z r ãr 

(7) 

{8) 

( 9) 

( 1 o) 

Adotou-se, neste trabalho, a nomenclatura de 
BIRD et alii [4] para os sistemas de coorde
nadas esféricas (r,e,4>) e cílindricas (r,e,z), 
mostrados na Figura 1. A utilização tanto do 
potencial de velocidade, 4>, quanto da função de 
corrente , 1fi , satisfaz ãs equações ( 1) e ( 2). 
Para um escoamento tridimensional. 

v = - ~~~ ( 11) 

e, da equação (2): 

o ( 1 2) 

( 14) 

sendo: . 
m vazão mãssica da fonte (ou sumidou

ro) em O. 
p = massa especifica do fluido 

O escoamento devido ã fonte é radial. Utili 
zando o sistema de coordenadas esféricas, sa
bendo-se que v8 = "4> = O e igualando as equa
çóes {3) e {14), obtem-se: 

r {coordenadas esféricas) 

onde 

I = 4~P = intensidade da fonte 

Uma simples mudança de coordenadas leva 
(Figura 1): 

( 1 5) 

{ 1 6) 

a 

I r2 + z2 
(coordenadas cilindricas) (17) 

Considerando uma fonte localizada em z = r 1 

{Figura 3), o potencial em um ponto P pode ser 
obtido como segue. 

r 2 - 2rr 1 cos e + r~ ( 18) 

Portanto, o potencial em (r,e) devido ã fon 
te em (r 1 ,0) é: 

~ {r,e; r 1 ,0) = (19} 
0 I r2 - 2rr 1 cos e+ r~ 

(coordenadas esféricas) 

O subscrito em 4> indica o potencial da fon
te na ausência de escoamento. 
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A função de corrente pode ser obtida a par
tir do potencial de velocidade. O trabalho to! 
na-se mais simples se utilizar o sistema de c~ 
ordenadas cillndricas. Neste caso (Figura 3): 

~ = 
o I r2 + ( z - z l) 2 

(20) 

(coordenadas cillndricas) 

Das equações (7 a 10) e (20) resulta: 

"' - r ( 21) 

= + r (22) 

A integração das equações ( 21) e ( 22) leva a: 

I(z-zi) 
ljlo ( 2 3) 

(coordenadas cillndricas) 

A constante de integração foi eliminada,por 
ser imaterial. Uma mudança de coordenadas leva 
a: 

I(r cos e-r!l 
1j1

0
(r,e; r 1 ,0) = (24) 

I r2 - 2rr 1 c os e + r~ 
(coord enadas esféricas) 

ou: 

I(f- cose -1) 
· r O) = r=====;~==..===-• ' I 1 + ( __!__~ 2 - 2 __!__ c os e 

r1 r1 
(25) 

CORREÇOES AO POTENCIAL DE VELOCIDADE (~c) E FU!i 
ÇAO DE CORRENTE (ljlc) OE UMA FONTE, NUMA REGIAO 
CONICA, NA AUSENCIA OE ESCOAMENTO 

Se uma fonte for colocada em uma região cê
nica, definida por: 

a < a (26) 

em coordenadas esféricas, o potencial de velo-
cidade deverá satisfazer, além da equação de 
Laplace, ã condição de escoamento paralelo ã 
superficie cônica; matematicamente: 

( a~ J - o an e=a - ( 27) 

O potencial definido pela equação (19) nao 
satisfaz ã condição (27). Postula-se que o no
vo potencial seja: 

5 

(28) 

tal que: 

a) o (29) 

b) (30} 

c) ~c, a correção ao potencia 1 ~o, deve ser ha! 
mônica. 
~c pode ser obtida através da equação (30). 

Para ta 1, ~ (equação 19), sérã expresso em ter 
o -

mos de funções côni c as, que são mais "naturais" 
para satisfazer ã condição da equação (27). La~ 
çando mão da equação (A28) do Apêndice, tem-se: 

I [ ck ( -cos e) ~ 0 ~ (r,e;r1 ,0)=-- cos k ln; dk (31) 
0 ~ o ch(Trk} 

De ( 30) e ( 31 ) : 

=-- k senacos k ln....!:.. dk 
I [ c• (-cosa) . ~ ) 

I rr1 o ch(Trk) r 
e=a ( 32) 

cuja solução e: 

I [ C'k(-cos a}Ck(cos e) 

~c(r,a) ~I rr1 o C'k(cos a) ch(11k) 

onde 

dCk(cos a) 
C'k(cos a) = 

d(cos a) 
(34) 

Substituindo ~c pela sua expressão (33) na 
equação de Laplace, em coordenadas cônicas, co 
mo expressa por IANINO FORTES et alii [5Jco~ 
clui-se que ~c e harmônica. 

A função de corrente, ljlc' pode ser obtida 
através das relações (3) a (6) e (33): 

_a111_c" sena .a J_I_ [ _c....:\.:....(_-_co_s_a_)C...:.k:...(_co_s_e_) cos (kln ;\l} 
ar ~~rr; o C' k(cosa) ch(11k) lJ 

(35) 

aljlc ;{ I [ C'k(-cosa)Ck(cose) ~ rJ } 
-• rZsene -- cos kln- dk 
a~ ar I rr1 o C\ (cosa) ch(11k) r1 

(36) 
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Integrando (35) e (36), obtem-se: 

rr fo C' (-cosa}C' (cose)[ 
lji•4Ji...:._sen2e k k lcosfkln..!:..)+ 
c r, "" C' k(cosa) ch(1Tk) 2 \ r, 

+ k sen ~ln ;
1
:\J dk 

\ I) 1 - 4k2 
(37) 

O PO TENCIAL DE VELOCIDADE (~~} E FUNÇAO DE CO~ 

RENTE (~j~..,) DE ESCOAMENTO NAO-PERTURBADO, NUMA 
REGIAO CONJCA 

Supondo a existência de um escoamento não
-perturbado , ou seja, um escoamento radial sem 
a presença de fontes ou sumidouros, numa regi
ão cõnica, pode-se escrever a equação de Lapl! 
ce em coordenadas cõnicas, na forma: 

d2~oo d~oo 
r 2 + 2r z O 

cuja solução e: 

dr 2 dr 

A 
<P.., "' r 

( 38) 

(39) 

A constante de integração foi igua·lada a ze 
ro pois ê irrelevante, visto que v= ~cp. Con
clui-se, das equações (15) e (39) que o escoa
mento radial não-perturbado corresponde ao es
coamento devido a uma fonte de ·intensidade, A, 
colocada no vértice do duto cõnico. Assim, a 
partir da equação (24) cpnclui-se, tambem, que, 
para r 1 = O. 

w.., = A cos e (40) 

O POTENCIAL DE VELOCIDADE (~) E FUNÇAO DE COR
RENTE (lP) DE UMA FONTE DENTRO DE UM DUTO CONI 
CO, NA PRESENÇA DE UM ESCOAMENTO RADIAL 

O potencial em um ponto (r,e), dentro de um 
cone de semi-ângulo a, pode ser estabelecido P! 
lo principio da superposição, que se aplica ãs 
funções harmônicas. No presente estudo, o po
tencial de velocidade i definido pela superpo~ 
sição de dois escoamentos: 

- escoamento radial não perturbado, devido a 
uma fonte de intensidade A, colocada no vér
tice do duto cônico; 
escoamento devido a uma fonte (ou sumidouro), 
colocada ~o eixo de simetria do cone. 
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Portanto: 

( 41) 

e 

w(r,e) = "' + "' + "'c ~ o (42) 

onde os valores dos termos do lado direito são 
expressos pelas equações (19), (33), (3g) e 
(25). (37), (40), respectivamente . 
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APF:NDICE 
Desenvolvem-se, neste apêndice, propriedades, de funções cônicas, essenciais ao estudo de p~ 

tenciais. 

EXPRESSOES INTEGRAIS DE FUNÇOES CONICAS 
A função de legendre Pn(cos e) pode ser expressa na forma de Mehler (1 , 2): 

onde: 

como: 

tem - se: 

171 .. cos(n +~)z 
Ck(cos e) = Pn(cos e) = -n- dz 

o I cos z - cose 

n = 1 + k 1 2 

cos(ia) " cha , 

r?f f .. ., c: ch(kz) 
-lT- o --;:;:;~-=-~:;; 

I cosz -cose 
dz 

Outra expressão util ê (1,2): 

C ( ) ·12 l Joo cos(kz) 
k cose = -:rr·ch(k1T 

0 
-;::::::;:::::::-==-:::::::; 
I chz +cose 

dz 

(A 1) 

(A2) 

(A3) 

(A4) 

(AS) 

O integrando na equação (A4) apresenta uma singularidade aparente para e .. z. O valor da inte 
gral ê, entretanto, finito, como se mostrarã a seguir. 

A equação tA4) pode ser decomposta da seguinte maneira: 

Ck(cose) " i .(2 ch(ke) Joo dz + 12 J., ch(kz)- ch(k9) dz 
n o /cosz- cose n o lcosz - cose 

(A6) 

A primeira integral do lado direito pode ser apresentada em termos da integral eliptica com
pleta: 

f
n/2 

K( k) = 
o 

dt 

pela introdução da variãvel t, definida por: 

logo: 

I: dz . I: I cosz -cose 

onde 

sent sen ~ = sen ~ 

2 cost sen e 
'2' 

c os{ z721 dt 

/1 - sen2tsen2 ~ - cose 

k e sen 2 

(Al} 

(A8) 

r/2 dt 
/2 

o 11 - k2sen2t 
(A9) 

(AlO) 
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Portanto: 

Jeo dz e = 2 k(sen z> 
! cosz -cose 

Aplicando a regra de L'Hospital ao segundo membro, para z ... e, este anula-se. Pode-se 
maneira, escrever: 

Ck(cose) fl c h ( k e ) K ( se n ~) + !2 J e c h ( k z ) ; c h ( k e ) d z 
n no !cosz-cose 

RECTPROCA DA DISTANCIA EN}RE DOIS PONTOS EXPRESSO EM TERMOS DE FUNÇOES CONICAS 
Da figura 4, conclui-se que: 

onde: 

COS\jl cose 1 cose 2 + sene 1 sene 2 cos~w 

Definindo: 

e 

Obtém-se de (A13) e (Al5): 

o-1 ;., e -l/2 <a, • a,) {<h(~, -a, I - '"• F l/l 

(All) 

desta 

{A12) 

(A13) 

{A14) 

(A 15) 

{A16) 

Afim de se expressar D- 1 em termos de funções cônicas, recorre-se ã transformada de Fourier 
de cosseno~ e i sua inversa (1): 

I 

F(k) =/I J"' cos(kx) f(x) dx 
1T o 

e 

f(x) = 4 I: cos(kx) F(k) dk 

Substituindo (A18) em (A17), obtém-se: 

Tomandó: 

e chamando: 

f(x) = ~ r: cos(kx) dk r: cos(kz) f(r) dz 

f(x) -1/2 (chx - cosljl) 

X = O' I - Oz 

(A17) 

(Al8) 

(A19) 

(A20) 

( A21) 
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pode- se escrever (A19) na forma: 

* Jcoo dkcos[ k(cr 1 - a 2 ) JJ""o cos(kz) dz 
I chz- cost~~ 

A equação (A5) pode ser escrita na forma: 

/2 Jco - 1T- c n ( k 1T ) _.;..c o..;..s..;..(>..:k.;.;;z;..J.)_ 
o lcnz-cose 

dz 

Mutatis mutandis , as equações (A22) e (A23) levam a: 

ch( o 1 - o2 )-cosljl 

Subs t ituindo (A24) em (Al6) , resulta: 

Usando as rela ç ~es (Al5), obtem-se: 

•' 

J
co 

o 
ck(-cos t~~ ) cos(k(o 1 - o2 )) dk 

eh ( kn) 

cos(k(cr 1 - a 2 )) -RI ) cos(kln Rz 

9 

(A22) 

(A23) 

( A24) 

(A25) 

(A26) 

(A27) 

As equações (A25-A27) levam ã expressão final para o- 1 em te r mos da função cônica Ck(-cos ): 

f 
.. Ck(-cost~~) ~ 

cos(kln Rz dk) 
o ch(kn) 

ABSTRACT 
A detailed study of the velocity potential and stream function in 
coni cal regions is presented. A closed analytical so1ution was o~ 

tained for the problem of flow in conical ducts, in the presence 
of a source (or sink) placed axially within the cone. A "correç
tion" potential, expressed in terms of conical functions, was pos
tulated so that the boundary condition at the conical surface and 
laplace's equation could be satisfied. 

(A28) 



10 
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( • , 1 , l ) ou I r , 9 , r ) 
I 
I 
I 
I 
I ' 
I 
I 
I 
I y 

( o ) 

X 

( • , 1 , z ) ou ( r , 9 , I) ) 

I~ 
I I 

I I 
r I 
I 

I 
9 1 

I 
I 

c b) 

Figura 1. (a ) Coordenadas cilindricas; 
(b} Coordenadas esféricas. A coorde-

nada $ não deve ser confundida 
com o potencial de velocidade 

l 

- P 

'· .... , o 
......... , 

C r
1
,0l 

Figura 3. Sistema de coordenadas esféricas com 
uma fonte em z = r 1 

o 
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Fi gura 2. Sistemas de coordenadas esfêrocas com 
uma fonte em O 

Figura 4. Visualização dos pontos P1(R1 , e 1 , w1) 

e P2(R2,92,0l2) 
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ESCOAMENTO POTENCIAL EM UM DUTO 
CÔNICO NA PRESENCA DE UMA DISTRIBUIÇÃO 
CONTÍNUA DE FONTÉS E SUMIDOUROS 

MARIA DA CONCE.IÇÃO IA NINO FORTES 
DEPARTAMENTO DE FISICA- UFV- MG 
MAURI FORTES 
DEPARTAMENTO DE FISICA - UFV - MG 
J ERZY TADEUZ SIELAWA 
INSTITUTO TECNOLÓGICO DE AERONÁUTICA- ITA - SP 

SUMARIO 
ApitU enta.m-.& e a..& e.qua.çõ e..& que. de..& c.Jr.eve.m o e.& coamen.to potenc.ta.t em 
u.m duto cônic.o, na. pite.&ença. de. uma cU..&tlt-(.bu..tção cont.Znu.a de 6on
te..& e .&um.tdouAo.&. A pa.Atiit de..&ta.& equaçôe..&, obte.ve-.&e. a equação 
de Fitedhotm de pA.tme.i~ta. e..&péc.te que, .&e Jte..&otvida, 6o~tneceA4 o p~ 
te.nciat devido ao e..&coamento JtacU.at em um duto cônico, na pite..&e.n
ça. de. uma .&upe.~tó.Zcie. qua.tque.A de. Ae.votução. A .&otução numélt-(.ca p~ 
Jta o pll.obte.ma de. e..&coa.me.nto potencial, de.vido a uma di.&titibu.tçã.o 
di.&cAe.ta de. 6onte..& e. .&um.tdouito.&, é apite..&entada . A .&otução numéiL.t 
ca exige. o de..&e.nvolvime.nto da.& 6unçÕe..& cônica.& e.m .&êAie.& de. potê~ 
cia.&. O de..&envotvime.nto é cU.&cutido no Apêndice.. 

INTRODUÇAO 
A abordag em do problema de escoamento poten 

cial de fluidos ao longo .. de corpos de revoluçã~ 
(axissimétricos) pode ~e r feita por dois méto
dos. O primeiro método, também chamado de di
reito, envolve a resolução da equação de Lapl~ 

ce sujeita ãs condições de escoamentos tangen
ciais ãs paredes dos dutos e ao corpo de rev~ 
lução, especificado por uma expressão analíti
ca. Este método, na maior parte das vezes, g! 
ra soluções compl exas que requerem técnicas n~ 
méricas sofisticadas. 

O método indireto, ou das singularidades, 
consiste em substituir o corpo por uma distri
buição de fontes e sumidouros [3,6,7]. No C! 
so axissimêtrico, aparece o problema de as ve
locidades induzidas pelas fontes puntuais, nos 
seus eixos, tornarem-se infinitas. Os métodos 
de solução são classificados de acordo com o m~ 
do de evitar esta dificuldade [ 6 J. Alguns de! 
tes mé~odos tornaram-se clássicos e são, breve 
mente, descritos, a seguir. 

Uma vez que as soluções exatas dos problemas 
envolvendo o método de singularidade sõ são PO! 
siveis em casos simples, Munk , citados por MORAN 
[ 8 J , desenvolveu a teor i a de corpos fi nos, em 
1924. Esta teoria postula que o escoamento ao 
longo de qualquer seção transversal é aproxim! 
damente independente do escoamento ao longo de 
qualquer outra seção transversal existente. 
MORAN [8] aplicou esta teoria a corpos cujas 
extremidades sejam parabólicas e cuja distri
buição de ãrea transversal seja possivel de ex 
pansão em séries de potência ao redor do ponto 
de estagnação. 

Os outros métodos de singularidade consis 
tem em representar o' corpo por fontes (ou sum_! 
doures ) pontuais ou em forma de anéis, discos 
e dipolos, colocados, não no eixo de simetria, 
mas , ao longo do co nto r no dos corpos [ 6 J . 

O presente trabalho teve como objetivo a an~. 
lise do escoamento potencial de fluidos incom
pressiveis em dutos cõnicos. Em trabalhos ant! 
riores os autores apresentaram algumas propri! 
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dades de funções cõnicas, a solução da equação 
de Laplace em coordenadas cõnicas [4] e as~ lj!c 
lução anaHtica para o pr"Oblema do potencial d~ 
vido a uma fonte (ou sumidouro) colocada axia! 
mente em um duto cõnico, na presença de um es
coamento radial [5]. 

Especificamente, este trabalho visa: 
- apresentar a solução numérica para o escoa
mento potencial em um duto cônico, na presença 
de fontes e sumidouros. 
- analisar o escoamento potencial em um duto c~ 
nico, na presença de uma distribuição continua 
de fontes e sumidouros. 
- apresentar a equação de Fredholm, cuja solu
ção reproduz a superficie de um corpo axi ssim~ 
trico. 
- apresentar as expressões para a expansão em 
série de funções cônicas. 

O potencial de velocidade e função de cor
rente para o escoamento radial na eresenca de 
uma distribuição continua de fontes e sumidou-

~ 

IANJNO FORTES et alii [5] desenvolveramas 
seguintes expressões para o potencial ·de velo
cidade, ~. e função de corrente, lj!, para esco~ 
mento radial em um duto cõnico, na presença de 
uma fonte ou sumidouro. 

sendo 

~P(r,e) 

sendo 

ljJO 

/1 

•' 

A 
r 

lP.., + lj!o + lj!c 

lj! ~ 
a> 

Acose 

l (....!:.... 
r t 

cose - 1) 

(....!:....) 
2 

+ r I 

r - 2 ri 

( 1 ) 

( 2) 

(3) 

( 5} 

( 6) 

( 7) 

cose 

As equações acima estão expressas em coorde 
nadas esféricas. O potencial de velocidade re
sultante ~ em um ponto (r,e} e composto do po-
tencial (~00 ) devido a uma fonte de intensidade 
A, colocada no vértice do cone; do potencial 
(~0 ) devido a uma fonte de intensidade I, col~ 

cada no espaço livre numa posição (r,4>) e de 
uma "correção" de pote'ncial (~ ) que faz com 

c 
que a soma 4> + 4> satisfaça ã condição de es-o c 
coamento tangencia 1 na parede do cone. As fun-
ções cônicas Ck(cosa) e C'k(cosa) são defini
das no apêndice. Analogamente, definem-se os 
termos que constituem lj!. 

O tratamento matemãtico .do · escoamento devi
do a uma distribuição continua de fontes e su
midouros, ao longo do eixo de um duto cônico, 
é simplificado se se utilizarem coordenadas c~ 
lindricas. Neste caso, os potenciais de veloci 
dade e funções de corrente tornam-se: 

A 
<li = a> 

/ r2 + z2 

/r2+zZ ' 
· cos(kln rt ) dk 

Az 

I ( z - z 1 ) 

lj!o 
/r2+(Z-Zt) 2 

(9) 

( 11 ) 

( 12) 

( 13) 

lj! 1: 4I 
c 

r2 
[ C\(-cosa)C\~(r2 + r2f11~ 

(r2 + r2) 3/ 4 1Zj ° C\(cosa)ch(11k) 

Jl (kl /r2 +r2) kl /r2+z2} dk (14) 
"11cos n Zt + n Zt lt4k2 
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Se, no lugar de uma unica fonte (ou sumido~ 
ro existir uma distribuição continua de fontes 
e sumidouros, ao longo do eixo z, de intensida 
de I(x), na região entre z • s 1 e z" s 2 , serã 
possivel obter, por superposição, o potencial 
resultante, dada a linearidade da equação de L! 
place. As equações . correspondentes is expres
sões (g-14) serão: 

A 

I r2 + z2 
( 1 5) 

.fs2 I(zd 1 r2 + r 2 
cos(kln ) 

SJ /Z) 21 
( 1 7) 

lP ... 
Az 

I r2 + r2 
( 18) 

r2 I(zJ)(z- Zt) 
ljJO " dz 

SI I r2 + (z- zt)2 
( 19) 

Distribuição da intensidade de fontes equi
valentes a um determinado corpo de revolução, 
numa região cõnica 

Por definição, uma linha de corrente e uma 
curva traçada de modo que a velocidade de uma 
particula e tangente a ela. Não hã, portanto, 
escoamento através e sim ao longo da linha de 
corrente, sob condições de regime estacionário. 
A expressão analitica para a linha de corrente 
e dada pela função de ' corrente (ljl). 

No caso de um corpo colocado em um escoamen 
to potencial incompressivel, a velocidade do 
fluido deve ser tangencial ã superficie do co~ 

po. Logo, uma linha de corrente, se fechada,p~ 
de ser considerada como um corpo. 

O presente problema pode, portanto, ser po-

13 

sicionado da seguinte maneira: - E dado um cor 
po sõlido, através de sua expressão analitica 
e deseja-se obter uma distribuição de fÓntes e 
sumidouros, tal que o contorno das linhas de 
corrente produzidas por estas fontes e sumidou 
ros reproduza o corpo sõlido. 

Uma linha de corrente origina-se em uma fon 
te e termina em um sumidouro. Dadas n fontes e 
sumidouros, de intensidade IK, a condição 

n 
L I K " o 

K:l 
( 21) 

ou, no caso de distribuição continua de fontes 
e sumidouros, I(x), contidos em s 1 ~x~s2 , a 
condição 

r2 
I(x)dx x O 

SI 

(22) 

garantirã a existência de uma linha de corren
te fechada e, portanto, a existência de um cor 
po sõlido finito, gerado pela distribuição das 
fontes e sumidouros. 

O ponto de estagnação, ou seja, o ponto on
de a velocidade do fluido é zero, fornece o V! 
l~r da função de corrente que determinará, a
pôs o traçado da linna de corrente, o contorno 
do corpo (Figura 1). Devido ao fato de o esco! 
mento, na ausência de fontes e sumidouros, ser 
radial e devido ã simetria do corpo de revolu
ção, pode-se dizer que o valor da linha de co~ 
rente coincidente com o eixo do duto cônico co 
incide com a linha de corrente que gera o cor
po. Desta maneira, para e • O, as expressões (6, 

8) fornecem: 

n 
ljJ " A - L IK 

k=.l 
(23) 

no caso de distribuição discreta de fontes e, 

w " A - Js
2 

I(x)dx 
s 1 

no caso de distribuição continua. 

(24) 

Se o corpo for fechado, as equações (23,24) 
levam ã seguinte expressão paraafunção de corrente. 

~ = A (25) 

Admitindo que a equação de contorno do corpo seja: 

r = f(z) (26) 
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obtem-se, das expressões (18-20,25,26), a equ~ 
ção integral de Fredholm: 

o 

onde 

F{z) Az - A 
/ f 2( z)+z2 

M( z,ztJ z- Zt + rf2 (z) 
1;=f;:2 ::;::{ z=;:)=+=i(=z =-=z=:Jl~2 { f2 ( z) + z 2 ) 3 I 4 

J
co C 1 (-cosa) C 1 lz ( f 2 ( z) + z 2 ) - 1 I fl k k- _j 

o I z 1 C1 k(cosa) ch(nk) 

{~ cos(kln I f 2 (~~ + 
22

) + 

+ k sen(kln /f2(z)+z2J} dk 
Zt l+4k2 

(27) 

{28) 

(29) 

(30) 

A expressão para M(Z t,Z 1}, equação (29), e 
chamada de Kernel da equação integraldeFredholm 
de primeira espécie. 

A solução da equação (27), fornecerá o va
lor da distribuição I(x) de fontes e sumidou
ros. O potencial de velocidade e a função de 
corrente podem ser obtidas utilizando as equa
ções (9-14). Não se objetivou, neste trabalho, 
a solução da Equação de'Fredholm, dada a sua 
complexidade. 

Solução numêri ca para a · função de corrente 
em um escoamento potencial em um duto cõnico, 
na presença de uma fonte e um sumidouro 

A solução numérica das equações (12-14) foi 
obtida, para o caso da presença de uma Ünica 
fonte, de i ntensídade uni tãria (I = 1), coloca
da dentro de um duto cônico de semi-ãngulo a= 
450, ã distância r 1 = 1, do vértice do cone. A 
fonte correspondente ao escoamento não-pertur
bado, foi também tomada como unitária (A= 1). 

Os valores escolhidos para e variaram de 5° 
a 45°, em intervalos de 5°; os valores da rel~ 
ção r/r 1 , variaram de O a 2,5, em intervalos de 
0,1. Os valores de~ escolhidos foram: -0,1; 
-0, 06; -0,02; 0,00; 0,10; 0 1 50; 1,00 e 1 ,60. 

A integral da equação (14} foi obtida nume
r icamente pelo método adaptado de quadradura de 
Simpson, rotina SQUANK (disponivel no I.T.A., 
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São Josê dos Campos, S.P.), Este integrador r~ 
busto ou equivalente deve ser utilizado dado 
que o integrando do lado di rei to da equação { 14) 
é uma função oscilatória de k e que os fatores 
Ck(cose) crescem exponencialmente com k. 

Uma vez que, a cada razão r/r 1 , não corres
ponde o valor exato de~ desejado, utili zaram
-se interpolações. O quadro 1 relaciona os va
lores de r/r 1 , com os valores de e e~ : 

A Figura 2 mostra o gráfico de ~ como fun
ção de r/r 1 , para 8 = 1 QO, 20°, 300 e 40°, Na 
Figura 3, tem-se as linhas de corrente para a 
metade do cone. 

De acordo com a equação (25), a linha de cor 
rente correspondente a: 

~= A -1=1-1=0 ( 31 ) 

fornece a linha divisória entre os escoamentos 
"externo" e "interno", ou seja, a superficie do 
corpo "gerado" pela fonte. Os valores negati
vos de~ (Figura 3) correspondem ãs linhas de 
corrente do escoamento externo ao corpo; .os v~ 
lores positivos, ao escoamento interno. O es 
coamento interno pode ser descartado, pois e 
ficticio, se se considerar a parte em negrito 
da Figura 3 , para lP =O, como sendo a superficie 
de um corpo sõlido. 

E possivel obter o valor exato de ~ na supe!:_ 
ficie do cone, afim de comparã-lo com os dados 
numéricos. Para e= a= 45° e sabendo-se que ~. 

na superficie do cone, não depende da relação 
r/r 1 , obtêm-se, para r/r 1 +O, das equações (6, 

7 ' 8} : 

~"" A c os a = A c os 450 ( 32) 

1110 " -I = 1 (33) 

w, = o (34) 

ou 

(35} 

O valor numérico obtido foi 0,2930, indican 
do uma precisão adequada. 

A metodologia utilizada para a análisedeuma 
fonte e de um sumidouro, superposto a um escoa 
mento radial não perturbado, é anãloga ã des-
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corresponde ã linha divisõria entre os es coa
mentos externo e interno. Alem disso, como 
1:1

0 
"O, a 1 inha di visõria 1jl = 1 deve ser fecha

da. Os valores de '41 < 1 correspondem ãs linhas 
de corrente do escoamento exte rno. Todas as li 
nhas de escoamento interno originam-se na fon
te e acabam no sumi douro, de acordo com a i n-

crita para o caso de apenas uma fonte. A tabe
la 2 fornece valores de r / r 1 para e e ~ dados. 
A Figura 4 mostra os grãficos de tjl versus r/r 1 , 

para diferentes valore s de e. Tem-se, na Figu
ra 5, as linhas de corrente do s escoamentos e~ 
terno e interno. Como na Figura 5, apenas uma 
metade do cone ê mostrada; as linhas são simé
tricas em relação ao eixo. 

A equação (25) mos tra que: 
· tuição fisica. O valor exato obtido para 1jJ na 
superficie cônica ê 0,7071. 

(36) 

TABELA 1 - Valores de r/r 1 para diversos valores de e e de w 

I."Z 50 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 

-0,20 - - - - - - - -
-0,06 - - - 0,00 0,54 0,65 0,76 1 '01 
-0,02 - - 0,52 0,58 0,64 0,70 0,81 1 '1 o 

0,00 0 , 55 0,56 0 ,58 0,62 0 , 66 0,73 0 , 84 1 '1 5 
0 ,1 0 0 , 86 0,78 0,74 0 , 74 0,76 0,82 0,95 1. 53 
0,50 0,96 0,95 0,93 0 ,95 1. 00 1 • 13 1 • 70 -

1 • 00 1 • 01 1 ,03 1 • 07 1 • 14 1 ,36 - - -
1 ,60 1 ,08 1 '20 1 • 45 - - - - -

TABELA 2 - Valo res de r/r 1 para diversos valores de e e de '41 

I~ 5 o' 10° 1 5° 20° 25° 30° 35° 40° 

0,85 - - - - - - 0,56 0,81 

- - - - - - 3,66 2,81 

0,91 - - - - - 0,58 o. 71 0,96 

- - - - - 3,98 3,25 2,34 

0,96 - - - o ,12 0,60 0,68 0,79 1 ,09 

- - - 4,00 3,41 2,90 2,1 o 
1 , 00 0 ,60 0,60 0,61 0,63 0,67 0,73 0 , 84 1 '25 

3,95 3,90 3 , 79 3 , 64 3, 41 3 '11 2 , 69 1 ' 82 

1 ,lO 0,84 0,78 0,73 0,73 o' 77 0,83 0,97 -
2,40 2,73 2,91 2,98 2,90 2,70 2,32 -

1 ,30 9,93 0,88 0,86 0,87 0,90 0 , 99 1 ,26 -
2,18 2,35 2,53 2,55 2,42 2. 21 1 '73 -

·~ 
2,10 1 ,02 1 , 04 1 1 11 1 • 27 - - - -

1. 98 1 '97 1 ,89 1 • 70 - - - -

2,70 1 • 1 o 1 ,36 - - - - - -
1 • 88 1 • 56 - - - - - -
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APENDICE 
Desenvolvem-se, neste apêndice, as funções cônicas, em séries de potências. As expansões fa

ci l itam enormemente a solução numérica da equação (8). 

l. Exeansão em série de fun~ões cônicas 
A função de Legendre ( 1 • 2) : 

Pn(cose) 12 t cos(n + l/2~z dz 
'!T o I cosz - cose 

pode ser escrita na forma ( 5) : 

Ck(cosa) 12 Je cos(ikz} dz 
'!T o I cosz- cose 

I 

sendo 

Ck(cose) = Pn(cose) 

1 k. n = - 2 + 1 

A função de Legendre pode ser expressa em termos da seguinte sêrie hipergeomêtrica (1): 

Portanto , 

P)x) = F[-v; v+ 1; l; Y] 

Ck(cose) = P_ .!.+kí (cose) 
2 

F[~- ki·, 1 + ki· 1· 1- cose] 
L 'Z ' ' Z 

Da identidade trigonométrica: 

1 - cose 
2 

e sen 2 
2 

(A 1 ) 

(A2) 

(A3) 

(A4) 

(AS) 

(A6) 

( A7) 
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Obtem-se: 

Ck.(cose) =r[~- ki; ~ + ki; k; sen2 ~] (AS) 

A expansão em sê r ie da sé rie hipergeometrica leva a (2) : 

F( A;B;C; ç) (A9) 

Das equações (AS) e (A9), tem-se: 

+ (l/ 2l2+k2 e [(1/2)2+k2][(3/2)2+k2] 
Ck(cose) .. 1 

1 
~ sen2 

2 + 2: sen~ e 
- + 
4 

[ (1/2)2 + k2 J [ (3/2) 2 + k2J [ (5/2) 2 + k2J 
sen 6 ~ + ... + 

3 ~ 
(AlO) 

ou 

A seguinte expressão também e util: 

C (-cose)= 1 + 4k2+1 cos2 ~ + (4k2 +1 )( 4k2+3) cos~! + (4k2 +1)(4k +32)( 4k +52) 6 e ( A12 ) 
k 22 2 22 . 42 2 22 . 42 . 62 cos "2" + ... 

Das equações (All) e (Al2) , concl ui-se que: 

e 

2. Derivadas das funções cõnicas 
Por definição 

Portanto, da equação (All): 

C'k(cose) =-l{4k
2

+ l + 
2 22 

(4k2 + 1)(4k2 + 32) 2 sen2! + (4k2 + 1){4k2 + J2)(4k2 +52) 3 sen~ !2 4 
22 . 42 2 22 . 42 . 62 

Em particular, 

Analogamente: 

C'k(-cose) 

(A l3) 

(Al4) 

(A 1 5) 

(Al6) 

(A 17) 

···}.(A18] 
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As derivadas C'k(cos9) e C'k(-cosO) podem, também, ser apresentadas na forma integral. Fazen 

do uso da fórmula de recorrência para funções de Legendre (l ,2): 

onde n e um numero complexo arbitrário e, recorrendo ã equação (Al), substituindo ç por 

tem-se: 

dPn(cose) 
(2n + l )(cose- 1) 

d(cose) 
n(n+l) 12 j Je cos[(n:3/2)z] 

rr l o I cosz- cose J

e cos[n-l/2)z] 
dz -

o I cosz - cose 

12 Je cos[ (n + 3/2)z J - cos[ (n - 1/2)z J 
n(n+1) dz 

ou 

dPn cose 
( 2n + 1) sen2e _.;.;_ __ 

d (cose) 

rr o I cosz- cose 

fiJe sen[(n+l/2)z]senz 
2n(n + 1) - dz 

rr o / cosz -cose 

Lançando mão das equações (A4) e (A21), tem-se: 

dCk(cosa) [ 1 J 
2ki sen2e =- 2 k2 +-

4 dcose 

/2 
1T J

e sen{kiz)senz 
dz 

o I cosz - cose 

Utilizando a identidade: 

Obtêm-se: 

l 

dCk(cose) 

d(cose) 

sen( ia) isha 

I 2 ( 4 k 2 + 1 ) J 
0

e -:=s =h=( =k z=)=s=e=n=z~ 
4 sen2e I cosz- cose 

dz 

(A19) 

cose, 

(A20) 

( A2l) 

(A22) 

(A23) 

(A24) 

Como a integral acima possui uma singularidade aparente em z ~e, pode-se efetuar um desenvo_l 

vimento análogo ao apresentado por JANJNO FORTES et alii [5], levando ã expressão: 

a- 12 sh(ke)sen 
dCk(cos e) 12(4k2 + l) i ~ 
d(cos e) 4rrk 2sen e 

K(sen ~) 
2 

sendo K, a integral eliptica completa, definida por: 

dt 

+ J e _s_h_{ _k z_)~s=e=n=z==-==s=h =( k:e_)_s_e_n_e 

o I cosz- cose 

K ( k) " J
TT/2 

o /1-ksent 

Substituindo e por 11 - e, nas equações ( A24 ) e (A25), obtém-se as expressões para 

dCk(-cosB) 

d(-cose) 

} (A25) 

(A26) 
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ABSTRACT 
The potential flow in a conical duct, in the presence of a 
continuous or discreta distribution of sources and sinks is 
analysed. From the derived equati ons, Fredholm's integral equation 

of the first k1nd was obtained. lf so lved, Fredholm's equation 
will give the radial flow potential in a conical duct, in the 
presence of any given revo l ution s urfa ce. The numerical solution 
of the potential flow problem due to a discreta distribution of 
sources and sinks is presented. The numerical solution required 
t he development of conical functions in power series. Thís 
development is discussed in the Appendix. 

Figura 1. a} Linhas do escoamento de uma fon te, 
superposta ao escoamento não-pertur
bado cônico; b} Fonte e sumidouto de 
igual intensidade 

Figura 2. Gráfico de w vs. r/r 1 para valores 

fixos de e 10°, 20°, 30°, 40° 

19 
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Figura 3. Escoamento no semi-cone do exemp lo 1 

9•10° 

t.o 2.0 3.0 

Figura 4. Gráfico de cp vs. r/r 1 para valores 
fixos de e 100 , 20o, JOO , 40o 

Figura 5. Escoamento no semi-cone do exemplo 2 
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MODELO MUL TIFLUÍDICO PARA OS ESCOAMENTOS BIFÃSICOS 

A NTONIO MAC DOWELL DE FIGUEIREDO 
PROGRAMA DE ENGENHARIA MECÂNICA - COPPE/UFRJ 

SUMARIO 
Ve.~e.nvolve.u-4e. um modelo pa~a de.~c~ção ana!Zt~ca do~ e4coamento~ 

mutt~áá~>.icol., que c.on4.tLtu~ uma ge.ne.Jtat.i.zação do "Modelo B.i6lu2d~ 

c.o" paita o~ e.~c.oame.n.to b~6á4~c.o~ . O modelo ll.e.pJtue.n.ta o c.ampo d.i.! 

c.onunuo de. e4c.oame.n.to como uma ~upe.llpo4~ção v.<.~t.tual. de. c.ampo4 C.O_!! 

.t~nuo4 pa11.a cada 6a~e., a~~oc.<.ado4 ã uma d~4tA.(.bu.<.ção de. pitobabi~ 

dade.. E 4uge.ll~da uma dupla ~teplle4entação da~ .(.n.te~tóace~: uma in

te.ll6ace. v.(.Jl.tuat pall.a cada pall. de. 6a4e4 e. uma .(.n.te~t6ace viJttual e.n 

tlte uma 6a~e. e toda4 a~ ou.t11.~. 

INTROOUÇIIO 
Nos Ültimos anos, tem sido estimulado, com 

ênfase crescente, o desenvolvimento de modelos 
matemãticos que permitam uma descrição rigoro
sa do comportamento dos escoamentos multifãsi-- .. cos. Esta tendencia decorre da necessidade ge-
neralizada de otimização do uso de energia nos 
processos térmicos e fluidomecãnicos, mas, so
bretudo, da evidente importância da anãlise te!. 
mohodrãulica de situações de acidentes em cen
trais nucleares. 

Na verdade, tem-se presenciado uma certa pr~ 
liferação de modelos analíticos para os escoa
mentos bifãsicos. Apreciações críticas destes 
modelos foram feitas , entre outros, por 
Kocamustafaogullari [13], Ishii [ 12], lee e 
lyczkowski [14] e Sha e Soo [15]. A formula
ção de alguns destes modelos e baseada em ide~ 

lizações bastante simplificadoras da co ndição 
real do escoamento; frequentemente, são extra
polados conceitos e correlações estabelecidos 
para os escoamentos monofâsicos, 
sem que se atende para o fato de que a caract! 
ristica marcante dos escoamentos multifâsicos 
e a presença de interfaces com movimento alea-

tõrio. Aparentemente, a d~ficuldade encontrada 
na aplicação destes modelos reside na inconsi! 
tência de algumas das idealizações e aproxima
ções introduzidas. Comuns a todos os modelos P! 
ra os escoamentos multifãsicos são, por outro 
lado, as dificuldades inerentes ao estabeleci
mento dos modelos constitutivos auxilia res, n! 
cessãrios ã completa descrição dos fenõmenos e~ 
volvidos, e ã hipóteses concernentes ao trata.
mento das interações interfaciais Dr ew e lahey 
[8] . 

o objetivo do presente trabalho e apresentar 
um "Modelo Multifluídico", que sugere uma des
crição analitica, formal e geral, dos escoame~ 
tos multifâsicos. O desenvolvimento do modelo 
e baseado na eq uação geral de balanço, vãlida 
insta ntaneament e em cada ponto de uma r egião m~ 
nofâsica continua, e na condição geral de com
patibilidade, vãlida .na interface entre regiões 
monofãsicas vizinha·s. O movimentoaleatõriodas 
i n~erfaces provoca uma i ntermi tênci a loca 1 de 
fase no campo de escoamento; a presença de ca
da fase em um dado ponto e representado por uma 
função de intermitência, cuja media temporal ê 
interpretada como a probabilidade de ocorrência 
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da fase no ponto considerado. 
O "Modelo Multifluidico", como exposto, cons 

titui uma generalizaç~o do "Modelo BifluTdico" 
para escoamentos bifãsicos Delhaye e Achard 
[4]; Delhaye [5]; lshii [12]. Aconstruç~o 
das "m~dias zonais" torna-se, por~m. mais dir! 
ta, devido ã introdução da função de intermi
tência. A generalização citada se refere, so
bretudo, ã representação das ocorrências inte! 
faciais. A construção de valores mêdios para as 
interações interfaciais ê facilitada mediante 
o emprego de elementos da teoria das distribu~ 
ções; ê sugerida uma representação dupla das i~ 
terfaces: uma interface virtual "m~dia" corres 
pondente a um par determinado de fases e uma i~ 

terface virtual "m~dia" para cada uma das fa
ses. Os modelos constitutivos para o acoplame~ 
to entre as fases devem ser estabelecidos para 
estas re~resentações. 

FUNDAMENTOS 
Seja P(rl um ponto fixo no campo de escoa

mento;! denota o seu vetor posição. Se, no in_! 
tante t, o ponto P(rl estiver contido numa re
gião monofãsica, a formulação local e instantã 
nea dos principios de conservação tem a forma. 
Truesde 11 e Toupi n [17] 

J.-(PIIJ)+ v. (p v !jl + ~) - pj, = o (1) at ~ 

onde t representa o témpo, p a massa especTfi
ca do material da f~se presente no ponto P{~), 
v o vetor velocidade, !jl a intensidade de cam
po, • a densidade de fluxo e i o suprimento do 
campo. 

Se o ponto P(~ ) estiver na interface entre 
as fases k e j, os princ1p1os de conservação 
s~o expressos como co ndições de compatibilida
de, com forma generalizada 

pk~k(vk-v )·nk+nk ·(jlk+pj!jlj(v.-v5 )•n.+nJ· ·•· =ílkj ,(2) 
~ ~skj - - ~J - kj - J - J 

onde nk = - n. são vetores uni tãri os ã i nterfa-
- ~J 

ce Skj' com sentido para fora da região monofã 
~ica correspondente e ~sk· representa o vetor 
velocidade desta tnterfaci. 

Supondo que o efeito da interface sobre o e_! 
coamento pode ser atri .buido a propriedades e V! 
riãveis de campos especificas dela, o termo da 
direita da eq.(2) torna a forma,Oeemer e 
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5lattery [2] 

Aqui 

assinala a derivada materia l na superficie, o~ 
de ~s ê a velocidade de um ponto fixo na inte! 
face e Vs o operador Nabla na superfTcie,Hopke 
e Slattery [11]. Outras formas da eq. (3) são 
encontradas nos trabalhos de Soure e Delhaye 
[1], Delhaye [3], Drew [7], Ishii [12], 
Slattery [16] e outros. 

As grandezas !jl, •· ~. ~ 5 • •s e ~s são tens~ 
res de ordem arbitrária, identificados de aco! 
do com a Tabela 1, onde ~ repr~senta o vetor V! 
locidade, ~ o vetor aceleração induzido por um 
campo externo, ll o tensor tensão, p a pressão, 
~o tensor unitãrio,! o tensor de cizalhamen
to, cr o tensor tensão superficial, r o vetor 

~ -
posição, ª o tensor antisimêtrico corresponde~ 
te a~· u a energia interna especifica, 9 o v~ 
tor fluxo de calor, s a entropia especTfica, 
à(~O) a fonte local de entropia por unidade de 
tempo e T a temperatura. O subscrito s assina
la as grandezas referentes ã interface. 

A relação entre os tensores densidade de fl_!!. 
xo intensidade de campo deve ser expressa por 
leis constitutivas, • • ~(~ •.... )e •s • !jls(t~ 

.... ) , submetidas ãs restrições imposta pelaS! 
gunda lei da termodinâmica. 

INTERMITENCIA E IDENTIFICAÇAO DE FASE 
Para constatar a presença de uma fase k e o 

seu tempo de permanência em um ponto P(: ) do 
campo de escoamento, introduz-se uma função de 
intermitência Ik. Num sistema com K fases em 
escoamento, a função de intermitência Ik (~,t), 

k .. 1,2, ... ,K, ê definidll como 

1, se a fase estã sobre o ponto P(~), 

O, se a fase não estã sobre o ponto P(:l. (5) 

As interfaces são consideradas superfTcies 
de discontinuidade, ou seja, têm espessura nu
la. A primeira derivada, em relação ao tempo, 
da função de intermitência indica, então, qua~ 
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do uma interface entre a fase e qualquer outra 
fase estã sobre o ponto P(_O• Figueiredo [9]: 

+ ~. se a interface da fase 
k estã sobre P(~), 

O, se a interface da fase 
k não estã sobre P(~). 

(6) 

Na eq. (6), ô(t- t;k) denota função ô de Dirac 
e t;k indica os instantes nos quais uma inter
face de fase k estã sobre o ponto P(~). O com
portamento das funções Ik(~,t) e ô(t- tik) es
tão representados na Figura 1. 

A velocidade da interface da fase k, ~sk' 

estã relacionada com a função de intermitência 
I r por Figueiredo [ 9 J 

ôllc 
~ = ~Sk V lk (7) 

A aplicação da equação ( 1) ã fase k es~ã co!!_ 
dicionada pela intermitência de fase, ou seja, 
sõ tem sentido quando Ik : 1. Esta condição é 
incorporada ã formulação comamultiplicação da 
eq. ( l ) pela função de intermitência Ik. Assim 
procedendo e fazendo uso. da eq.(7), resulta 

it IkPIJI+V•[Ik(p~11J+~)]- Ikp~ ..-V Ik•(p(~-~s)ljl +~] =O 
(8) 
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onde 

_k !J. 1 J 
Fk -i.:' Fk dt 

k T k 
( 10} 

é o valor medio de fase da variãvel F, Tk o te!!'_ 
po de permanência da fase ·no ponto P(~) e 

(11) 

representa a fração do termo total correspon
dent~ ã permanência de fase k no ponto P(~). 

Esta variãvel pode ser interpretada como a pro 
babilidade de ocorrência de fase k no pontoP(O· 

O valor médio, em relação ao tempo de obse! 
vação T, das ocorrências interfaciais da variã 
vel F e, a luz da teoria das distribuições 
Gel'fand e Shilov [10], dado por 

l Nk [ ~k F ] v Ik F =- I 
T \=1 ~~k ~Skl t· 

1 k 

( 12) 

onde Nk representa o numero de passagens das in 
terfaces dà fase k sobre o ponto P(:) e tik os 
instantes correspondentes, Figura 1. Delhaye e 
Achard [4] analisam as condições limites pa
ra fixação do tempo total de observação T. 

Pode ser demonstrado, Figueiredo [ 9 J, ai n 
da, que os operadores diferencial e de media 
temporal são comutativos, isto ê, 

(13) 

A interpretação da eq.(8) e, ã luz das equ~ e 
ções precedentes, bastante direta; como se tr~ 
ta de uma representação instantânea, os três prj_ 
me i ros termos e o quarto termo não podem ser, 
simultaneamente, diferentes de zero. 

MtDIA TEMPORAL - SUPERPOSIÇAO DAS FASES 
Para obtenção de uma representação do escoa 

mente em termos de medias temporais, submetem
-se os termos da eq. (8) aos operadores de me
dia abaixo especificados (definições e dedu
ções, ver Fi guei rede [ 9 J). 

Define-se o valor médio em relação ao tempo 
total de observação, T, de uma variãvel F con
dicionada pela função de intermitência \• como 

-tJ.l J _ k 
IkF - T T IkF dt • a~ Fk (9) 

A turbulência de Reynolds e a turbulência de 
deformação, causada pelo movimento das interfa 
ces, são representadas como flutuações das va 
riãveis de campo, superpostas aos seus valores 
médios, Dopazo [6]; lsh1i [12]. Define-se, 
então, 

( 15) 

consequentemente Figueiredo [9] 

( 16) 

e, para o produto de duas variãv'eis aleatõrias, 
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(17) 

Considerando as equações (9) - (16) , obtêm
-se por fim , a equação geral de balanço, em te.!:_ 
mos de valores médios no tempo, para o escoame.'! 
to incompressível (pk "cte) e turbulento de f~ 

se k: 

onde foram introduzidos 

(19) 

(20) 

Os três membros da eq.(18) representam me
diàs das variãveis de campo condicionados pela 
probabilidade de ocorrência da fase k no ponto 
P(!:). O parâmetro Ak, chamado "suprimento in
terfacial da fase k", representa o valor mêdio 
no tempo das interações da fase k com todas as 
outras fases, com as quais a fase k tenham uma 
interface comum. O flux~ de mas~a por unidade 
de ãrea interfacial, _mk, ê diferente de zero, 
no caso de haver mudança de fase. 

M(OIA TEMPORAL DA CONOIÇAO OE COMPATIBILIDADE 
Seja um escoamento multifãsico com K fases. 

Uma fase k pode ter uma interface comum com c~ 
da uma das fases j = 1,2, ... ,K(j 'I k). A ocorrê.'! 
cia desta interface comum no ponto P(!:) pode ser 
identificada por meio de uma função 6. Define
·se, com este fim Figueiredo [9]. 

o , quando 6(t-ti .)"O, 
J 

onde ô(t- t;k) e ô(t- t;j) são definidos pela 
eq.(6), t;k assinala os instantes de ocorrên
cia da fase k no ponto P(r), ti., os instantes 

- J 
de ocorrência da fase j no ponto P(r) e tik. os 

- J 
instantes de ocorrência da interface comum ãs 
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fases k e j no ponto P(!:), ou seja , quando ti k" 
= tij· A construção função ô(t- t;kj) estã ilus 
trada na Figura 2. 

Por indução, segue 

(22) 

n =- n . 
- k -J 

e (23) 

portanto 

Multiplicando-se a condição de compatibili
dade, eq.(2), por ô(t- tikj) /lvkjl e integra.'! 
do o produto em relação ao tempo, obtém-se, ã 
luz da teoria d~s distribuições, o valor médio 
das i nterações i nterfaci a is entre as fases k e j: 

(25) 

onde Nkj assinala o numero de instantes tikj e 
K 

,L Nkj = Nk o 

J = l 
j'lk 

Se cada fase . k = l ,2, ... ,K-1 apresenta interfa
ce comum com todas as outras fases, tem-se j = 

k + 1 , ... ,K. Hã, portanto, um máximo de (k 2 ) con 
dições de compatibilidade como a eq.(25). 

O suprimento i nterfacial de fase k, Ak• po
de agora, ser expresso como o somatório das in 
terações interfaciais da fase k com cada uma 
das outras fases presentes no escoamento, ou s~ 
j a, 

O efeito resultante das interações interfa
ciais sobre o escoamento vale, considerando as 
equações (25) e (26), 
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. ( 27) 

Observa-se, portanto, que as interações en 
tre as fases, tomadas globalmente, não se anu 
lam, ã menos que os efeitos especif icas das pr!?_ 
priedades interfaciais sejam desprezíveis, is
toé,ílkj:::o. 

Quando, num instante tikj ' a componente no! 
mal da velocidade da interface é nula, vkj .. O, 
hã uma singularidade no processo de media. Co! 
siderando, porém, que o movimento da interface 
ê, geralmente, aleatõria, esta singulari dade é 
momentânea e pouco frequente, podendo ser ign!?_ 
rada, Drew e Lahey [ 8 J . 

INTERFACES VIRTUAIS 
Caracterizadas a possibilidade de identifi

cação das ocorrências, no ponto P(~), das in
terfaces comu ns ãs fases k e j e a regra para 
construção dos valores médios das interações i! 
terfaciais correspondentes , a representação a
nalítica dos valores médios, na interface , das 
variãveis de campo requer a introdução de rela 
ções constitutivas apropriadas. Com este fim, 
define-se 

onde o superscrito -kj assinala os valores in
terfaciais médios das variãveis de campo da f~ 
se k asso ciados ã interface Skj. O parâmetro 
1/Àkj ê interpretado como uma densidade local 
de superfície interfacial, isto é, uma medida 
da ãrea ínterfacial entre as fases k e j por 
unidade de volume. 

A eq. (25) assume, então, a forma 

onde 
-;kJ -;*j .. 

ll mk 6 m. jikJ -t<j r - -r:-:- . r __ _L 
e .. - ~k . (30) 

kj kj jk Àkj -J 

A eq.(29 ) representa a condição geral de com 
patibilidade na interface entre as fases k e j, 

em termos de médias no tempo. O efeito 
das interações interfaciais entre a fase 

global 
k e 

todas as outras é obtido pela substituição da 
eq.(28) na eq.(26). Resulta 

(31) 

Por outro lado, da comparação da eq.(l2) com a 
eq. (19), tem-se 

(32) 

onde, da definição da função de intermitência, 

jvik ~ -~k l v Ikl' Figueiredo [9] . Ainda,um m!?_ 
dela constitutivo para representação do supri
mento interfacial Ak deve satisfazer as segui~ 
tes condições: 

se Ik =O, sempre: Vlk " O • ak = O , Vak •O; 

se I k = l , se11pre: Vlk = o . ak = 1 , Vak ~ O; 

se Ik " O ou Ik = 1: VIk=O ou VIk;O, O< ak < 1, Vak; O. 

A condição VI k I O ocorre, apenas, na passagem 
da interface sobre o ponto considerado. As sim , 
o produto I VI k I (mk IPk + ~k • .pk) representa uma 
variãvel aleatória, discreta e intermitente, 
cujo valor médio ê construido com os valoresdas 
variãveis mk, "'k e .pk correspondentes ãs inte! 
faces da fase k correspondentes às interfaces 
da fase k (não sõ a interface comum ãs fases k 
e j). Estas considerações sugerem a introdução 
de valores interfaciais médios para as variã
veis de campo de fase k e assinaladas pelo su
perscrito -s, definidos de tal forma que 

• r;;:s v.~. "k k ~k + ak k (33) 

onde 

e (34) 

representam, respectivamente, o fluxo de massa 
por unidade de volume devido ã mudança de fase 
e o vetor unitãrio normal ã configuração (vi! 
tual) média da interface de fase k. 

Comparando as equações (31) e (33), tem- se 
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e 

~ ,_ r _1_ "kj 
k j=l ).kj k 

j~k 

(35) 

(36) 

que expressam relações entre as representações 
médias dos efeitos interfa ciais entre as fases 
k e j e . os efeitos interfaciais globais concer 
nentes ã fase k. 

CONCLUSOES 

De acordo com a formulação desenvolvida, o 
escoamento da fase k e representado como o de 
um campo continuo. Os valores das variáveis na 
~q.(18) têm o significado de expectativas est! 
tisticas, condicionadas pela função de probab~ 
lidade, ak(~,t), de ocorrência da fasekno po~ 
to P(~). O campo ·multifisico discontTnuo apar! 
ce, então, como uma superposição virtual de ta!_ 
pos contTnuos monofisicos, que interagem atra 
vés dos suprimentos interfaciais, Ak' k=l,=, .. K. 

As interfaces entre duas fases k e j são r! 
presentadas, em termos de media no tempo, como 
uma interface virtual, definida pelo seu vetor 
normal unitário, ~kj, e por uma densidade lo
cal de superficie interfacial, 1/>.kj' As inte_!: 
faces entre a fase k e todas as fases j = 1, 2 , 
... ,K, j;.k, com as quais'' a fase k tenha inte_!: 
face comum, são repres~tadas, ainda em termos 
de medi a temporal. como uma interface vi rtua 1. 

definida por um vetor normal unitário , ~~· Es
te vetor ê, por sua vez, função de distribui
ção de probabilidades, ak. Hi,portanto, uma d~ 
pla construção de interfaces virtuais. 

P . - . -kj - kj 1/ . ~ra as vanave1s ljlk , 4>k , rkj e >.kj e/ou 
~~. $~. rk e ak devem ser introduzidas relações 
constitutivas baseadas em modelos apropriados. 
De uma forma geral, elas dependem da topologia 
e do estado termomecânico das interfaces, as
sim como da configuração e das condições ini 
ciais e de contorno do escoamento. Estabeleci
dos os modelos constitutivos para cada um dos 
pares de fases, k e j, o segundo grupo das va
riáveis assinaladas acima estã automaticamente 
definido, de acordo com as equações (35) e (36). 

A eq.(27) determina uma relação entre os su 
primentos interfaciais, Ak' de cada uma das fa 
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ses e o seu efeito global, Am' sobre o escoa
mento multifãsico. Obviamente , se este efeito 
fôr conhecido a priori, apenas K-1 dos 
mentos interfaciais devem ser dados por 

supr i
rela-

ções constitutivas. Em particular, se a influê~ 
tia das propriedades interfaciais sobre cada par 
de fases ê despresTvel, ok j-. O e Am =o, obten
do-se as condições de compatibilidade clássi
cas, estabelecidos pela mecântca do contTnuo. 
Deve-se assinalar, por outro lado, que o pro
cesso de media indicada no lado direito da eq . 
(25) ainda não estã desenvolvido a um ponto S! 
tisfatõrio. 

A formulação apresentada pode, finalmente ·, 
ser particularizada para cada um dos princip~os 

de conservação; para isso, e suficiente aS$0-
ciar, nas equações (3), (18), (29) e (33), as 
variáveis de campo ãs grandezas assinaladas na 
Tabela 1. 
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ABSTRACT 
It is proposed a generalizat1on of the "Two -f1 uid model" for 

two-phase flows. The discontinuou s flow fíeld is represented as a 
superposition of virtual continuous fi e l ds , for each phase, i n 
whi c h the field variables are co nd itioned by a probabi1ity 
dist r ibution1 It is sugested a doub le representati on, of the phase 
interfaces: a virtual interface for each two phases that are in 
contact, anda virtual interface between each phase and all other 
phases. 
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TABELA 1: Identificaçao das variáveis de campo com os princ1pios de conservação 

1jJ ~ ~ ws ~ ~s 

Massa 1 o o 1 o o 

Quantidade de v b - n = p ó - T ~s b Movimento Linear o - - ::: ::: ::: - -
Quantidade de r x v r x b - n R r x v r x b o . R Movimento Angular ~ - - - :: "' - -S - - " " 

Energia l b • v n + l 
b + u + 2 v . u ~ - v us - ~s 

. v • v ~s C1 . v 

I - - - - " "' 2 -S - -S "' -S 

Entro pi a s Á 
l 

As 
1 

T q ss 
Ts ~s 

FAS!: j INr:ERFAC!: 0 (§) r{'/ 
""\ / \ . . ;---8--;-- ---@- ---&---

:/--~---~--~--- y 8 

o 

o 

t 
I 

t t t 
2 3 4 

t 

0[ 
t 

t 

Fi9ura 1: 
(a) ocorrência das interfaces entre as fases ~ e j (j = 

1,2, ... ,K; j 1 k) no pont.o P(rl em função do tempo; 

(b) função de intermitência Ik(!:,t) no ponto P(r); 

(c) representação da ocorrência das interfaces da fase k 
no ponto P{~) como derivada de função de intermitência 

&(t-\)1 I I 
® 

•Ct-vl 

(~ 

~t-~~~1----~--._------------------~--~--~·-
r.-) 
~ 

f 

Figura 2: 
(a) escoamento multifãsico {fases k,j ,&): ocorrência das 

,interfaces no ponto P( r) em função do tempo; 
(b} representação da ocorrência das interfaces da fase 

k no ponto P(r); 
(c) representação da ocorrência das interfaces da fase 

j no ponto P(r) · 
(d) representação da ocorrência das interfaces comuns 

ãs fases k e j no ponto P(~}. 
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ROT ACÃO CRÍTICA DE SISTEMAS ÁRVORE-DISCO 
PELO MÉTODO DA MATRIZ DE TRANSFERÊNCIA 

MÁRCIO TADEU DE ALMEIDA 
DEPARTAMENTO OE PROJETOS - EFB 
ltajubé - MG 
SERGIO JOAO CRNKOVIC 
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SUMARIO 
Sü .tema..o Ro.ta.U.voh, ÃJtvoJte-V.i.h c. o , mo 11.tadoh com út.tvt6 eJt.~nc.i.a utã.o 

huje.i..to4 a de6o~tma~Õ e6 Jtad.i.a.i.h que levam a 6atha do 4.i.4.tema na 11.~ 

tação de .tJtabatho. O objeüvo é deteJtm.i.naJt a Jtotação em que he .i.n.i. 

c..i.a o dehac.opla.men.to á.JtvoJte-dü c. o, pa..l!.a. adota.IL uma aju.1..tagem H.g~ 

Jta. no pll.oje.to de6~ e~ ~.i.6tema.6. 

INTRODUÇAO 
Volantes, polias, rotares e outros são dis

cos rotativas que se defor.mam, devendo-se por
tanto na fase de projetq estudar o tipo adequ~ 
do de ajuste, para que não ocorram falhas no 
conjunto ãrvore-disco. 

No acoplamento do sistema ãrvore-disco, po
dem ocorrer duas situações: acoplamento por eh~ 
veta com pequena interferência ou acoplamento 
por ajuste forçado. 

No acoplamento por chaveta, durante a rota
ção a carga serã aplicada totalmente sobre es
ta, enquanto no ajuste forçado o sistema se com 
portarã como um único sólido. 

OBJETI VO 
O objeti vo ê determina r a rotação para a 

qual o disco desacoplarã da ãrvore, fazendo 
com que o sistema falhe, no caso do ajuste fo!:_ 
çado. 

A rotação em que o sistema fa 1 h a é denomi 
nada "rotação crftica". Esta velocidade angu-

1 ar deve ser menor que a de trabalho, dando de_! 
ta forma segurança ao sistema. 

Para determinar a rotação critica utiliza
-se o mêtodo da Matriz de Transferência. Nes 
se processo modela-se a ãrvore como um disco de 
perfil constante, cuja espessura ê ig ual a do 
cubo do elemento acoplado. 

DESENVOLVIMENTO ANALTTICO 
A Fig. 1 mostra um sistema árvore-disco an

tes da montagem (a) em repouso apõs a montagem 
(b) e em rotação (c). Analisando-se as interf! 
rências do sistema nos três casos, tem-se que: 

ô 

ô 

antes da montagem 

em repouso, apõs 
montagem 

em rotação 

( 1 ) 

( 2) 

(3) 
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Fig. 1 

Observando a expressão (3) conclui-se que 
o limite de segurança do sistema·se dã para 
uma deformação nula da ãrvore, ou seja, qua~ 
do toda interferência adotada ao sistema pa! 
sa a ser a deformação do disco. 

A Fig. 3 representa a ãrvore isolada da 
Fig. 2. Os efeitos atuantes sobre a ãrvore 
são os da pressão de contaio devido ao ajus
te, da rotação e o efeito térmico. Para sim
plifica r o equacionamento, considera-se os 
efeitos separadamente, e ~m seguida aplica-se 
o princTpio da superposjção dos efeitos iso
lados. 

Fig. 2 Fig. 3 

A matriz de transferência para um disco de 
perfil constante sem furo central, é dada por 
[ 1]: 

T = [ ~ UUP 
FU] 1 FP { 4) 

o 1 
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Sendo: 
r UUP = (l-1.1) bE (5) 

Fu " -
( 1 - 1.12) 2 3 f 1 +uI r 
- 8 E - P n r + ~ a J

0 
r e (r) dr ( 6) 

e 

FP =- (
3+

8
1.1) P n2 b r 2 -~ Jr re (r)dr (7) 

·r' o 

Para o 
efeito da 
que: 

sistema 
pressão 

em repouso , somente sob o 
externa, pode-se escrever 

m,(l) (ul r, P 
1 o ( 1 ) 

Onde: 

vetor de estado da estação exter-

(t,) : na do disco (ãrvore), devido ao 

m,(l) 

Onde: 

Portanto: 

efeito da pressão externa. 

vetor de estado do centro do dis
co (ãrvore), devido ao efeito da 
pressão externa. 

matriz de transferência global P! 
ra o disco (á rvore ) em repouso. 

UUP 
1 

o 
FU] FP 
1 

Das condições de contorno, conclui-se que: 

1 H(l) r: 
UUP1 

~l m,(l) 1 

o 

Desenvolvendo o sistema matricial, vem: 
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Pc = Po(l) 

U0 ( l) UUP1 . P0 ( l) ou 

Un ( 1) ( 8) 

Para o sistema em rotação mais o efeito da 
temperatura, tem-se que [2, 3]: 

em: 

Onde: 

T2 

Onde: 

T2 

Por tanto: 

mo(2) 
Usando as 

mo(2) 

T2 p lu) 
1 0(2) 

vetor de estado da estaçao exte! 
na do disco (ãrvore), devido ao 
efeito da rotação mais temperat~ 
ra. 

vetor de estado do centro do dis 
co (árvore) , devido ao efeito da 
rotação ~ais temperatura. 

matriz de transferência global P! 
ra o disco (irvore) em rotação 
mais temperatura. 

[: 
UUP2 '"'] 1 FP2 
o I 1 

r o UUP2 '"'] l~ 1 FP 2 
o 1 

condições de contorno, chega-se 

[: 
UUP 2 '"'l n 1 FP2 P 
o 1 1 O( 2) 

Desenvolvendo-se o sistema, matricial vem: 

O= PO(Z) + FP2 

p o ( 2) 

UUP 2 

ou 
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( 9) 

A deformação total do disco (árvore) pela 
superposição dos efeitos isolados é dada por: 

( 1 o) 

Conforme expressão (3), tem-se que a inter 
ferência do sistema em rotação é dada por: 

Para o início da falha do sistema, a árvore 
deveri ter deformação nula, sendo que toda i! 
terferência se transforma em deformação do di!_ 
co (elemento). 

Dessa maneira: 

Us = 0 = un(l) + un(2) portanto: 

UUP 1 • P c - UUP 2 . FP 2 + FU 2 = O 

mas: UUP1 = UUP2 = (1-1.1) br E 

ru1 - (~ -~ 2 ) p n2r3 + {1;1.1) a 1: re(r)dr 

e 

FP1 = -~ p o2 b r2- ~ rr re(r)dr 
8 rl: o 

Para compactar o equacionamento faz-se 

r 
A= (l-1.1) b"E 

B _(1-1.12) pr3 
8 E 

c (l;1.1) a 1: re(r)dr 

o ~ b 2 - 8 P r 

E = -~ Jrre(r)dr 
bl o 

Usando agora a notação compacta 

B o2 + c c 

on2 + F c 

( 11 ) 

( 12) 

( 1 3) 

( 1 4) 



Substituindo - se as expressões {12), {13), 
(14) em (11) , vem: 

· A(D O~ + F) + B O~ + C - APc ~ O 

Finalmente, a rotação critica serã: 

_ /AF+APc-C 
Oc - B - AD ( 1 5) 

Onde: 

pressão de conta to 

U [r~ 
rb 2 

( 16) 

APLICAÇAO PR~TICA 

Para o rot1>r de uma turbina a vapor esqu! 
matizado na Fig. 4, determinarasrotações cr_! 
ticas {intervalos criticas) para os diversos 
tipos de ajustagens. 

.. 
5.2 J I 

2.2 I 

3.5 -
4.7 

··.;Si1 12.5 ~ 

~~~~~~~ 
"'...:f0"""4000\M\C 
N~-4' -4' "'\O\,() 

f-21.s ~ T : '- - .___ 

Fig. 4 

Dados: 

E = 2,16.105 [MPa] 

p 8000 [kg /m3] 

a= 14,0.lo-6 [oc-1] 

11 = 0,3 

e{r) O (dist. nula da temperatura) 

Ajustagens : 

46,6 [ rad/s] s fie s 159,5 [rad/s] 

~ra.c, Rio CS. Jenelro, V. IV, ~ 4, 1M2 

276,1 [rad/s] s ílc ~ 

d+330 
+310 

299,2 [rad/s] 

d+405 
+385 

31 O, 7 [ rad/s] s Oc s 331 ,4 [ rad/s] 

d+604 
+575 

378 , 8 [rad/s] s ílc s 404,7 [rad/s] 

O< Oc s 94 ,6 [rad/s] 

23,3 (rad/s] ~ Oc ~ 117,6 [rad / s] 

Os resulta dos foram calcula dos através de 
um programa computacional [ 4]. 

CONCLUSOES 
Conclui-se que dependendo do ajuste adota

do, ca l cula-se previamente o intervalo em que 
oco rrerã o desacoplamento ãrvore disco. E evi 
dente que a rotação de trabalho deverã fugir 
dessa faixa critica. 

NOMENCLATURA 

b 

E 
p 

Pc 
r 

T 

u 

- espessura do perfil constante 
- módulo de elasticidade 
- tensão radial por unidade cir-

cunfere nc ia 1 de comprime nto 
- pressão de contato 
- raio 
- matriz de transferência 
- deformação radial 

UUP, FU, FP - termo da matriz de transferência 

ô 

a 

p 

e (r) 
o 

· interferência 
- coeficiente de Pofsson 
- coeficiente de dilatação térmica 
- ma-sa especifica 

função escedente de temperatura 
- rotação 
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ANÁLISE TERMO-HIDRÁULICA DE GERADORES 
DE VAPOR TÍPICOS DE USINAS PWR 
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Rio de Janeiro - RJ 
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SUHltRIO 
Cen.tiLa..i..t. - nucl.ealtu PWR utilizam, gelta.lme.n.te., gelta.doll.e.t. de vapoiL do 
.t.ipo .tubo.s "U" .inveiL.tldo, com ll.e.c..ill.cutaç.ão .<.n.teiLna na.tuJta.l. No plt!_ 

.t.e.n.te. .t11.abalho de.t.envolve.-.se um modelo de .s .<.mul.aç.ão .tell.moh.i.dltãul.~ 

ca , palta 11.eg.<.me pell.ma.nen.te, de .ta.i.s geiLadoiLI/.6 de vapoiL . Oivide.-.se 

o ucoamen.to .se.cundÕ.Jt.i.o em dua.h pa.Jt.tu btd.lvidua.tmen.te. homogtne.a..t., 
com .tlloc.a. de. cal.olt e. ma.s.sa en.tiLe. a.t. me.Sma.h. Â plte.h.t.ão do .t.ecundô.

ltio ê de.tell.mina.da em 6unção do .t~.tul.o do va.poiL que. alimenta a .t~ 
b.ina.. Aplicaç.õu .são 6e.i.ta.h ao ge.lladoiL de va.po.lr. da u..sina Ang.lta 11, 

ope.ll.ando em cond.<.çõu nominal e com .tubo.s paltc..i.almen.te. ob.s.tiLui.doh. 

SIMBOLOGIA 
A ãrea de escoamento 
g aceleração da gravida~e 
h entalpia especifica 
K fator de perda de carga 
m vazão em massa 
N numero de divisões da altura da tubulação 

em "U" 
P pressão 
O taxa de transferência de calor 
Rr razão de recirculação 
S razão de escorregamento 
T tempe~tura 

X titulo 
v volume específic~ do fluido 
v 
y 

z 

velocidade do escoamento 
indica a direção do escoamento 
altura 
altura midia da tubulação em "U" 
fração de vazios 
queda de pressão 
altura do volume de controle 
densidade do fluido 

TNDICES 
b ebulição 
c r canal de recirculação 
f lado da perna fria 
g vapor satu r ado 
i entrada 
t liquido saturado 
o saída 
p prtmãrio 
q lado da perna quente 
r ãgua de recí r cu lação 
8 secundãrio 
v vapor 

INTROOUÇAO 
As empresas projetistas de usinas nucleares 

do tipo PWR (Pressur1zed Water Reactor) têm, 
nos ült1mos anos optado por geradores de vapor 
do tipo "U" invertido, co~ recirculaçio inter
na natural. A Fig. l mostra , esquematicamente , 
tal modelo de gerador de vapor. 
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Secador .. ~ 

Canal de Reclrculacõo. 

Entrado da Aouo -
de Alllnutap8o 

( m,,h,;.~;) 

Feixe 

Entrada do PrlmÓrlo 

[mp, h pi, Ppi)/ 

t 
Sofdo do Vopor 

("m., h,0.~,.x.,l 

~ Vo• o de Prenão 
do Gerador de Vapor 

Suporte principal da 
'l\lbulopão em •u" 

SaÍdo do Primaria 

\ [mp,hpo,Ppo1 

Fig.l -Gerador de vapor do tipo tubos em "U" invertido 

Neste modelo de gerador de vapor, o fluido 
primário entra através de um bocal localizado na 
base do vaso de pressão, atravessa uma camara 
plena, penetrando, em seguida, na tubulação em 
"U", fabricada com Inconel. Ap6s percorrer o 
feixe de tubos, o fluido primário passa por ou 
tra câmara plena e deixa o gerador de vapor por 

·um bocal simétrico ao de entrada. O lado de su 
bida dos tubos em "U" e denominado perna quen
te, enquanto o de descina, perna fria. 

Quanto ao lado do ciclo secundário, a ãgua 
de alimentação entra através de um bocal posi
cionado no vaso do gerado~ de vapor em uma al
tura 1 igeiramente acima do topo da tubulação em 
"U". Esta ãgua, ap6s mi~turar-se com a igua de 
recirculação, proveniente dos separadores e S! 
cadores de vapor, escoa para baixo, através da 
região anular formada pelo vaso de pressão e a 
carcaça interna. Esta carcaça possui uma aber
tura junto ao suporte principal da tubulação em 
"U", que permite a entrada do fluido secundá
rio na região dos tubos, escoando para cima. 
Nesta região, a ãgua atinge a temperatura de s~ 
turação e a mistura bifãsica, de baixo titulo, 
que deixa a região dos tubos, passa por separ~ 
dores de vapor do tipo "ciclones" e secadores, 
de tal forma a reduzir a valores minimos a umi 
dade do vapor que é conduzido as turbinas. A 

fase liquida recircula no gerador de vapor mis 
turando - se com a á9ua de alimentação. 

Di versos traba 1 hos de simulação de geradores 
de vapor tem sido propostos, variando em grau 
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de complexidade, de acordo com os objetivos dos 
autores, Hargrove [1] analisa somente o aspec 
to têrmi co do gerador de vapor. Murrell [ 2] e 
Cudlin [3] apresentam modelos de simulação ter 
mohidrãul ica para geradores de vapor do tipo t~ 
bos retos. Land e Steitler [4] e Christensen 
[5] modelaram geradores de vapor do tipo tu
bos em "U" invertido, com reei rcul ação interna. 
Em ambos os trabalhos é assumido que o escoame~ 
to do fluido secundário, através do feixe de t!:!_ 
bos, é completamente homogeneizado. Esta hipó
tese não é realistica, pois as condições de tr~ 
ca de calor entre o fluido secundãrio e as pe! 
nas quente e fri~ da tubulação em "U" são bas
tante diferentes, assim como as condições de 
queda de pressão. Desta forma, espera-se a OCO! 
rincia de escoamento transversal("c~o66-6low") 
de fluido secundário entre as regiões compree~ 
didas pelas pernas quente e fria. Uma descri
ção mais detalhada dos diversos tipos de gera
dores de vapor pode ser encontrada na referên
cia [6]. 

Por outro lado, levantamento realizado por 
Willians e Green [7] aponta diversos problemas 
apresentados por geradores de vapor em opera
ção, tais como vibração dos tubos e ocorrência 
de corrosão, erosão e queima da parte externa 
dos tubos. Uma solução alternativa, de forma a 
manter a usina em operação, no caso de ocorren 
cia de alguma falha na tubulação em "U", i si! 
plesmente obstruir os tubos que apresentarem 
tais problemas. Naturalmente, esta obstrução 
parcial da tubulação em "U" provocará altera
ções no comportamento termohidriulico do gera
dor de vapor. 

O presente traba 1 ho apresenta um modelo de 
simulação termo h i drãul ica de geradores de vapor 
do tipo tubos em "U" invertido, com recircula 
ção natural, operando em regime permanente. O 
modelo de simulação desenvolvido coosidera a 
existência de escoamento transversal entre as 
regiões das pernas quente e fria, do lado do se 
cundâri o. Aplicações deste modelo são feitas P! 
ra o gerador de vapor da usina nuclear Angra II, 
considerando-se frações variãveti de obstrução 
da tubulação em "U.''. Tambêm foram efetuados te_! 
tes modificando-se, individualmente, as condi
ções de entrada dos fluidos primário e sec undá 
rio no gerador de vapor . 
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MODELO TEORICO 
Os principais aspectos do modelo proposto são: 

(l) o escoamento secundãrio e dividido em duas 
partes individualmente homogêneas, escoan

do paralelamente, sendo uma associada ã perna 
fria e outra, ã perna quente; 
(2) o escoamento transversal entre estas par-

tes e obtido, impondo-se que, em uma dete~ 

minada seção transversal ao escoamento princi
pal, a pressão seja a mesma nas duas partes; 
(3) as condições de entrada no gerador de vapor 

dos fluidos primãrio e secundário são cons.:!_ 
deradas conhecidas, com exceção da pressão da ãgua 
de a 1 imentação, a qua 1 ê detenn1nada em função do 
titulo da mistura bifãsica que alimenta a turbina; 
(4) as diversas regiões dos escoamentos primãrio 

e secundãrio são divididasemvolumesdecontro 
le, sobre os quais são aplicadas as leis de co.!!_ 
servação de massa, quantidade de movimento e energia. 

O modelo físicodesimulaçãoêapresentado na Fig. 2. 

EntrocfCI cfo 
PrfmÓrio 

Vapor para TurllhtG 

Fhuo de Calor 

~~~~~--~ 
camor os Pleno• 

Fig. 2. Modelo f'lsico para simulação do gerador .de vapor 
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o equacionamento do secundário e feito con
siderando-se pares simétricos de volumes de con 
trole, conforme o esquema: 

o, .. 
onde: m z vazão em massa; 

h = entalpia especifica; 
~ taxa de transferência de calor; 
p e pressão. 

Os 1ndices "q" e "f" referem-se a perna quen 
te e perna fria, respectivamente, e os indices 
"i" e "o" referem-se ã entrada e salda dos vo

lumes de controle . 
As equações apresentadas a seguir foram de

senvo lvidas para um volume de controle do lado 
da perna quente. 

A conservação de massa impõe: 

( 1 ) 

O balanço têrmico, nos volumes de controle, 
fornece: 

h 
qo 

h 
qo 

A 1 • m . h i + ~ - 7 m f h . 
__ _,9.::.1 _.:9o.:;_ _ __;9 ....... ....;;;..__,9"'--'q""l'--- , par a m f > o; ( 2 ) 1 • q -

mqo + "2' mqf 

.. mqi hqi + ~q - i mqf (h fi + 

m qo 

h ) 
fo , para mqf <o. (3) 

A pressão, na salda dos 
ê determinada pela equação 
quantidade de movimento: 

volumes de controle, 
da conservação da 

m • V • -m V*-m V - ~ K A V -y p g A t.z 
p , p . + q1. cp. qf qo qo ' q q 
qo s1. A 

(4) 

onde: A ãrea transversal ao escoamento pri.!!_ 
c i pa 1; 

t.z altura do volume de controle; 
V = velocidade do escoamento (a barra in 

dica valores mêdios no vo lume de con 
trole); 

K fator de perda de carga, incluindo 
atrito e acidentes localizados. 
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O valor de V* ê determinado pela direção do 
escoamento transversal: 

para mqf > O . 
para mqf < O 

O parâmetro y ê um indicador da direção do 
escoamento: 

y z { 1 . escoamento para cima (seção interna) 
- 1 • escoamento para baixo (seção anular) 

Equações anãlogas são obtidas para o volume 
de controle da perna fria, assim como para o e! 
coamento do fluido primãrio, embora, neste ca
so, as equações sejam simplificadas pela ine
xistência de escoamento transversal. 

Naturalmente, para os volumes de controle do 
lado do secundãrio pertencentes ã seção inter
na, hã necessidade de considerar-se a ocorrên
cla de escoamento bifãsico. Desta forma, defi
ne-se "altura de ebulição", como sendo a altu
ra (a partir do suporte principal da tubulação 
em "U") em que a entalpia do fluido secundãrio 
(para cada uma das pernas) iguala-se ã entalpia 
de lTquido saturado correspondente a pressão m_! 
dia no volume de controle. 

O tltulo do escoamento bifãsico, na sa\da de 
um volume de controle do lado da perna quente, 
ê dado por ,. 

X qo 
(Óiv)qo 

m qo 
( 5) 

onde (mvl e a vazão em massa de vapor. Comes qo 
ta definição, obtêm-se 

X qo 
hqo - h1 

hg - h.t 
( 6 ) 

sendo h 1 e h
8 

as entalpias de liquido e vapor 
saturados, respectivamente, determinadas ã pre_! 
são P 

qo 
A fração de vazios ê dada por [8]: 

a qo ( 7) 

onde v1 e v
8 

são os volumes especlficos do li
quido e do vapor saturados ã pressão P e S ê qo 
a razão de escorregamento, determinada em fun-
ção da pressão [9]. 
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o valor da vazão, mqf' do escoamento trans
versal ê obtida iterativamente, ~mpondo-se 

Fazendo-se 

obtem-se 

âP 
q 

p = p qo fo 

p • - p ~ (~ )n q1 qo q 

.l 
• (llP )n 
m "' ..:__g,_:_ 
qf 2 n. 

qi 

(8) 

(9) 

( 1 o) 

Esta expressão ê usada para o refinamento de 
mqf' A constante n foi determinada experimen
talmente, tendo seu valor compreendido entre 2 

e 3. 
A taxa de transferência de calor, Q , entre 

_q 
dois volumes de controle adjacentes, e determ~ 
nada através da diferença logar\tmica mêdia de 
temperatura e do coeficiente global de troca 
calor. No cãlculo deste coeficiente global, e 
levado em consideração o regime de troca de c~ 

lor, sendo admitidos quatro mecanismos: conve~ 

ção forçada, ebulição subresfriada,ebuliçãoem 
massa, e vaporização por convecção forçada, con 
forme esquematizado na Fig. 3. 

S• pÕo Anular 

1 

l 

Voao da Prauõo 
do eerom da V.por 

t Elcoam•nto do 
Primário 

Ebullc:ào 
Subr .. trlodo 

Corcopa ln~r~ PoraiY da T\ollol 
...... ... "u" -

Fig. 3 - Representação esquemática dos regimes de •. oca 
de calor no gerador de vapor 
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No caso de convecção forçada utiliza-se a CO!_ 
relação de Dittus Boelter [10] para a determ! 
nação do coeficiente de filme . . ocorrendo ebul! 
ção (subresfriada ou nucleada) , a temperatura 
externa da tubulação em "U" e calculadapelaco!. 
relação de Thom [9] , sendo o coeficientedetr~ 
ca de calo r determinado atraves · desta tempera
tura. Para elevadas frações de vazios(a > 0,9) , 
assume-se que o mecanismo de troca de c a 1 o r pa_! 
sa a ser o de vaporização por convecção força
da, utilizando-se a correlação de Schrock e 
Grossman: mencionada por Tong [11]. 

o nivel d'ãgua do gerador de vapor e defini 
do como sendo a altura na qual a fração de va
zios do secundãrio atinge 90%, conforme proce
dimento de Land e Steitler [5]. 

A razão de recirculação, R , e dada por 
r 

R 
r. 

onde 

m 
t" 

m 
s 

( 11) 

[ g]t m = A 2 
p (P - P ) + z p3 

r cr x-- r so si cr r c r 
( 1 2 ) 

com os Tndices r e cr referindo-se ã ãgua de r! 
circulação e ao canal de recirculação, respec
tivamente. 

Baseado neste modelo, foi desenvolvido o pr~ 
grama GEVAP em linguagem Fortran .. Maiores deta 
lhes sobre o modelo desen~lvido e o programa 
GEVAP podem ser encontrados na referênc ia [6]. 

RESULTADOS 
Aplicações foram feitas para os geradores de 

vapor projetados pela KWU, da Ce ntra l Nuclear 
Almirante Alvaro Alberto, Unidade II, em cons
trução em Angra dos Reis, Brasil, cujos dados 
pri ncipais são apresentados nas Tabelas 1 e 2. 

Tabela 1. Dados Geométricos do Gerador de Vapor 

Altura total da tubulação em "U", ft 
Numero total de tubos da tubulação em "U" 
Diâmetro interno dos tubos, ft 
Diâmetro externo dos tubos, ft 
Diâmetro interno da curvatura em "U", ft 
Diâmetro externo da curvatura em "U" , ft 
Diâmetro interno da carcaça interna, ft 
Diâmetro externo da carcaça interna, ft 
Diâmetro do vaso de contenção, ft 

34,203 
4086 

0,0643 
0,0722 

0,689 
9,795 

10,335 
lo ,466 
11 ,375 

Tabela 2. Condições dos Fluidos Primãr io e Secundãrio 

PAAAMETRO PRIMAR! O SECUNDMIO 

Vazão em massa (lb/s) 10365,5 11 36,2 

Pressão na entrada (psia) 2273,6 981,7 

Entalpia na entrada (Btu/1b) 640,0 402 ,0 

Temperatura na entrada (OF) 619,0 424,4 

Titulo na saida (%) - 99,1 
'----· 

Alguns testes preliminares com o programa 
GEVAP foram realizados para verificar-se a in
fluência do numero de divisões, N, na altu r a 
da tubulação em "U", nos princfpa~s parâmetros 
do gerador de vapor. Esta influência , na ental 
pia de saida do primãrio, na pressão da ãg ua de 
alimentação e na razão de recirculação , e apr! 
sentada nas Figs. 4, 5 e 6, respectivamente. 

sa5 r------,r-----~,r-----~,r-----~,----~ 

"po ~------rr------------- -o--- -- --0--.Q. __ -::..: 
(Btu/lb ) o O 

553 L------~~ ----~'------~'------~----~ 
o 5 10 N 1a 20 211 

Fig . 4 - Influência de N na entalpia de saida do primãrio 

p 
li I

( p ti4} 

I I I I 
-

-

o o 
975 t=-- ----~-- - --- ~------~------ -~-,-o----_ 

o lO 
N 

15 20 25 

Fig. 5 - Influência de N na pressão da ãgua de a 1 imentação 

9.0 I I I I 

a.o F--- _____ Õ _____ - õ-- -- ---o------ -o- -u---:::: 

R r 
7.0 f-

o 
I 6.0 I I I 

o lO 15 20 
N 

Fig. 6 - Influência de N na razão de recirculação 

.. 



Considerando-se que o tempo de CPU cresce de 
forma linear com N e que a divisão, a partir de 
10 volumes de controle apresenta resultados pr! 
ti camente invariantes, recomenda-se N = 10, pa
ra os usuãrios do GEVAP. 

A Tabela 3 apresenta uma comparação dos re
sultados obtidos com os dados fornecidos pela 
KWU, para condições nominais de operação, com 
N = 1 O. 

Tabela 3. Resultados Obtidos e Comparação com Dados da KWU 

KWU Presente Diferença 
Trabalho Percentual 

Queda de 
(psi a) 

pressão total 33,35 24,42 -26,8% 

Entalpia na salda do ge 
rador de vapor (Btu/1 b) 553,90 553,92 O,OOS 

Temperatura na salda do 
gerador de vapor (Of) 555,98 555,09 0,02% 

Pressão da ãgua de ali-
mentação (psia) 981 ,65 976 '19 -0,56S 

Queda da pressão 
(psi a) 

total -13,15 2,46 +118% 

Entalpia da mistura que 
alimenta a turbina 1187,34 1187,12 -0,02% 
(Btu/lb) 

Temperatura da mistura 
544,ÍO que alimenta a turbina 541,53 -0,47% 

(OF) . 

Taxa total de calor 
transferida secundário 892305,0 892049,0 -0,03% 
(Btu/s) 

Razão de recirculação - 7,90 -

As diferenças observadas nas quedas de pre! 
são foram causadas devido ã necessidade de es
timar-se os fatores de perda de carga localiz! 
da, não fornecidos pelo fabricante. 

Diversos testes foram realizados com o in
tuito de observar-se a influência das condições 
de entrada dos fluidos primãrio e secundário, 
individualmente. Variando-se a entalpia es~ecf 
fica do fluido primãrio na entrada do gerador 
de vapor, h . , pode-se verificar através da Fi 

Pl. 
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gura 7, que a taxa de calor total transferida 
no gérador de vapor, O. varia relativamente 
pouco, para a faixa de entalpias de 610 a 670 
Btu/lb. Assim, deve-se esperar que a diferença 
de temperatura media entre os fluidos primãrio 
e secundãrio mantenha-se aproximadamente cons
tante . Este fato, entretanto, provoca grandes 
variações na pressão da ãgua de alimentação, 
conforme apresentado na fig. 8, assim como mo
difi~ações sensíveis nas alturas de ebulição, 
mostradas na Fig. 9. 

O aumento da temperatura do secundãrio com 
o acréscimo de hpi' provoca uma diminuição na 
densidade da ãgua de recirculação, o que acar
reta, por sua vez, num decréscimo da razão de 
recirculação, fato este mostrado na Fig. 10. 

900 

õ .,o-3 

(l!tu/a} 

890 

600 6~0 67~ 

hp; ( 8tu/lll) 

Fia. 7- Influência de h . na taxa de calor total 
transferida no Pl gerador de vapor 

1100 

Pai 
(pelo) 

900 

800 
600 62& 6~0 

h . ( 8tu/lb) 
PI 

67~ 

700 

700 

Fig .8- Influenciadeh. na pre:>~3odaãguadealimentaçà:J 
pl 

16 

TOO 

Fig. 9- Influencia de h . nas alturas de ebulição 
pl 
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8. !5 

R, 

8 ·0 

7.:1 

600 62:1 6!50 67:1 700 

hp; ( Bru /lb) 

Fig. 10 - Influência de h . na razão de recirculação 
pl 

Variando-se a vazão da água de alimentação, 
m . observa-se, na Fig. 11, o comportamento da 

81 
taxa total de calor transfer ida no gerador de 
vapor, O. Este comportamento, obviamente, con
duz a um decréscimo da entalpia do fluido pri
mário na saida do gerador de vapor,h , com o 

po 
aumento de m . , conforme mostrado na Fig. 12. 

81. 

Constata-se , ainda, através das Figs. 13 e 14, 
que, tanto a pressão da água de a 1 imentação, 
Psi' quanto a razão de recirculação, Rr' dimi
nuem quando m

8
i cresce. 

9,0 

O• 10-3 

( Blu / e ) 

8!50 

800 

lO 11 12 

m.r 1o-2!1bl•, 

Fig. 11 - Influência de m . na taxa de calor total 
81. 

transferida no gerador de vapor 

lO 11 I 2 

m,;· 1o-2c rb ;, , 

Fig. 12 - Influência de m81 na entalpia 
de saida do primário 

13 

41 

10!50 

P,; 

(pelo) 

8!50 

lO , 12 I !I 

• ·2 m_1x 10 (f b /1) 

Fig. 13 - Influência de m . na pressão da água 
81. 

8.0 

R r 

7., 

7.0 

lO 

de alimentação 

, 12 15 

m,;x I0-
2 Cib/al 

Fig. 14 - Influência de m . na razão de reei rcul ação 
Sl 

A influência da obstrução parcial da tubul! 
ção em "U" nos principais parâmetros termohi
drãulfcos do gerador de vapor ê de fundamental 
importância para a operação da usina ao longo 
de sua vida util. Desta forma, mantendo-se o t.! 
tu1o de 99,12: do vapor que alimenta a turbina e 
bloque ios parciais variáveis da tubulação, ob
servou-se queataxa total de troca de calor en 

5000 

.! • 
r--" entrada do primário 

o ----<o - o o 
~ 22,0 
o ... • • 
E uoo 

1000 

9t!O 

900 

8!50 

o lO 20 5 0 40 
Fropoo de Tubo a Obatruidoa C%) 

Fig. 15 - Efeito da obstrução dos tubos nas 
pressões do sistema 



tre primãrio e secundaria permaneceu inaltera
da. No entanto, verificaram-se grandes reduções 
na pressão do vapor que alimenta a turbina as
sim como maior queda de pressão no primãrio, uma 
vez que ocorre uma aceleração no escoamento, d! 
vido ã menor ãrea de escoamento disponivel. E! 
tes efeitos podem ser observados na Fig. 15. 

As quedas de pressão do secundãrio decorre 
ram da necessidade de aumentar-se a difere nça 
da temperatura entre os fluidos primãrio e se
cundãrio, uma vez que a ãrea de troca de calor 
sofreu uma redução e a taxa total de troca de 
calor deve permanecer constante. As distribui
ções de temperatura do primãrio e do secunda
rio, para os casos de operação nominal e com 
40S de tubos obstruidos, são mostradas na Fig . 
16. 

620 

600 

580 

T 
( ' F) 

.560 

.540 
Secunclórlo 

520 

o.oo 0 . .50 0.7.5 1.00 
Z I Z, 

Fig. 16 - Distribuição de temperatura dos 
fluidos primaria e secundãrio 

São observadas apenas pequenas variações, ao 
1 ongo do escoamento, nas condições do prima ri o, 
mantendo-se, no entanto, a mesma condição de 
saTda. Quanto ao secundãrio, as variações são 
bastante acentuadas, observando-se uma diminu! 
ção da tempera tu r a com o aumento da fração de 
obst rução, ocorrendo assim, um aumento da dif! 
rença mlnima de temperatura entre os fluidos pr.!_ 
mario e secundârio , AT , denominado de "pi nch-

m 
-poin.t•. 
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A Fig. 17 apresenta a variação da vazão de 
fluido se cundãrio pelo lado da perna quente, ao 
longo da altura da tubulação em •u•. Constata
-se que tal vazão e sempre maior que a do lado 
da perna fria. No entanto, com o aumen t o da fr! 
ção de tubos obstruidos, hã uma tendência a di 
minuir esta vazão. 

1.00 

0.711 

o. e o 
z 
z, 

0.2!1 

Fra~io el e Tubo• Obetrulcloe 

• --0.0% 

+ --- 20% 
• ------ 4 0 % 

O.OOL---~----~--------~--~~~~~~~ 
o.eo o.oz o.M o.ee . o.se o.so o.s2 o.•• 

~ I 

Fig. 17 - Distribuição da vazão do secundãrio 
pelo lado da perna quente 

COMENTAR lOS 
O desenvolvimento de modelos numéricos para 

simulação de equipamentos e componentes, nu cl! 
ares representa uma etapa 1ndispensãvel no es
tabelecimento de ferramentas de projeto a se
rem utilizados pela indústria nuclear. Com res 
peito ao gerador de vapor, o modelo desenvolv.!_ 
do demonstra que a existência de escoamento 
transversal afeta sensivelmente as vazões do se 
cundirio nos dois ramos dos tubos em •u•, im
pondo, assim, restrições aos modelos que ado
tam escoamento completamente homogeneizado no 
secundár i o. 

Deve-se ressaltar, ainda, que o programa GEVAP 
pode se constituir em útil instrumento para a 
determinação da ãrea de troca de calor necess! 
ria para se obter condições de entrada e saida 
dos fluidos primãrio e secundãrio, previamente 
~stabelecidos. 

Nenhum esforço foi empreendido no sentido de 
se simular o comportamento dos separadores e S! 
cadores de vapor. 
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SUMMARY 
Generally, "U" tube steam generators with natural internal recir
culation are used in PWR power stations. ln the present work, a 
thermalhydraulic model is developed for simulation of such compo
nents, in steady state. The flow of the secondary cycle fluid is 
divided in t.wo parts individually homogeneous, allowing for heat 
and mass exchange between them. The secondary pressure is deter
mined by defining the moisture of the of the vapor that feeds the 
turbine. This model is applied to the Angra II steam generator, 
operating in nominal conditions and with tubing partially plugged. 



RIV8rCMec, Rkl de .Mneiro, V. IV, n9 4, 1982, pP. 45 • 50 45 

RENDIMENTO DE MÁQUINAS TÉRMICAS ALIMENTADAS 
POR FONTES DE CAPACIDADE CALORÍFICA FINITA 

BORISAS CIMBLERIS 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA TÉRMICA - UFMG 
PAULO CtSAR DA COSTA PINHEIRO 
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA TÉRMICA - UFMG 

SUMARIO 

A lú.pÕ.tv.6v de lll'AI?.Itva.tô..Uo de ca.to11. .i.n6w.to não v Jt.e.all..!..ti.c.a. em contli.çõu .tVVtu.tJt.u 

e fXIJta o~ c.i.cto~ comUJ1.6 . En~ a. ü.teJttt.tulta tem ne.gügenc.i.ado tal. 61Lto . adnt.i.ti.!!_ 

do que o 1tend.úrle.nto de m(iqu.inM op(1)Utndo com 6ort-te ~.i.n.Ua, lt.e.v~Zvel., é. o de ClliU1o.t. 

A veitdade ~ que tal 11.end.úrlen.to nao ~ alcançado, con6o~e demort4tAalt.emo4 

SIMBOLOGIA 
C capac idade calorifica 

CD 
K constante politrÕpica K = ~ 
Q calor Cv 

R constante 
T11 temperatu ra máxima do fluido operante (K) num 

sistema mono-cíclico 
T1N temperatura máxima do fluido operante (K) num 

sistema pol iciclico (com,N ciclos) 
Tf temperatura da fonte f;ia (K) 

Tq temperatura da fonte quente (K) 

W traba 1 ho 
nc rendimento de Carnot 
n(N): rendimento do policiclo 
nv01 : rend imento volumétrico 

IHTRODUÇAQ 
A base clássica da discussão do rendimento das má

quinas térmicas é o ciclo de Carnot, cujo rendimento é 

máximo. Entretanto, a máquina de Carnot, irrealizável 
já pela sua natureza reversível, não admite nem aproxi
mações viáveis no mundo real, por mais de um motivo . 

O ramo adiabãtico do cic lo de Carnot implica em 
uso de volumes enormes na expansão. Se definirmos a ra
zão dos trabalhos como trabalho liquido por ciclo divi
dido pelo trabalho realizado na expansão, esta razão t~ 
rã um valor muito baixo para o ciclo em questão. 

Os processos de expansão da máquina de Carnot são 
a isotérmica de absorção de ca lor (isotérmica quente) 

mais o processo de expansão adiabãtica. Nesta máquina 
ideal, o trabalho de compressão adiabãtica é igual ao 
de expansão ad:abâtica, portanto se cancelam. O traba
lho líquido ê-o da expansão isotérmica , que é pequeno 
em relação ao de expansão adiabãtica. Se considerarmos 
a máquina real de Carnot , a sua razão dos trabalhos é 
diminuída ainda mais devido ãs irreversibilidades, nota 
damente ao atrito mecãnico. 

Presentes as irreversibilidades , elas podem ser 
obviadas utilizando processos infinitamente lentos, e o 
rendimento máximo pode ser alcançado no ciclo assim to~ 
nado reversível. Pesquisas recentes sobre o rendimento 
õtimo de máquinas térmicas operando em tempo finito mos 

. 1 - - . 1 1 tram que o c1c o de Carnot, neste caso , nao e ot1mo. • 
Entretanto, não abordaremos aqui a Novel Termodin~ 

mica do tempo f inito, deixando este importante desenvol 
vimento para um outro trabalho. O nosso tema é o uso de 
fontes de capacidade calorífica finita, que também ne
cessita de revisão, tendo sido tratado até agora um ta~ 
to perfunctoriamente na literatura. Tem sido admitido 
tacitamente que o rendimento de máquinas operando com 
fonte finita, reversiveis, é o de Carnot. A verdade é 
que tal rendimento não é alcançado neste caso, conforme 
demonstra remos. Outras consequências importa ntes resul
tam de uma análise mais detalhada. 

FONTES FINITAS 
Consideremos uma máquina de Carnot operando entre 

dois reservatõrios com as temperaturas, respectivamente, 
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rq e rf (alta e baixa). O rendimento térmico, no caso 
de operação reversivel é o de Carnot. 

Neste contexto, a fórmula (1) é impecável. 

TF 

Fig. 1 Tz 
Entretanto, na interpretação comum, as temperatu

ras dos reservatórios identificam-se com as temperatu
ras mãxima e miníma de um fluido operante, a temperatu 
ra miníma é praticamente igual ã do reservatório frio~ 
ou ã temperatura ambiente, que pode ser suposta fixa. 
O que realmente importa ê definir a fonte de calor. 

No caso de uma chama, caso das fornalhas de cal
deiras, a temperatura do reservatório ou fonte e muito 
mais alta do que a do fluido operante. E porisso que o 
rendimento teórico baseado na temperatura da chama é 
muito superior àquele baseado na temperatura mãxima de 
água. Distingamos, pois, a temperatura da fonte r . 

q 

A fonte transfere calor ao fluido operante, no 
seu ponto de temperatura máxima, r1. A hipótese de fon 
te finita, ou reservatório de calor , que se faz na li
teratura corrente, obviamente não e realistica em con
dições terrestres e para os ciclos comuns. Suponhamos, 
portanto, a fonte finita. Neste caso a sua temperatura 
cai ao ceder calor, de rq para r1. Cessando a fase de 
transferência de calor, afasta-se a fonte do fluido . 
Sendo C a capacidade calorifica constante da fonte, o 
calor transferido ê C{T - r1). 

- q 
Esta e a quantidade de calor que pode ser trans-

formada em trabalho, com um rendimento n: 

Tl c 

Seja r, bem próxima de rq. A quantidade de calor 
transferida ã máquina serã pequena (Tq - ·T1 pequena), 
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mas a sua conversão em trabalho dar-se-ã com alto rendi 

mento. Se, ao contrãrio, r1 for baixa {próxima a rf)' 
haverã maior transferência de calor ã máquina , mas a 
conversão se fará com rendimento baixo. 

Pode-se subdividir o ciclo em ciclos infinitesi 
mais ou finitos de Carnot, implicando em uma sequência 
de reservatórios. O rendimento, no caso da subdivisão, 
não e igual ao do ciclo de Carnot Ünico. -Antes de abor
dar este caso, é necessário analisar o ciclo indiviso. 
CICLO DE MAQUINA ONICA 

Num ciclo de máquina de Carnot Ünica , o trabalho 
efetuadÇ> e 

{2), 

ou 

{3) 

T q poder i a ser a temperatura da chama e T f a tempera tu
ra ambiente; ê razoáv~l considerá-las como fixas. A va
r iável serã r1, a temperatura "quente" do ciclo. Vamos 
maximizar o trabalho em relação a r1. A equação a resol 
ver e 

(4) 

Donde o valor Õtimo de T1: 

opt r, =· vrqr; (5) 

onde a segunda unidade do subscrito indica "uma máquina 
única". A so lução da média geométr ica, obtida acima,não 
é nova . 

No caso de máquina única, é rejeitada a quantidade 
de calor C(T1 - Tf} , que poderia servir de fonte a um 
processo externo "mais baixo"·. Se este processo incorp~ 
rar vãrias máquinas, e estas apresentam rendimento õti
mo, o aproveitamente deste calor serã o melhor possivel. 

Calculando o trabalho produzido por um número arbi 
trãrio de máquinas otimizadas , o trabalho mâximo possi
vel corresponde a um número infinito de ciclos de Car
not (N .. "'). 

Concl uímos que não é possivél obter o rendimento 
de Carnot para uma fonte de calor finita, mesmo usando 
um número infinito de máquinas de Carnot sequenciais. 

A seguir, demonstrados os re~ultados acima, defini 
mos o ciclo reversivel que obtêm o rendimento máximo a 
partir de um reservatório quente finito. 
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SEQUENCIA OE CICLOS DE CARNOT 
Sejam N ciclos de Carnot superpostos, ou seja, ca

da um servindo de fonte para o seguinte, atê chegar na 
temperatura ambiente, conforme fig. 2. 

Fig. 2 
Fonte inicial a Tq, suprindo calor da máquina 1 a 

r1N. Esta fonte ê desligada da i-ma máquina a riN' tor
nando-se então a fonte da máquina (i + 1)-ma. 

Assim, a temperatura alta do primeiro ciclo (fig. 
2)r1 torna-se a temperatura de fonte do segundo ciclo, 

rq2· 

(6) 

para 1 ~i~ (N- 1), N sendo o número total de ciclos 

na sequência. O trabalho produzido pelo i -mo ciclo ê, 
usando a equação (3). 

w1 " /rqi + rf - Ti -~] (7) l ri 

O trabalho total da sequência de N ciclos ê 
N 

W(N) = ~ Wi (8) 
i=l 

Usando ( 6), (7), vem 

N r . rf 
W(N) = c E (- ......9..!.._!) + CTfN '+ crq- CTN 

i=l r; 
(9) 

Interessa-nos o conjunto {r1, r 2 ... rN) das temperaturas 
"altas", que maximiza o trabalho total W(N). Notemos 
que a única variável independente ê a primeira tempera
tura r1. A última; rN ê otimizável pelo problema da má
quina única; r2• pelo problema do (N- 1)-mo ciclo e 
assim por diante; ou seja. ri pode ser otimizada inde
pendentemente das máquinas de 1ndice inferior a i· 
Como caso mais simples, consideremos o de dois ciclos. 
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Teremos 

W{2) 
r rf r1 rf 

- C _q_ - C -- + 2Cr + cr - CT r T f q 2 
1 2 

(1 Ol 

Ora, o valor õtimo já foi obtido para r2 

( 11) 

(11) fixa a temperatura alta do segundo ciclo, T2; en
tão opt r12 ê solução de 

dW(2) = JT r /(T )2 - ,rr;rrqf l = O 
drll l q y I 11 v r- (12) 

( 13) 

Seguindo o mesmo racioclnio para os ciclos descen
dentes.podemos, otimizando todas as temperaturas altas, 
achar o valor Õtimo de r1N: 

opt T = [(r rr ]w.h = r [rzl.Jr (14) lN q f q r 
Q 

A equação (2) foi demonstrada para N = 1 e 2 pode ser 
demonstrada, por indução, para N qualquer. Se cada um 
dos ciclos pode ser otimizado independentemente dos ci
clos de indice mais baixo, podemos começar pelo ciclo 
N-mo, prosseguindo com N-1, N-2 ... 2. Admitindo (14) ver 
dadeira para a sequência de 1 ... (N-1), a temperaturas~ 
perior õtima para um ciclo de indice i• 2 ~ i ~ N, será 

'" r, . r,, ( ~:, J ,.',,, 1 ISJ 

Para introduzir a variável principal r 11 façamos = 2, 
utilizando a eq. {6). 

(16) 

O passo seguinte ê o caso 3 ~ i ~ N. Por indução, 
para o ciclo {i - 1)-mo. 

(17) 

Substituindo este valor em (15), em função de r 11 
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e ê menor do que W(""), como era de esperar 

RENDIMENTOS 
(18) O rendimento do ciclo múltiplo ê 

(18) pode ser usada na expressão do trabalho total dos N 

ciclos (9). 

W(N) = ( 19) 

Este trabalho pode ser otimizado em relação a r11 • 

O resultado ê 

T Tf Tf N c .q - -o 
[ 

N-1 l 
,,, '"' (,,, '") -

(20) 

Desta equação, o valor de opt r1N reproduz a eq. 14. 

Com a fonte inicial a T , o trabalho máximo obteni 
q -

vel para a sequência de N ciclos serã 
1 

W(N) = C [- (N + 1 )Tf (~) N+T + NTf+ Tq] ( 21) 

O limite superior desta função corresponde a N ~ ~. 
A fim de separar os termos em N, escrevemos (21) sob a 
forma 

c(r,-t,-t,~N•'I[(?,) .h_,]] W(N) 

e lembramos que 

obtendo 

1 
N 

1 im N(x -1) ,.._ .2.nx 
.. 

(22) 

(23) 

W("") = C ( Tq - Tf - Tf R.n ~) (24) 

Este é o trabalho reversivel mãximo que pode ser 
extraido do reservatório de capacidade finita, e que ê 
igual ã exergia inicial do sistema ã temperatura T . Es 

q -
ta exergia ê 

(Tq Tf 
W = C )T ( 1 - r ) dT ( 25) 

Tf 

O trabalho mãximo que poderia ser obtido a partir 
do ciclo de Carnot único entre as duas temperaturas po
de ser obtido fazendo N = 1 em (21) ou combinando as 
eqs . (3) e ( 5) : 

W(l) = C (rr:;'- fr7) 2 (26) 

n(N) = ~ = W(N) 

Q C(Tq- Tf) 
(27) 

1 
ou 

T [(' )R+T - 1] n(N) a 1 - f (N+ 1) ...9. 
Tq - Tf Tf 

(28) 

Calculemos n(oo) pelo 1 imite 

n(oo) = 1 i n (N) = 1 
Tf ~ n( ~) ---N_, T - T q f 

(29) 

ou 
1 - n 

n(oo) +---c .tn (1 • n ) 
nc 

c (30) 

onde 

"c ê o rendimento de Carnot 

T - T 
n = 9 f 
c T 

q 

O rendimento em questão acha-se plotado na figura 

abaixo. 

• (N) 

0,10t-----------------ftc 

o 2 • 6 • 1 o 12 , • 16 

Uma expressão significativa resulta da 
do logaritmo em (29) em forma de somatõria: 

.. n 
n ("") " n - (1 - n ) L ...El 

c c j=l j+l 

11 (N l 

expansão 

(31) 

onde ncj ê o rendimento de Carnot de j-esimo ciclo. 
Todos os termos da somatõria são positivos, e, po~ 

tanto 
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O rendimento de uma sequência infinita de máquinas 

produzindo trabalho a partir de um reservatório quente 
finito originalmente a T , rejeitando para um reservató 

q -
rio frio ã temperatura constante Tf, serã sempre menor 

do que o rendimento de uma máquina de Carnot única ope
rando entre dois reservatórios, a Tq e Tf. 

O rendimento de Carnot clássico, que supõe reserv~ 
tõrios infinitos de calor não deve ser utilizado como 
1ndice de mérito para máquinas térmicas operando entre 
fontes finitas. 

Admitindo que a fonte fria pode ser suposta infini 

ta (atmosfera ou massa d'água), não é verdade que as 
fontes quentes usuais sejam infinitas. No motor de com
bustão interna, hã ignição intermitente de uma massa f! 
nita de gãs combustivel, altamente diluído com ar, que 
ao queimar perde calor e temperatura. No queimador de 
fornalha, hã suprimento continuo de combustlvel e uma 
chama continua, simulando um reservatório infinito. Ha
veria que examinar melhor a validade desta hipótese, em 
face das perdas de transmissão de calor e outras. 

"1<-> 
0,8 

0.6 

0,4 

0,2 

Q2 0,4 0,6 OfJ n (.e) 

Fig.4 - Rendimento térmico de ciclo com fonte fini 
ta em função do rendimento de Carnot, en

tre as mesmas temperaturas. 

O ciclo global de N máquiflas não se comporta como 
nenhum dos ciclos termodinâmicos comuns. Andresen e 
seus colaboradores construíram um ciclo reversivel que 

faz a conversão de energia de uma fonte por meio de 3 

processos reversiveis: uma adiabãtica, uma isotérmica e 
uma poli trÓpi ca. 
POLICICLO DE ANDRESEN 

Seja o reservatório frio a temperatura Tf de capa
cidade térmi ca infinita. r a ponta apropriada, obviame~ 

te, para uma rejeição isotérmica de calor. 
O reservatório quente tem a capacidade C. Temos, 

portanto, 

- dQ " C (do ponto de vista da mâquina) 
dT 

Suponhamos que o fluido operante é um gãs perfeito. Pe
lo lQ Prindpio: 

dQ " C dT + ~! dV v v (33) 

e 
dV C + Cv dt 

---v =- R-t 

Integrando, vem 

onde Vi e T
0 

são parâmetros de referência. 

49 

(34) 

(35) 

Ora, o resultado (35) define um processo politrópj_ 

c o 
P vk = const 

com k " 1 
R 

+ -
Cv·C 

Fazendo C sucessivamente igual a O, ~ . -Cv e -CP 
obtemos a adiabãtica, isotérmica . isométrica e isobãri-
ca, respectivamente. 

T p 

'~ 
2 

u 

Fig. 5 - Policiclo revers1vel a gãs perfeito 
1 " adiabatica, 2 " isotérmica, 
3" politrópica 

Para completar o ciclo, podemos juntar os dois ra
mos jâ vistos do ciclo por uma adiabática reversivel 
(compressão) . 

CASO OE FONTE FRIA FINITA 
Haveria troca da isotérmica por uma politrõpica 

R 
PVl + " const 

c + Cv 

O ciclo obtido é um híbrido entre o ciclo de Carnot 
(a isotérmica) e um ciclo de Brayton (politrópica} ou 
mesmo Otto. Para maior detalhe seria preciso definir a 
capacidade C (volume constante, pressão constante, .... ) 

O policiclo resulta duma sequência de ciclos, cada 
qual utilizando o calor de rejeito do anterior. Na prá
tica sõ existe o ciclo dual (p.ex. gás/vapor, turbina 
de gãs seguida de turbina a vapor). eventualmente o tri 
plo, (ex reator rápido resfriado a sódio, ciclo inter-



mediãrio a sôdio, ciclo de vapor). 
A vantagem, em relação ã máquina única, é evitar 

os volumes enormes na expansão e as razões de compres
são elevadas. Em contrapartida, a razão dos trabalhos e 
baixa em relação ã do ciclo de Carnot clássico : calor e 
recebido a uma temperatura inferior ã mãxima do ciclo Q 
nico. 

O rendimento, em função do volume varrido, depende 
fortemente do intervalo total de temperatura e da capa
cidade do reservatório. Definamos o rendimento volumétri 
c o 

w 

Pode-se provar que o mãximo de l'lvol corresponde a 

_R_= 

c+ Cv 
(36) 

Assim, o policiclo é apropriado ã utilização de calor 
de baixa qualidade. Para Tq/Tf alto, a razão de com
pressão é alta, tornando o ciclo sensivel ãs perdas de 
atrito no êmbolo. 

Nos processos de combustão a taxa finita, a potên
ci a mãxima que pode ser obtida tem a ver com os resulta 
dos acima. 

Os ciclos em que a troca de calor dã-se ã tempera
tura variável, tal como o Otto oi Rankine, têm rendimento 
de Carnot menores do que os c1clos em que a troca de ca 
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lor se dã isotermicamente, tal como o Carnot ou o Stir
ling. Esta aparente inferioridade dos primeiros só e 
real no caso de reservatórios infinitos. 

No caso de fontes de capacidade finita émelhor a
ceitar o calor ~ão-isotermicamente, acompanhando a qu! 
da de temperatura do reservatõri.o, do que receber o ca
lor a uma temperatura fi~a. não utilizando o resto do 
intervalo de temperatura. A politrÕpica então acompanha 
a capacidade térmica do reservatório. 

Cada um dos ciclos componentes deve operar ã maior 
temperatura possivel compativel com a sequência dos ci
clos de indice superior na sequência. 

As irreversibilidades das mãquinas reais não foram 
consideradas, e iriam baixar os rendimentos calculados 
pelo método acima. O que se fez foi estimar o efeito 
da capacidade térmica finita da fonte de calo r primária. 
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ABSTRACT 
The hypothesis of an infinite heat reservoir is admittedly unre
alistic for common cycles . However, the authors have neglected this 
fact, adopting the Carnot efficiency even for a finite source. We 
prove that the efficiency of a recersible engine operating fr~m a 
finite hot source is lower than the Carnot efficiency. 
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