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METODOWGIA AUTOMATIZADA PARA O 
CONTROLE GEOMÉTRICO DE SUPERFÍCIES 
DE PRECISÃO 

Armando Albertazzi Gonçalves Jr." 
UFSC - Departamento de Engenharia Mecânica 
Laboratório de Metrologia e Automatização 

RESUMO 

251 

Este trabalho descreve urna metodologia não convencional para medir 

erros geométricos de superficies de precisão. são apresentados re

sultados da medição de planicidade de blocos padrão. Este método é 

extendido para medição de paralelismo, ortogonalidade, constância de 

afastamento e angular entre superficies de precisão planas ou quase 

planas. 

ABSTRACT 

This work presents a non-conventional methodology to measure 

geometric errors of precise surfaces. There are presented results 

of a length gauge surface flatness. This method is extended to 

measure paralelism, ortogonality, thick and angular constancybe~ 

flat or alrnost- flat precise surfaces. 

(*I Prêmio Yehan Numata 1986 como melhor trabalho em Mecânica de Precisão no pe
rlodo (junho/85 a junho/86). 
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INTROOUÇÂO 

Medições de propriedades de superfícies de precisão, tais co

mo: planicidade, paralelismo, ortogonalidade, constância de afasta -

menta, etc., com elevada precisão, constitui um problema de difícil 

solução dentro do controle geométrico. Métodos convenci.onais pratic~ 

mente inexistem ou são caracterizados por grande morosidade e rare -

fe ição de informações . A medição de cons tância de afastamento em blo 

cos padrão (BP) é um exemplo clássico , onde além da retroação e des

gaste provocado pelo contato mecânico dos apalpadores, o processo 

norma l izado é bastante metódico e só fornece informações em cinco 

pontos notáveis, com precisão raramente melhor que 0 , 02um . 

Este traba lho apresenta um sistema não convencional, complet~ 

mente automático, para efetuar o controle geométrico de superflcies 

planas ou quase planas , com elevada precisão . Foi inicialmente idea 

lizado para medição de planicidade em BP, onde são requeridas preci

sões melhores que 0,02um . Porém, pode ser facilmente e xtendido para 

outras aplicações tais como: constância de afastamento, ortogonalid~ 

de , paralelismo e constância angular. Dispensa a intervenção do ope

rador e efetua medições absolutame nte sem contato ou "colagem" de su 

perflcies. 

O sistema dispensa o uso de componentes ópticos de prec isão e 

utiliza um padrão para compensar os erros sistemáticos provocados p~ 

las aberrações ópticas . 

são apresentados aqui seus princípios , forma de operação, com 

ponentes básicos para medição de planicidade, paralelismo , ortogona

lidade e constância angular. Resultados da aplicação desta metodolo

gia na medição de planicidade de BP são apresentados. 

INTERPEROME'I'RO DE JI.ICHBLSON 

o interferõmetro de Miche lson possui largas aplicações na me

trologia [1 a 3 ). Consiste basicame nte de um divisor de feixe e um 

par de espelhos , como mostrado na figura l a . o divisor separa o fe i

xe orig~nal em duas componentes: a primeira segue em f r ente e é re-
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FE 

fletida de volta pelo espelho A, e na volta, desviada la~eralmente, 

atingindo o anteparo. A outra componente é desviada para a direita 

pelo divisor e atinge o espelho B, sendo refletido de volta para a 

direção do anteparo. Assim, no anteparo incidem simultaneamente as 

duas componentes superpostas, havendo então interferência. 

ANTEPARO 

DIVISOR 
DE FEIXE 

IXE ~ 
~ 

ESPEL 

ESPELHO B 

HO A 

DlVISOR 
DE FEIXE 

SUPERFÍCIE A 

Fig . 1. a) Interferômetro de Michelson básico ; b) Interferômetro de 
Michelson aplicado a comparação de superfícies 

Dependendo da diferença de caminho óptico, estas duas compo

nentes podem atingir o anteparo guardando uma certa diferença de fa

se . Quando ê usada luz monocromática e coerente, esta diferença de 

fase é estável e facilmente visualizada. 

Sendo esta diferença de fase de 180°, ou côngruos, há cancela 

mento, resultando intensidade mínima, e máxima quando a diferença de 

fase é 0° ou côngruos. Estando fixo o espelho A, um deslocamento no 

espelho B provocará uma mudança de fase proporcional. Para um deslo

camento no espelho B de À/2 , sendo À o comprimento de onda da luz usa 

da, há uma variação de À no caminho Óptico provocando uma mudança de 

360° na diferença de fase entre os feixes que incidem no anteparo. 

Este efeito é comumente usado na metrologia para medição de desloca

mentos e, dependendo da prec~são com a qual a diferença de fase é me 

dida, podem ser medidos deslocamentos de até alguns metros, com pre-
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cisão melhor que poucos nanõmetros. 

Outra concepção do interferõmetro de Michelson, que permite 

comparar interferometricamente superfícies, é mostrada na figura 1~ 

Nesta, o feixe é colimado de forma a resultar em uma onda plana. De 

composta pelo divisor de feixe de forma análoga e refletida de vol

ta por cada uma das superfícies a comparar, ambas as parcelas são 
superpostas e interferem mutuamente . Como resultado, aparece no an

teparo uma imagem cuja diferença de fase é função das diferenças 

geométricas entre as duas superfícies. Tendo estas superfícies exa

tamente a mesma forma e sendo posicionadas ortogonalmente, a dife -

rença de caminho óptico e, conseqüentemente, fase, será constante, 

resultando uma imagem homogénea. Havendo uma ligeira não-ortogonal! 

dade, aparecem fran~as retas e equiespaçadas riscando a imagem so

bre o anteparo. Se as franjas apresentam algum tipo de curvatura é 

sinal de que hã diferença de forma. Geralmente estes efeitos apare

cem superpostos . 

A diferença de cota entre dois pontos que estejam sobre duas 

franjas vizinhas, é de À/2. 

Sendo uma das superficies padrão, a imagem resultante refle
te os erros de forma da segunda superfície em relaçao à primeira. 

MEDi çAo DE FASE 

Para medir a diferença de forma entre duas super fícies por 
processos interferométricos, é imprescindlvel a medição precisa de 

diferença de fase. Esta poderia ser feita simplesmente através da 

medição de intensidade luminosa resultante em cada ponto da imagem 
sobre o anteparo. Porém esta forma de medição, além de imprecisa,não 

define o sinal da diferença de fase, ou seja, se •• ou -~. 

o processo alternativo desenvolvido consiste em, através de 

um dispositivo eletro-magnético, deslocar o espelho móvel (fig. 2) 

de forma controlada, ao mesmo tempo em que é registrada a intensida 

de luminosa do ponto de interesse a cada nova posição do espelho mõ 

vel . Uma vez tendo sido calibrado o dispositivo ele±romagnético de 
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forma apropriada, controla-se o espelho para executar, por exemplo, 

uma série de 16 passos sucessivos com valor de À/32 . Como resultad~ 
provoca-se a cada passo um acréscimo de fase em toda a imagem de 

360°/16=22,5° . Sendo medida a intensidade luminosa do ponto de int~ 
resse em cada passo, obtém-se um gráfico similar ao da figura 2 . 

ELETROIMÃ 

VIGA 

ONDA 
PLANA 

SUPERFfC!E 
A MEDIR 

A 

INTENSIDADE 
LUMINOSA 

Fig. 2 . Medição precisa de fase 

Uma vez conhecido o periodo da senóide obtida, calcula-se o 

ângulo de fase ~ do ponto de interesse, a menos de um número intei
ro de voltas . 

Sendo a curva obtida equacionada por : 

Y • A + K ·sen (22,5 i+~) (1) 

discretizada por 

Yi • A+ K sen (22,5 i+~) com i=l, . .. , 16 (2) 

onde 
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1 16 
A 16 L yi (média dos 16 valores) 

i=l 

obtém-se então 

1 16 
zi yi - ·16 L Y. K sen (22,5 i+Q) 

i;=l ~ 

Observa-se que 

zi+ 4 = K sen (22,5 i+~+90) K cos (22,5 i+~) 

e 

ou 

tg (22,5 i4tP) K sen (22,5i+<j>l 
K cos (22,5i +<fl) 

1 z. 
tg- (~) - 22,5 i 

i+4 
i=l, ... ,l6 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Sabendo-se que z1 =Zi+l 6 , podem ser calculados até 16 valores 

independentes para 9, e portanto, pode ser feito um tratamento esta 

tlstico nestes valores medidos, aumentando a precisão do resultado. 

Testes mostraram que com este processo é posslvel medir fase 

com repetibilidade melhor que 10°, o que se mostra suficiente para 

a grande maioria de aplicações dentro do controle geométrico. Uma 

incerteza de +/- 5° na medição de fase resulta em uma incerteza de 

+/- 4,4nm na medição de forma. 

ABERRAç0ES ÓPTICAS 

A comparação de superfícies por processos interferométricos 

pode ser efetuada com grande precisão desde que sejam usados compo

nentes ópticos perfeitos. Esta situação idealizada está longe de 

ser a real e compromete substancialmente os resultados. 

Imperfeições ópticas de lentes, do divisor ~e feixe e do es-
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pelho móvel, conhecidas genericamente por aberrações, bem como des~ 

linhamentos, são responsáveis por distorções e erros sistemáticos na 

medição de forma . 

Felizmente, para um mesmo sistema, estas aberrações são está 

veis, ou seja, não mudam com o tempo. Podem ser levantadas com o uso 

de uma superfície padrão de qualidade adequada: os "erros" de fo.rma 

medidos para a superfície padrão representam exatamente o somatório 

das aberrações totais do ·sistema. Uma vez levantadas estas aberra

ções, podem ser convenientemente armazenadas e posteriormente com

pensadas. 

Assi.m, ao medir uma superfície qualquer por este processo, 

deve-se compensar este erro sistemáti.co, ou seja, abater do erro de 
i 

forma encontrado a parcela correspondente às aberrações. Esta oper~ 

cão pode ser grandemente facilitada por meio de armazenamento digi

tal de dados. 

O SISTEMA DE MEDiçAO 

A figura 3 ilustra os módulos do sistema de medição de plan~ 

cidade desenvolvido. Consi.ste basi.camente de um interferômetro de 

Michelson computadorizado. 

A fonte de luz é um laser Hélio-Neôni.o com À=0,6328 m filtra 

do e colimado convenientemente de modo a se obter uma onda plana. 

o i.nterferômetro de Mi.chelson é de forma si.milar ao da fi.gu

ra 2, portanto já di.scutido . o deslocamento do espelho móvel é con

trolado por um di.spositivo eletro-magnético, e varia linearmente p~ 

ra pequenos deslocamentos com a tensão aplicada sobre este por meio 

do conversor digital/analógico (D/A), que por sua vez, é controlado 

pelo computador. 

o bloco padrão é posicionado sobre uma mesa contendo guias 

apropriadas e dispositivos de ajuste fino para facilitar a tarefa de 

reposicionamento. 
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VIGA 

FILTRO 

LASER He Ne 

). = O, 6328 1UD 

SISTEMA DE 

PLOTADORA 
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ELETROII'".Ã 

~IMÃ 

BLOCO 
PADRÃO 

CONVERSOR D/A 

CONVERSOR A/D 

Fig . 3 . Sistema de Medição de Planicidade 

Uma lente objetiva é usada com o intuito de ampliar a imagem 

da interferência, de modo a torná-la com tamanho convenie nte 

sua análise. 

para 

Uma plotadora adaptada , na qual a pena é substituída por um 

fotodetetor, é usada como digitalizadora [4) . Por software, as pos! 

cões dos quatro vértices da imagem sobre sua á rea útil são informa

das . Uma vez tendo sido definida uma malha de discretização sobre o 

bloco padrão, a plotadora, corrigindo o efeito de perspectiva, pos! 

ciona o fotodetetor sobre a posição correspondente na imagem a cada 

ponto da malha definida. O conversor A/D transforma o sinal de ten

são emitido pelo fotodetetor em um dado digital inteliglvel ao mi

crocomputador . 

n microcomputador controla a tensão sobre o dispositivo ele

tro-magnético, a posição XY do fo todetetor e mede a intensidade lu

minosa. 



Rev. SrMec. Rio de Janeiro, V. IX, n9 4 - 1987 269 

MEDIÇAo DE PIJ\NICIDADE 

o software utilizado é constituído de várias etapas . Inicial

mente, a malha é definida e a posição da imagem sobre a plotadora é 

informada ao computador. Este, por sua vez, desloca o fotodetetor p~ 

ra a região da imagem correspondente a cada ponto da malha definida 

sobre o bloco padrão. Em cada posição, procede-se um ciclo de incre

mento de 16 níveis de tensão sobre o eletroimã, provocando incremen

tos de deslocamentos de Ã/32 e , conseqüentemente, variação de fase 

de 22,5° a cada incremento. Com estes dados, e o procedimento descr~ 
to no item 3, calcula-se, a menos de um múltiplo inteiro de 360°, a 

fase ~ de cada ponto da malha. 

Uma vez calc4lada a fase relativa de cada ponto da malha, es 

tes são convertidos em cotas (distâncias) pela rel~ção: 

(10) 

Inclinações e translações nas cotas medidas são eliminadas 

ajustando-se ao conjunto de pontos (Xi' Yi' Zi) o melhor plano segu~ 

do o método dos mínimos quadrados . x
1 

e Yi são as coordenadas do po~ 

to "i" da malha e zi sua cota calculada por (101. A equação do plano 

ajustado pelos mínimos quadrados é da forma : 

f(Xi,Yi) = A X. 
l 

+ B Y. 
l. 

+ c 

onde A, B e c são calculados por : 

n n n 
l: X~ L X.Yi I x1 

A 
i=l l. i=l l. i=l 

n n n 
I Xi Yi \ y' ~ y B 1.. 

i;l i l 
i =l i=l 

n n 
í xi I y i n c 

i=l i=l 

sendo "n" o numero total de pontos da malha . 

n 
Y. x.z. 

i ~l l l 

n 
L Y.Z. 

i =l l l 

n 
í z. 

i ~l l 

{111 

(121 
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Desta forma, as distâncias dos pontos Zi 's ao melhor plano 

(6il refletem os erros de planicidade da superflcie ensaiada em re
lação à superficie padrão, porém estarão ainda acrescidos de erros 

provocados por aberrações . Calcula-se 61 como sendo: 

Para conhecer precisamente os erros provocados por aberra

ções ópticas, usa- se uma superficie plana padrão com erros de plan! 
cidade pelo menos cinco vezes menores que os erros da superfíc ie a 

analisar. Esta superfície é então medida pelo sistema. Os "erros " 

de planic±dade encontrados para esta superfície plana padrão são ~ 

tamente os erros provocados pelas aberrações ópticas como um todo. 

Desde que a disposição seja mant ida, os erros provocados pe

las aberrações ópticas constituem um erro sistemático constante e 

conhecido, podendo facilmente ser compensado. Para tal, a superfí

cie de i nteresse é medida pelo sistema, as cotas sã~ calculadas, e 

o erro sistemático corresponde às abexrações é subtraído para , em 
seguida, serem calculados os erros de planicidade em relação ao me

lhor plano ajustado pelo método dos mínimos quadrados . 

MEDICÂO DE BLOCOS Pl\DRAo 

uma vez constituído o sistema descrito, foram efetuados tes
tes e ensaios de planicidade em blocos padrão . 

Como padrão de planicidade, foi usado um bloco padrão de 

25,000mm, classe O, com erros de constâncias de afastamento da or

dem de O,Ol~m, segundo certificado emitido pelo IPT e confirmado p~ 

lo LABMETRO . 

os erros de planicidade medidos, correspondente às aberra-
cões ópticas, são representados na figura 4. O referencial zero ado 

tado para as curvas de nível corresponde ao valor médio encontrado, 
sendo que assim sempre existem valores positivos e valores negati

vos. Uma translação deste referencial para o valor de nlvel mínimo 
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é desejável em alguns casos . A vista em perspestiva mostra o retân

gulo tomado como nlvel. igual a zero e, em relação a este, é desenh~ 
da a malha correspondente à superflcie deformada . Neste caso, esta 

representação não possui significado flsico, apenas fornece dados 

sobre a magnitude das aberrações ópticas . Foi selecionada uma malha 

de 8 x 4 nós. 

Uma vez encontrado o erro sistemático, foi medida a planici

dade de alguns blocos padrões . A figura 5 mostra os resultados de 

testes de repetibilidade efetuados em blocos padrão. o erro máximo 
de repetibilidade encontrado neste caso foi da ordem de O,Olum. Es

tas medições foram efetuadas em um bloco padrão de 75mm. 

Fig. 4. Aberrações ópticas (um) 

A figura 6 mostra os resultados da medição de planicidade em 

um BP de 75mm grau 2. Nota-se a presenc.a de uma reg i ão mais alta na 

parte esquerda do BP . Embora pertença ao grau 2 , onde são aceitos 

erros de constância de afastamento de O,lSiJm, o erro máximo de pla
nicidade encontrado foi pouco superior a O, OSum. 
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~):']:: 
-O.Oi 0,00 0,00 -QOL 

Fíg. S. Testes de Repetibílidade em um BP de 75nun Cum) 

{_ J-o.oi 

Fig. 6 . Erros de planicidade de um BP d~ 7Smm - Grau 2 (~m) 
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Os resultados da figura 7 correspondem aos erros de planici
dade medidos nas duas faces de um BP grau 1 de 70mm. 

•0,0! 

Fig. 7a. Erros de planicidade nas duas faces de um BP de 70mm (~m) 

Fig . 7b. Erros de planicidade nas duas faces de um BP de 70mm (~mi 
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Os erros de planicidade medidos em BP se mostraram bastante 

reduzidos, mesmo para BP de grau 2. Entretanto, estes erros são 

grandemente multiplicados quando são formadas composições com BP c~ 

lados. A figura 8 mostra os erros de planicidade da composição for

mada pelos BP de 25,000 e l,OOlmm. Os erros de planicidade passam 

de cerca de O,OS~m para valores de até 0,25wm, ou mais. Este fenõm~ 

no se dá em função do ajuste não uniforme entre as duas superfícies 

no momento da colagem dos BP, provocando ligeira flexão . Uma segun

da medição foi efetuada neste conjunto , após um novo reposicioname~ 

to, e , em relação à primeira, foram feitas comparações e mostraram 

excelen tes repetibilidade (fig. Sa e 8b). 

Um Último resultado é mostra do na figura 9 . Neste caso, os 

erros de planicidade são de uma composição de um BP de 25,000 e ou

tro de l,OlOmm colados pelo mesmo operador, nas mesmas condições. 

Neste caso estão presentes e rros de planicidade mais acentuados. 

Fig. Sa. Erros de planicidade e testes de repetibilidade da compos! 
ção dos BP de 25,000 com l,OOlmm colados (~m) 
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Fig. Sb . Erros de planicidade e testes de repetibilitlade da campos~ 
cão dos BP de 25,000 com l,OOlmm colados (um) 

Fig. 9. Erros de planicidade da composição dos BP de 25,000 ~om 
1,010mrn colados (~ml 
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EXTENs.A.O DA METODOLOGIA 

A metodologia apresentada mostrou-se bastante efici.ente para 

a medição de planicidade de superfícies espelhadas de precisão,tais 
como BP, espelhos, vidros e lâminas de precisão. Entretanto, super

ficies quase planas, com elevado raio de curvatura, podem ser comp~ 

radas interferometricamente por este método. Para tal, substitui-se 
o espelho móvel por uma superficie similar a medir e procede-se a 

determinação da aberração Óptica de forma análoga usando uma super

ficie padrão. Assim, podem ser medidas cilindricidades, esfericida

des e formas particulares, desde que estas superfícies possuam raios 
de curvatura elevados . 

Outra extensão do método, de largas aplicações no controle 

geométrico de precisão, é a medição de constância de afastamento e 
paralelismo entre duas faces de um mesmo componente . É suficiente 

para isto, utilizar a variação do interferômetro de Michelson mos -

trada na figura 10. Ao passar pelo divisor de feixe; a luz é condu

zida a cada uma das faces do componente e refletida de volta e su

perposta no anteparo . Novamente as franjas indicam a diferença de 

cota entre as duas superfícies (constância de afastamento). A dete~ 
minação das aberrações ópticas é efetuada mediante um padrão com 

boas caracteristicas de paralelismo. o software apenas elimina as 

aber~ações, obtendo os resultados de constância de afastamento. A 
inclinação do plano ajustado a estes dados fornece a inclinação mé

dia entre as duas superfícies. 

Alternativamente, o interferômetro da figura 11 mede ortogo

nalidade entre as faces assinaladas . Novamente é requerido o uso de 

um padrão, desta vez com boas características de planicidade em 

suas superfícies e de ortogonalidade entre suas faces. O processo 

de medição é análogo ao de paralelismo. Mudando a inclinação do es

pelho A, é posslvel generalizar o interferômetro para medição de 
"constância angular" entre duas superfícies planas afastadas de um 

ângulo qual.quer, desde que se possuÇl um padrão que possua as quali

dades requeridas. 
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PEÇA 
ENSAIAR 

ONDA 
PLANA 

DIVISOR 
~~--~DE FEIXE 

ANTEPARO 

F i g . 1 0 . Medição de paralelismo e constância de afastamento 

ESPELHO 
MÓVEL 

ONDA 
LANA 

DIVISOR 
..-+----4-. DE FEIXE 

Fig. 11. Medição de ortogonalidade 

ANTEPARO 
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CONCLUSO RS 

o siste.ma desenvolvido apresentou erros de repetibilidade me

nores que O,OlS~m, considerados satisfatórios par a uma série de apl~ 

cacões dentro do controle geométrico . Entretanto, acredita- se que, 

com uso de fontes de laser mais potentes e com alguns recursos de 

hardware, seja possivel medir com precisões melhores que O,OO Spm . _Ne~ 

te limite, fatores que influenciam na estabilidade térmica e mecâni

ca passam a ter maior influência e devem ser convenientemente consi

derados . 

O aistema usado, embora na concepção inicial pareça caro ou 

muito sof~sticado, pode ser enormemente simplificado se uma bateria 

de fotocélulas for usada nas posições de interess e sobre a imagem. O 

conversor O/A e o conversor A/0 são facilmente adquiridos no mercad~ 

Uma unidade de chaveamento (porta lógica) pode s e r usada para adqui

rir de forma sequencial o sinal de cada fotocélula . 

Este sistema poderá constituir uma estação de medição coro lar 

gas aplicações dentro do controle geométrico de precisão, elevado 

grau de automatização e alta conf i abilidade e efi ciência. 

[ 1J ZAJAC , A.; ffECHT, E. , "Optics", Addison Wesley Pub. Co, 

Massachusetts, 1980. 

[ 2] ENGELHARD, E., "Precise interferome tric measurament of gage 

blocks", (Technische Bundesanstalt, Braunschweig, Germany) . 

[ 3] ROLT , F . H., "Using of light waves for controlling the accuracy 

of block gages" (Consultant in Metrology an Standardization, 

Hampton, England). 

( 4] ALBERTAZZI JR, A., "Automat ização da medição de deslocamento p~ 

la holografia interferométrica•, Dissertação de Me strado , 

UFSC , 1984. 



Aev. BrMec. Aio de Janeiro. V . IX, n!> 4 - 1987 

DIFFUSION PROBLEMS WITH GENERAL 
TIME-DEPENDENT COEFFICIENTS 

R. M. Cotta - Membro da ABCM 
Instituto Tecnológico de Aeronáutica 
Departamento de Energia 

M. N. Oz.isik 
North Carolina State University 
Mechanical and Acrospace Engincering Dc partment 

ABSTRACT 
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Anal ytica l so.lutions 

-depo:nden t cccff icients 

generalized integral 

are give n 

in any 

transform 

to dif fus ion equat ions wi t h time

general functional form. The 

technique is utilized and time-

- cepcndence on related eigenvalue problems is completely avoided. 

Formal thrcc-dimensional general se lutions are first dEveloped and 

then, thc SJ= eCific one-dimensioral solutions are systematically 

obtained . Ccmputalional procedures for the solut ion of the associated 

systemas of linea r fir.st o rder dj ffe r ential equations a re ccnsidered. 

In addition , a syst ematic pJ.ocedt:re for obtaining Bfproximate e >.plicit 

solutions is suggcstcd . 

RESUMO 

Soluções analíticas sao ottidas para equações de difusão com coefi

cientes dependentes do tempo cm forma funcior.al geral. A técnica de 

transformada integral generalizada é utili zada e a dependência com o 

tempo é completame nte evitada no f?rob lema de autova lor corresponde!) 

te. Soluções 9erais , tridimensionais são formalmente desenvolvidas 

e soluções unidimensionais especificas são sistematicamentcobtidas . 

Procedimentos comput.:.cionais para a solução do sistema linear de 

equações diferenciais ordinárias de primeira ordem são considerados. 

Além disso, um procedimento sistemático para otter soluções aproxi

madas e explícitas é sugerido . 
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NOMENCLATURE 

aijlt) - defined by eq~ations (6.c), (lO.c}, ar.o (14.c) 

f(~) initial ccndition for equation (l.a) 

N1 ncrmalization integral 

P{x,t} - source terro in diffusion equation (l.a) 

t time variable 

T(~,t) - t~mperature field 

time-independent pcrtion of coefficicnts in 

diffusion equations 

time-dependent portion of cceff icients 

in diffusion equations 

position vector 

Greek Letters 

ui eigenvalue of Sturm-Liouville system 

~(u,~l - eigenfunctions 

a(~} , e(~} - boundary ccndition ccefficients 

Superscripts 

integral transform 

Subscripts 

h iterated lowest order solution 

i,j order of eígenquantities 

k = O, 1 - boundary condi tion index 

l lo~&st order solution 
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INTRODUCTION 

The analytic solution of linear diffusion-type problems has 

been of great interest through the years, as demonstrated by the 

vast literatura available, in both the contexts of applied 

mathematics and physical sciences. The considerably recent and 

parallel developments of computers and numerical analysis has been 

allowing the e xtraction of useful information, in the realm of 

applications, from those once formal andor too involved solutions. 

The classical integral transform technique, as described in several 

well - known works, has been the basic tool for such developments. 

Very recently [1) , general solutions for seven different classes of 

problems have been provided in a systematic manner, frorn which 

several special cases of great interest in the heat and mass 

diffusion field can be obtained. This and related works have in 

cornrnon the fact tha t time-dependence (or corresponding independent 

variablel of the coefficients in the diffusion equation is not 

considered, d espite its considerable importance. It ap~ears that a 

systematic and computationally both fast and reliable approach has 

not yet been provided ; pur.ely nurnerical solutions are then, in 

general , preferred. A few previous works, however, have been 

directed towards obtaining such a systematic approach. 

ln reference [2 ), Mikhailov obtained general solutions for 

thc diffusion equation in finite regions, including separable time 

and space·-dependent coefficients, wi th a particular transformable 

function form. Due to these apeei fie constraints on the coefficients, 

a time-independent eigenvalue problem could irnmediately be 

considered and all the terms in the diffusion equation could be 

transformed through the appropriate integral transform. 

Õzisik and Murray [3 ) then introduced the so-called 

generalized integral transform techn ique for the solution of linear 

diffus ion problems with variable boundary condition parameters. A 

time-dependent eigenvalue problem was considered which made the 

integral transform kernel time-dependent as well. Therefore, all 

but the time derivative term in the diffusion equation could be 

transformed to provide the usual systern of uncoupled ordinary 

differential-equations . The formal solution to the problem then 

involves an infinite system of first-order linear diffe.rential 

equations. 
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Approximate solutions are then suggested and obtained as explicit 

expressions for a zeroth, and first order approximations. This 

technique was then extended to multi-region problema [4) and 

diffusion problems with a mov1ng boundary [5,6]. 

Mikhailov [ 7) then considered the more general case .i ncluding 

time dependent coefficients in the diffusion equation itself. The 

generalized integral transform technique was utilized through 

consideration of a time-dependent eigenvalue problem involving the 

time-dependent coefficient. Again, all but the time derivativa 

term could be transformed to yield the desirable uncoupled systüm 

of ord inary differential equations. 

These formal solutions, besides requiring the solution of an 

infinita system of differential equations with variab le coeffic ients, 

involve the additional difficulty of fast and reliable e valuations 

of time-dependent eigenvalues and eigenfunctions. Except for a few 

special cases that are obtainable as explicit express jcns in time , 

these evaluations would be too lengthy for any practic::rll r.•urpose . 

Therefore , in this work we alle viate such difficultie s by 

demonstratir:g how the generalized integral transform tachnigue can 

oe utiljzed through consideration of time-independent eigenvaluc 

problems. For the sake of clarity, each time-dependent coefficient 

is consiàered at a time. Formal solutions are established for the 

general three-dimensional cases and then, specialized for it~ 0 ne

-dimensional counterparts . Computational procedures for obta~ni ng 

useful and accurate numerical results from these formal soluti ons 

are examined. Also, explicit lowest-order solutions are cons1dered 

and suggested, when applicable, for fast, approximate estimates in 

the context of applications. 

ANALYSIS 

We consider the following boundary value problem in a 

homogeneous, finite region V with boundary surface S: 

<lT (x,t) 
w(~,t) 

at 
'V•jK(~,t) 'VT(~,tll-d(~,t) T(~,tl + P I~,t) 

in ~E:V,t > O (l.a) 
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with initial and boundary conditions given, respectively, by : 

X E: V t = o (l.b) 

$ (~,t) t X E S, t > O (l.c) 

where, for convenience in the analysis, we let : 

(2.a) 

K(~,t) (2 .b) 

(2.cl 

Also, a(~) and 6 (~) are prescribed coefficients on the 

boundary S and 3 / 3~ denotes the outward normal derivative at the 

boundary. 
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The analytical solution of this problem by the clgssical 

integral transform technique ( 1, 2] would involve certain difficul ties, 

since the time-dependent coefficients are not necessarily separable 

in time and space variables, and do not have, a priori, any 

particular functional forrn (2]. In addition, application of the 

generalized integral transform technique as shown in (7] would 

introduce the undesirable, additional difficulty of a time-dependent 

eigenvalue problem. ln the present approach this time-dependence of 

the auxiliary problem is completely avoided. For the sake of clarity 

in the presentation that follows, we consider separate problems with 

one time varying coefficient at a time. This appears to be more 

instructive, in the sense that several Applications imediately 

derive from these cases . 

Problern I- d(~,t), K(~), and w(~) 

To apply the generalized integral transforrn techniqué the 

appropriate eigenvalue pr oblem is taken as: 

o , xe:V (3 .a) 
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with boundary conditions 

o, (3 .b) 

Equations {3) form a classical. Sturm-Liouville system, which 

is assumed to have a known solution at this point. This well-known 

system allows the development of the following integral transform 

pair: 

Transform ( 4 .a) 

Inversion T(~,t) (4 .b) 

where the normalization integral is given by: 

(4 . c) 

Note that a symmetric kernel has been utilized in the 

definition of the integral transform pair, eqs. (4.a,b), for reasons 

to be stated later. 

Now, equation (l.a) with K(~) and w{~), is operated on with 

1 
~--1 ~~~,,x)dv, 
N. 2 • -

1 

to yield: 

1 "N.'/2 ~~~~ i'~) d 2 (~ 1 t) T(~,t)dv+gi(t) 
1 

(5 . a) 

where 

----- K (x) 'f (1J
1
• ,x) -1 J I <lT(x,t) 

Ni IJ2 5 - - Cln 

(S .b) 
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The untransformed term can then be rewritten as: 

L 1 l/• IJ d, (x,t) 'l' (ll. ,x)'f(ll. ,x) dvjT. (t) 
j (N i Nj) V - ~ - J - J 

Equation (S.al can be expressed as follows 

with the transformed initial condition 

where, 

'I' (IJ. ,x) 
l. -

f(~)dv 
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(5 .c) 

(6 . a) 

(6.b) 

(6 .c) 

and the nonhomogeneous term g. (tl is given, after manipulation of 
l. 

boundary conditions (l.c) and (3.b), by: 

ds + 

(6.dl 

Equations (6) above form an infinita system of coupled, linear, 

first-order differential equations, and provida a formal solution to 

the problem, since after the functions T1 (t) have been determined, 
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the inversion formula (4.bl can be utilized to provide the complete 

solution. For the special cases of d 2 (~, ti identically zero , or 

d 1 (x, t l =8 (t)w(~), system (6) is uncoupled, and the resulting 

explicit solutions correspond to those in [1,2]. 

Problea II- d(~), K(~,t), and w(~) 

The appropriate eigenvalue problem in this case is t aken as : 

o (7.a) 

with boundary conditions 

o 
an ~ " s (7 .b) 

which allows the development of the following integral transform 

pair with a symetric kernel : 

(8 . a) 

Inversion - T(~,t) (8.b) 

and the normalization integral is written as: 

( 8 .c) 

Now, equation (l . a) with d(~) and w (~), is opera ted on with 

the operator 
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where , 

di\ ( t} 
dt 

277 

( 9 . a ) 

(9 . b 

The untr ansformed term in equat ion (9 . a) can be written i n the 

al te rnative form 

The fir s t integral in the right h a nd side can t hen be 

expressed as : 

~ JvT(~,t) V· IK. (~ ,t) ~ o/( ~ 1 ,~) ldv = 
i 

(9 . c) 

(9 . d) 
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And we let: 

-* gi (t) + 

Equation (9.a) is then rewritten as: 

with the transformed initial condition 

where, 

J 
'I' ( j.j i'~) 

T1 (0) = f. = w(x) 17, f(~) dv 
1 V - N

1 

(N.N\ 1 J2 J/(uj'~l 'V · IK, (~,t) l7'1' (l.l 1 ,~l ldv 
l. J 

(9.el 

(lO.a) 

(lO.b) 

(lO.c) 

and the independent term g
1

(t) is given, after manipulating the 

boundary condition for both the original and auxiliary problem, by: 

d'l'(j.li'~) 
'1'(\.li'~)-Kl(x) 3n 

I 
K 2 (~,t) 

--- ~(~,t) 
S K1 (~) 

ds + 

ds + 

(lO.d) 



Rev. BrMac. Rio de Jenelro, V. IX, n9 4 - 1987 279 

The infinite system of coupled differential equations (10) is 

now decoupled for the case K2 (~,tl identically zero, reducing the 

present solution to the explicit forms of [1,2). 

Problea III- d(~), K(~), and V(~,t) 

The appropriate eigenvalue problem is now taken as : 

(ll.a) 

with boundary conditions 

o (ll.b) 

The development of the appropriate integral transform pair 

then yields: 

Transform - Ti (tl Jv wl (x) 
'l'(~i'~} 

T(~,t)dv 

Ni 
1 /• 

(12.a) 

Inversion - T(~, t) ~ 
l 

'i' (~i'~) Ti ltl ~ i Ni 
(12 . b) 

and the normalization integral is now given by: 

(l2.cl 

Equation (l.a}, with d(~l and K(~}, is now operated on by the 

opera to r 

to obtain: 
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d'T1 !ti 
Jvw2 (~,t) 'i' ( IJ i'~' i! T(~ , t) 

2 
'f1 !ti + g. (t) dt + l h dv " -ui 

Ni ;)t ~ 

(13.a) 

where, 

1 J SK(~) l'i' ( ~ i'~) <l T(~,t) d'i' (j.J. ,X)j 
91 (t) -T(~,t) 

~ -
ds ~ iln iln + 

Ni 

ll3.bl 

The untransforrned terrn cquation (13 .. b) can then be rewritten 

(13.c) 

Equation (13.a) is now expressed by: 

{l4 . al 

with the transforrned initial condition 

(l4.b) 

where, 
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(14.c) 

and 91 (t), after manipulation of boundary conditions, is given by: 

g(t) 

(l4.d) 

Although not in normal forro, equations (14) forro an infinite 

system of coupled, first order, linear differential equations , which 

is decoupled for w2 (~,t) identically zero, or w, (~,ti=S(t)w1 (~), to 
yield the explicit solutions in [1,2). 

We can now focus attention on the one-dimentional,counterpart 

of the boundary value problem (1) , which is given in the forro: 

w (x,t} 
ClT(x,t) 

Clt 
a I 3T(x,t) I 

ax K(x,t) ax - d(x,t) T(x,t) + 

+ P(x,t) , in x 8 <x<x 1 , t >O 

with initial and boundary conditions given by: 

T(x,t) = f(x) t=O 

k ClT(x,t) 
ak T (x, t) - (- 1) Sk K1 (X) Cl x ~ (x,t) , at x=~ , 

(15 . a) 

(15.b) 

ka0,1, t >O (lS . c,d) 

The formal solutions provided by systems (6,10,14) can be 

immediately specialized to the cne-dimensional problern above, if the 

corresponding volume and surface integrais are appropriately 

restricted to this special case. Therefore, these systems can be 

rewritten as: 
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Problem I 

where, 

and 

a~. (t) 
l.) 

Problem II 

xl 

Jx w(x) i'I'IIJ 1 ,x) I, dx 

o 
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gi (t) (l6.a) 

i=l,2,3 ... (16.b) 

(16.c) 

(16 . d) 

(16.e) 

dT
1 
ltl 

dt + \J~ T1 (t) - L atj (t) Tj (t) = g. (t) 
j=l J. 

(17 . a) 

T1 (Ol i=l,2,3 . .. (17.b) 

where, 
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and 

Problem III 

dT . !tl 
~ 

dt + 

'1'1 <Ol 

where, 

XI 

J w(xli~'!JJ 1 ,xll
2

dx 
X o 

dT . !tl 
L alj (t) dt + 

j:l 

xl 'l' ( JJi ,x) 
f. J w1 (x) I f> l N. X o ~ 
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(17.c) 

( 17 .d) 

(17 . e ) 

I T. !tl gi (t) Pi l 
(18. a) 

f (x)dx ' i=l,2,3 ... (18. b) 

!18 . c) 



and 

xl 

Jx w 1 (xli'I'!IJ 1 ,xJI'
2

dx 

o 
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(18 . d) 

(18.e) 

Therefore, once numerícal resul ta have been obtaíned from 

systems (16, 17, or 18), the complete solution is evaluated from the 

inversion formula of the integral transform pair. 

COMPUTATIONAL PROCEDURE 

Qur fi.rst concern when seekin~ numerical resulta frorn systerns 

(16, 17 , or 18) lies in ti1e fact tha t they form infinite dimensional 

or denumerable systems . For numerical purpose it would be extremelly 

desirable if a sufficiently large finite dimensional system could be 

considered instead, since several well-established numerical schemes 

of solutíon exist in this case. In reference [8], more general 

denumerable systems were investigated in the formal sense, by 

truncating the infinita system at the Nth row and Nth column, solving 

the NxN system, and looking for conditions on the coefficients 

ensuring that the solution of the finite system would tend to the 

infinite system solution as N•~ . We make no attempt of reproducing 

here the resulta obtained through this formal, mathematical 

analysis. Instead, we assume these conditions are rnet for a certain 

particular problem, a priori, and investigate the solution 

convergence by considering increasing values of N, which rnight 

suffice for practical purposes . Therefore, if a finite dimensional 

system is to be considered, systerns (16 , 17, and 18) can be written 
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in more conveniently as : 

Problem I 

y_ ' + A(t) :(lt) !i (t) (19.al 

Y. (0) f (19 . b) 

where, 

A(t) = ! a 1 j } is the NxN symmetric matrix with 

i,j=l ,2, .•. ,N (19 .c) 

and, 

o for i:tj 
6 .. 
~) 1 for i=j 

a lso 

Y. {T
1 
(t), T, {t) I ••• , TN(t)}T (19 .d) 

.9: (gl (t), 9. (t), ••• , gN(t)}T (19.e) 

f {f 1, fz 1 • .. I 
f }T 

N 
(19 . f ) 

Problem II 

Y.' + A(t) Y. ( t ) _g:(t) (20 . a) 

y(O) f (20.b) 

with 

aij ô ij 
• 

~i - a~ . (t) 
~) 

i I j o:1, 2, ••• , N (20.c) 



286 Rev. BrMec:. Alo de Janeiro, V. IX, n9 4- 1987 

a nd other quantities def ined as above . 

Problea III 

A(t ) y_' + B y_(t ) (2 l.a ) 

~(0) f (21. b) 

with 

1 . j 1 • 2 I • • •• N (2l.c J 

where B [ bij} is a constant , tlic.~íonal, NxN ma t rix witll 

i,j=l,2, ... ,N ( 21 . tl) 

For A non-s i ngular, system (21) can bc ,.<'""'l"lttcn 1n norr.:..tl 

form as : 

:;('+ C (t) Y. ( t) h(t) ( 2 2 . .:l ) 

y_(O) f (22. i.J ) 

where , 

c (t ) A- 1 ( t ) B (22 . c) 

!! (t) A- 1 (t) s: (t) (22.d) 

The probl ems are now reduced to t he solution of a fini te, 

l inear system of first order differential equations with time- varying 

coefficients . Closed- form solutions are unlikely to be obtainable, 

except for a class of commutative equations [9] , which include the 

special case of systems with constant coefficients . Therefore, i f a 

commutative coefficients matrix is identified, t he solution can be 
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constructed by performing the sarne operations as for the constant

coefficients case, narnely, through the solution of algebraic eigen

value problerns and systerns of algebraic linear equations, rnaking the 

inspection of conditions for cornrnutivity particularly attractive. 

Sorne sufficient conditions for cornrnutivity have been provided in 

references [9-12] . If the verification of commutivity does not 

apply, sufficiently accurate numerical results can still be obtained 

through consideration of well-known numerical techniques for initial 

value problerns [13]. However, the systerns of differential equations 

here considered are l ikely to produce the so-called "stiff problema" 

[13, 15) , which are often related in the literatura as problerns with 

widely differing time constants, since the solution cornponents 

y 1 (t) ' s rnay have transient decays at sharply different rates. 

Fortunately , over the past few years, special solution techniques 

have been developed for these class of problerns, and are readily 

avai l able through reliable and automatic subroutines packages [14). 

In addition , specialized procedures for linear problerns have been 

cons i dered, and should be directly applicable to the systems under 

cons i deration [13, 15, 16] . These aspects are more closely examined 

in a companion paper within an appl ication frarne . 

Therefore, once the cornponents of the solution vector ~(t) 

have been nurnerically evaluated , the inversion formula in the 

integral transform pair can be utilized to provide the complete 

solution for the potential T(x,tl. 

It should also be noted that for best computational results, 

splitting up of the original problern into sirnpler ones, when 

applicable, rnight be rnandatory, as demonstrated in references [1,2] . 

APPROXDO.TB SOLO'l'l:ONS 

we consider the systern of first-order linear differential 

equations given in normal forro as: 

y' + A(t) y(t) ~(t) t >O (23. a } 

yCOl " f (23.b} 



288 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, V. IX, n? 4 - l987 

rt is clear that in the case of a diagonal coefficients 

matrix, A(t), the above problem would be uncoupled in the compone nts 

of vector l' and an explicit, straight forward solution would be 

provided for each component y1 . ln addition, the problem of solving 

system (23) can be interpreted as mathematically equivalent to the 

problem of diagonal izing the coefficients matrix. Therefore, when 

the diagonal elements of matrix A(t) dominate the system over non

diagonal elements, it seems reasonable to consider an approximate 

solution by taking only the diagonal of A(t). Therefore , when 

applicable , this "lowest order solution" would be given by: 

• exp 1-Jt a . (t")dt"ldt ' 
t 1 il. 

(24) 

This approximate, explicit solution will in general be 

appropriate for estimativas in practical applications , being more or 

less accurate in a certain range of parameters involved in thc time

dependent coefficients of the origina l problems . Its suitability can 

be investigated, a priori, through inspection of the particular 

structure of the coefficients matrix, and by identifying parameters 

that govern the magnitude of non-diagonal elements . 

Iterated Lowest Order Solution 

When the lowest order solution proves not to be suitable over 

an entire range of interest, due to an increased importance of non

diagonal elements in the coefficients matrix, an analytical 

iteration on the complete system can be employed to approximately 

account for the effects of this decreased dominance. This so-called 

1terated lowest order solution would then provide more accurate 

results over a wider range of parameters, reamining explicit and 

simple enough to become practical. 

The decoupled system to be solved is then given by: 
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where, 

(" 

- I .., 
J 

Gi (t) + gi (t) , t >O 

a
1

. (t) y . , (t) 
J J, .. 
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(25.al 

(25.b) 

(25 . c) 

And this higher-order solution could be written in the form: 

yi h (t. ) = y . ,, (t) • y. {t) 
, 1 , ~ l 1 C 

(26.a) 

where the "correction term", would be simply given by: 

y . (t) 
~.c rt G1 (t') exp 1-Jt a .. (t")dt" ldt' 

. o t' ~1. 
(26 .b) 

The particular merits of each analytical approximation shall 

b e better envisioned in a companion paper where an specific 

application is considered. 
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UM MODEW MATEMÁTICO PARA O ESTUDO 
DE UM FLUXO ESTRATIFICADO 

Armando M. Awruch 
Universidade Federal do Rio Grande do Sul 
Departamento de Engenharia Civil 

RESUMO 

293 

Neste trabalho são apresentadas a formulação e solução numérica de 

um modelo matemático para simular o fluxo estratificado num sistema 

de águas rasas. Os métodos dos elementos finitos e diferenças fini 

t.as são usados para ~iscretizar o espaço e o tempo respectivamente . 

A aplicação do modelo é mostrada através de dois exemplos simpl es . 

ABSTRACT 

The formulation and nuroerical solution of a mathematical model to 

study stratified flow in shallow waters are presented in this work . 

Finite element and finite differences are used for space and time 

discretization respectively . The ad.equacy of the model is shown 

through two simple examples. 

INTRODUÇÂO 

Muitas vezes o estudo do fluxo de um sistema hidrico não po

de fazer-se supondo que o mesmo é homogéneo, já que alguns fatores 

corno a existência de gradientes de temperatura ou intrusão salina 

originam um escoamento estratificado em duas ou mais camadas. 
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Muitos modelos matemáticos foram realizados com o fim de es

tudar fluxos estratificados, fundamentalmente referidos a problemas 

de intrusão salina. Existem autores que utilizaram técnicas analí

ticas ([1], (2], [3J ,(4]) fazendo algumas simplificações; outros pre

ferem sofisticar estes modelos utilizando métodos numéricos. 

Entre os métodos numéricos, o de diferenças finitas tem sido 

intensivamente aplicado para simular fluxos estratificados. De to

dos estes modelos pode-se mencionar o trabalho de Dazzi e Tomassino 

[5] que foi aplicado ao Delta do Rio Pó (Itália); este modelo é uni 

dimensional, constituído por duas camadas e está baseado num esque

ma de diferenças finitas centradas; seus aspectos mais importantes 

são a utilização de intervalos de espaço diferentes para cada estr~ 

to, a eliminação dos termos convectivos nas equações de movimento e 

a definição do operador diferencial de tal forma, que se assume uma 

variação linear de todas as variáveis {em tempo e em espaço) ,expre~ 

sando-se um valor num ponto intermediário da malha como a média en

tre o ponto precedente e o que segue. Um outro modelo similar que p~ 

de ser destacado é o de O. O. Hodg ins et ali i [ 6] que foi aplicado ao 

Rio Fraser (USA); utilizando-se também aqui um esquema de diferen

ças finitas centradas explicito; uma característica interessante de~ 

te modelo é a introdução do número de Froude interfacial na expres

são das tensões de cisalhamento interfaciais, o qual atua como um f~ 

tor de amplificação, crescendo quando a espessura das camadas de

cresce . 

O método dos elementos finitos tem sido aplicado com bastan

te frequência no estudo de fluxos estratificados nos Últimos anos. 

Entre os diferentes modelos apresentados pode-se mencionar o traba

lho de H.P. Wang [7); este modelo, que pode ser usado para um núme

ro arbitrário de camadas, é uma extensão dos modelos bidimensionais 

que resultam de integrar verticalmente as equações tridimensionais 

de movimento e continuidade em meios homogéneos e que são aplicadas 

em sistemas de águas rasas; neste modelo pode-se destacar; a) a com 

paração feita entre resultados obtidos usando a matriz de massa con 

sistente e discreta; b) a análise para eliminar instabilidades num~ 

ricas provocadas pelos termos não lineares usando um processo de "su~ 

vização" (smoothing); c) a utilização de um esquema de adequação dos 

niveis das diferentes camadas aos cãmbios da topografia do fundo; 

para a integração no tempo utiliza-se um esquema explicito e são usa 
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dos elementos triangulares lineares. Outro modelo que convém men

cionar é o de M. Kawahara et alii [8]; este modelo tem como caracte 

ristica fundamental o tipo de esquema de integração no tempo, que é 

explicito e se faz em dois passos combinando a matriz de massa con

sistente e discreta ; a justificativa deste esquema pode achar-se na 

ref. [9]. 

Neste trabalho é apresentado um modelo matemático bidimensi2 

nal transiente para simular um fluxo estratificado em sistemas de 

águas rasas (onde as dimensões horizontais são significativamente 

maiores que a vertical , e assumindo-se que as amplitudes das ondas 

são muito pequenas em relação à espessura das camadas), o qual é r~ 

solvido numericamente usando o método dos elementos finitos para di~ 

cret.izar no espaço e diferenças finitas para discretizar no tempo. 

As camadas são acopladas por condições cinemáticas e dinâmicas . Em 

bora as expressões aqui deduzidas estejam particularizadas paraoc~ 

so de duas camadas, sua extensão a um número arbitrário de estratos 

pode facilmente ser realizada. 

FORMULAÇAO DAS EQUAÇÕES QUE GOVERNAM O PROBLEMA 

O sistema de equações diferenciais que governa o fluxo tridi 

mensional transiente é dado por : 

( 1) 

{i,j = 1,2,3) (2) 

onde as vi{xi,t) sao as componentesdavelocidade do fluido, p{xi,t) 

é a massa especifica, p é a pressão e as TxiXj são as tensões tan

genciais que incluem os efeitos da viscosidade molecular e a trans

ferência turbulenta de quantidade de movimento. 

A seguir se fazem as seguintes considerações (ver Figura 1): 

a) Assume-se uma distribuição hidrostática de pressões na direção ve!_ 

tical, o que implica que a equação de 'momentum' na direção x 3 fica 

o (3) 
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b) A massa específica e as componentes da velocidade, quando integr~ 

das verticalmente em cada camada, dão a densidade e componentes 

da velocidade "média" que são constantes em toda a espessura da 

camada . Assim sendo, pode-se escrever as seguintes expressões: 

1 J, lf1+H2 
p(x 1 ,x 2 ,x 3,t) dx 3 H, H2 

1 f'2 
H2 

O P (X l , X 2 , X 3 , t) dx 3 

(4) 

1 J, HI+H 2 

Hl 
vi(x 1 ,x 2 ,x 3 ,t) dx 3 

Hz 

fo
Hz 

V i (X 1., X 2 , X) , t) dX l (i= l, 2) 

onde o super índice 1 e 2 indicam a camada superior c inferior, 

respectivamente. 

~X2 

I / 
J/ __ -- - -

/ t // L"liX2 
/ ... 'x, 

"------ ---'<---- ---- ---XI 

Figura 1. Porção do domínio com escoamento 

estratificado em duas camadas 
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c) Condições de contorno cinemáticas 

- Na superfície : 

(i= 1, 2) (5) 

- Na interface : 

(i; 1, 2) (6) 

- No fundo : 

(7) 

onde v e , na interface é a diferença entre v
3 

e a velocidade de m.2_ 
vimento da interface. 

d) Condições de contorno dinâmicas 

- Na superficie: 

(i= 1' 2) (81 

- Na interface: 

Ti - IT I X· - X X • X =H 
~ ) ~ ) 2 

(i= l, 2) (9 ) 

- No fundo : 

(i= 1,2) (10) 

onde Pa é a massa específica do ar, Vv a velocidade do vento, 

lxv,xi) o ângulo que forma o vento com o sentido positivo do ei-
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xo xi, ci um coeficiente adimensional, g a aceler ação da gravid! 

de, C o coeficiente de Chezy e J,'~ o número de Froude interfacial, 

que é igual a 

(11) 

sendo que os sub-Índiccs 1 e 2 referem-se à camada superior e in 

ferior, respectivamente . 

e) Equilíbrio dinâmico entre as tensões de superfície e as interiores . 

Tomando um elemento infinitesimal na s uperfície e projetando se

gundo os eixos de referência tem- se: 

( 12 ) 

( 13 ) 

onde o super-índice s indica valores tomados na superfície . 

f) O excesso de pressão em relação à pressão hidrostática correspo~ 

dentes a h 1 +h 2 e h 2 podem expressar-se da seguinte forma (sem le 

var em conta os termos de segunda ordem e m n 1 e n 2 ) : 

( 14) 

Assume-se no que segue que p5 = Patm =O. 

g) As componentcsdasvelocidades instantâneas são expressas em fun 

ção d e um valor médio e uma flutuação , e se assume que a massa es 

pecífica fica constante em cada camada. 

h) Integrando as equações (1) e (2) e ntre H2 e H1 +H 2 e en

tre zero e H2 , levando em conta as considerações anteriores 

e aplicando a regra de Leibnitz, obtém-se o seguinte sistema 

de equações que governa o problema: 
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onde 

- Camada superior: 

H';" 1 l~ 1 -~ 2 l(vJ· -v)· )+gh 1 (2p 1 )-
1 (1-6 ) P 1 x +Ei]'vi-

1 2 ' j 1 

- lla Y2 
• (p 1 H1 )-

1 V~ cos (_x,,x)·)- (H 1 1- 1[v~.x· (vJ· H1 ) + 
~ J 1 , xi 

- Camada inferior: 

(i=l,2) 
(i=l '2) 

vj2,t + vi 2 vj 2 ,xi + ôgnl,xj + (1-ôl gnz,xj + 

+g À(ôh 1 +h 2 -6!1 1-(l-ô )l1 2 ] .+e:ijfvi + 
,xJ z 

lj=l I 
(j=2) 

o 

+ (C2H21-! gl~21vj2 + ô (H 2) -1 ciF~ 1;;1 _ ;;2 1<vj 2-vjl) + 

+ ê gh 2 (2p 1 )(1-À) P 2 ,x .- (H 2 )-
1[v2

X · X· (VJ· H 2 ) + 
J l J 2 ,xi 

(15) 

(161 

o (i=l , 2) ( j=1 ) 
{i=1,2) (j=2) 1171 

o (i=l '2) (18) 

À 

sendo que os índices 1 e 2 correspondem à camada superior e inferior 

respectivamente. Os termos de viscosidade surgem ao se fazer a apr~ 

ximação de Boussinesq para as integrais que contém as tensões tan

genciais e as de Reynolds (função das flutuações das componentes da 

velocidade); os coeficientes v~·x· são os componentes da viscosida-
l J 
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de turbulenta e sao funções do campo de velocidades (convém esclar~ 

cer que os valores destes coeficientes não são conhecidos com preci 

são e inç lusive para casos práticos sua influência é pequena em re

lação à fricção interfacial e no fundo. Contudo, embora tenha sido 

negligenciado neste modelo, pode se r útil par a cria r um mecanismo de 

eliminação de instabilidade e osci lações numér i cas) ; f ê o coeficie.!l 

te de Coriolis, e E:ij é um tensor tal que r. 11 = r. 22 "' O e e:. 12 = - r- 12 = 

= 1 . As incógnitas do problema são as elevações nj lxi,tl sobre os 

planos de referência hj (xi, ti (com i, j=l, 2) e as componentes das velo
cidades integradas yerticêtlmente v j (x i, t) de cada camada (com i, j= l , 2) . 

Nos contornos "sólidos" (linhas da costa ) são prescritas as veloci

dades e nos contornos "abertos " (limite de domínio que não i "sóli

do") prescreve-se as elevações n 1 e n 2 • 

Uma expos ição mais detalhada da formulação deste parágrafo é 

apresentada na ref . [11]. 

FORMULAÇ!O DO MtTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

E ESQUEMA DE INTEGRACÂO DO TEMPO 

Aplicando urn principio de res íduos ponderados (neste caso us~ 

-se o método de Galerkin) ao sistema de seis equaçõe s representado 

em (15) a (18), e expandindo as i ncógnitas em cada elemento através 

de funções de i nterpolação, obtém-se uma expressão matr icial do tipo 

M X + A ( X ) X+ p • o ( 19) 

onde X é a derivada em relação ao tempo do ve tor de incógni tas ~ · 

A integração no tempo é efe tuada utilizando o método das di

fe renças fin itas empregando a regra trape zoidal, obtendo-se 

(20) 

onde 6t é o intervalo de tempo . Esta expressão deve ser montada p~ 

ra todos os elementos do sistema e nela devem aplicar-se as corres

pondentes condições de contorno. 

A matriz A é decomposta na soma de uma matriz que contém os 

termos não lineares ~NL • e em outra que con tém os termos iineares 
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~L· empregando-se a seguinte fórmula d e recorrência para resolver o 

problema: 

- Primeiro passo (em t+t..t}: 

~I ~t+C., t (21) 

- Segundo passo (em t+2 t) : 

~I ~t+2tt 

(22) 

onde 

2 
l\1:, t::J + ~L e 

2 
ôt ~ - ~L 

Pode observar-se que no primeiro passo , expressão (21), nao 

foram levados em conta os termos não lineares no membro esquerdo 

[~NL(~t+at> • (~t+t..tll e no membro direito I~NL(~t>!tl; já no segundo 

passo, expressão (22), não foram considerados os termos não lineares 

no membro esquerdo (~NL(Xt+ 2 t>t>~t+ 2 llt), sendo que no membro direito 

aparece multiplicado por um fator 9 . Se 9~0 , o problema é lineari

zado por eliminação dos termos não lineares; entretanto se $=4 sig

n~fica que, à maneira do método dos passos fraccionários (lO], a SQ 

ma das equações correspondentes a cada passo daria um sistema balan 

ceado em t+llt, fornecendo resultados em t+2t..t . 

Pode observar-se que foi feita a seguinte hipótese (se ~=4): 

(23) 

A matriz ~~ é estacionária e deve ser calculada e triangula

rizadâ uma so vez em todo o processo; para cada elemento, ~ 1 vem d~ 

da por 
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de turbulenta e são funções do campo de velocidades (convém esclar~ 

cor que os valores destes coeficientes não são conhecidos com preci 

são e inclusive para casos práticos sua influência é pequena em re

lação à fricção interfacial e no fundo. Contudo, embora tenha sido 

negligenciado neste modelo, pode ser útil para criar um mecanismo de 

eliminação de instabilidade e oscilações numéricas); f é o coeficien 

te de Coriolis, e Sj é um tensor tal que !: 11 = c 22 =O e t; 12 = -E 12 = 
• 1. As incógnitas do problema são as elevações llj (xi,tl sobre os 

planos de referência hj (xi ,t) (com i, j=l, 2) e as componentes da!=õ velo
cidades integradas yertictalmente v j (xi, t) de cada camada (com i , j•l , 2) . 

Nos cont ornos "sólidos" (linhas da costa) são prescritas as veloci

dades e nos contornos "abertos " (limite de domínio que não é "sóli

do") prescreve-se as elevações n1 e n1 • 

Uma e xposição mais detalhada da formulação deste parágrafo é 

apresentada na ref. [11). 

FORMULAÇÃO DO ~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

E ESQUEMA DE INTEGRAÇÂO DO TEMPO 

Aplicando um princípio de resíduos ponderados (neste caso us~ 

-se o método de Galerkin) ao sistema de seis equações representado 

em (15) a (18), e expandindo as incógnitas em cada elemento através 

de funções de interpolação , obtém-se uma expressão matricial do tipo 

MX+A(X) X+P o ( 19) 

onde X é a derivada em relação ao tempo do vetor de incógnitas ~ -

A integração no tempo é efetuada utilizando o método das di

ferenças finitas empregando a regra trapezoidal, obtendo-se 

onde ~t é o intervalo de tempo . Esta expressão deve ser montada p~ 

ra todos os elementos do sistema e nela devem aplicar-se as corres

pondentes condições de contorno . 

A matriz A é decomposta na soma de uma matriz que contém os 

termos não lineares ~NL' e em outra que contém os termos Íineares 
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~L' empregando-se a seguinte fórmula de recorrência para resolver o 

problema: 

- Primeiro passo (em t+ôt) : 

(21) 

- Segundo passo (em t+2 ti: 

~I ~t+U.t ~2 ~t+tit- < ~t+ôt + ~t+2t.t l -

(22) 

onde 

~I e 

Pode observar-se que no primeiro passo, expressão (211, nao 

foram levados em conta os termos não lineares no membro esquerdo 

[~NLI~t+~tl • (~t+ bt ll e no membro direito (~NL(~tl~t); já no segundo 

passo , expressão (221, não foram considerados os termos não lineares 

no membro esquerdo (~NL(Xt+2 ôtl~t+2 ótl, sendo que no membro direito 

aparece multiplicado por um fator $. Se ~=O, o p robl ema é lineari

zado por eliminação dos termos não lineares; entretanto se ~= 4 sig

nifica que, à maneira do método dos passos fraccionários [10), a SQ 

ma das e quações correspondentes a cada passo daria um sistema balan 

ceado em t+~t, fornecendo resultados em t+26t. 

Pode observar - se que foi feita a seguinte hipótese (se ~=4 1: 

(23) 

A matriz ~ 1 é estacionária e deve ser calculada e triangula

rizadà urna só vez em todo o processo; para cada elemento, ~ 1 vem da 

da por 

' 
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2 
M' 

llt 
-f M' 9x 1 

o o o 

f M' 
2 
llt 

M' 9x 2 
o o o 

N2 
2 2 M' Nt M' o o 

H _x, _x2 t. t -
• • • • • • • • • • • . • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • (24) 

69x 1 

2 M' -f M' (l-6l9x. o o 
llt -
f M' 

2 M' (l-6l9x2 o o 69x llt -
o o o Nl 

- XI 
N2 

2 
M' 

-X2 l:.t -

sendo: 

M' = f $ .pT dA; 
- A--

( i=l 1 2) (refere-se ao eixo) ( j=l I 2) (refere-se à camada) 

onde ! são as funções de interpolação, T indica transposição , n é o 

número de nós do elemento e A o domínio do elemento. 

No vetor de incógnitas ~ estão incluídas as componentes das 

velocidades em cada camada, e a elevação n 1 e n2 de cada camada em 

relação aos níveis médios h 1 e h 2 , respectivamente. No vetor de ter 

mos independentes P tem-se 

(2 5) 

onde 

sendo Q1 e Õ2 os fluxos que entram e/ou saem de cada camada . 
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A matriz que contém os termos não lineares ~NL(x) vem dada por 

i o : -~x 1 +~xl Fi A1+~1 o -o - ~ ~ ~XI 

o i -B +O o Fi ~~+~I ~o 
~ X 2 - X2 -~I ~x2 

-L I +L 2 
~X I ~X I 

: -L I +L l 
: ~ X 2 _x o o o o 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

-6 Fi 
•• 2 o o 

o - é Fi 
_2 

o o o o 

( 26) 

onde 

l·t T 
· n t!IJ>T 

A .. .. JA VJ ) t dA 
-) X; il xk 

T n n a t'r 
B g fA 

~~ ( I] I - 1)2 I J 
t dA 

~ Xk ( l!lT ~ ~) dx : .. 

jj t1' <b 
(brl ' 

D g JA (-_ - hn) - - ::lA _xl< d Xk ~ I ( <)I T Hn) 
- l 

(j ... 1,2) (k:1,2) 
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EXEMPLOS DE APLICAÇAO 

Exemplo l 

Seja o canal da Figura 2 onde estio indicados os dados utili 

zados. A solução analitica para as ondas estacionirias , sem levar 

em conta a fricção e a convecção, é a seguinte [2): 

11 1 = {A cos k 1 x + B cos k: 2 x} sen wt {27) 

11 2 ={A{ 1-~ k~ )cos k 1 x + B( 1- gwh21 k~ )cos k 2 x} sen wt {28) 

onde 

A 

B 

a ( ght' k 2 - l ) 
W I 

! ::t {~ _ P_z_ {hl +h z ) 
(.&)2 ± 

Pz-PI g h l hz 

± {1~ {hl+h~) __ P_z_ 
g2hl,hz J; i w 2 Pz - P l g h I hz Pz- P J 

sendo L o comprimento do canal. 

Na Figura 3 são indicados os valore s de rr 1 e rr 2 no tempo t = 
= ·r = 500seg e na Tabela 1 se compara os resultados analiticos e nu 

méricos em t 2T "' lOOOseg. 



xz 

FIG.2- W1LHA DE El..EMENTOS FINITOS EOIMENSÕES 
CARACTERfSTICAS DO CANAL ASe:RTO NUM 
EXTREMO E FECHADO NO OUTRO. 

'(Cml 
ONOA EXTERNA 

020 

FIG ~- SUPERFICIE EXTERNA E INTERFACE PARA T• SOOs 

1'1=tvtm:!> J>2 : t.oos 9tm3 .,,,,z,tom 
o• Q2m T: 2fT: 500 .. 9 

-;;:r 

0.2219 

02108 

:D • :c 
(I) 

~ 
~ 
:D 
õ. 
Cl. • 
'-.. 
:3 • --> :;· 

XI .o 
~ 

?< 
:3 ·o 
~ 

I 

<O 
(I) 

"" 



306 Rev. BrMec. Alo de Janeiro, V. IX, n9 4 - 1987 

Tabela 1 

SOLUÇM ANALITICA SOLUCKO NUMtRICA 

X 

I 
n2 1 n 1 I llz 

'11 n2 
nós laterais nós laterais nós centrais 

o 0,20000 0 , 20000 0,20000 0,00000 0 ,00000 

25 0 ,20208 0 , 01189 0 , 20208 0 , 01389 - 0,00066 

50 0 ,2 03 97 0,05845 0 , 20399 0 ,05937 0 ,0545 7 

75 0 ,20572 0,12189 0,20569 0,13348 0,11289 

100 0,20739 0,17781 0,20738 0,18052 0,17341 

1 25 0,20902 0,20472 0,20902 0,21163 0,20940 

1 50 0 ,21964 0,1924 3 0,21064 0 ,1 9098 0,19283 

175 0 ,21224 0 ,1460 7 0 , 21226 0 , 13434 0 ,16278 

200 0 ,21378 0 , 08 40 2 0 ,21378 0 ,08945 0 , 08681 

225 0 , 21518 0 , 03078 0,2 1520 0 , 02216 0 , 02428 

250 0,21640 0 , 00740 0,21643 -0,0014 7 0,01459 

275 0,21742 0,02323 0,21745 0,02324 0,01940 

300 0,21824 0,072 29 0,21823 0,07128 0,06761 

325 0 ,21892 0,13561 0,21891 0,13816 o ,1360 3 

350 0 ,21951 0 ,18862 0 , 2195 1 0 ,1 9685 0 ,1866 2 

' 
375 0 ,22007 0 ,21 076 0 ,22002 0 , 22215 0 ,20848 

400 0 ,22061 0 ,1 9351 0 , 22056 0 , 20848 0 ,18 763 

4 25 0,22113 0,14369 0,22115 0,14068 0,13766 

450 0,22156 0,0808 5 0,22157 0,06963 0 ,08849 

475 0,22186 0,0 2957 0,22184 0,02565 0,03199 

500 0,22196 0,00991 0,22204 -0,00672 0,01547 

6 t 10 seg .; soluc~o numi r ica calculada em 2T 

T "' 500 seg. 
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Exemplo 2 

Seja um fluxo estratificado unidimensional estacionário com 

os dados indicados na Figura 4 . Assumindo que as variações da pro

fundidade total H 1 +H~ são pequenas em relação às de H2 (devido a q1.1e 

o número de Fr·oude baseado em H 1 +H 2 e a veloc idade média d o f luxo é 

muito menor à unidade ) Schiff e Schonfeld 13] derivaram a seguinte 

equação para a 1nterface: 

dH2 dH' cf ( 1-:,) • lq~lqz -c i I [~; -~ n-o] I [c.-~ (1- ..; ~ 
--= ---= {- p (1- ) j ç 3 +r., 3 + (1-r.) 3 ( :: )2} 

(29) 
dx dx 

onde 

cf g/Cl (C: coef . de Chezy); 

i'; H 2 /(H 1 +H 2 1; 

F pq~/ [ (H 1 +H 2 )
3 gt>p ) 

e sendo q 1 e q 2 os fluxos por unidade de largura. 

H 

-'li 

- ~2 

o:r:p:o:rm 
~XI 

0.9969 

c' = o.oo2~ 

c = 0.00125 

q1 = • q2 = 0.01 ,..2, ••o 

I p / uniclof» de lorgUra I 

Figura 4 . Fluxo estratificado estacionário e malha de 

elementos finitos para o modelo numérico 
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o modelo transiente é aplicado com t!. t = 4 seg. até atingir o e_2 

tado estacionirio. Na Tabela 2 s5o comparadas as soluções "analit! 

cas" (reso lvendo (21) com o método de Runge Kutta de quarta ordem) 

e numérica para D2 ao atingir o fluxo do regime estacionári o . Neste 

caso adotou-se intervalos de tempo que satisfazem a condição de es

tabilidade de Courant- Friedricks-Levy já que ~t maiores aprese nta

vam instabilidade numérica; por outro lado, os fluxos q 1 e q 2 foram 

introduzidos de forma gradual até atingir o valor final pelas mes

mas razões . 

Tabela 2. Comparação de resultados analiticos e numéricos 

X n 1 (m) 112 1'12 

(m) Elementos Finitos Elementos Finitos (29) Usando Runge Kutta 

o 4,4xl0- ~ - 3 , 283xl0- 2 -3,263 X 10- 2 

20 3,6xl0-~ - 2 , 640xl0- 2 - 2,683 x lo- • 

40 2,7xl0-s -1, 941 X 10- 2 -1 1 935 X 10- 2 

60 1,8xl0- ~ - 1,289xl0- 2 -1,28 4 xl0- 2 

ao 0,9 x 10- 5 ..,o , 627x10- 2 ' -o, 639 x l0 - 2 

100 O, Ox10- 5 0 , 025xl0- 1 O,OOOxl0- 2 

120 -0 , 8 x 10- 5 0 ,667 X 10- 2 0,639xl0- 2 

140 -1,8 x 10- s 1,314x10- 2 I,284xlo- 2 

160 -2, 7xl0-s 1,941 X 10- 1 1 , 935 X 10- 2 

180 -3,6x10- s 2,588xlo- • 2 , 683x10- 2 

200 -4,5x10- s 3 , 200 X 10- 2 3 , 263xlo - • 

CONCLUSOES 

No presente trabalho foi dedu:lido o sistema de equações que g2 

vcrna o fluxo estrati ficado quando existem duas camadas; sua e xten 

são para o caso da existência de maior número de camadas~ imediato. 

Como em geral o tempo de integração para a simulação numérica de um 

problema real i bastante grande, convim formular um esquema implic! 

to onde seja possível tomar inten:alos de tempo grandes sem perder 

sigl)ificativamente a precisão c sem que o acoplamento resultan te de 

tal esquema implique num consumo I:'Xcessivo de tempo de processamen

to na montagem e solução do sjstcma de equações. 
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O modelo matemático demonstra, para os casos simples aprese~ 

tados, sua capacidade em simular um escoamento estratificado. 

Existem a i nda algumas d ificuldades que devem ser ana·lisadas. 

Assim, por e xe mplo, resultaria ma is próximo do real considerar uma 

variação vertica l d a s veloc i dades no lugar de uma velocidade cons

tante e m toda a camada; também é necessár i o estudar com mais profu~ 

d i dade a inf l uência de visco sidade turbule nta e da mistura entre as 

camadas nas condições de contorno e nas t e nsões interfaciais. 

Finalme nte , a comparação dos re s u l tados do modelo com medidas 

num protótipo torna-se fundament a l antes de extrapolar aos efeitos 

de obter uma previsão do fluxo num sistema qualquer. 
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RESUMO 

Es te trabalho analise a viabilidade do emprego de modelos e m escala 

reduzida na realização de testes de simulação espacial visando ob

ter a distribuição de temperaturas do protótipo do primeiro satéli

te brasileiro. As condições gerais para o modelarnento térmico em e~ 

cala são estabelecidas e as técnicas de preservação das temperatu

ras e preservação dos materiais são consideradas. Modelos em escala 

do satélite são espec ificados e 'seus comportamentos térmicos são ca.!_ 

culados e comparados com o comportamento do protótipo em escala 

real . 

ABSTRACT 

This paper analyses the feasibility of testing reduced-scale thermal 

models of the first brazilian type spacecraft in sirnulated space 

environrnent in order to obtain the prototype temperature distri

bution. General conditions for thermal scaling are established and 

the ternperature preservation and materials preservation technique.s 

are considered. Reduced-scale thermal models are specified and their 

temperature distributions are calculated and compared to the proto

type. 
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INTRODtJCAo 

um dos aspectos mais delicados no desenvolvimento de um sat é

lite é assegurar que, quando em órbita, todos os equipamentos do si~

tema operarão dentro dos seus limites de temperatura especificados . 

Esta tarefa exige uma cuidadosa especificação dos materiais , cobert~ 

ras e dispositivos que regularão as trocas de calor no satélite du

rante sua vida útil, o que, por sua vez, demanda uma multiplicidade 

de atividades como a realização de testes térmicos sob vácuo ou a 

execução de simulações numéricas das condições de operação do siste

ma . 

Atualmente, mesmo com o desenvolvimento de rotinas computaci~ 

nais rápidas para o cálculo da distribuição de tem~eratura em satéli 

tes, verifica- se que é imprescindlvel a realização de ensaios exper! 

mentais em maquetes com o objetivo de aumentar a confiabilidade do 

projeto, especialmente quando os acoplamentos são difíceis de mode

lar analiticamente ou quando as propriedades dos materiais e das su

perfícies não são bem conhecidas . 

O aumento do porte e da complexidade dos satélites tem exigi

do o emprego de instalações de teste cada vez maiores , com custos 

operacionais exponencialmente crescentes. Observou-se que o custo de 

um programa de testes térmicos pode representar até 7\ do custo total 

de desenvolvimento de um satélite [1] . Por isto, desde a década de 

sessenta , propôs-se a utilização de modelos térmicos em escala redu

zida no lugar de protótipos em escala real , possibilitando a realiza 

ção de ensaios mais rápidos e menos onerosos, em instalações menores 

e mais baratas. 

No começo do programa espacial americano , foram determinadas 

as condições gerais para o modelamento térmico em escala de satéli

tes [2,3] e duas principais técnicas foram desenvolvidas. Na primei

ra técnica, chamada "técnica de preservação das temperaturas", o mo

delo em escala é concebido de modo a reproduzir ponto a ponto a dis

tribuição de temperaturas do protótipo. Na segunda técnica, chamada 

"técnica de preservação dos materiais", o modelo e o protótipo são 

construídos com os mesmos materiais . Nesta técnica , as temperaturas 

em pontos homólogos do modelo e protótipo são diferentes mas estão 
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r e lacionadas por uma razão constante e conhecida. Os problemas e os 

erros associados a ambas as técnica s foram analisados por alguns au 

tores (4,5] . 

Após 1965, foram realizadas investigações experimentais para 

determinar a viaoiltôade da utilização de modelos em escala no âmbi 

to de diversos projetes espaciais . Foram utilizados modelos em esca 

la , por exemplo, no desenvolvimento da sonda Voyage r [6] e no pro
grama Apollo [7 ). 

o presente trabalho analisa a viabilidade do desenvolvimento 
de mode los térm~co~ cm escala reduzida para o primeir o satélite br! 

s1le~ro a ser lançado em 1989 . Quatro modelos foram especificados e 

os seus comportamentos térmicos fora m calculados e comparados com a 
di.slribuição de temperaturas do protótipo . 

CRITtRlOS PARA MODF:LAMENTO EM ESCJUJ\ 

Para um satclite dividido em "n" regiões isotérmicas, a equ! 

ção de balanço Lérmico par.:1 o i-ésimo nó pode ser expressa por 

dT. n 
n C V ~ + '1" H · (T "" T • ) + 
' "iiidt . i j '" i-j 

j:l 

o Ci=l ,2, •.• ,n) (1) 

onde (n icivi) represenLa a capacidade térmica do nó l,R1 j e s1 j são, 
respectivamente , os coeficientes de acoplamento radiativo e conduti

vo entre os nós i e j , o i é a carga térmica externa absorvida pelo 

nó i devido a insolação di reta , albedo e r adiação terres tre, Pi e a 
potência térm ica dissipada internamente no i-ésimo nó. 

A solução do sistema de equações (1) permite determinar o 

comportamento térmico do satélite desde que as cargas térmicas dos 
diversos nós sejam conhecidas. 

Cons iderando um modelo térmico deste satélite onde cada par! 

metro e variável tenham sido escalonados J?OZ um correspondente fator 

de escala , y , sua distribu ição de temperaturas pode ser descrita P! 



31 4 Aev. BrMec. Aío de Janeiro, V. IX, n9 4 - 1987 

lo seguinte sistema de equações : 

( i: l,2, .. . ,n) {2) 

Par a que modelo em escala e protótipo sejam termicamente se

melhantes e ntre si, impõe-se : 

{ 3) 

Os coefic·ientes de acoplamento radiativo e condutivo e a car 

ga térmica externa são usualmente e xpressos por 

( 4 ) 

(5 ) 

(6) 

Nestas expressões , Ai ' Ai j' Ac,ij representam a área do nó ~ 

a área da seçào reta entre os nós i e j e a área de contacto entre 

nós .adjacentes, respectivamente, enquanto que &i e ~i são a emissi

vidade e a absortividade do nó i e Kij e hij representam a conduti

vidade térmica e a condut iv i dade de con tacto . Finalmente , Hi é o flu 

xo térmico i nciden te s obre o i-é simo n ó e Fik é o fa tor de forma do 

nó i em r elação ao nó k . 

Considerando identidade geométrica e emissividades ig~is e~ 

tre regiõe s homóloga s do modelo em e scala e do protótipo, as equa

ções (4) , (5) e (6) indicam que 
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'fs (7) 

Substituindo (7) em 13), segue: 

(8) 

Em geral, um grande número de elementos de um satélite é 
constituido por placas, cascas, perfis, onde a distribuição de tem

peraturas pode ser considerada bidimensional. Neste caso, a espess~ 

ra de um eleruento pode ser escalonada independentemente do fator àe 

escala adotado para as demais dimensões . Este procedimento permite 

ajustar a condutância térmica entre qois nós, modificando a área de 

passagem de calor . Considerando y 6 como o fator de escala das espe~ 
suras, segue 

... v l y 
'o L H = 1p (9) 

Esta expressão define as condições para o desenvolvimento de 

um modelo em escala a partir de um dado protótipo. 

ESPECIFICA{;AO DOS MODELOS EM ESCALA 

Para aplicação da técnica de modelamento térmico em escala, 

considerou-se o protótipo da estrutura do primeiro satélite brasi
leiro, ilustrado na Figura 1. Dados gerais sobre este protótipo es

tão apresentados na Tabela 1. 

Foram especificados quatro modelos de acordo com técnicas de 

escalonamento e para regimes de operação diferentes, conforme se
gue : 

T~CNICAS 

Preservação das Temperaturas 

Preservação dos Materiais 

PERMANENTE 
Modelo I 

Modelo II 

TRANSITÓRIO 

Modelo III 
Modelo IV 
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PUIEL AHTIGEOCÊHTRICO 

Fig. 1. Vista explodida do primeiro satélite brasileiro 

TABELA 1. Especificações Gerais do Protótipo 

COMPONENTES MATERIAL 6 K pC X lOs 
(nun) (W/mK) (J/m)Kl 

Cilindro central Al 2024 2.00 121.0 25.5 

Painéis porta- Painel sandui 

equipamentos che de alumi- 26.21 4.42 1.60 

nio 

Painéis laterais Painel sandui 

e anti-geocéntr! eh e de alumi- 13 .51 7.79 2.69 

c o nio 

Os seguintes critérios foram adotados: 
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0.5 compromisso entre o tamanho dos modelos e a dimensão 

das instalações de teste do INPE; 

para preservação das temperaturas; 

Yk = 1 = para preservação dos materiais; 

d) o primeiro termo da eq. (9) não considerado para regime permanen

te; 

mesma cobertura externa para modelos e protótipo; 

utilização da mesma graxa térmica nos contactos do 

protótipo e dos modelos. 

A condutividade térmica dos painéis sanduiches foi calculada 

de acordo com modelo proposto por Daniels et alii (8). 

Os dados selecionados para os modelos em escala e os fatores 
de escala mais importantes são apresentados nas Tabelas 2 e 3, res

pectivamente . 

TABELA 2. Especi ficações dos modelos em escala 

!DELO I IDEW II JOJBU) lii IOlEl.O N 

CXl'olPQIIEN1'E MAT. 
6 

MAT. 
é 

MAT. 
6 

MAT. 
õ 

(mn) (um) (um) (um) 

Cilindro ~ Aço Aço 

tral Inox 2. 37 Al 2024 1.02 InOx 2.78 Al 2024 2.00 
430 430 

Painéis Porta- Aço Aço Painéis 

B::Juiparrentos Inox 1.98 Al 2024 0. 41 InOx 2. 00 5aiWiche 26.21 
316 316 de all.lDÚni.O 

Painéis Late- Aço Aço Painéis 
rais e Anti-Ge Inox 1. 79 Al 2024 0.41 InOx 1. 79 Sarrluícbe 13 .61 -
ooêntrico 316 316 de alunínio 
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TABELA 3. Fatores de Escala 

YT Yt YL Yn Yp 

MODELO I 1.0 - 0.5 1.0 0.25 

MODELO II 1. 24 - 0.5 2.30 0 . 58 

MODELO III 1.0 1.95 0 .5 1.0 0.25 

MODELO IV 1. 59 0.25 o' 5 6 . 35 l. 59 

Deve-se acrescentar que todos os modelos em escala foram es

pecificados considerando materiais e bitolas disponíveis comercial

mente . 

RESDLTADOS 

O comportamento térmico do protótipo e dos modelos foi simu

lado numericamente com o conjunto de programas de análise térmica 

desenvolvido pelo Grupo de Controle Térmico do INPE [9]. Os siste

mas foram divididos em nós isotérmicos, como ilustrado na Figura 2, 

e analisados sob diversas condições de operação, em regime permane~ 

te e transitório. Em regime transitório, considerou-se uma órbita 
circular com 700 Km de raio e 25P de inclinação, típica do primeiro 

satélite brasileiro. 

As Figuras 3 e 4 mostram os resultados das simulações para o 

desempenho dos modelos I e II comparado com o comportamento do pro

tótipo, para diferentes posições na órbita (diferentes cargas térmi 

cas externas) . 

Figuras 5,6 e 7 apresentam resultados tipicos do comportame~ 

to térmico, ao longo de uma órbita, de regiões homólogas do protót! 

po e dos modelos III e IV. Resultados adicionais podem ser encontra 

dos nas referências [10] e (11). 
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Fig. 2 . Malha de nós adotada : (a) painel antigeocêntrico, (b) painel 
porta- equipamentos c entra l, (c) paine l porta-equipamentos geo 
cêntrico , (d ) pain é i s laterais e (e ) cilindro centra l -

.... 

.... 

---- l'lltOTOTIPO 
------ .... - ...... MOMLO 1 
------ .. OOfLO U 

Fig. 3. Distribuição de temper aturas do protótipo e dos modelos I c 
li em regime permanente (condição C) . 
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Fig . 4. Distribuição de t e mperaturas do pro ·tót i po e dos modelos I e 
II em reg i me p e rmanente (condição B) . 
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~o 

Fig. 7. Variação da temperatura do nó 48 do protótipo e dos modelos 
III e IV ao longo de uma órbita 

Com base nos resultados para regime permanente, verificou-se 

que os modelos I e II reproduzem o comportamento do protótipo sati~ 

fatoriamente com desempenhos equivalentes. Em aw.bos os modelos, os 

desvios máximos ocorrem em regiões com altos niveis de potência dis 

sipada localmente ou com grande incidência de carga externa . 

Para regime transitório , os modelos III e IV apresentam um 

comportamento térmico bastante semelhante ao do protótipo , ao longo 

de toda a órbita e em todos os nós da malha. 

Observou-se, t aw.bém, que os modelos I, II e III apresentam 

niveis de tempera tura sistematicamente inferiores ao do protótipo, 

enquanto no modelo IV, único modelo em escala constituído por pai

niis sanduiche, ocorre o inverso . Este fato resulta da redução de 

escala do protótipo ter sido efetuada a partir de suas dimensões e~ 

t ernas e não pelas linhas médias de seus elementos constitutivos . 

Corno os painéis sanduiche apresentam espessuras significativas, es

te procedimento introduz distorções nio despreziveis nos modelos em 

escala , como demonstrado a seguir. 

Seja 

Lm+ ôm 
YL Lp+Óp 

n 
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Lm 
Lp ' 

onde yL e o fator de escala nominal (yL ~o.SO), representando a re-
n n 

lação entre dimensões externas, e YL é o fator de escala real calcu 
r 

lado a partir das linhas médias dos elementos do protótipo (pJ c dos 

modelos (m) . 

Para os modelos I, II e III, constituídos por chapas finas,~ 

se que ém << Lm 

Logo 

ou seja, 

(1 + iel 
Lp 

Para o modelo IV, constituído por painéis sanduiche , onde 

é cé ' segue que 
m P 

e 

Consequentemente, de acordo com a Equação 8, segue que 

os modelos I, II e III 

e para o modelo IV 

para 
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Finalmente, a sensibilidade dos modelos em escala foi avalia

da com relação a perturbações nos acoplamentos condutivos (y
5

J, nos 

acoplamentos radiativos (YR) e nas cargas térmicas (yp e y•). 

Para isto, foram calculadas, para cada modelo, as sensibilida 
des médias definidas por: 

(lO) 

com a= S,R,p,<l>. 

Para a técnica de preservação das temperaturas, os resultados 
ilustrados pela Figura 8, indicam que eventuais distorções nos aco

plamentos condutivos implicam em pequenas variações no comportamento 

térmico dos modelos em escala . No entanto, a minimização de perturb~ 
ções nos acoplamentos radiativos e nas cargas térmicas é crítica pa

ra a garantia do bom desempenho dos modelos em escala. Observa-se, 

também, que a diminuição dos modelos resulta em dificuldades cresce~ 

tes, tornando-se a técnica de modelamento térmico em escala pratica
mente 1nvi1vel a partir de yL<0 . 25 . 

w 
o 

"' Q 

:::; 
ãí 
iii 
z 
l:l 

FATOR DE ESCALA Y L 

Fig. 8. Variação das sensibilidades em função da redução de escala 
dos modelos 
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Considerações análogas podem s e r feitas para a técnica de pr~ 

servacão dos materiais , embora , neste caso, as perturbações nas car

gas térmicas sejam menos criticas . 

COMENTÁRIOS FIN~S 

O presente trabalho demonstra a viabil~dad~ do emprego de mo

delos em escala , concebidos de acordo com qualquer uma das técnicas 

de preservação estudadas, para a simulação do comporta~cnto térmico 

do primeiro satélite brasileiro . Os modelos espccif~cados reproduzem 

satisfa toriamente o desempenho do protótipo com desvios médios infe

riores a 8°C, para todos os nós e todas as condições de operação ana 

lisadas . 

Deve-se mencionar também que : 

a ) a redução da escala do protótipo com base nas suas dimensões ex

ternas introduz desvios sistemáticos no desempenho dos modelos em 

escala . Tais desvios , entretanto, podem ser estimados e corrigi

dos , adequadamente; 

b) a especificação de valores multo pequenos para o fa tor de escala 

dimensional, yL' introduz incertezas na distribuição de temperat~ 

ra dos modelos que podem inviabil izar a utilização da técnica de 

modelamento térmico em escala . 
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