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Announcement and Call for Papers

FIRST WORLD CONFERENCE
OoN
EXPERIMENTAL HEAT TRANSFER, FLUID MECHANICS AND THERMODYNAMICS

September 4-9, 1988 Dubrowmik, ‘Yugoslavia

The objectives of the Conference are to bring together the experimental
researchers and industrialists active in the areas of thermal and fluid science
and engineering, to éxchange their expertise and experiences in many research
areas with cooperation and friendship, and to further stimulate their research
activities, All participants will also have an opportunity to get informed on:

advances in basic phenomena of heat transfer and fluid flow
through conventional ahd sophisticated experiments

- state-of-the-art in experimental techniques and instrumentation

= innovative applications of research results through cross-
—fertilization of ideas from conference particlpants
of various disciplines

- wvalidity of experimental results in many fields

- definition of needs for further measurements

- experience gained and lessons learned from building test
facilities and reducing test data

Papers dealing with experimental work together with theory, analysis and
numerical studies on all aspects of heat transfer, fluid mechanics and
thermodynamics will be considered. Also, papers analyzing original or existing
experimental data together with theory or numerical results will be accepted.

The Conference Scientific Committee (made up of leading world authorities
and experimentalists in heat transfer, fluid mechanics, and thermodynamics) is in
charge of approving the acceptance of papers and final conference program.

Deadlines

Nov. 1, 1987 Three copies of up to 1,000 word abstract.
- Deec. 1, 1987 |Notify abstract acceptance
- Jan. 15, 1988 Full-length paper due

Mar, 15, 1988 Notify paper acceptance
- Apr. 15, 1988 Author-prepared mats due

Send abstracts and further inquiry to: Professor Paulo Roberto de Souza
Mendes, Department of Mechanical Engineering, Pontiffcia Universidade Catclica
do Rio de Janeiro, Rua Marqués de Sao Vicente, 225, CEP 22453, Rio de Janeiro,
RJ, BRASIL.



2° DINAME

SEGUNDO SIMPOSIO SOBRE SISTEMAS DINAMICOS DA MECANICA
PROBLEMAS DINAMICOS EM MAQUINAS E ESTRUTURAS

CHAMADA DE TRABALHOS

Periodo: 29 de fevereiro a 04 de margo de 1988
Local: Campos do Jord@o em hotel a ser definido

Objetivos: . Congregar os pesguisadores brasileiros na area de Dini-
mica de Maguinas, Egquipamentos e Estruturas para intercam
bio de conhecimentos e experiéncia.

. Consplidar um Comité@ da Associagdo Brasileira de Ciéncias
Mecanicas - ABCM, nesta area.

. Integrar os participantes com pesquisadores estrangeiros
presentes no evento.

Apresentar experiéncias e problemas de carater aplicado
de origem industrial integrando os engenheiros, docentes
universitarios e pesquisadores de centros de pesguisa pre
sentes.

Endereco apra correspondéncia:

Coordenagido Geral

GEPROM - Laboratérioc de Projetoc Mecdnica / UNICAMP
Caixa Postal 6051

13081 - Campinas, SP

Tel.: {0192) 39-1495 Telex: (019) 1150
EVENTOS
CADCOMP B8 - International Conference on Computer Aided Design in

Composite Material Technology. 13-15 Abril 1988, Southampton Univ., UK.

CMWR 88 — Computational Methods in Water Resources. 13-17 Junho 1988,
MIT, Boston, USA.

BEM 10 — Boundary Element Method Conference. 6-9 Setembro 1988,
Southampton University, UK.

ASE 88 — International Conference on Applications of Supercomputers in
Engineering. 19 21 Julho 1988, Aachen University, West Germany.
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METODOLOGIA AUTOMATIZADA PARA O
CONTROLE GEOMETRICO DE SUPERFICIES
DE PRECISAO

Armando Albertazzi Gongalves Jr.*
UFSC — Departamento de Engenharia Mecinica
Laboratorio de Metrologia e Automatizagao

RESUMO

Este trabalho descreve uma metodologia ndo convencional para medir
erros geométricos de superficies de precisdo. S3o apresentados re-
sultados da medicac de planicidade de blocos padrao. Este método é
extendido para medigdo de paralelismo, ortogonalidade, constancia de
afastamento e angular entre superficies de precisdo planas ou guase
planas.

ABSTRACT

This work presents a non-conventional methodaology to measure
geometric errors of precise surfaces. There are presented results
of a length gauge surface flatness. This method is extended to
measure paralelism, ortogonality, thick and angular constancy between
flat cr almost-flat precise surfaces.

{(*) Prémio Yehan Numata 1986 como melhor trabalho em Mecdnica de Precisao no pe-
ricde (junho/85 a junho/B6).
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INTRODUCAO

Medicdes de propriedades de superfic¢ies de precisdo, tais co-
mo: planicidade, paralelismo, cortogonalidade, constancia de afasta -
mento, etc., com elevada precisao, constitui um problema de dificil
solugdo dentro do controle geométrico. Métodos convencionais pratica
mente inexistem ou sao caracterizados por grande morosidade e rare -
feicdo de infotmagdes. A medicdo de constdncia de afastamento em blo
cos padrac (BP) & um exemplo classico, onde além da retroacdo e des-
gaste provocado pelo contato mecanico dos apalpadores, o processo
normalizado & bastante metddicoc e s0 fornece informagdes em cinco
pontos notiveis, com precisdo raramente melhor que 0,02um.

Este trabalho apresenta um sistema nao convencional, completa
mente automatico, para efetuar o controle geométrico de superficies
planas ou guase planas, com elevada precisao. Foi inicialmente idea-
lizado para medigdo de planicidade em BP, onde sao requeridas preci-
soes melhores que 0,02um. Porém, pode ser facilmente extendido para
outras aplicacdes tais como: constancia de afastamento, ortogonalida
de, paralelismo e constancia angular. Dispensa a intervencdo do ope-
rador e efetua medigdes absolutamente sem contatoc ou "colagem" de su
perficies.

O sistema dispensa o uso de componentes opticos de precisdoc e
utiliza um padrdc para compensar os erros sistematicos provocados pe
las aberracdes Opticas.

Sac apresentados aqui seus principios, forma de operacao, com
ponentes basicos para medi¢do de planicidade, paralelismo, ortogona-
lidade e constancia angular. Resultados da aplicacdao desta metodolo-
gia na medigdo de planicidade de BP sdo apresentados.

INTERFEROMETRO DE MICHELSON

0 interferometro de Michelson possui largas aplicacoes na me-
trologia [l a 3). Consiste basicamente de um divisor de feixe e um
par de espelhos, como mostrado na figura la. 0O divisor separa o fei-
xe original em duas componentes: a primeira segue em frente e é re-
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fletida de volta pelo espelho A, e na volta, desviada lateralmente,
atingindo o anteparo. A outra componente & desviada para a direita
pelo divisor e atinge o espelho B, sendo refletido de volta para a
diregao do anteparo. Assim, no anteparo incidem simultaneamente as

duas componentes superpostas, havendo entdoc interferéncia,.

ANTEPARO »
P rrraFITFFyIrrig
DIVISOR
DE FEIXE DIVISOR
LENTE DE FEIXE
A
FEIXE B
FONTE ¥
ESPELHO A SUPERFICIE A
3
X
| A |
e rr——- |
ESPELHO B

Fig. 1. a) Interferbmetro de Michelson basico; b) Interferdmetro de
Michelson aplicado a comparagao de superficies

Dependendo da diferen¢ga de caminho Optico, estas duas compo-
nentes podem atingir o anteparo guardande uma certa diferencga de fa-
se. Quando & usada luz monocromatica e coerente, esta diferenga de
fase & estavel e facilmente visualizada.

Sendo esta diferenca de fase de 1800, ou céngruos, ha cancela
mento, resultando intensidade minima, e maxima quando a diferenca de
fase & 0° ou congruos. Estando fixo o espelho A, um deslocamento no
espelho B provocara uma mudanca de fase proporcional. Para um deslo-
camento no espelho B de %/2, sendo » o comprimento de onda da luz usa
da, ha uma variagdo de *» no caminho 6ptico provocando uma mudanga de
3600 na diferenca de fase entre os feixes que incidem no anteparo.
Este efeito & comumente usado na metrologia para medicdo de desloca-
mentos e, dependendo da precisao com a qual a diferenga de fase & me
dida, podem ser medidos deslocamentos de até alguns metros, com pre-
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cisdo melhor que poucos nandmetros.

Cutra concepgao do interferdmetro de Michelson, que permite
comparar interferometricamente superficies, é mostrada na figura 1b,
Nesta, o feixe & colimade de forma a resultar em uma onda plana. De
composta pelo divisor de feixe de forma andloga e refletida de vol-
ta por cada uma das superficies a comparar, ambas as parcelas sao
superpostas e interferem mutuamente. Comc resultado, aparece no an-—
teparo uma imagem cuja diferenca de fase e fungdo das diferengas
geométricas entre as duas superficies. Tendo estas superficies exa-—
tamente a mesma forma e sendo posicionadas ortogonalmente, a dife -
renga de caminho Optico e, consegiientemente, fase, sera constante,
resultando uma imagem homogénea. Havendo uma ligeira ndc-ortogonali
dade, aparecem franﬂas retas e equiespacadas riscando a imagem so-
bre o anteparo. Se as franjas apresentam algum tipo de curvatura é
sinal de gue ha diferenga de forma. Geralmente estes efeitos apare-
cem superpostos.

A diferenga de cota entre dois pontos que estejam sobre duas
franjas vizinhas, & de /2.

Sendo uma das superficies padrdoc, a imagem resultante refle-
te os erros de forma da segunda superficie em relacio 4 primeira.

MEDICAO DE FASE

Para medir a diferenca de forma entre duas superficies por
processos interferométricos, € imprescindivel a medicdo precisa de
diferenga de fase. Esta poderia ser feita simplesmente através da
medigao de intensidade luminosa resultante em cada ponto da imagem
sobre o anteparo. Porém esta forma de medicao, além de imprecisa, ndo
define o sinal da diferenca de fase, ou seja, se +¢ ou =-¢.

O processo alternativo desenvolvido consiste em, através de
um dispositivo eletro-magnético, deslocar o espelho movel (fig. 2)
de forma controlada, ac mesmo tempo em que & registrada a intensida
de luminosa do ponto de interesse a cada nova posigao do espelho mo
vel. Uma vez tendo sido calibrado o dispositivo eletromagnético de
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forma apropriada, controla-se o espelho para executar, por exemplo,
uma série de 16 passos sucessivos com valor de 1/32. Como resultado,
provoca-se a cada passo um acréscimo de fase em toda a imagem de
3600/16=22,5°. Sendo medida a intensidade luminosa do ponto de inte
resse em cada passo, obtém-se um grafico similar ao da figura 2.

ONDA
PLANA
ELETROIMA IMA
FOTODETETOR
-
INTENSIDADE
- LUMINOSA
ESPELHO
MOVEL /”
A i
7 DIFEREN-
VIGA p GADE FASE
| 360°
SUPERFICIE -2
A MEDIR

Fig. 2. Medig¢doc precisa de fase

Uma wvez conhecido o periodo da sendide obtida, calcula-se o
dngulo de fase ¢ do ponto de interesse, a menos de um numerc intei-

ro de voltas.

Sendo a curva obtida equacionada por:

Y = A + Ksen (22,5 i+¢) (1)
discretizada por

Yi = A + K sen (22,5 i+9) com i=l,...,16 (2)

onde
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16
A = 2 Y, (média dos 16 valores) (3)
16 i
i=1
obtém-se entao
1 16
2, = ¥, - 13 ) Y, = K sen (22,5 i+¢) (4)
izl
Observa-se gue
zi+4 = K sen (22,5 i+¢+90) = K cos (22,5 i+4) (5)
e
Z.
; _ K sen (22,5i+¢) _ i
tg (22,5 i49) = K cos (22,51 +¢) % to)
i+4
Ou
i Z,
¢ = tg tzl) - 22,5 i 7 i=lj.e..16 (7)
i+d

Sabendo-se que zi:zi+16' podem ser calculados até 16 valores
independentes para ¢, e portanto, pode ser feito um tratamento esta
tistico nestes valores medidos, aumentando a precisdo do resultado.

Testes mostraram gue ¢om este processo € possivel medir fase
com repetibilidade melhor gue 100, 0 gue se mostra suficiente para
a grande maioria de aplicac¢Oes dentro do controle geométrico. Uma
incerteza de +/- 5O na medicdo de fase resulta em uma incerteza de
+/= 4,4nm na medicao de forma.

ABERRACOES OPTICAS

A comparacdo de superficies por processos interferométricos
pode ser efetuada com grande precisdo desde que sejam usados compo-
nentes Opticos perfeitos. Esta situagdo idealizada esta longe de
ser a real e compromete substancialmente os resultados.

Imperfeigdes Opticas de lentes, do divisor de feixe e do es-
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pelho movel, conhecidas genericamente por aberracdes, bem como desa
linhamentos, 8sdaoc responsaveis por distorgdes e erros sistematicos na

medicao de forma.

Felizmente, para um mesmc sistema, estas aberracgdes sdo esta
veis, ou seja, ndo mudam com O tempo. Podem ser levantadas com o uso
de uma superficie padrdc de qualidade adequada: os "erros" de forma
medidos para a superficie padrdo representam exatamente o somatorio
das aberracOes totais do sistema. Uma vez levantadas estas aberra-
¢oes, podem ser convenientemente armazenadas e posteriormente com-
pensadas.

Assim, ao medir uma superficie gualguer por este processo,
deve-se compensar este erro sistematicdo, ou seja, abater do erro de
forma encontrado é parcela correspondente as aberracOes. Esta opera
¢ao pode ser grandemente facilitada por meio de armazenamento digi-
tal de dados.

0 SISTEMA DE MEDICAO

A figura 3 ilustra os médulos do sistema de medigdo de plani
cidade desenvolvido. Consiste basicamente de um interferdmetro de
Michelson computadorizado.

A fonte de luz & um laser Helio-Nednio com 1=0,6328 m filtra
do e colimado convenientemente de modo a se obter uma onda plana.

0 interferdmetro de Michelson & de forma similar ao da figu~
ra 2, portanto ja discutido. O deslocamento do espelho movel & con-
trolado por um dispositivo eletro-magnético, e varia linearmente pa
ra pequenos deslocamentos com a tensac aplicada sobre este por meio
do conversor digital/analdgico (D/A), que por sua vez, € controlado
pelo computador.

0 bloco padrac €& posicionadoc sobre uma mesa contendo guias
apropriadas e dispositivos de ajuste finc para facilitar a tarefa de

reposicionamento.
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VIGA

ELETROIMA
IMA CONVERSOR D/A

ESPELHQ,V/
FILTRO MOVEL

ESPACIAL I
LASER He Ne y
LENTE
X\ = 0.6328 um BLOCO ']553—1F_____t-"'\
. e MICROCOMPUTADOR

SISTEMA DE

COORDENADAS :
FOTODETETOR CONVERSOR A/D

PLOTADORA

Fig. 3. Sistema de Medigaoc de Planicidade

Uma lente objetiva & usada com © intuito de ampliar a imagem
da interferencia, de modo a torna-la com tamanho conveniente para
sua analise.

Uma plotadora adaptada, na qual a pena é substituilda por um
fotodetetor, & usada como digitalizadora [4]. Por software, as posi
¢oes dos guatro vértices da imagem sobre sua area util sdc informa-
das. Uma vez tendo sido definida uma malha de discretizacio sobre o
bloco padrdo, a plotadora, c¢orrigindo o efeito de perspectiva, posi
ciona o fotodetetor sobre a posicao correspcndente na imagem a cada
ponto da malha definida. O conversor A/D transforma © sinal de ten-
sdo emitido pelo fotodetetor em um dado digital inteligivel ac mi-
crocomputador.

N microcomputador controla a tensao sobre o dispositivo ele-
tro-magnético, a posigac XY do fotodetetor e mede a intensidade lu-
minosa.
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MEDICAO DE PLANICIDADE

O software utilizado & constituido de varias etapas. Inicial-
mente, a malha & definida e a posig¢dao da imagem sobre a plotadora &
informada ao computador. Este, por sua vez, desloca o fotodetetor pa
ra a regido da imagem correspondente a cada ponto da malha definida
sobre o bloco padrao. Em cada posigao, procede-se um cicloc de incre-
mento de 16 niveis de tensao sobre o eletroima, provocando incremen-
tos de deslocamentos de A/32 e, consegilentemente, variacdo de fase
de 22,5° a cada incremento. Com estes dados, e o procedimento descri
to no item 3, calcula-se, a menos de um multiplo inteiro de 3600, a
fase ¢ de cada ponto da malha.

Uma vez calcylada a fase relativa de cada ponto da malha, es-
tes sdo convertidos em cotas (distdncias) pela relagdo:

A
Z; = (9;+4360 K;) 5—5¢5 (10)

Inclinacdes e translagdes nas cotas medidas sdao eliminadas
ajustando-se ao conjunto de pontos [xi, Yo Zi) o melhor plano segun
do o método dos minimos quadrados. X; e Y, sdo as coordenadas do pon
to "i" da malha e Z, sua cota calculada por (10). A equacdo do plano
ajustado pelos minimos quadrados é da forma:

£IX.+Y:)
1 A

]
>
ks
+
=2}
<

it C t11)

" te ] ;
Tox X, ¥ i x A | X.T
fal * =1 +4 fal * ing ¥ &
n n n n
yo®Y, ¥ 1% B | = L ¥,%, (12)
i=1 i=1 i=1 i=1
? n n
!X Ty n C o2,
Lj51 ¥ gt A O T - S

sendo "n" o nimeroc total de pontos da malha.
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Desta forma, as distancias dos pontos zi's ao melhor plano
léi} refletem os erros de planicidade da superficie ensaiada em re-
lagdo a superficie padrdo, porém estardo ainda acrescidos de erros
provocados por aberrag¢des. Calcula-se éi como sendo:

Gi =2, - f(Xi,Zi} (13)

Para conhecer precisamente os erros provocados por aberra-
¢Oes Opticas, usa-se uma superficie plana padrdo com erros de plani
cidade pelo menos cinco vezes menores que os erros da superficie a
analisar. Esta superficie é entdo medida pelo sistema. Os "erros"
de planicitdade encontrados para esta superficie plana padrdo sdc exa
tamente os erros provocados pelas aberra¢tes Opticas como um tedo.

Desde que a disposigdo seja mantida, os erros provocados pe-
las aberracoes oOpticas constituem um erro sistematico constante e
conhecido, podendo facilmente ser compensado. Para tal, a superfi-
cie de interesse & medida pelo sistema, as cotas sao calculadas, e
o erro sistematico corregponde as aberrac¢des & subtraido para, en
seguida, serem calculados os erros de planicidade em relagao ac me-
lhor plano ajustado pelo método dos minimos quadrados,

MEDICAO DE BLOCOS PADRAO

Uma vez constituido o sistema descrito, foram efetuados tes-
tes e ensaios de planicidade em blocos padrao.

Como padrao de planicidade, foi usado um bloco padrao de
25,000mm, classe 0, com erros de constancias de afastamento da or-
dem de 0,0lum, segundo certificado emitido pelo IPT e confirmado pe
lo LABMETRO.

Os erros de planicidade medidos, correspondente as aberra-
¢oes Opticas, s@o representados na figura 4. O referencial zero ado
tado para as curvas de nivel corresponde ac valor médio encontrado,
sendo gue assim sempre existem valores positivos e valores negati-
vos. Uma translagdo deste referencial para o valor de nivel minimo
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€ desejavel em alguns casos. A vista em perspectiva mostra o retin-
gulo tomado como nivel igual a zero e, em relagdo a este, & desenha
da a malha correspondente a superficie deformada. Neste casc, esta
representacao nao possul significado fisico, apenas fornece dados
sobre a magnitude das aberracdes oOpticas. Foi selecionada uma malha
de 8 x 4 nds.

Uma vez encontrado o erro sistematico, foi medida a planici-
dade de alguns blocos padroes. A figura 5 mostra os resultados de
testes de repetibilidade efetuados em blocos padrio. 0 erro maximo
de repetibilidade encontrado neste caso fol da ordem de 0,0lum. Es-
tas medigdes foram efetuadas em um bloco padrio ée 75mm.

-0,i0 0,00 +0,05 + 0,05 0,00 040

7 o0
AN

Fig. 4. Aberracgoes Opticas (um)

A figura 6 mostra os resultados da medicdo de planicidade em
um BP de 75mm grau 2. Nota-se a presenga de uma regido mais alta na
parte esquerda do BP. Embora pertenca ao grau 2, onde sdo aceitos
erros de constancia de afastamento de 0,15um, o erro maximo de pla-

nicidade encontradeo foi pouco superior a 0,05um.
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Os resultados da figura 7 correspondem aos erros de planici-
dade medidos nas duas faces de um BP grau 1 de 70mm.

+ 0014
0,00 gez \—"“-—-— -002
| 000
A +0,02,
-0,02 +0,01

Fig. 7a. Erros de planicidade nas duas faces de um BP de 70mm (um)

v ) =0.9! 0
ﬂ: oy
—_ A

o
+0,04 000 0po -001

7

Fig. 7b. Erros de planicidade nas duas faces de um BP de 70mm (um)

-2.0!

000
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Os erros de planicidade medidos em BP se mostraram bastante
reduzidos, mesmo para BP de grau 2. Entretanto, estes erros sao
grandemente multiplicados guando sao formadas composigbes com BP co
lados. A figura 8 mostra os erros de planicidade da composigiao for-
mada pelos BP de 25,000 e 1,00lmm. Os erros de planicidade passam
de cerca de 0,05um para valores de até 0,25um, ou mais. Este fendme
no se da em funcac do ajuste ndo uniforme entre as duas superficies
no momento da cclagem dos BP, provocando ligeira flexdo. Uma segun-
da medicdo foi efetuada neste conjunto, apos um novo reposicionamen
to, e, em relagdo & primeira, foram feitas comparacdes e mostraram
excelentes repetibilidade (fig. 8a e 8b).

Um dltimo resultado é mostra do na figura 9. Neste caso, os
erros de planicidade sdo de uma composicdao de um BP de 25,000 e ou-
tro de 1,010mm colados pelc mesmo operador, nas mesmas condigdes.
Neste caso estdc presentes erros de planicidade mais acentuados.

a6d +0, 40 +040 00 -ad0

-0.40 \

Fig. B8a. Erros de planicidade e testes de repetibilidade da compési
¢ac dos BP de 25,000 com 1,00lmm colados (um)
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Ik +2,12 000 -04D

L)

Fig. B8b. Erros de planicidade e testes de repetibilidade da composi

Fig.

9.

cao dos BP de 25,000 com 1,001lmm colados (um)

-020 -DID 000 40!7 +0.45 045 +040 000 -0I0

/()T

Erros de planicidade da composigao dos BP de 25,000 eom
1,010mm colados (pm)
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EXTENSAO DA METODOLOGIA

A metodologia apresentada mostrou-se bastante eficiente para
a medigdo de planicidade de superficies espelhadas de precisdo,tais
como BP, espelhos, vidros e laminas de precisdo. Entretanto, super-
ficies quase planas, com elevado raio de curvatura, podem ser compa
radas interferometricamente por este métodec. Para tal, substitui-se
o espelho movel por uma superficie similar a medir e procede-se a
determinagio da aberragdo Optica de forma analoga usando uma super-
ficie padrao. Assim, podem ser medidas cilindricidades, esfericida-
des e formas particulares, desde que estas superficies possuam raios
de curvatura elevados.

Outra extensdc do método, de largas aplicagdes no controle
geométrico de precisdo, & a medicdc de constancia de afastamento e
paralelismo entre duas faces de um mesmo componente. B suficiente
para isto, utilizar a variacio do interferdmetro de Michelson mos -
trada na figura 10. Ao passar pelo divisor de feixe, a luz & condu-
zida a cada uma das faces do componente e refletida de volta e su-
perposta no anteparo. Novamente as franjas indicam a diferenca de
cota entre as duas superficies (constdncia de afastamento). A deter
minacao das aberracdes Opticas & efetuada mediante um padrio com
boas caracteristicas de paralelismo. O software apenas elimina as
aberragdes, obtendo os resultados de constancia de afastamento. A
inclinagac do plano ajustado a estes dados fornece a inclinacdo mé-
dia entre as duas superficies.

Alternativamente, o interferometro da figura 11 mede ortogo-
nalidade entre as faces assinaladas. Novamente & requerido o uso de
um padrido, desta vez com boas caracteristicas de planicidade em
suas superficies e de ortogonalidade entre suas faces. 0O processo
de medigdo € analogo ao de paralelismo. Mudando a inclinagdo do es-
pelho B, é possivel generalizar o interferdmetro para medicdoc de
"constancia angular" entre duas superficies planas afastadas de um
dngulo qualquer, desde que se possua um padrio que possua as quali-
dades requeridas.
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ONDA
PLANA
-y DIVISOR
DE FEIXE ’
ESPELHO Z
MOVEL 4
L~
-
Z
FACES 2
MEDIDAS ANTEPARO
PECA A
ENSATIAR
ESPELHO
FIXO

Fig. 10. Medicdo de paralelismo € constdncia de afastamento

ONDA
PLARA
~ DIVISOR
LRy DE FEIXE ¥
ESPELHO| . 2
MOVEL //’/ ]
e’
) ’
ANTEPARO
| FACES
(f MEDIDAS
.~
ESPELHO
FIXO

Fig. 11. Medicdo de ortogonalidade
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CONCLUSOES

0 sistema desenvolvide apresentou erros de repetibilidade me-
nores que 0,015um, considerados satisfatérios para uma série de apli
cagdes dentro do controle geométrico. Entretanto, acredita-se que,
com usc de fontes de laser mais potentes e com alguns recursos de
hardware, seja possivel medir com precisdes melhores que 0,005um. Nes
te limite, fatores que influenciam na estabilidade térmica e mecédni-

ca passam a ter maior influéncia e devem ser convenientemente consi-
derados.

0 sistema usado, embora na concep¢ac inicial parec¢a caro ou
muito sofisticado, pode ser enormemente simplificado se uma bateria
de fotocélulas for usada nas posicdes de interesse sobre a imagem. O
conversor D/A e o conversor A/D sdo facilmente adgquiridos no mercado.
Uma unidade de chaveamento (porta légica) pode ser usada para adqui-
rir de forma sequencial o sinal de cada fotocélula.

Este sistema podera constituir uma estacdo de medicdc com lar
gas aplicagdes dentro do controle geometrico de precisao, elevado
grau de automatizacdo e alta confiabilidade e eficiéncia.
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ABSTRACT

Analytical solutions are given to diffusion equations with time-
-dependent ccefficients in any general functional form. The
generalized integral transform technique 1is utilized and time-
-dependence on related eigenvalue problems 1s completely avoided.
Formal three-dimensional genecral sclutions are first developed and
then, the sgecific one-dimensioral solutions are systematically
obtained. Ccmputational procedures for the solution of the associated
systemas of linear first order differential equations are ccnsidered.
In addition, a systematic p;oceﬁure for obtaining approximate explicit
solutions is suggested.

RESUMO
Solugbes analiticas sao obtidas para equagbes de difusdo com coefi-
cientes dependentes do tempo cm forma funcioral geral. A técnica de
transformada integral generalizada & utilizada e a dependéncia com o
tempo € completamente evitada no problema de autovalor corresponden
te. Solugdes gerais, tridimensionais sdo formalmente desenvolvidas
e solucdes unidimensionais especificas s3o sistematicamente obtidas.
Procedimentos computacionais para a solucdc do sistema linear de
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem sdo considerados.
Além disso, um procedimento sistematico para obter solugdes aproxi-

madas e explicitas e sugerido.
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NOMENCLATURE

a;j{t] - defined by equations (6.c),(10.c}, ard (1l4.c)

fi{x} - initial cecndition for equation (1.a)

N, - ncrmalization integral

P{x,t) - source term in diffusion equation (l.a)

t - time variable

T{x,t) - temperature field

wy(x) , K (x},d,(x} - time-independent pcrtion of coefficients in

diffusion eguations

w,{x,t} , K, {x,t}) ,d,(x,t} - time-dependent portion of ccefficients

in diffusion eguations

1%

- position vector

Greek Letters

vy - eigenvalue of Sturm-Liouville system

¥{u,x) - eigenfunctions

al{x) , B(x) - boundary ccndition ccefficients

Superscripts

—_— - integral transform

Subscripts

h - iterated lowest order solution
| - order of eigengquantities
k=0,1 - boundary condition index

L - lovest order solution
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INTRODUCTION

The analytic solution of linear diffusion-type prcblems has
been of great interest through the years, as demonstrated by the
vast literature available, in both the contexts of applied
mathematics and physical sciences. The considerably recent and
parallel developments of computers and numerical analysis has been
allowing the extraction of useful information, in the realm of
applications, from those once formal and or too involved solutions.
The classical integral transform technique, as described in several
well-known works, has been the basic tool for such developments.
Very recently [1], general solutions for seven different classes of
problems have been provided in a systematic manner, from which
several special cases of great interest in the heat and mass
diffusion field can be obtained. This and related works have in
common the fact that time-dependence (or corresponding independent
variable} of the coefficients in the diffusion equation is not
considered, despite its considerable importance. It appgears that a
systematic and computationally both fast and reliable approach has
not yet been provided; purely numerical solutions are then, in
general, preferred. A few previous works, however, have been
directed towards obtaining such a systematic approach.

In reference [2], Mikhailov obtained general solutions for
the diffusion equation in finite regions, including separable time
and space-dependent coefficients, with a particular transformable
function form. Due to these specific constraints on the coefficients,
a time-independent eigenvalue problem could immediately be
considered and all the terms in the diffusion equation could be
transformed through the appropriate integral transform.

Ozisik and Murray (3] then introduced the so-called
generalized integral transform technique for the solution of linear
diffusion problems with variable boundary condition parameters. A
time-dependent eigenvalue problem was considered which made the
integral transform kernel time~dependent as well. Therefore, all
but the time derivative term in the diffusion equation could be
transformed to provide the usual system of uncoupled ordinary
differential-equations. The formal solution to the problem then
involves an infinite system of first-order linear differential
equations.
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Approximate solutions are then suggested and obtained as explicit
expressions for a zeroth, and first order approximations. This
technique was then extended to multi-region problems [4] and
diffusion problems with a moving boundary {5,6].

Mikhailov [7] then considered the more general case including
time dependent coefficients in the diffusion equation itself. The
generalized integral transform technique was utilized through
consideration of a time-dependent eigenvalue problem invelving the
time-dependent coefficient. Again, all but the time derivative
term could be transformed to yield the desirable uncoupled system
of ordinary differential equations.

These formal solutions, besides reguiring the sclution of an
infinite system of differential equations with variable coefficients,
involve the additional difficulty of fast and reliable evaluations
of time-dependent eigenvalues and eigenfunctions. Except for a few
special cases that are obtainable as explicit expressicns in time,
these evaluations would be too lengthy for any practical purpose.
Therefore, in this work we alleviate such difficulties Dby
demonstrating how the generalized integral transform technique can
be utilized through consideration of time-independent eigenvalue
problems. For the sake of clarity, each time-dependent coefficient
is considered at a time. Formal solutions are established for the
general three-dimensional cases and then, specialized for its one-
-dimensional counterparts. Computational procedures for cbtaining
useful and accurate numerical results from these formal solutions
are examined. Also, explicit lowest-order solutions are considered
and suggested, when applicable, for fast, approximate estimatcs in
the context of applications.

ANALYSIS

We consider the following boundary wvalue problem in a
homogeneous, finite region V with boundary surface S:

aT(x,t)
wix,t) —a——t- = V- |Kix,t) 9T(x,t) | —d(x,t) Tlx, t) +P{x,t) ,

in XeV , £>0 (l.a)
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with initial and boundary conditions given, respectively, by:

Tix,t) = £(x) y XV, t=0 (1.b)

aT(x,t)

a(x) T(x,t) + B{x} K, (x) 3
n

=¢(£rtln EES s £t>20 (l.c)

where, for convenience in the analysis, we let:

wix,t) = w,(x) +w,(x,t) (2.a)
Kix,t) = K;(x) +K,(x,t) (2.b)
d(x,t) = d,(x) +d,(x,t) {2.c)

Also, a(x) and B(x) are prescribed coefficients on the
boundary S and 3/3n denotes the outward normal derivative at the
boundary.

The analytical solution of this problem by the cldssical
integral transform technique [1,2] would involve certaindifficulties,
since the time-dependent coefficients are not necessarily separable
in time and space variables, and do not have, a priori, any
particular functional form [2]. In addition, application of the
generalized integral transform technique as shown in [7] would
introduce the undesirable, additional difficulty of a time-dependent
eigenvalue problem. In the present approach this time-dependence of
the auxiliary problem is completely avoided. For the sake of clarity
in the presentation that follows, we consider separate problems with
one time varying coefficient at a time. This appears tc be more
instructive, in the sense that several applications imediately
derive from these cases.

Problem I - d(x,t), Kix), and w(x)

To apply the generalized integral transform technique the
appropriate eigenvalue problem is taken as:

Ve R(x) 9¥(u,x) | + (uPwix) =d,(x}) ¥(u,x) =0, XeV (3.a)
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with boundary conditions

¥ (u,x)
a(x) ¥(u,x) +B(x) K{x) —-a—_ =0, X€S (3.b)
n

Equations (3) form a classical. Sturm-Liouville system, which
is assumed to have a known solution at this point. This well-known
system allows the development of the following integral transform

pair:
— ¥ip;.x)
Transform - T,(t) = J wix) —= Tx e av (4.2)
v i
Inversi T(x,t) };—-17—1 L& ) Ts(t) {4.b)
nversion - X - UisX : .
1 Nj_ ] i 1

where the normalization integral is given by:
Nj(m) =J wix) [¥{ug,x)|?dv {4.¢)
\Y

Note that a symmetric kernel has been utilized in the
definition of the integral transform pair, egs.(4.a,b), for reasons
to be stated later.

Now, equation (l.a} with K(x) and wi(x), is operated on with

1
J’ S o ‘P{Hipl‘_}d" '
v

N, /2
to yield:
aT, (t) _ 1 "
e = gy o . "
e ki Ty () Jv _@/z_ Yluj,x) d,(x,t) T{x,t)dv + gy (t)
(5.a)
where
- 1 aTi(x,t) a¥(u.x)
Y s et —_—r . iAok P =l
+ j 1 ¥ x) P(x,t) dv (5.b}
V‘EETE- HirX X *
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The untransformed term can then be rewritten as:

1
Jv ?,— W{Uiylﬁ] d, [x,t) Tix,t) dv =

1 —
= E—‘““Tz ” d, (x,t) Y{u, x}¥{u.,x) dv|T. (t) (5.¢c)
3 miwj)l - i jrE j

Equation (5.a) can be expressed as follows

dT, (t) L _ B
—gp—* i Tylel . E an[t} Tj(t] = g, (t) (6.a)
]
with the transformed initial condition

¥

(u; ,x}

g - o

Tilo} = fi = j wix) - f(x)dv (6.b)
\Y Ni

where,

1 .

a;j{t] = m JV d, (ﬁ;t) W{Uile V(Ujledv ' (6.c)

i3

and the nonhomogeneous term Ei(tl is given, after manipulation of
boundary conditions (l.c) and (3.b), by:

3 (W, %)
¥l ) -K(x) —i—
3, () = —1r J b, t) = ds +
q. = Xy
= Nil - oy a(x)+B(x)
. [V N—}ﬁ- ¥(u, %) Pix,t)dv (6.4)
i

Eguations (6) above form an infinite system of coupled, linear,
first-order differential equations, and provide a formal solution to
the problem, since after the functions Ti[t} have been determined,
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the inversion formula (4.b) can be utiiized to provide the complete
solution. For the special cases of d, (x,t) identically zero, or

d, (x,t}=p(t)wix}, system (6) is uncoupled, and the resulting
explicit solutions correspond to those in [1,2].

Problem II -~ d(x), K(x,t), and wix)
The appropriate eigenvalue problem in this case is taken as:

TR, VY (X)) |+ (WPwix)-d(x)) Y(u,x) =0 , xevV (7.a)

with boundary conditions

aY (p,x)
ofx) ¥(ux) + 8(x) K, (X} —— =0 ,
an

1=
©
n

(7.b)

which allows the development of the following integral transform
pair with a symetric kernel:

_ ¥lu, %)
Transform - T, (t) = va(ﬁ} _5—577_ T(x,t)dv (8.a)
3
; . 1 e
Inversion - T(x,t) = i ;IT7? ¥lug,x) T;(t) (8.b)

and the normalization integral is written as:

Ni(u) = J w(x) ]wtui.yI’ dv 8.c)
v

Now, equation (l.a) with d(x) and w(x), is operated on with
the operator

j —37r ¥lu;,x)av , to obtain:
V N,
1
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dT, (t) 3 1
—ar = "M Titt} + Jv ;_175' 'i'“-lipiiv‘ K, (x,t)VT (x,t) !dv +
i
+ gi(t) (9.a)
where,
ik 1 3T(x,t) a¥(u, .x)
g, (t) = Jx (x) [¥lu, ,x) ——— =T(x,t) ds +
A nil;’ s # 3n an
+ J —}F ¥lug,x) Plx,t)av (9.b
VN

The untransformed term in equation (%2.a) can be written in the
alternative form

—%ﬁj ¥iu ,x) 9-|K, (x,£)9T(x,t) [av =
N v

1 .
= E—T7; JVTIEatJ V'lxztﬁrtlv*[ui:§)|dv +
i
AT (x,t) 3y 4%)
. J K, lg,ti|~uui,§i ——— =T (%, t) "Tn'_‘ds (9.c)
s L n

The first integral in the right hand side can then be
expressed as:

;]'_1)'2_ JVT(_}E.‘:] v-IK, {Eft]vq"(l—iifil |d\-|' =
i

= % TET;iTTTT |valuj,§} v-|K,t§,t]??(ui,§][dv Tj{t}
Y 1

(9.4d)
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And we let:
— —_
gi(t] = gi(t) +
1 3T (x,t) ¥ luy %)
+ NT? JSK: (X,t) |¥{uy,x) ——gp— =Tix,t) —5"—|ds
i - 2.
(9.e)
Equation (9.a) is then rewritten as:
dT, () . < _ B
= +uy Ty(t) - g aij{t.) Tj(t) = g, (t) (10.a)
with the transformed initial condition
i _ ‘P':Uilﬁl
T, (0) = £, = JVW(EI —N-—17;— f£(x) dv {10.b)
i
where,
. 1
* - i . : ;
aij(tl m Jv‘l‘(uj E]‘ v |K3 ‘zrtJV‘F[Ulnﬁ} |dV (10.c)
!

and the independent term Ei[tl is given, after manipulating the
boundary condition for both the original and auxiliary problem, by:

B"f’tpi,z}
w 1 ¥ {uy XD =K, (x) e
B ok = / J ¢ i3 € ds +
’ w0 s a (x) +8 (x)
a‘l'lui,y
1 K, ':E;t) v(uirﬂ)—xl (5} T
+ 1/2 l pix,t) i
N Rl a (x) +8 (x)

+ J N—-%; ‘P(Ui;ﬁ) Pix,tldv (10.4)
v
i
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The infinite system of coupled differential equations (10) is
now decoupled for the case K, (x,t) identically zero, reducing the
present solution to the explicit forms of [1,2].

Problem III — d(x), K(x), and wi(x,t)
The appropriate eigenvalue problem is now taken as:

Ve R(x) v Gu,x) |+ (wiw, (x)-d(x))¥(u,x) =0, xeV (ll.a)

with boundary conditions

¥ (u,x)

3(3_"]' ‘P{Uf_!f_} + B(_)S) K[_JE:‘ T =0 ’

%=
L]
1%

(1l.b}

The development of the appropriate integral transform pair
then yields:

Yo{u, x}

- X
Transform - Ti(t} = val (x) Ti‘?'z— T{x,t)dv {l2.a)
i
. 1 —
Inversion - T(x,t) = E 7 ¥lug.x) Ty(t) (12.b)

i

and the normalization integral is now given by:

2
N, () = va,(_ag} le x| av (12.c)

Equation (l.a}, with thJ and K(x), is now operated on by the
operator

J —3L; ¥lu;,x)dv ,  to obtain:
V N,
1
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dTi(t)

J ¥{ugex) aT(x,t)
-_—r + wy (%x,t)
dt Pl

av = -p; T, (t) + G, ()

lf;
Ni at
{13.a}
where,
_ 1 aT(x,t) ¥ luy,x)
91“'-} = N—ll'r; JSK(E) ‘i‘(ui;_}f) —QE———T[E,t) e g ds +
i n
s | —br ¥ x) Plx,t)av 13.b
e 173 Lir_ A9 l -b)
1

The untransformed term equation (13.b) can then be rewritten

?lui,§1 sT(X,t)
dv =

J W, [E,t) 1/?
v Ni at

dT. (t)

= l 1y | i
- % T;_;_TT7? IJVw,lg,tl?[ui.§)l(uj.51dv ——%E—— {13.c)
i3

Equation (13.a) is now expressed by:

dT, (t) dT, (t) _ s
—— + Z aij(t) T t M T8 =g (k) (14.a)
J

with the transformed initial condition
Flug %)
1

Tim) - ‘f’jL - val (x) —N-—7,— fx)dv (14.b)
i

where,
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1

® = P Y i ¥ ¥ .
1]

and Ei(t], after manipulation of boundary conditions, is given by:

_ 1 aT(x,t) ¥ (u,,x)
g(t) = —'—W; J K(!’ ‘l’l‘.uigz} —bn——T[E,t} —‘—'5?1'—— ds +
N ] - -
i
) J —r ¥luyx) Plx thav (14.4)
v Ni

Although not in normal form, equations (l14) form an infinite
system of coupled, first order, linear differential equations, which
is decoupled for w, (x,t) identically zero, or w, (x,t)=f(t)w, (x), to
yield the explicit solutions in [1,2].

We can now focus attention on the one-dimentional counterpart
of the boundary value problem (1), which is given in the form:

aT(x,t) 3 3T (x,t)
wix,t) = * % Kix,t) Tt dix,t) T(x,t) +
+ P(x,t) , in x,<x<x; , t>0 (15.a)

with initial and boundary conditions given by:
T{x,t) = £(x) , in x sxsx, , t=0 (15.b)

X
a, Tlx,t) = (1% 8 K x) TEEL L g8) , at x=x,

k=0,1, t>0 (15.¢,d)

The formal solutions provided by systems (6,10,14) can be
immediately specialized to the one-dimensional problem above, if the
corresponding volume and surface integrals are appropriately
restricted to this special case. Therefore, these systems can be
rewritten as:
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Problem I
daT, (t) _ © _
e R oo 2 * =0
S * My Tpdeh j£1 ayy (t) Tj{t} = g, (t) (16.a)
_ _ *1 ¥y o)
Ti{G} = fi = J w(x) N_ll"_ fiw)y aw  ; 1=1,2,3. .4 {le.b)
%5 1;
where,
X,
a3 — l
dij (t) = m « dz lxrt} w(uirx] ‘F[Llj;X} dx , (l6.c)
i3 o
g, (t) S Pl o)+ 1KY (g )
g, {t} = plx, .t +
& Ni‘:’ k=p X O+ By
x
R Jx —N—%T; ¥(ug,x) P(x,t)dx (16.4)
o i
and
X3
2
T =J wix) [¥ (g ,x) | dx {16.¢)
*o
Problem II
d'_ritt} - = - =
—3c + pi Ti(t} - le El;-:| (t} Tj {t) = gi(t} {17.a)
_ _ e ¥y ,x)
Tila) = fi = ]x w(x) Tnl— Etx) dx , i=1;2;3..: (17.b)
o i

where,
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X1

1 4 avlui,xl
* = ¥ Il =— | K ] o i r
a.lJ[t:' W Jxo {u] X) rpvl R (ot k) = dx
(L7.c)

¥ )+ 10K, () ¥ (ux,)

+

1

< 1 -
g.(t) = Yooddx,,t) .
i Nil?i ko k ak+6k

1 1 K,(xk,t]

+

?[ui,xk)+(—lle1{xk}?'{ui,xkl’
:

N7 ke Kilx) iyl ¢ By
1
*q
‘ J — 1 Vi, x) Bx,t)ax (17.4)
* N,
fs s |
and
Xy
2
Ny (p) = ] wix) [¥iug,x) | ax (17.e)
xD
Problem IIT
dT; (t) o dT. (t) _ -
* & -
e jgl aij(t} ——J——dt + 4 T e = g (&) {18.a})
B _ * ¥ {ug,x)
'I'i(O] = fi = J Wl(xl ——N—-;-?Z— f(."(}d}: r 121,2,3... (18 .b)
Xo i
where,
1 L
* (t) = % Vo L T ¥ e R)AX 18.
alJ{ ) W Ix w, (x,t) (Lll x} (UJ x)dx ( c)
i o



284 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, V. IX, n? 4 — 1987

k
1 $ol{u, 2% )+ (=1)"Klx 1¥"(n,,x)
= 1 1%k k i%x
g, (t) = — 1 o(x ,t)
i N117 ko0 e ak+6k
*,
1
+ ¥y, ,x) Plx,t)dx (18.d)
Jx g 0 8
o i
and
x1 <
Ny (u) =J wyix) ¥ (g ,x) [ ax (18.e)
X
(=]

Therefore, once numerical results have been obtained from
systems (16, 17, or 18), the complete solution is evaluated from the
inversion formula of the integral transform pair.

COMPUTATIONAL PROCEDURE

Our first concern when seeking numerical results from systems
(16, 17, or 18) lies in the fact that they form infinite dimensional
or denumerable systems. For numerical purpose it would be extremelly
desirable if a sufficiently large finite dimensional system could be
considered instead, since several well-established numerical schemes
of solution exist in this case. In reference [8], more general
denumerable systems were investigated in the formal sense, by
truncating the infinite system at the Nth row and Nth column, solving
the NxN system, and looking for conditions on the coefficients
ensuring that the solution of the finite system would tend to the
infinite system solution as N»«=. We make no attempt of reproducing
here the results obtained through this formal, mathematical
analysis. Instead, we assume these conditions are met for a certain
particular problem, a priori, and investigate the solution
convergence by considering increasing values of N, which might
suffice for practical purposes. Therefore, if a finite dimensional
system is to be considered, systems (16, 17, and 18) can be written
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in more conveniently as:

Problem I
il
v(0)
where,
A(t)
aij

and,

ij

also

Problem IT
y' o+
yi0)

with

aij

A(t) ylt) = g(t)

- £

= Eaijl is the NxN symmetric matrix with

= '\ + a*.(t) '

a
iy M1 id

1,921,2,...,N

— - = T
(T, (), Ta (€] ponas Tyttdd

(-7 0 - F 2 —— §Ntt)}T

Alt) yit) = glt)

- £

P T 15 S

285

(19.a}

(19.b)

{19.c)

(19.4)
(19.e)

{19.£)

(20.a)

120.#

{20.¢c)
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and other quantities defined as above.

Problem III

A(t) y' + B y(t) = g(t) (21.a)

y(0) = £ (21.b)
with

a5 = 5ij + a;j{t) , 1,9 1.2,....N {(21.c)
where B = [bij} is a constant, diagonal, NxN matrix with

bij = by “Ji , i,9=1,2,...,N (21.d)

¥Yor A non-singular, system (2i) can be roewritten in nerral

form as:
y'+ C(t) ylt) = hit) (22.a)
y(o) = £ (22.b)
where,
cit) = A '(t) B (22.c)
hit) = A" (t) g(t) (22.4)

_ The problems are now reduced to the solution of a finite,
linear system of first order differential equations with time-varying
coefficients. Closed-form solutions are unlikely to be cbtainable,
except for a class of commutative equations (9], which include the
special case of systems with constant coefficients. Therefore, if a
commutative coefficients matrix is identified, the solution can be
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constructed by performing the same operations as for the constant-
coefficients case, namely, through the solution of algebraic eigen-
value problems and systems of algebraic linear equations, making the
inspection of conditions for commutivity particularly attractive.
Some sufficient conditions for commutivity have been provided in
references [9-12]. If the verification of commutivity does not
apply, sufficiently accurate numerical results can still be obtained
through consideration of well-known numerical techniques for initial
value problems [13]. However, the systems of differential equations
here considered are likely to produce the so-called "stiff problems”
[13, 15], which are often related in the literature as problems with
widely differing time constants, since the solution components
yi(t)'s may have transient decays at sharply different rates.
Fertunately, over the past few years, special solution techniques
have been developed for these class of problems, and are readily
available through reliable and automatic subroutines packages [14].
In addition, specialized procedures for linear problems have been
considered, and should be directly applicable to the systems under
consideration [13, 15, 16]. These aspects are more closely examined
in a companion paper within an application frame.

Therefore, once the components of the solution vector yl(t)
have been numerically evaluated, the inversion formula in the
integral transform pair can be utilized to provide the complete
solution for the potential T(x,t).

It should also be noted that for best computational results,
splitting up of the original problem into simpler ones, when
applicable, might be mandatory, as demonstrated in references [1,2].

APPROXIMATE SOLUTIONS

We consider the system of filrst-order linear differential
equations given in normal form as:

y' o+ A(t) y(t) = g(t) , t>0 {23.a)

y0) = £ (23.b)
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It is clear that in the case of a diagonal coefficients
matrix, A(t), the above problem would be uncoupled in the components
of vector y, and an explicit, straight forward solution would be
provided for each component yg- In addition, the problem of solving
system (23) can be interpreted as mathematically equivalent to the
problem of diagonalizing the coefficients matrix. Therefore, when
the diagonal elements of matrix A(t) dominate the system over non-
diagonal elements, it seems reasonable to consider an approximate
solution by taking only the diagonal of A(t). Therefore, when
applicable, this "lowest order solution” would be given by:

-t

¥ + J g.(t")
0 i

]
i, (&) = ?1 exp |—J0 a, (tr)at’

t
+ exp |-J a ; (em)de" |at! (24)

t'

This approximate, explicit solution will in general Le
appropriate for estimatives in practical applications, being more or
less accurate in a certain range of parameters involved in the time-
dependent coefficients of the original problems. Its suitability can
be investigated, a priori, through inspection of the particular
structure of the coefficients matrix, and by identifying parameters
that govern the magnitude of non-diagonal elements.

Iterated Lowest Order Solution

When the lowest order solution proves not to be suitable over
an entire range of interest, due to an increased importance of non-
diagonal elements in the coefficients matrix, an analytical
iteration on the complete system can be employed to approximately
account for the effects of this decreased dominance. This so-called
iterated lowest order solution would then provide more accurate
results over a wider range of parameters, reamining explicit and
simple enough to become practical.

The decoupled system to be solved is then given by:
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Yin ¥ 28 py pfE) = Guit) > g Lk}, 20 (25.a)
¥y 50k = T3 (25.b)
where,
G, (t) = - % aijlt} yj’ilt} (25.¢)
j=i

And this higher-order solution could be written in the form:

yi,hlt’ = yi,l(t’ * yi,c‘t] (26.a)

where the "correction term", would be simply given by:

t

Yi,c(t’ = ks Gilt ) exp |—J

t
t‘aii(t“ﬁdt” dt’ (26.b)

The particular merits of each analytical approximation shall
be better envisioned in a companion paper where an specific
application is considered.
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UM MODELO MATEMATICO PARA O ESTUDO
DE UM FLUXO ESTRATIFICADO

Armando M. Awruch
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Departamento de Engenharia Civil

RESUMO

Neste trabalho sdo apresentadas a formulagdo e solucdo numérica de
um modelo matematico para simular o fluxo estratificado num sistema
de &guas rasas. Os métodos dos elementos finitos e diferencas fini
tas sao usados para discretizar o espage e o tempo respectivamente.
A aplicacdo do modelo & mostrada através de dois exemplos simples.

ABSTRACT

The formulation and numerical solution of a mathematical model to
study stratified flow in shallow waters are presented in this work.
Finite element and finite differences are used for space and time
discretization respectively. The adequacy of the model is shown
through two simple examples.

INTRODUCAO

Muitas vezes o estudo do fluxo de um sistema hidrico ndo po-
de fazer-se supondo que o mesmo &€ homogéneo, ja gue alguns fatores
como a existéncia de gradientes de temperatura ou intrusdo salina

originam um escoamento estratificado em duas ou mais camadas.
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Muitos modelos matemédticos foram realizados com o fim de es-
tudar fluxos estratificados, fundamentalmente referidos a problemas
de intrusdc salina. Existem autores gque utilizaram técnicas anali-
ticas ([1],021,[3),[4]) fazendo algumas simplificagGes; outros pre-
ferem sofisticar estes modelos utilizando métodos numéricos.

Entre os métodos numéricos, o de diferencas finitas tem sido
intensivamente aplicado para simular fluxcs estratificados. De to-
dos estes modelos pode-se mencionar o trabalho de Dazzi e Tomassino
[5] gue foi aplicado ao Delta do Rio PO (Itdlia); este modelo € uni
dimensional, constituido por duas camadas e estd baseado num esque-
ma de diferengas finitas centradas; seus aspectos mais importantes
sdo a utilizacdo de intervalos de espaco diferentes para cada estra
to, a eliminacdo dos termos convectivos nas eguag¢des de movimento e
a definicdo do operador diferencial de tal forma, que se assume uma
variacdo linear de todas as varidveis (em tempo e em espaco),expres
sando-se um valor num ponto intermediario da malha como a média en-
tre o ponto precedente e o0 que segue. Um outro modelo similar que po
de ser destacado é o de D.0O. Hodgins et alii [6] gque foi aplicado ao
Rio Fraser (USA); utilizando-se também aqui um esquema de diferen-
gas finitas centradas explicito; uma caracteristica interessante des
te modelo & a introducdo do numero de Froude interfacial na expres-
sdo das tensdes de cisalhamento interfaciais, o qual atua como um fa
tor de amplificacdo, crescendo guando a espessura das camadas de-
cresce.

0 método dos elementos finitos tem sido aplicado com bastan-
te frequéncia no estudo de fluxos estratificados nos ultimos anos.
Entre os diferentes modelos apresentados pode-se mencionar o traba-
lho de H.P. Wang [7]; este modelo, gue pode ser usado para um nume-
ro arbitrdrio de camadas, & uma extensdo dos modelos bidimensionais
gue resultam de integrar verticalmente as equagdes tridimensionais
de movimento e continuidade em meios homogeneos e que sao aplicadas
em sistemas de aguas rasas; neste modelo pode-se destacar; a) a com
paracdo feita entre resultados obtides usando a matriz de massa con
sistente e discreta; b) a andlise para eliminar instabilidades nume
ricas provocadas pelos termos nao lineares usando um processo de "sua
vizagdo" (smoothing); ¢) a utilizagdo de um esquema de adequagio dos
niveis das diferentes camadas aos cambios da topografia do fundo;
para a integracdo no tempo utiliza-se um esquema explicito e sdo usa
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dos elementos triangulares lineares. Outro modelo que convém men=
cionar é o de M. Kawahara et alii [8]; este modelo tem como caracte
ristica fundamental o tipo de esquema de integra¢do no tempo, que &
explicito e se faz em dois passos combinando a matriz de massa con-
sistente e discreta; a justificativa deste esquema pode achar-se na
ref, [9].

Neste trabalho & apresentado um modelo matematico bidimensio
nal transiente para simular um fluxo estratificado em sistemas de
aguas rasas (onde as dimensdes horizontais sd3o significativamente
maiores gue a vertical, e assumindo-se gue as amplitudes das ondas
530 muito pequenas em relagdo a espessura das camadas), o qual & re
solvido numericamente usando o métode dos elementos finitos para dis
cretizar no espaco e diferengas finitas para discretizar no tempo.
As camadas sado acopladas por condigdes cinemdticas e dindmicas. Em
bora as expressdes aqui deduzidas estejam particularizadds paraoca
so de duas camadas, sua extensdc a um nimero arbitradrio de estratos

pode facilmente ser realizada.
FORMULACAO DAS EQUACOES QUE GOVERNAM O PRCBLEMA

O sistema de equacgoes diferenciais gue governa o fluxe tridi
mensional transiente & dado por:

3 3 B ap
st V) g VIV T R Tgxy P g T 0 )
B gt | ) =0 i,j =1
BT 3% ﬂ\fj e (133 - l2!3) ‘2)

]
onde as vj{x;,t) s3o as componentes da velocidade do fluido, pl(xy,t)
€ a massa especifica, p € a pressdo e as Tx;x, sdo as tensdes tan-

genciais que incluem os efeitos da viscosidade molecular e a trans-
feréncia turbulenta de quantidade de movimento.

A seguir se fazem as seguintes consideragGes (ver Figura 1):

a) Assume-se uma distribuig¢do hidrostatica de pressdes na direc3o ver
tical, o gque implica que a equagdo de 'momentum' na diregido x, fica
3p

..-a-;-:+pg=o ‘3]
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b} A massa especifica e as componentes da velocidade, quando integra
das verticalmente em cada camada, ddo a densidade e componentes
da velocidade "meédia" que sao constantes em toda a espessura da
camada. Assim sendo, pode-se escrever as seguintes expressoes:

1 H|-+H?
pylx, ,x,,t) = H_J' pix,,x,,x,,t) dx,
' “H,

1 (He
P lxy.x,,t) = = J‘ plx, X, , %y, t) dx,
2 =)

(4)

: L oy,
vilx,.x,,t) EJ’H Vilx, X, ,%x,,t) dx,
2

1 [He

— Vi(xprxzrx;;t) dx, (i=1,2)
H2 0

Vitxhnxzrt) =

onde o superindice 1 e 2 indicam a camada superior e inferior,

respectivamente.

p5 #BXz j_
4 X3
I 1
| Hy
n
-+ t .
|
1 —f—
; e
F 4
-
p | éidjz
7 b,
! + 2 Mo
| ,xz
I/’/
» A I &
S b
e
’ s,
— Xi

Figura 1. Porg¢do do dominio com escoamento
estratificado em duas camadas
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c¢) CondigGes de contorno cinematicas

- Na superficie:

(valy,=n, +u, = a_;él ¥V ;:—i o i=1,2) (5)
- Na interface:

1valx, =n, = J%—:} + vy :_:f + ¥ }x,=H2 (i=1,2) {6)
- No fundo:

|V3lx3=0 =0 (71}

onde v,, na interface & a diferenca entre v, e a velocidade de mo
vimento da interface.

d) Condig¢des de contorno dindmicas
- Na superficie:

s _ - 2 g2 > =
X |1*;x1'x.=H;+Hz Pa Y2V cosixy,x;) {(i=1,2) (8}

~ Na interface:

s olpiy (3 2 ) .
i Irxaxi|x,-H2 =C Frpy v, Vol tvy, Vi,) (i=1,2) (9)

~ No fundo:

£

. |
Txi = JTx,xilx’-g - C_;

b, .
P2|Vz| Vi2 (i

1,2) (10)

onde p, & a massa especifica do ar, V, a velocidade do vento,
(xy,x;) o a@ngulo que forma o vento com o sentido positivo do ei-



e)

£)

g)

h)
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xo x;, C! um coeficiente adimensional, g a aceleracdo da gravida

1f
de, C o coeficiente de Chezy e F; o namero de Froude interfacial,

que € iqual a
:
Fl = {0, (H,+4,) [g(p,-p, ) HH, ] }? (11)

sendo gue os sub-indices 1 e 2 referem-se a camada superior e in

ferior, respectivamente.

Equilibrio dindmico entre as tensoes de superficie e as interiores.
Tomando um elemento infinitesimal na superficie e projetando se-
gundo os eixos de referéncia tem-se:

8 48 41y ] ( | an an, (12)
1 — = |=(1 -p) — -1 —-
xy P 9%y xyx; P ax;  R3NLdxgy  XeFi X =H,+H,
an an
5 s 1 1
W LR rm—— e "T i — 4+ (1 'p}| (i=1,2) (13)
*3 0%y X3%s 3%y XX xy=H,+H, '

onde o0 super-indice s indica valores tomados na superficie.

0 excesso de pressido em relagdo a pressdao hidrostatica correspon
dentes a h,+h, e h, podem expressar-se da seguinte forma (sem le
var em conta os termos de segunda ordem em n, e n,):

Fp, = p*H, + 2, gh,(n,-n,)

(14)

w

sz = g;9h; 0, + pyghy M,
Assume~se no S =
que segue que P T Pgem = 0.

As componentes das velocidades instantaneas sao expressas em fun-
¢ao de um valor médio e uma flutuagdo, e se assume que a massa es
pecifica fica constante em cada camada.

Integrande as equagdes (1) e (2) entre H, e H,+H, e en-
tre zero e H,, levandc em conta as consideracBes anteriores
e aplicando a regra de Leibnitz, obtém-se o seguinte sistema
de equagdes gue governa o problema:
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onde

299
- Camada superior:
Yooadd
le:t+vi:vj1:xi+gnirxi+gBth‘-nll,xj+C Fr
e . g =1 3 -
HY' [vy=vy [ (vy -v5 ) +9h;(20,) 7 (1-8) b1,y + ey Ve,
- p, vt * (py H )T VR cosx,,x:) - (H,) Yl (v. H,} +
a 1 v vt 1 Xix5 ' Vexy
+ L : = {i=ld'2} ':]=1]
Vagxg Vi, H",xj] o (i=,2) (3=2) 13
- -— " — -1 =
(ny=nat o + [(hy +ny n,lvlll'xi (p,) “’"e]xﬁnz 0 {16)
- Camada inferior:
ij,t + Vizij'xi + égnlrxj + (1-8) gl‘iz‘xj +
+ g}\[d hy +h, -én,-(1-8) n;]'xj toE4y fvj_2 +
- i 3 3 -+ >
+ (C*H, ! g|?r2|vjz ¢ S, ctEs |v1—v2]{vj2—vj1) +
=] .
+ 8g h2{2piltl-llpz'xj - (H;) [v“xixj tvj2 Hzlrxi +
z . _ {i=1,2) (j=1)
+ vxjxi (Vlz Hz]'xj],xi" 0 (i=1.2) (j=2) (17)
4+ (hy+n,)vy + (p) "t p v =0 (i=1,2) (18)
N2,t (h,+n, i o Py P Vg Xa=H., f
3': ] o) 3[ ) y i nl'nz . _ "12 . _ p],
.at _{},t: axi ‘[)‘xiis H;L ll" Hz 15*- pz

sendo que os Indices 1 e 2 correspondem a camada superior e inferior

respectivamente. Os termos de viscosidade surgem ac se fazer a apro

ximagdo de Boussinesq para as integrais gue contém as tensdes tan-

genciais e as de Reynolds (funcdo das flutuacdes das componentes da

velocidade); os coeficientes vk,

X{X3 sd0 os componentes da viscosida-
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de turbulenta e sdo fungdes do campo de velocidades (convém esclare
cer gue os valores destes coeficientes ndo sdo conhecidos com preci
sao e inclusive para casos praticos sua influéncia é pequena em re-
lagdo & fricgdo interfacial e no fundo. Contudo, embora tenha sido
negligenciado neste modelo, pode ser Util para criar um mecanismo de
eliminagdao de instabilidade e oscilagdes numéricas); f € ocoeficien
te de Coriolis, e €i 4 €& um tensor tal que £€,, =€,,=0 e €,, =~6,, =
= 1. As incognitas do prcoblema sao as elevagoes N5 (x5,¢t) sobre os
planos de referéncia hj{xi,t}{com i,3j=1,2) e as componentes das velo-
cidadegintegradasVerticalmentevj(xi,t)dacadacamada {comi,j=1,2).
Nos contornos "solidos" (linhas da costa) sdo prescritas as veloci-
dades e nos contornos "abertos" (limite de dominio gue n3o & "séli-
do") prescreve-se as elevacgdes n, e 7,.

Uma exposicdo mais detalhada da formulagdo deste paragrafo é
apresentada na ref.[1l1l].

FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
E ESQUEMA DE INTEGRACKO DO TEMPO

Aplicando um principio de residuos ponderados (neste casousa
-se o método de Galerkin) ao sistema de seis equagdes representado
em (15) a (1B}, e expandindo as incognitas em cada elemento através
de funcdes de interpolagdc, obtém-se uma expressaoc matricial do tipo

2

e

+§(X]§-+E = 9 (19)
onde X & a derivada em relagdo ao tempo do vetor de incdgnitas X.

A inteqragdo no tempo & efetuada utilizando o método das di-
ferengas finitas empregando a regra trapezoidal, obtendo-se

2 2
[‘,{E ;e "}“‘tmt}] Xeent = [ﬁ i ﬁ{xt}’ftJ = (P +Prypg)  (20)

onde At & o intervalo de tempo. Esta expressdo deve ser montada pa
ra todos os elementos do sistema e nela devem aplicar-se as corres-
pondentes condigbes de contorno.

A matriz A & decomposta na soma de uma matriz que contém os
termos ndo lineares Agpr © em outra que contém os termos lineares
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A;, empregando-se a seguinte fdrmula de recorréncia para resolver o
problema:

- Primeiro passc (em t+At):

K, Bpent = Ky B~ (Pp +Propg) {21}

- Segundc passo (em t+2 t):

Ky Xeaooe = Ky Xesae = Praae * Prazat!)

= ¢ Ay piae) Xeaae (22)
onde
Xy som i+ B Ky = — M - A
=1 T e~ T L & ¢ T g~ T L

Pode observar-se que no primeiro passo, expressao (21), nao
foram levados em conta os termos ndo lineares nc membro esguerdo
(A (X ppp) " (Xpspe)] e no membro direito (Ayp(Xp)X.); ja no segundo
passo, expressdo (22), ndo foram considerados os termos ndo lineares
no membro esquerdo (Ayp (Xeyoa4)Xpyope)» sendo que no membre direito
aparece multiplicado por um fator ¢. Se ¢=0, o problema & lineari-
zado por eliminacdo dos termos ndoc lineares; entretanto se ¢=4 sig-
nifica gue, a maneira do método dos passos fraccionarios [10], a so
ma das eguacbes correspondentes a cada passo daria um sistema balan

ceado em t+4it, fornecendo resultados em t+2At.

Pode observar-se gue foi feita a seguinte hipotese (se $=4):

gL Kpape) Xeppe = Ayp K X + 2 Aygp (X pe) Xpyppe +

+ Ayp (Xegone) Xes2at (23)

A matriz K, & estacionadria e deve ser calculada e triangula-
rizada uma s6 vez em tedo o processo; para cada elemento, K, vem da
da por
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de turbulenta e sdo funcdes do campo de velocidades (convém esclare
cer gue os valores destes coeficientes ndo sdo conhecidos com preci
sdo e inclusive para casos praticos sua influéncia é pequena em re-
lacdo a fricgdo interfacial e no fundo. Contudo, embora tenha sido
negligenciado neste modelo, pode ser util para criar um mecanismo de
eliminac3o de instabilidade e oscilagOes numéricas); £ éocoeficien
te de Coriolis, e & § & um tensor tal que £,,=£,,=0 € €,, = =€,
= ], As incognitas do problema sido as elevagoes N5 (x4, t) sobre os
planos de referéncia hj(xi,t)[com i,3=1,2) e as componentes das velo-
cidadesinteqradasyerticalmentevj(xi,tjdecadacamada (comi,j=1,2).
Nos contornos "so6lidos™ (linhas da costa) sao prescritas as veloci-
dades e nos contornos "abertos" (limite de dominio que nao & "sdli-
do") prescreve-se as elevagbes n, e r;.

Uma exposicio mais detalhada da formula¢do deste pardgrafo é
apresentada na ref.[11].

FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
E ESQUEMA DE INTEGRACAO DO TEMPO

Aplicando um principio de residuos ponderados (neste casousa
-se o método de Galerkin) ao sistema de seis equagbes representado
em (15) a (18), e expandindo as incdgnitas em cada elemento atraves
de fungdes de interpolacdo, obtém-se uma expressdo matricial do tipo

MX+A(X) X+P =0 (19)
onde X & a derivada em relagao ao tempe do vetor de incognitas %.

A integragdo no tempo & efetuada utilizando o método das di-

ferencas finitas empregando a regra trapezoidal, obtendo-se

2 2
[E? o {‘(xthlt)] Levae = [E % - i“xtll‘tJ = (Be*Prape) (20

onde 4t € o intervalo de tempo. Esta expresséo deve ser montada pa
ra todos os elementos do sistema e nela devem aplicar-se as corres-
pondentes condigdes de contorno.

A matriz e é decomposta na soma de uma matriz que contém os
termos nao lineares Ayypr @ em outra que contém os termos lineares
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Ap, empregando-se a seguinte formula de recorréncia para resclver o
problema:

- Primeirc passo (em t+At):

Ko Zevat = Ky Xe = (Bp # Prysy) G

- Segundo passo {em t+2 t):

Ko Xevznt = KB Xesat = Pespt Y Pryzat!

- % Anp (Xegpe) Xesat (22)
onde
2
SR vl % b Sqe = 2y

Pode observar-se que no primeiro passo, expressac (21), nao
foram levados em conta 0s termos nao lineares no membro esquerdo
(AgptXeine) " (Xpine}] e no membro direito (Ay; (X¢}X¢): ja no segundo
passo, expressao (22), ndo foram considerados os termos n3c lineares
no membro esquerdo (§NL(xt+2&t)§t+26tJ' sendo que no membro direito
aparece multiplicado por um fator ¢. Se $=0, o problema e lineari-
zado por eliminacdo dos termos ndo lineares; entretanto se ¢$=4 sig-
nifica que, a maneira do método dos passos fracciondrios [10], a so
ma das equagGes correspondentes a cada passo daria um sistema balan

ceado em t+it, fornecendo resultados em t+24t.

Pode observar-se que foi feita a seguinte hipdtese (se ¢=4):

4 AgL Kegae) Xpane = Ay (X)) Xe + 2 BAyp (Rpaae) Xpspe +

+ Anp (Xep2ae) Xev2at (23)

A matriz K, é estacionaria e deve ser calculada e triangula-
rizada uma sb vez em todo o processo; para cada elemento, K, vem da
da por
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WP R T0 0 0
At !.:! f h..ﬁ le x P ~ -
2 :

' = M' oo 0 0
£n At -~ gx, : > ~ ~
2 : 2

1 2 i 1 - i) ]

ISxl gxz At ~ E 2 8 At ~

R RN .........E ..... S - Y T TR (24)

0 0 G 2 M -f M (1-8)G

~ ~ ~X; I At < ~ X

0 &G : eM 2 M (1-6)G

E -~ -X . ~ At = ~X
: 2

- 1 2 "

0 9 0 Ny ¥, 3t 5

sendo:
T T
3¢ 4¢
' = T y s ¢ Wl e T n?y —=— 4T aa
LR By maf 0 A Ui TeR 1 b5l 5 8

(i=1,2) (refere-se ao eixo) (j=1,2) (refere-se a camada)

onde ¢ sdo as fungdes de interpolacdo, T indica transposicdo, n é o
nimero de nods do elemento e A © dominio do elemento.

No vetor de incdgnitas X est3o incluidas as componentes das
velocidades em cada camada, e a elevacdo n, e n, de cada camada em

relacdo aos niveis médios h, e h,, respectivamente. No vetor de ter
mos independentes P tem-se

o= {ul Wl Qo o O (25)
onde
Pa Y: ., ¢
W = — 4 —_—
Wy o Vy cos(xy.xi) [ @ &

sendo Q, e Q, os fluxos que entram e/ou saem de cada camada.
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onde

A matriz que contémos termos ndo lineares Ay (x) vem dada por

(=]

1o

[ =]

(-
[

R R R

" y L
0 e By t0g, ¢ P11
i ; :
2etli 7Bk, : R 3
2 . 5 I
"Ly, *Lx ‘ 0 i 0 .
: i 3
0 AL T PR AL
i : :
-6 ¥y : =O By 0 <A
3 2 E
0 0 2 “hees
T T “,d,T
fote” vt 5= ;
- xk
13T (n] = nT11  aeT
g/ s da
A wtah o
367 b o
o
qjai-Q h) e an
o T (o% HT)
34
4T 8y = T
L " D g & A 3
[ (o o1y sl .
g § — dh ;
AT ED C
3% 3¢ o 6T
Th S g ) T
k Xy (o7 u?)
T
; o ¢
i, .7, =*n =n e
L& B let (v -320 = an
o7 "
A
g o*
ot b8 VD) g aa

2+gf‘|‘ét‘i‘

=12
oy

~Dx,

I-(1=8)E, +8

—Il-5)§x2+s

iR =]

(3=1,2) (k=1,2)

da

-

~X3

1

£y

(26)
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EXEMPLOS DE APLICACAO

Exemplo 1

Seja o canal da Figura 2 onde estdo indicados os dados utili
zados. A solugao analitica para as ondas estacionarias, sem levar

em conta a friccdo e a convecgdo, & a seguinte [2]:
r11={Acosk,x+Bcoak, x}senmt (27)
- gh 2 gh 2
n, = A(I--a-g'-k])cosk,xi-all—?l-kz Jcos k, X} senwt  (28)

onde

a(l-%—‘-kj:

A =
(ki ki) %} cos k, L
gh L
. at&h k-1

h
i -x3) Tk cosk, L

2&% =;3 P2 (hy+hy)
k; 2 py=py gh;h,

I+

1
mf[l 6,  {h+h,) _ p, 1 ]!f
2 p,-py gh,h, P,-Py g hh,

sendo L o comprimento do canal.

Na Figura 3 sdo indicados os valores de n, e 1, no tempo t =
="' = 500seg e na Tabela 1 se compara os resultados analiticos e nu

méricos em t = 2T = 1000seq.
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Tabela 1
SOLUCAO ANALITICA SOLUCAQ NUMERICA
X . . ) T, ‘ i My ) P .
nos laterais|nos laterais|nos centrais

0 G,20000 0,20000 0,20000 0,00000 0,00000

25 0,20208 0,01189 0,20208 0,01389 -0,00066

50 0,20397 0,05845 0,20399 0,05937 0,05457

75 0,20572 0,12189 0,20569 0,13348 0,11289
100 0,20739 0,17781 0,20738 0,18052 0,17341
125 0,20902 0,20472 0,20902 0,21163 0,20940
150 0,21964 0,19243 0,21064 0,19098 0,19283
175 0,21224 0,14607 0,21226 0,13434 0,16278
200 0,21378 0,08402 0,21378 0,08945 0,08681
225 0,21518 0,03078 0,21520 0,02216 0,02428
250 0,21640 0,00740 0,21643 -0,00147 0,01459
275 0,21742 0,02323 0,21745 0,02324 0,01940
300 0,21824 0,07229 0,21823 0,07128 0D,06761
325 0,21852 0,13561 0,21891 0,13816 0,13603
350 0,21951 0,18862 0,21951 0,19685 0,18662
375 0,22007 0,21076 0,22002 0,22215 0,20848
400 0,22061 0,19351 0,22056 0,20848 0,18763
425 0;22113 0,14369 0,22115 0,14068 0,13766
450 0,22156 0,08085 0,22157 0,06963 0,08849
475 0,22186 0,02957 0,2218B4 0,02565 0,03199
500 0,22196 0,00991 0,22204 -0,00672 0,01547

4t = 10 seg.; solugdo numérica calculada em 2T

T = 500 seq.
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Exemplo 2

Seja um fluxo estratificado unidimensional estacionaric com
os dados indicados na Figura 4. Assuminde que as variagoes da pro-
fundidade total H,+H, s3o pequenas em relacdo as de H, (devido aque
o nimero de Froude baseado em H,+H, e a velocidade média do fluxeo é
muito menor 3 unidade) Schiff e Schénfeld [3] derivaram a seguinte

equagao para a interface:

q : 2
o an B SPRENL C1L P [g~q—‘u—r,1”[:,--z—2(1—a1]
SEe-t- — = = (29)
X x { ER 3 ry 3 2 2}
- (1= )% g s Ty ¥ =]
Ff d
onde
cf = g/t (C: coef. de Chezy);
L = H,/(H+H;);
F = pqg?/ [(H,+H;)? g bp]

e sendo g, e g, os fluxos por unidade de largura.

1
> -a
-2 : % e ©.9969
F£-af B P
HT B e Hi# Hz = Im
f: coozs
H 92 c
3 ¥
P c = 000125
£ Ha f :
i = g G F; =1
ANEN ANUER AR LR U RN S U RS AR RN

9,7 -9, 0.0 me/seg
e e T s s N A s A S

{ p/unidode de largura)

ENNNANNNRNY \\\m O SRR NS NN AN
— x1

Figura 4. Fluxo estratificado estacionarioc e malha de
elementos finitos para o medelo numérico
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0 modelo transiente & aplicado com At =4 seg. até atingir o es
tado estacionarioc. Na Tabela 2 s3ac comparadas as solugdes "analiti
cas" (resolvendo (21) com o método de Runge Kutta de gquarta ordem)
e numérica para n, ao atingir o fluxo do regime estacionario. Neste
caso adotou-se intervalos de tempo que satisfazem a condigdo de es-
tabilidade de Courant-Friedricks-Levy ja que

vam instabilidade numérica; por outro lado, os fluxos g, e q, foram

At maiores apresenta-

introduzidos de forma gradual até atingir o valor final pelas mes-
mas razoes.

Tabela 2. Comparagdc de resultados analiticos e numéricos

X iy (m) Mg LF:
(m) |Elementos Finitos|Elementos Finitos|(29) Usande Runge Kutta
0 4,4x107"° -3,283x 1077 -3,263x 1072
20 < B 46 o ) et -2,640x 1072 -2,683x107 %
40 2,7x107° -1,941 x 1072 -1,935x 1072
60 1,8x107° -1,289x 1072 -1,284x1072
80 0,9%10"" -0,627 x 10™* ) -0,639 x 1072
100 0,0x10"° 0,025 x107°¢ 0,000x10"2
120 -0,8x10"° 0,667x10”° 0,639 x107°?
140 -1,8x10"" 1,314 x 1072 1,284 x 1072
160 -2,7x10"% 1,941 x 10™7 1,935 x 1072
180 -3,6x10"° 2,588 x 10™° 2,683x 1072
200 -4,5x%x 107° 3,200 x 1077 3,263x%x107°
CONCLUSOES

No presente trabalho foi deduzido o sistema de equacdes que go
verna o fluxo estratificado quando existem duas camadas; sua exten-
sdo para o caso da existéncia de maior nimero de camadas & imediato.
Como em geral o tempo de integracdo para a simulacdo numérica de um
problema real & bastante grande, convém formular um esgquema implici
to onde seja possivel tomar intervalos de tempe grandes sem perder
significativamente a precisido e sem que o acoplamento resultante de
tal esquema impligue num consume excessive de tempo de processamen=

to na montagem e solugde do sistema de eguaghes.
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0 modelo matematico demonstra, para os casos simples apresen
tados, sua capacidade em simular um escoamento estratificado.

Existem ainda algumas dificuldades gue devem ser analisadas.
Assim, por exemplo, resultaria mais prdximo do real considerar uma
variagao vertical das velocidades no lugar de uma velocidade cons-
tante em toda a camada; também & necessario estudar com mais profun
didade a influéncia de viscosidade turbulenta e da mistura entre as
camadas nas condicoes de contorno e nas tensdes interfaciais.

Finalmente, a comparacac dos resultados do modelo com medidas
num prototipo torna-se fundamental antes de extrapolar aos efeitocs

de obter uma previsao do fluxo num sistema qualquer.
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RESUMO

Este trabalho analise a viabilidade do emprego de modelos em escala
reduzida na realizacdo de testes de simulagdo espacial visando ob-
ter a distribuigdo de temperaturas do prototipo do primeiro satéli-
te brasileiro. As condicOes gerais para o modelamento térmico em es
cala sdo estabelecidas e as técnicas de preservacdo das temperatu-
ras e preservagic dos materiais saoc consideradas. Modelos em escala
do satélite s3o especificados e seus comportamentos térmicos sdocal
culados e comparados com o comportamento do prototipo em escala
real.

ABSTRACT

This paper analyses the feasibility of testing reduced-scale thermal
models of the first brazilian type spacecraft in simulated space
environment in order to obtain the prototype temperature distri-
buticn. General conditions for thermal scaling are established and
the temperature preservation and materials preservation techniques
are considered. Reduced-scale thermal models are specified and their
temperature distributions are calculated and compared to the proto-
type.
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INTRODUCAO

Um dos aspectos mais delicados no desenvolvimento de um saté-
lite é assequrar que, quando em Orbita, todos os equipamentos do sis”
tema operarao dentro dos seus limites de temperatura especificados.
Esta tarefa exige uma cuidadosa especificagao dos materiais, cobertu
ras e dispositivos que regulardo as trocas de calor no satélite du-
rante sua vida Gtil, o que, por sua vez, demanda uma multiplicidade
de atividades como a realizacac de testes térmicos sob vacuo ou a
execucao de simulagdes numéricas das condigdes de operacgdo do siste-
ma.

Atualmente, mesmo com © desenvolvimento de rotinas computacio
nais rapidas para o cdlculo da distribuigdo de temperatura em satéli
tes, verifica-se que € imprescindivel a realizagdo de ensaios experi
mentais em maquetes com o objetivo de aumentar a confiabilidade do
projeto, especialmente gquando os acoplamentos saoc dificeis de mode-
lar analiticamente ou quando as propriedades dos materiais$ e das su-
perficies ndo sio bem conhecidas.

0 aumento do porte e da complexidade dos satélites tem exigi-
do o emprego de instalag¢des de teste cada vez maiores, com custos
operacionais exponencialmente crescentes. Observou-se gue o custo de
um programa de testes térmicos pode representar até 7% do custo total
de desenvolvimento de um satélite [l]. Por isto, desde a década de
sessenta, propos-se a utilizacdo de modelos térmicos em escala redu-
zida no lugar de protbétipos em escala real, possibilitando a realiza
gdo de ensaios mais rapidos e menos onerosos, em instalacdes menores
e mais baratas.

No comego do programa espacial americano, foram determinadas
as condigdes gerais para o modelamento térmico em escala de satéli-
tes (2,3] e duas principais técnicas foram desenvolvidas. Na primei-
ra técnica, chamada "técnica de preservagdo das temperaturas", o mo-
delo em escala € concebido de modo a reproduzir ponto a ponto a dis-
tribuicdo de temperaturas do protdtipo. Na segunda técnica, chamada
"técnica de preservagdo dos materiais", o modelo e o protétipo sdo
construidos com os mesmos materiais. Nesta técnica, as temperaturas
em pontos homdélogos do modelo e protdtipo sdo diferentes mas  estdo
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relacionadas por uma razdc constante e conhecida, Os problemas e os
erros associados a ambas as técnicas foram analisados por alguns au
tores [4,5].

ApSs 1965, foram realizadas investigagbes experimentais para
determinar a viabilidade da utilizacdo de modelos em escala no &mbi
to de diversos projetos espaciais. Foram utilizados modelos em esca
la, por exenple, no desenvolvimento da sonda Voyager [6] e no pro-
grama Apollo [7].

0 presente trabalho analisa a viabilidade do desenvolvimento
de modelos térmicos em escala reduzida para o primeiroc satélite bra
sileiro a ser lancado em 1989, Quatro modelos foram especificados e
0s Seus comportamentos térmicos foram calculados e comparados com a
distribuicao de temperaturas do prototipo.

CRITERIOS PARA MODELAMENTO EM ESCALA

Para um satélite dividido em "n" regides isotérmicas, a equa
cao de balango térmico para ¢ i-ésimo nd pode ser expressa por

dTi 1 n
CLV. == YR, o (T =TS) S, (T, -T.}) =
Pi%i¥y ac ¢ j:l ij § % jzl i]{ i j,
- 3 =B o= o, (iuli 205, (1)

onde (picivi} representa a capacidade térmica do né i'Rij e Sij 540,
respectivamente,os coeficlientes de acoplamento radiativo e conduti-
vo entre os nos i e j, oy € a carga térmica externa absorvida pelo
nd i devido a insolacao direta, albedo e radiacao terrestre, Pi é a

poténcia térmica dissipada internamente no i-ésimo né.

A solucao do sistema de equagdes (1) permite determinar o
comportamento termico do satélite desde que as cargas térmicas dos
diversos nos sejam conhecidas.

Considerando um modelo térmico deste satélite onde cada pard
metro e varidvel tenham sido escalonados porum correspondente fator
de escala,y , sua distribuicdo de temperaturas pode ser descrita pe
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lo sequinte sistema de equacoes:

i (0 A vy O daT n
g ¢ LT 1. y W _mh
————?;———— R {YRYT)’I les{Ti Tj} +
]:l
n
+ (vsylegl Sij(Ti-Tj) - Yk = yppi =0,
(i=1,2,...,n) (2)

Para que modelo em escala e prototipo sejam termicamente se-
melhantes entre si, impoe-se:

1
Y iYL
2 = A = =
Yo YRYp = Yg¥p = Yy = Vg - (3)

0Os coeficientes de acoplamentoc radiativo e condutivo e a car
ga térmica externa s3o usualmente expressos por

n
-1
R;; = ciai{kgl Fiklsjk—{l—ejirjk] }5j i (4}
K, .A

. —iiij

Sij Li‘ ¥ hi} At'.‘:,,.l.;l € (5)
J 1

¢y =y Ay Hi . (6)

Nestas expressoes, A representam a area do nd i,

it Pige Ao iy
a area da secao reta entre os nos i e j e a area de contacto entre
nés adjacentes, respectivamente, enguanto que £y @ ay Sdc a emissi-

. e h,.
ij ij
vidade térmica e a condutividade de contacto. Finalmente, H

vidade e a absortividade do ndo i e K representam a conduti-
i € o flu

x0 térmico incidente sobre o i-ésimo ndo e F é o fator de forma do

ik
né i em relagio ao né k.

Considerando identidade geométrica e emissividades iguais en
tre regides homdlogas do modelo em escala e do protdtipo, as egua-
goes (4), (5) e (6) indicam que
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-] = ? o
YR = Yp o+ Yg = YVRYp T YpYp ¢ T$ Y T iy (7}

Substituindo (7) em (3}, segue:

1
YooYy Y
e LT _ zoa i Lo = i

i TpYp = YxVpYe = YhYoVr = YofrVu * Yp (8)
Em geral, um grande numero de elementos de um satélite =

constituido por placas, cascas, perfis, onde a distribuigdo de tem-
peraturas pode ser considerada bidimensicnal. Neste caso, a espessu
ra de um elenento pode ser escalonada independentemente do fator de
escala adotado para as demais dimensdes. Este procedimento permite
ajustar a condutdncia térmica entre dois nds, modificando a area de
passagem de calor. Considerando Yo como o fator de escala das espes
suras, segue

_?-"n- & - = W owey S
= YpYp ® YeYgYp ® Ypa¥r¥r = YoYLYm = Yp (3)

Esta expressao define as condigles para o desenvolvimento de
um modelo em escala a partir de um dado protétipo.

ESPECIFICACAO DOS MODELOS EM ESCALA

Para aplicacdao da técnica de modelamento térmico em escala,
considerou-se o prototipo da estrutura do primeiro satélite brasi-
leirec, ilustrado na Figura 1. Dados gerais sobre este protétipo es-
tao apresentados na Tabela 1.

Foram especificados quatro modelos de acordo com técnicas de
escalonamento e para regimes de operagdo diferentes, conforme se-
gue:

TECNICAS PERMANENTE TRANSITORIO
Preservacao das Temperaturas Modelo I Modelo III
Preservacao dos Materiais Modelo II Modelo IV
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PAINEL ANTIGEOCENTRICO

CILINDRO Q:HTR&LC
PAINE IS
LATERAIS PAINE!S
LATERAIS
PORTA - EQUIPAMENTOS
CENTRAL
HINEL
- EQUIPAMENTOS
GEDC NTRICO

Fig. 1. Vista explodida do primeiro satélite brasileiro

TABELA 1. Especifica¢des Gerais do Protdtipo

. § K pC x 10°
COMPONENTES MATERIAL {tam) (W/mK) (J/m’K)
Cilindro central Al 2024 2.00 121.0 25.5
Paineis porta- Painel sandui
eguipamentos che de alumi- 26,21 4.42 1.60
nio
Painéis laterais Painel sandul
e anti-geocéntri che de alumi- L3s 7.79 2.69
co nio

Os sequintes critérios foram adotados:
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a) T, 0.5 - compromisso entre o tamanho dos modelos e a dimensédo
das instalac¢bes de teste do INPE;

b) Yp = 1 - para preserva¢ac das temperaturas;

c) Yo =Yg =Ty = 1 = para preservacdo dos materiais;

d) o primeirc termo da eqg. (9) ndo considerado para regime permanen-
te;

e) vy =1 - mesma cobertura externa para modelos e prototipo;

£1 Yy = 1 - utilizacao da mesma graxa térmica nos contactos do

prototipo e dos modelos.
A condutividade térmica dos painéis sanduiches foi calculada
de acordo com modelo proposto por Daniels et alii (8].

0Os dados selecionados para 0s modelos em escala e os fatores
de escala mais importantes sao apresentados nas Tabelas 2 e 3, res-
pectivamente.

TABELA 2. Especificacdes dos modelos em escala

MODEID I MODELO IT MIODEIO ITI MIDEIO IV
COMPONENTES MAT 8 MAT 8 MAT 6 MAT ¢
“ | {mm) : (mm) * 1 (mm) : {mm)
Cilindro Cer— Ago Ago
tral Inox | 2.37 |AL 2024 | 1.02 |Incx | 2.78 | Al 2024 2.00
430 430
Painéis Porta- | Ago Ago Painéis
Inox | 1.98 |Al 2024 | 0.41 | Inox | 2.00 | Sanduiche 26.21
Bpupamentcs | 316 316 de aluminio
Paineis lLate— Aco Aco Painéis
rais e Anti-Ge | Inox | 1.79 [Al 2024 |0.41 |Inox |1.79 | Sanduiche 13.61
= 316 316 de aluminio

ocentrico
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TABELA 3. Fatores de Escala

T e i, Yy Yp
MCDELO I 1.0 - 0.5 1.0 0.25
MODELO II 1.24 - 0.5 2.30 0.58
MODELO III 1.0 1.95 0.5 1.0 0.25
MODELO IV 159 0.25 0.5 £,35 1.59

Deve-se acrescentar gue todos os modelos em escala foram es-
pecificados considerando materiais e bitolas disponiveis comercial-

mente.

RESULTADOS

0 comportamento térmico do prototipo e dos modelos foi simu-
lado numericamente com o conjunto de programas de andlise termica
desenvolvido pelo Grupo de Controle Térmico do INPE [9]. Os siste-
mas foram divididos em nos isotérmicos, como ilustrado na Figura 2,
e analisados sob diversas condigbes de operagdc, em regime permanen
te e transitério. Em regime transitdrio, considerou-se uma orbita
circular com 700 Km de raio e 25° de inclinagio, tipica do primeiro
satélite brasileiro.

As Figuras 3 e 4 mostram os resultados das simulagdes para o
desempenho dos modelos I e II comparado com © comportamento do pro-
tdétipo, para diferentes posicdOes na OGrbita (diferentes cargas térmi
cas externas).

Figuras 5,6 e 7 apresentam resultados tipicos do comportamen
to térmico, ao longo de uma orbita, de regides homdlogas do protdti
po e dos modelos III e IV. Resultados adicionais podem ser encontra
dos nas referéncias [(10] e [11].
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(d)

(c)

Fig. 2. Malha de nds adotada: (a) painel antigeocéntrico, (b) painel
porta-equipamentos central, (c) painel porta-equipamentos geo

céntrico, (d) paineis laterais e (e)

cilindro central

2 d
i
>

TEMPERATURA (C)
3
T ——

2% " L i i L

3] o 0 30 0
NUMERO DO NG
— PROTOTIPO
------------ MODELOD 1
—————— MOOELG 0

Fig., 3. Distribuicdo de temperaturas do protétipo e dos modelos T e
11 em regime permanente (condigaoc C).
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Fig. 4. Distribuicio de temperaturas domprotétipo dos modelos I e
II em regime permanente (condicao B).
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Fig. 5. Variacdo da temperatura do nd 2 do prototipo e dos modelos
III e IV ao longo de uma orbita.
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Fig. 6. Variacdo da temperatura do nd 38 do protétipo e dos modelos
III e IV ao longo de uma orbita
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Fig. 7. variacac da temperatura do né 48 do protdtipo e dos modelos
III e IV ao longe de uma drbita

Com base nos resultados para regime permanente, verificou-se
que os medelos I e I1 reproduzem o comportamento do protdtipo satis
fatoriamente com desempenhos equivalentes. Em ambos os modelos, os
desvios maximos ocorrem em regides com altos niveis de poténcia dis

sipada localmente ou com grande incidéncia de carga externa.

Para regime transitorio, os modeleos III e IV apresentam uam
comportamento térmico hastante semelhante ac do protétipo, ac longo

de toda a Orbita e em todos os nés da malha.

Observou-se, também, gque os modelos I, II e III apresentam
niveis de temperatura sistematicamente inferiores ac do protétipo,
enguanto no modelo IV, tnico modelo em escala constituido por pai-
néis sanduiche, ocorre o inverso. Este fato resulta da reducido de
escala do prototipo ter sido efetuada a partir de suas dimensdes ex
ternas e nao pelas linhas médias de seus elementos constitutivos.
Como os painéis sandulche apresentam espessuras significativas, es-
te procedimento introduz distorgtes ndo despreziveis nes modelos em
escala, como demonstrado a seguir,

Seja
: _ Lm+dm
L = Ip+ip
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Lm

Y = Ta
Ll’ Lp

onde Y1 e o fator de escala nominal [TL =0.50), representando a re-
n n

lacaoc entre dimensdes externas, e 2 o fator de escala real calcu

L
r
lado a partir das linhas médias dos elementos do protétipe (p) e dos

modelos (m).

Para os modelos I, II e III, constituidos por chapas finas tem
se que 6m << Lm'

Logo

Para o modelo IV, constituido por painéis sanduiche, onde
émuép, segue que

e % = SP :
Y =y (1-v, 1}
L. L, Lp L,
e
Y L ¢
Lr Ln

Consequentemente, de acordo com a Equagdo 8, segue gque para
os modelos I, 1I e III

e para o modelo IV
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Finalmente, a sensibilidade dos modelos em escala foi avalia-
da com relacac a perturbacbes nos acoplamentos condutivos [“fS] , hos
).

acoplamentos radiativos {YR) e nas cargas térmicas (y_ e y

P P

Para isto, foram calculadas, para cada modelo, as sensibilida
des médias definidas por:

BYT
i

1 n
Wt g

com o= S,R,p,%.

Para a técnica de preservacac das temperaturas, 0s resultados
ilustrados pela Figura B, indicam que eventuais distorgdes nos aco-
plamentos condutivos implicam em pequenas variagdes no comportamento
térmico dos modelos em escala. No entanto, a minimizacao de perturba
¢0es nos acoplamentos radiativos e nas cargas térmicas & critica pa-
ra a garantia do bom desempenho dos modelos em escala. Observa-se,
também, que a diminuicdo dos modelos resulta em dificuldades crescen
tes, tornando-se a técnica de modelamento térmico em escala pratica-
mente inviivel a partir de YL<0.25.

0.0 T
ACOPLAMENTOS RADIATIVOS{ )
E CARGAS TERMICAS { Jp s Jg )

JERN

w
o
<
g 8.0 ~]
@ \
]
4
W 28 ~]
- mmu{'r_u couwrm(fn\
005z 0.3 04 o8

FATOR DE ESCALA ¥,

Fig. B. Variagdo das sensibilidades em funcidc da redugdoc de escala
dos modelos
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Consideracdes analogas podem ser feitas para a técnica de pre
servacdac dos materiais, embora, neste caso, as perturbacdes nas car-

gas térmicas sejam menos criticas.

COMENTARIOS FINAIS

O presente trabalho demonstra a viabilidade do emprego de mo-
delos em escala, concebidos de acordo com gualguer uma das técnicas
de preservacao estudadas, para a simulacao do comportamentoc térmico
do primeiro satélite brasileiro. Os modelos especificados reproduzen
satisfatoriamente o desempenho do prototipo com desvios médios infe-
riores a EOC, para todos os nés e todas as condigdes de operacido ana
lisadas.

Deve-se mencionar também que:

a) a reducado da escala do prototipo com base nas suas dimensces ex-
ternas introduz desvios sistematicos no desempenho dos modelos em
escala. Tais desvios, entretanto, podem ser estimados e corrigi-
dos, adequadamente;

b) a especificagac de valores muitc pequencs para o fator de escala

dimensional, introduz incertezas na distribuigdc de temperatu

j O
L
ra dos modelos que podem inviabilizar a utilizac¢do da técnica de

modelamento térmico em escala.
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PEDIDO DE ASSINATURA DA RBCM
OU NOMEROS ATRASADOS QUER DA REVISTA OU ANAIS DE CONGRESSOS

— Preencha a ficha abaixo, indicando o desejado, e remeta para ABCM.

Secretaria da ABCM

PUC/RJ - ITUC

Rua Marqués de S3o Vicente, 225 - Gavea
22453 - Rio de Janeiro, RJ - Brasil

— Remeta, em anexo, um cheque nominal (Associagdo Brasileira de Cién
cias Mecdnicas) no valor indicado na referida ficha.

AMERICH LATTHA EXTERIAR
Anais do COBEM () 3,0 OTN'S { )} us$ 100,00
Anais do SIBRAT () 2,0 OTN'S () uss 50,00
Anais do ENCIT {} 2,0 OIN'S () us$ 50,00
Numero avulso RBCM () 1,0 OTN'S { ) Us$ 15,00
Assinatura da RBCM () 2,0 OTN'S () Uss 40,00

ASSINALE SUA SOLICITACRO

NOME

ENDERECO

CIDADE ESTADO CEP
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