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MODELAGEM PARA ESCOAMENTOS 
COM DUAS REGIÕES, UMA 
OCUPADA POR UM FLUIDO 
VISCOSO E OUTRA POR UMA MISTURA 
Rogério Martins Saldanha da C;ama 
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SUMARIO 

3 

Ea~e tkabatho modela um e 6 coamento com du~a keg~õea , uma ocupada 

apena~ pok um 6l~do NI!.Wton~ano ~•tcomplle6aZvef. e outlla poll uma mi.ó 

tulla 6o~tmada poll um 6~l~do ~t.Zgido 1!. o meamo 6luido . Na llegiio onde 

.i>Ô e.xü.te o 6luido o e4coa.me•t.to ê dehc.kito pe.lah e.quacõea de ,l/avie.~ 
-S.tolze6 e na ou..tka ~tegiiio pllopomoa uma gene.Jta.U. z acão da tu de VMc..y 

que. leva em co n.ta 6oJtcaa ine.Jt.c.iai6 e v..C:acoa~t.o. Condicõe.a na in.te.JL-

6ace en.tlte aa duM JtegiÕ'1.6 aã.o c u.idadoaame.nte de.o clld:aa e do.<.a e.xem 

ploa 6ã.o 11e.aolvidoa . 

SUMMARY 
Thih wo1tk modela a 6low with two Jt.e.giona , one occupie.d only by an 

.inc.omplte.6&ible Newtonian ôluid and anothelt by a mixtulte o6 a Jt.ig.id 

40.U.d wd:h the a ame 6f.uid . I n the. ~tegion ccc.upü.d onl.y by .the 6luid 

.the. 6tow ú du c~tibed by .the Navie.lt-S.tollea e.quat.ion and .i.n .the. othe.lt 

~te.gion we. pltopoae a gene~ta.t.i.zation o6 Vallc.y'a law that taku ac.count 

inelltiat and viac.ou.6 6oltcea . Condition.l> in the. intelt6ac.e between 

.the two ltegiona a11e. c.a~te6ully deac.1tibed , and .two examptea a~te c.om

pte..tely .i>Olve.d . 
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INTRODU CM 
O objetivo principal deste trabalho é modelar escoamentos em duas 

regiões utilizando teoria de misturas [1] . Mais precisamente, nos
so interesse e estudar escoamentos onde numa região temos apenas 
fluido e em outra , contigua, um meio poroso saturado pelo mesmo 
fluido. Esta situação e encontrada com frequência em Engenharia C~ 
vil, Mecânica, Agronomia, Petróleo, etc. Problemas envolvendo lu
brificação de mancais porosos, e principalmente, escoamento de la
mas de perfuração em poços de petróleo, nossa motivação inicial p~ 

ra estudar esse problema, são exemplos de situações que podem ser 
tratadas pelo modelo aqui apresentado. 

O meio poroso que consideraremos serã suposto homogéneo e isotr~ 
pico. As duas regiões, de fluido puro e meio poroso saturado , são 
separadas por uma interface sobre a qual temos que impor condições, 
as quais discutiremos detalhadamente mais adiante, e o conjunto das 
regiões é limitado por uma fronteira impermeável. 

Suporemos qu~ o fluido é Newtoniano e incompressivel e que o e! 
coamento é isotérmico, de modo que na região de fluido puro temos 
que resolver a equação de Navier-Stokes com densidade e viscosidade 
constantes. 

A outra região serã modelada como uma mistura sÓlido rigido-flui 
do Newtoniano. Esta teoria fornece uma equação que generaliza a equ~ 
cão clãssica de Darcy que resulta do nosso modelo quando despreza
mos forcas inerciais e viscosas. 

O modelo aqui apresentado difere dos usualmente adotados em en
genharia. Primeiro, porque não utilizamos a equação de Darcy no 
meio poroso pois estamos principalmente interessados nos efeitos 
inerciais e viscosos não levados em conta na equação de Darcy. Se
gundo, no tratamento que damos ãs condições de compatibilidade na 
interface que é verifiéada experimentalmente [3,4] e discutida teo 
ricamente em [2,5,6]. Não é verdade que na interface fluido-mistu 
ra a velocidade do fluido puro seja igual ã velocidade do fluido na 
mistura! O que é verdade é que a velocidade y na região de fluido 
puro é uma média ponderada entre as velocidades do só l ido e do flui 
do, sobre a inte r face, na região de mistura. 

vãrios casos particulares foram reso l vidos com a teoria e previ 
sões foram feitas para posterior comprovação experimental. 

No presente trabalho são apresentados dois exemplos como motiva 
cão . O primeiro é um escoamento num duto circular de paredes poro-
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sas e, o segundo, um escoamento contendo três regiões (duas de mis 
tura e uma de fluido puro). 

TEORIA DE MISTURAS 
A ideia bãsica da teoria ê utilizar meios continuas distintos P! 

ra modelar cada constituinte da mistura . Cada meio ê dotado de ci
nemãtica independente e na dinâmica considera-se termos descreven
do interacão entre esses contínuos. 

As equações bãsicas da teoria diferem das usualme nte estudadas 
em Mecânica dos Fluidos Clissica onde um s6 continuo ê considerad~ 
Faremos aqui suma riamente a apresentação das equações que utiliza-
remos em notação vetorial, os indices se referem aos componentes 
da mistura, não devendo ser confundidos com os usados na conhecida 
notação indicial (não serã adotada a convenção de soma para Índi
ces repetidos). Uma exposição didãtica e detalhada da teoria pode 
ser encontrada em [1] . 

Para o i-êsimo constituinte da mistura , na configuração atual, 
a equação da continuidade ê dada por 

il p· 
--

1
- + div(p· v·) 

il t 1 -'-1 
o ( 1 ) 

onde Pi ê a densidade do componente na mistura, (pi e uma razão 
local entre a massa de i e o volume de mistura correspondente) e ::'.i 
e a velocidade de i . 

A equação de movimento para o 1-êsimo constituinte ê 

I 3V· J p 1• 1 
~ + (gr ad v.)v. at -1 -1 

L 

• div T. + m. + p. b. 
-1 -1 l -1 

( 2) 

onde !i, !!!i e ~i descrevem, para o constituinte i , a distribui cão 
de forças internas, a interacâo entre i e os demais constituintes 
e a distribuição de forcas externas (no nosso caso simplesmente a 
gt·avidade), respectivamente. O tensor !i serã suposto simétrico no 
nosso estudo. 

Observe que o campo vetorial !!!i , denominado de forca difusiva, 
ê peculiar da teoria de misturas. Ele não aparece em teorias que 
utiliz am um s6 continuo. 

Não trataremos aqui da equação da energia, assumindo que estas~ 
ja satisfeita por alguma fonte externa. 

As equações (1) e (2) se aplicam a situaç.ões onde não ocorram reações quimicas. 
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HIPOTESES CONSTITUTIVAS 
Vamos particularizar a teoria desenvolvida na secão anterior p~ 

ra o caso de um escoamento de um fluido através de um meio poroso, 
que serã modelado como uma mistura binãria. 

Suporemos a matriz porosa homogênea, rigida, isotrópica e satu 
rada pelo fluido que ê Newtoniano e incompressível. 

Sob estas hipóteses as equações de continuidade e movimento pa
ra o sólido são trivialmente satisfeitas. 

As duas hipóteses constitutivas bãsicas que adotaremos, discuti 
das em detalhe por [2,6) são: 

a) Tensão no fluido !r 

! r = -ljl p ~ + 2n À ljl
2 ~f { 3 ) 

b) Força difusiva ~f 

O índice "f" denota fluido. As grandezas 1/J, p, n. À, Qf e K, 
são a porosidade, a pressão no fluido (consequência da incompressi 
bilidade), a viscosidade, um parâmetro adimensional quelevaem co~ 
td propriedades geométricas da matriz porosa, a parte simétri ca do 
gradiente de velocidades do fluido e a permeabilidade do meio por~ 
so, respectivamente. ~ ê a velocidade da matriz porosa. 

A porosidade ljl representa a relação lo cal entre o volume de "v! 
zios" e o volume total de mistura. Devido ao fato da matriz porosa 
ser suposta homogénea ljl, À e K serão considerados constantes. 

Com estas hipóteses as equações {1) e {2) para o fluido são re
duzidas a 

{ 5) 

o\11[ él~f + (grad ~f)~ J 
Aqui levamos em conta que pf "' ljlp sendo P a densidade do fluido 

puro. 
( importante observar que se desprezarmos as forças inerciais e 

viscosas clãssicas (i.e. não incluídas em ~f) temos a equação de 
Darcy {uma vez que se o meio poroso estiver em repouso U • O). 
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lji2n 
..p(p~- grad p) = -K- :!.t 

7 

(7) 

Este fato, por si sõ, parece ser suficiente para justificar (4) 
e, a posteriori, a utilização da teoria de misturas, jã que a equ! 
cão de Darcy e consagrada na literatura de meios porosos. 

CONDIÇOES DE CONTORNO 
Consideremos agora duas regiões contiguas, uma de fluido puro e 

outra de meio poroso saturado, como sugerido na Figura 1. 

Na região de fluido puro o escoamento e governado pela equação de 
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis e na região de mistura 
pelas equações descritas na secão anterior . 

REGIÃO Df. FLUIDO PUIIO 

INTEitFACt: 

~ PERM6iVIL 

.: . 
_,; _______ ~-----..:--;..--------~~--~--~:..~_....:_:,.. __ ,..:. _____ ;,...;_..; __ ;. __ 

FIG. I • ESQUEMA DE UM ESCl».MENTO EM DUAS REGIÕES 

Discutiremos agora condições de contorno nas interfaces das re
g1oes de fluido puro, de mistura e superficies impermeãveis que 1~ 

mitam o escoamento. Notaremos por~ e ~f a velocidade do fluido na 
região de fluido puro e de mistura respectivamente e Q ê a veloci
dade da matriz porosa. 

Adotaremos a hipÕtese clãssica de não deslizamento sobre super
ficies impermeáveis, i .e., ~ = Q5 ou ~f = Q8 {conforme o caso) on
de Qs e a velocidade da superficie impermeãvel em questão, a qual 
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delimita a região de fluido puro ou região porosa. 
A grande dificuldade é o estabelecimento de condições na inter

face fluido puro-mistura. Neste tratialho consideraremos apenas o c~ 
so onde não hã fluxo de massa através da interface, apenas transfe 
rência de momentum. 

E evidente que o sólido, por ser suposto rigido, não ê afetado 
pela transferência de momentum. Apenas o fluido troca momentum. 

Uma vez que a interface (do lado do meio poroso) ê formada por 
fluido e sÓlido a velocidades diferentes, o fluido que toca a inte~ 
face (pelo lado do fluido puro) deverã ter uma velocidade (no sen
tido de teoria de misturas) igual ã mêdia ponderada entre as velo
cidades do sólido e do fluido da região de mistura na interface . 

Assim sendo, se assumirmos porosidade superficial 1jl ,teremos que, 
numa interface fluido puro-mistura . 

'!... = 1jl '!...f + ( 1 - lji).!!_ na interface ( 8) 

onde u e a velocidade do sólido que compõe a matriz porosa . 
E interessante observar que se em vez de ter uma região porosa 

tivéssemos uma região impermeãvel a porosidade ljJ seria nula e 

u ( 9) 

aue ê a condição clãssica de não deslizamento sobre paredes imper

meáveis. 
E se em vez de meio poroso fosse uma região de fluido puro te-

riamos ljJ = e 

v :: v 
- - f 

( 1 o) 

que ser i a também uma condi cão de não des 1 i zamento entre camadas flui 
das. 

Na verdade a hipótese feita nesta condição de contorno implica-
rã numa velocidade'!... que não serã rigorosamente coerente com uma 
condição de não deslizamento, jã que em geral: 

porem como a teoria de misturas admite superposicão de continuas es 
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ta e a unica condição compativel. 
A outra condição a ser imposta na interface se refere ao momen

tum transferido através desta. 
A hipótese de que o fluido ocupa apenas ~vezes a interface nos 

leva a postular que 

Vm na interface ( 1 , ) 

onde Tê o tensor tensão no fluido na região de fluido puro, !f ê 
o tensor parcial de tensões no fluído na região porosa, ~ a normal 
ã interface em um unítârio do plano tangente ã interface. 

Observe que a anãlíse ê local e a afirmação do fluido ocupar 1J; v~ 

zes a interface não deve ser tomada literalmente, serve apenas pa
ra melhor compreensão da hipótese adotada. 

A condição (11) implica que 

Vm na interface ( 1 2) 

onde Q e a parte simétrica do gradiente de~ e ~f a parte simétri
ca do gradiente de ~f • 

O parâmetro >. entra como fator de correção que pode levar em co~ 

ta efeitos não considerados no nosso modelo como por exemplo impe! 
feições interfacjais e efeitos de tensões superficiais. Este parâm! 
tro só depende da geometria da matriz porosa. 

MODELO MATEMATICO 
Vamos agora sumarizar o nosso modelo apresentando o problema m~ 

temâtico. Não trataremos aqui condições iniciais pois estamos inte 
ressados apenas em um problema de estado estacionãrio . Temos então 
que 

- em regiões de fluido puro 

div v o 

3v 
p -=- + ( grad ~) ~ = - grad p + n /1 v + p~ 

at 

- em regiões de misturas 

div ~f O 

( 1 3) 

( 14) 

( 5) 
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plj{ il~f + (grad !f)!~ =- ljl grad p + ÀtjJ2n ll!f - 1jJ~n (!t·.!!.)+P~ (6) 

Com as seguintes condições de contorno: 
- em paredes imp ermeáve is 

! = ~s , . .!!,
5 

velocidade da parede respectiva ( 1 5) 

!f = Q5 .!!.s velocidade da parede respectiva ( 16) 

- em interfaces fluido puro-mistura 

! = ljJ !f + ( 1 - 1/1)!:!_ ( 8) 

Vm ( 1 2) 

ESCOAMENTO EM UM' DUTO CIRCULAR DE PAREDES POROSAS 
Como primeiro exemplo da teoria apresentada aqu i analisaremos o 

escoamento de um fluido Newtoniano incompressível através de duas 
regiões. A primeira região, compreendi da entre O ::; r < R1 e uma _r~ 
gião de fluido puro e a segunda, compreendida entre R1 < r < R2 , e 
uma região de mistura {meio poroso + fluido Newtoniano) como mos
tra a Figura 2. Em r .. R2 temos uma superfície impermeável sobre 
a qual ê imposta a clássica condição de não deslizamento. 

A matriz porosa que, juntamente com o fluido, compõe a região de 
mistura ê suposta rigida e está em repouso. 

Serã utilizado um sistema cilíndrico de coordenadas. 
Procuraremos uma solução em regime permanente, isto ê, indepen

dente do tempo e axiss-imêtrica, ou seja, independente da variãvel 
e . Assumiremos que o campo de velocidades ê independente dez . As
sim sendo temos o seguinte sistema de equações diferenciais para r~ 
solver 

( 1 7) 

( 18) 
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se 

podemos escrever que 

v (r) = 
<z> 

.· v<z> 
I 

4n 

INTERFioCE: Pf:RNEio'iE!j 

/ I 
I 
I 

v<z> II\€GIÀO OE FUJIOO 
PURO 

~: •<,> ·"<'~ I ""> 
~.À'f/;~~ dr 4r 1 •<e) 

! 

REGIÃO OE 
MISTURA 

I 

· . . ~~. 

·<:> 

nlJI az 

. I\€GI.il;> OE 
NIST\JRio 
{POfm4) 

s UPf:RFIC.~ 
MPf:RMEAVEL •t: 

SUPf:RflCIE. 
IMI'f:RNEAVEL 

FIG. 2- ARRANJO 00 PROOLEMA ESl\JOAOO 

Aplicando as condicões de contorno 

ê finito 

11 

( 1 9) 

( 2 o) 

( 21) 

( 2 2) 
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teremos que 

K 3.P 

n az 

K êl<l> 
v : - ---

<z>f 111/1 ()z 

onde: 
r 

f; 1 = _R_l_ 

/"TI 
e 

dv<z> 

dr 
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( 23) 

( 2 4) 

( 25) 

(26) 

R _ _ 2 _ 

/"TI 

As componentes v e v são as componentes fisicas do cam-<z> <z >f 
pode velocidades na direção e <z> , ou seja: 

e<z> = (0,0,1) ( 27) 

v "' v · e <z>f -r <z> 
e<z> .. (0,0 , 1) (28) 

Podemos observar, da equação (25) oue quando K•O temos um escoa 

menta de Hagen-P oiseuille, ji que t 2 KA = r ~ 
A Figura 3 apresenta os adimensionais ( nv< 2 )/(K M> na região de 

fluido puro e (nwv<z>f)/(K ~) na região de mistura plotado s ver-

sus a variãvel ( = r /l""TI" . 

E importante frisar que a continuidade da curva não implica em 

continuidade do campo de velocidades , jã que a porosidade '41 não e 
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unitãria. 
De posse do campo de velocidades podemos calcular as tensões no 

fluido e a perda de carga num arranjo do tipo proposto. 

r 
~iii y_ 
,. "' 
~ 

.. 
A,-..:::,. .. ~ 
> ~ ,. "' 

o 

[~] K(~) 
~~ ~ "-1 .. , 
i: 

I 

REGIÃO OE FLUIDO PURO I 

I 
I 

FIG. 3 - CURI/A DAS FUNCf:Es rzv(z) 

K(~) 
EM QUE t • I , ~ • 2. e .>. • I . 

[ 1/lrtv(z'>f 

J K{~) 
~l 

REGIÃO O( MI$1\J~A 

e ~~ PARA O CASO 

K(~) 

~ = 2 
2 

ESCOAMENTO DE UM FLUIDO NEWTONIANO INCOMPRESSTVEL ATRAV[S DE UMA RE 

GIAO DE FLUIDO PURO E DUAS REGIOES DE MISTURA COM MOVIMENTO RELATIVO 

O arranjo estudado ê apresentado na Figura 4. Em y = h 3 e y = O 
temos duas placas impermeãveis infinitas , sendo que a placa em y = 

= h 3 se desloca com velocidade U e a placa em y" O estã em repouso . 
Entre O< y < h1 , temos um meio poroso dgido e saturado que es

tá em repouso e possui propriedades K8 (permeabilidade), w8 (po r o
sidade) e >. 8 • Entre h2 < y < h 1 temos um outro meio poroso satura
do e rlgido, sendo que este se desloca com velocidade U (como mos
tra a figura) , com propriedades KA, iJIA e ÀA. 

A região compreendida entre h 1 <y <h 2 ê uma região de fluido puro. 
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O problema serã resolvido usando-se um sistema retangular de co 
ordenadas e com a hipÕtese de que a úni ca compo nente não nula do 
campo de velocidades e v<x> e que esta sõ e função da variãvel y. 

o sistema de equações que rege o problema e o seguinte: 

(29) 

o ( 30) 

o ( 3 1 ) 

onde (32) 

As condições de contor no a serem imposta s são: 

em (33) 
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lj!B v<x>s v<x> em (34) 

ÀAljiA 
dv<x>A dv<x> 

dy dy em Y = hz (35) 

ÀBljiB 
dv<x>s dv<x> 

dy dy 
em (36) 

V<x>A u em ( 37) 

em y = o (38) 

Resolvendo o sistema de equações e aplicando as condições (37) e 
(38) ficamos com: 

(
y-h)) 

+ U + A senh 
/ KAÀA 

(39) 

( 40) 

( 41) 

onde as constantes A, B, C1 e C2 serao calculadas atraves das con
dições ( 33), (34), (35) e (36). 

Devido ã grande quantidade de parâmetros envolvidos, vamos apr~ 

sentar resultados para um caso particular onde serã suposta cons
tante a função 9 (t\4>/<lx =O) . 

Para o caso onde 39/ax = O temos que 

-- , __ senh 1 jK; (Y-h 3 ) 

\liA I "A.A /KAÀA 
1+------------------~--------------~~------------------

u cosh~ h3- h 2J~2 - hl +j/_K_B tghf- hl ~ + ;r_K_A tghl h--3 -__ h'J l 
\ ; KA;..A JL Ãs \:' K8>.8 ) I "AA \I KA>-A ) J 

( 42) 
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u 

(43) 

u 

A Figura 5 ap r esenta curv as para um escoame nto particul ar onde 

K A 0, 01 ; K B = 0 , 0 2 ; ). A = À. li • 1 , 2 ; h 1 • 1 ; h 2 = 2 e h 3 = 3. 

I 

I 
I I 

o 

v( x) 

u 

tlt,. • o.& 

INTEIIFAU POIIOSI. - - --- - -t--

~Eiôi ÀO " I " Ot: IIISTII~A 

v (~), 

u 

FlG. 5 - PERFlL OE VELOOOAOES TÍPICO PARA UM ESCOAMENTO ENTRE 
PLACAS Plt.RALE\..AS CONTENDO MATRIZES COM M<MMENTO R! 
LATM> ENTRE SI 
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Podemos observar que se h 1 : O e h2 = h 3 temos o clássico es 

coamento de Couette sem gradi ente de pressões. O mesmo ocorre se as 

permeabilidades KA e K8 forem nulas. Nestes casos limite não faz 

sentido calcular v<x>A e v<x>a , jâ que não haverâ escoamento na 

matriz porosa. 

COMENTARJOS FINAIS E CONCLUSOES 

Foi apresentada neste trabalho uma breve discussão sobre aplic! 

cão da teoria de misturas a escoamentos atraves de mais de uma re

gião, com discussão de equações constitutivas e condições de conto.!:_ 

no, procurando estabelecer uma forma sistemâtica de resolução de 

problemas deste tipo. 

Foram resolvidos, a titulo de motivação, dois problemas que po! 

suem solução analítica. Em ambos apresentamos apenas os campos de 

velocidades nas distintas regiões, uma vez que de posse destes é 
possível determinar os campos de tensões, vazio, etc .•. e posteri 

ormente obter i nformacões sobre forças atuantes, perda de carga, etc. 

As referências [3) e [4) fornecem grande suporte experimental pa

ra o que foi apresentado aqui. 
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Cvmpo1 'ta 6 ~ , a.tl!.avé~ di?. ex e.mp.to6 Humé.ü.c.o.o, o de .. IH!mpenflo de vâil..ia-6 

Hg ~a1 de COttlbútaç.ão do.o mãx..üll06 moda-ill, uõuaemen.te emp.ugada!> ~~o 

m~tud~ do eaprc t~c de l!. l6P06 ta, quando apf~c.ada6 i RHátia e 6~6m.i

C<l de tubuCaçZ.~.-6 . AJ:J e ~ t tmat.(vM palta 06 do loc.a•nento J:J 'lláx.<mo6 p-~~ 

•' <ll.to.ó pd:a~ d.{vettóa-6 ~teg~ta.J:J de cumb{nação õéio c.o~lfJO.·'l.ada6 com o.~ m~ 

ximo6 obttdva poi!. .(ntegnaç~o no tempo e 06 !1!.~06 comet.<doa em cada 

caao 6àv at:aei6adoó em teJ:mc•a de medida<~ eata.t::.a.t.<caó 6-irnpieó. 

JNTROOUÇAo 

As regras de superposiçâo de grandez a s modais para a estimativa 

da resposta estrutural máxima são especificadas na Ref. Ll J . A r~ 

gra da soma absoluta estíma a resposta máxima como a soma dos val~ 

res absolutos dos máximo~ moda is. Esta esti mativa constitue um li

mite superior absoluto da verdadeira resposta e é por demais con

se rvadora. A regra mais comumente util iz ada é a RQSQ (~aiz Qua dr a 

da da ~orna dos guadrados}. Esta regra tem um cer to fundamento est! 

tistico levando em conta o fato de que os mãximos modais não ocor

rem simultaneamente. No entanto não considera o caso em que exis

lem modos com frequên cias muito prõxima s quando a probabilidade de 

ocorréncia sim~lti n ea de mãximos modais é ponderáve l . Algumas re

gras agrupam os miximos modais dos modos com frequênc1as muito pr~ 

ximas de uma maneira empirica. 
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Recentemente foi proposta a regra CQC (~ombi nação Quadrãt ica ~o~ 
pleta), Ref. [2] , a partir de uma bas e estatlstica coerente. Nes
te trabalho é também revivida a regra R-E (~osenblueth e ~lorduy) 

que foi incorporada de maneira errõnea na Ref. [ 1 J com o nome de 
Soma Dupla. Ambas as regras CQC e R-E levam em conta, com uma base 
estatistica, a interação entre os máximos modais por meio de coefi 
cientes de interação. A regra RQSQ torna-se um caso particular de! 
tas duas últimas quando os coe ficientes de interação se anulam. 

Apresentam-se neste trabalho as várias regras de superposiçào mo 
dal com o objetivo de comparar os resultados de sua aplicação na 
análise de tubulações submetidas a excitações sismicas de apoios ri 

gidos. A solução suposta exata para comparação é a solução do his
tõrico no tempo pelo método da superposiç~o modal para uma excita
ção cujo espectro é o utilizado na aplicação da s várias regras. 

Os deloscamentos máximos obtidos pelas diversas regras de supe~ 
posição são comparados com os máximos obtidos pela solução do his
tórico no tempo e os erros cometidos em cada caso são analisados em 
termos de medidas estatisticas simples. Procura-se desta maneira v~ 

rificar o desempenho dos diversos métodos de superposição propostos . 

EQUAÇOES OE MOVIMENTO 
Na an il i se dinâmica de estruturas é usual o emp reg o de uma téc

nica de discretização espacial, comumente o Método dos Elementos Fj 

nitos, e as equaçôes de movime nto do sistema discretizado podem ser 
colocadas então na forma: 

MÜ+CÜ+Ku F(t) ( 1) 

onde M, C e K sao, re sp ectivamente, as matrizes da ma ssa , amortec! 
mento e rigidez do sistema, ~(t) é o vetor de deslocamentos e ~(t) 

é o vetor associado às solicitações externas atuantes sobre o sis

tema. Os pontos denotam derivação em relação ao tempo t. 

Supondo-se Me K simétricas e positivas definidas os autoveto

re s ~ do problema de autovalor: 

( 2) 

normalizados em relação à matriz de massa, apresentam as propried~ 

des de ortogonalidade 
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<P~ M ~- 6 .. 
-1. - J l.J 

( 3) 

~~ K ~- = w~ 6 .. 
-1. - - J 1 l.J 

(4) 

onde 6i j e o delta de Kronecker e wi e <Pi são, respectivamente, 
as frequências e modos naturais de vibração do sistema. 

Admitindo-se que a matriz de amortecimento C satisfaça as rela 
ções 

( 5) 

onde C é a fraç ão do amortecimento critico no 1-es1mo modo, é PO! 
1 

sível se desacoplar o sistema de equações (1) através damudançade 
coordenada s 

~(t ) Tl.(t) ~-
1. -1. 

( 6) 

As equações de movimento nas coo rdenadas modais n se escrevem 
então: 

n
1
. + 2(.w.n. + w~11- = ~: F(t) 

l 1 1 1 1 - 1. -
i = 1 ,2 ... n ( 7) 

onde n e o numero de graus de 1 iberdade do sistema discretizado. 
No caso de estruturas com movimento prescrito nos apoios, a equ~ 

çio de movimento, apõs uma mudança co nveniente [3] de variáveis e 
de sprez ando-se a cont ribuição relativa ao amortecimento no termo de 
excitação [ 4], pode ser escrita como [ 5]: 

p 
M u + c ü + K u : - L ~ ~k ~k(t) 

k"'l 
( 8 ) 

onde u mede a parcela dinâmica do deslocamento total da estrutura. 
:k é conhecido como função de influência e é o cam po de des locame~ 

tos estáticos resultante da apli cação de um deslocamento unitário 
· segundo o k-ésimo grãu de liberdade com movimento prescrito. ~k(t) 
dá a correspondente dependência temporal da aceleração prescrita e 
pé o número total de graus de liberda de com movimento imposto. 

Este seria o cas o da análise s ísmica de tubulações cujos apoios 
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estão em estruturas distintas ou em níveis diferentes de uma mesma 

estrutura. 
Uma situação particular, de interêsse prático, ê aquela em que 

não hã movimento relativo entre os apoios e a equação (8) se simpl~ 
fica para 

M ü + C Ü + K u =- M ~ ~ (t) + E ~ (t) + E ~ (t0 
- - - ~X X -y y - z Z ~ 

( 9) 

onde os vetores E , E e E contém 1 's ou O' s conforme o grau de 1 j_ 
-x -Y -- z 

berdade coincida ou não com uma translação segundo uma das direções 
globais x, y e z, respectivamente, e ~ (t), ~ {t) e ~ (t) são as 

X y Z 

componentes, segundo essas mesmas direções globais, da aceleração 
imposta aos apoios. Essa situação serã referida aqui como movimen

to uniforme dos apoios. 
As equações de movimento podem ser integradas di retamente nas c~ 

ordenadas~· EQ. {1), através de um algoritmo passo a passo, ou nas 
coordenadas modais n. EQ. (7), quando então é usual se considerar 
apenas uma fração dos modos naturais, normalmente aqueles corres
pondentes as primeiras frequenciais naturais. E o chamadométododa 
superposição modal. 

Uma terceira opção, bastante conveniente no caso de análise sís

mica de estruturas, é dada pelo método do espectro de resposta que 
fornece estimativas para os máximos de variáveis de interêsse tais 
como deslocamentos, tensões, etc. 

Assim, tendo em mente a EQ. (8) e considerando apenas a contri
buição sobre o modo j do movimento de apoio segundo o gra u de li

berdade prescrito k tem-se: 

( l o) 

onde 

k T 
r.=-~P . Mrk (11) 
J - J - -

é o fator de participação modal do modo j devido ao movimento se

gundo o k-êsimo grau de liberdade prescrito. 
Levando em conta a ação simultânea de todos os p movimentos de 

apoio e a contribuição dos m primeiros modos, o valor de uma deter 

minada variável de interésse, q, (deslocamento, tensão, etc.) ê da 
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do por 

q(t) = ? 1 n~(t) q. 
j=l k=l J J 

( 1 2) 

onde q. e o valor da variável em questão associado ao j-ésimo mo-
J -do de vibraçao . 

Denotando por SAk (w .• s.) a ace 1 eração espectra 1 [ 6 J para o mo-
J J .. k 

do j relativa à excitação vk(t), o valor máximo de nj na equação 
(10) ê dado por 

k n. 
Jmax 

k 
k SA (w.,i;.) r. _ __ d.,__,J__ 

J w~ 
J 

( l 3} 

e ocorre no instante t~ 
J 

Pela definiçã9 dos espectros de resposta, que nao leva em conta 

nem o sinal do máximo nem o instante em que ele ocorreu, é impossl 
vel se determinar o valor máximo da resposta do modo j quando da 
aplicação simultânea de todos os p movime ntos prescritos. 

Uma estimativa da resposta máximo no modo j pode ser feita por 

n. 
Jmax 

ou ainda 

n. 
Jmax 

p k 

L I 11J·max I 
k=l 

( 14a) 

( 1 4b) 

A expressão (14a} pode vir a subestimar a resposta já que assu
me que os máximos se dão em tempos distintos, aleatoriamente. Jã a 
expressão (14b} ê conservadora pois supõe que os máximos correspo~ 

dentes às excitações ~k ocorrem simultaneamente e em fase. 
Observe-se também que "mesmo no caso de uma Gnica excitação p=l, 

e consequentemente apenas um espectro, SA(w .• s. ), e impossivel se 
J J 

determinar o máximo de uma dada variável em (12) já que não se di~ 

põe da h i stõri a no tempo das coordenadas moda i s n mas apenas dos v~ 
lores absolutos dos máximos atingidos por cada uma delas separada
mente, dados pela EQ. (13). 

Assim, uma estimativa deverá ser feita para o valor máximo, Q, 
de uma dada variável de interesse, q, em função dos valores repre
sentativos dos máximos atingidos em cada modo, Q .. 

J 
As opções mais frequentes na literatura para a combinação desses 
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mãximos modais Q. são: 
J 

a) Soma absoluta - SABS 

m 

Q = í 
j•l 

I o. I 
J 

( 1 5) 

Esta expressão gera valores conservadores jã que pressupõe que os 
mãximos modais se dão simultaneamente e em fase. Fornece, na reali 
dade, um limite superior para a resposta. 

b) Raiz quadrada da soma dos quadrados - RQSQ 

Q = í Q~ 
[ 

m llh 
j • l J J ( 16 ) 

Supõe que os máximos modais ocorrem em tempos distintos e aleatoria 
mente. Pode subestimar a resposta em alguns casos, principalmente 
quando da existência de modos com frequências próximas que poderiam 
atingir o mãximo em tempos próximos. 

c ) RQSQ com agrupamentos 
Forma-se, inicialmente, grupos de modos com frequências que vao 

da primeira do grupo ( a mais baixa) até uma 10~ mais alta. Parte
-se da frequência mais baixa da estrutura para a formação dos gru
pos e nenhuma frequência poderã estar incluída em mais de um grupo. 

A combinação é feita por soma absoluta dos mãximos modais rela
tivos a cada grupo de modos prõximos e, em seguida, combina-se por 
raiz quadrada da soma dos quadrados os valores representativos de 
cada grupo de modos prÕximos com os valores correspondentes aos mo 
dos isolados. Matematicamente: 

{ 17 ) 

onde g é o número de grupos e f e i correspondem ao primei r o e úl
timo modos do s-ésimo grupo. 

d) Método de 10% 
Pode ser escrito como: 

o = í 02 + 2 í lo. o. I 
[ 

m J 1/
2 

r~l r L J 
( 18) 

onde o segundo somatõrio inclui todos os pares de modo e j par a 
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os quais se tenha: 

w. - w. < o. l w. 
J l - l 

e <i<j<m ( 19) 

Quando a resposta dos modos próximos não estã em fase o método 

RQSQ, EQ. (16), pode ser usado. Em caso contrário, a soma absoluta, 

EQ. (15), deve ser usada, pelo menos paraosmodosprõximos EQ. (17). 
Observe-se que a expressão (18) contém, pelo menos, todos os ter 

mos da expressão (17) e n.ão fornece, portanto, resultados menos con 

servadores. 

e) Soma dupla da NRC 

Expressa-se por 

onde 

Q 

e: .. 
lJ 

w'- w' 12 
i j I [E;~w. +E;~w.j 

l l l J 

w~ = wx, {l-E;~) 112 

e td é o tempo de duração do sismo. 

f) Rosenblueth e Elorduy - R-E 

E dada por 

2 

]
-} 

Q :: [ m r Q. Q. e: .. Jlf~ Jl j =l 1 J lJ 

(20) 

( 21 ) 

( 2 2) 

( 2 3) 

(24) 

com e: .. definido como em (21), (22) e (23). Esta expressão parece 
1 J 

ter sido incorporada de uma maneira erronea na referência [1 ] dan 

do origem ã expressão (20), Soma Dupla da NRC. 

g) Combinação Quadritica Completa - CQC 

Esta regra, cuja base estatística decorre das Ref. [7 ] e [ 8], 
expressa-se como 

Q 
[

mm ]1/2 
í í o. o. e:.· 

i=l j =l 1 J lJ 
( 2 5) 
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Fig ura 1 

Tabel a 1 - Frequências naturais (Hz) e valores espectrais (g) 

Tubulação nQ 1 

SA(w, ~) 
MODO w 

F. = 2% ~ Q 4% 
1--

1 5.9357 0.37 126 0.25787 

2 7.3929 0.38289 0.29 162 

3 7.9808 0 .29092 0 .25296 

4 ·9.4774 0.29965 0.24 152 

5 11.619 0. 14962 o. 14207 

6 1 3. 21 5 0.12399 o. 12035 

7 1 5. 755 0. 11082 o. 11222 

8 1 7. 28 7 0.10734 0.10842 

9 20 . 789 0.10479 o. 10351 

1 o 23.724 o. 10619 0.10389 

11 25.228 0 . 10675 0.10330 

12 26.482 0.10645 0.10293 

1 3 39.695 0.10258 0. 10233 
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Ta bel a 2 - Terremoto atuando segundo a di reção X - i; = 2% 

Tabela 3 - Terremoto atuando segundo a direção Y - 1;. "2% 
-- ·~ROS ~-I !RP.O;-fMmlfHiõ-- -~ro::;-o--

[A~O OCSVIO 
RI~R~ 

HEOIO(~) PAO~"' N!GA11VOS H!GAllm •L~~~~~OS V.iNIMO IIAXIHO 
(~ i ( I ) ._ 

SA6S 120. 0,456 o o o 21.9 )4~. 

~SQ ).34 O. l ~J 56 30.9 1.1899 ·lZ.B 65.6 

RQs~ cl•ç• .j 15 .4 0.190 u 14.9 0.8622 -24.6 9& .9 

14(1~00 10, I 15.4 0 . 19J l7 14,9 O.C619 ·24.6 9R,9 

S!IMA DUPlA 9.40 0.161 )1 18.2 1.1758 ·li .I 19.4 

A-f I 3.30 0.141 ss 30.4 1.SDZ3 ·30,9 66.1 

coe I ! .42 0.1•3 54 19.8 1.5399 -31.1 66.9 

~-(sA!s•~so, J 61.6 0 .184 o o o 1.42 10S. 

AA<RDSO' í <J.J 0.214 12 6.63 0.0100 -1 .31 125. 

Ta bela 4 - Terremoto atuando segundo a direção Z - ( 2\ 

SA!S 
•oso 

(RRO 
~010\\) 

123. 

1.51 

DUYIO CRRIJS I f!UIOS 
P~ • K[GATI'IOS NI:&A: I15 

0.631 

0.169 

o 
62 

o 
~.: 

IOtlOIO l[;j)' 
flt'IOS I<!~IMO 

~GAT:'IOS ( S) 

o 
1.1338 

(1110 
IIAXUC 

( t ) 

•oso '''~' - u .9 o .21s 20 11.1 0.1290 

31.2 

-25.9 

·ll.O 

-13.0 

ll!O. 
43.6 
18.) 

18.1 

52.1 

40 . 1 

10.9 

162. 

102. 

~~ooo 1 ~, I n .o o.2.. ., 

l.CI1A OVI'\.~ I 16.4 0.19J -a -16.3 

10.5 0.12Ja 
16.1 0.4>64 

R-r i 1. 11 o . 119 9< 51.9 0.61S4 ·16.8 
. 13 ,4 coe I 4.21 o.ns 91 

i(SA8S•AijSJ) I 65. 1 0.)91 o 
50.) 0.721? 

_:_•oso• i__4·' -- l _L_~j ____ o_ 

o o 
o o 

. ------- -----

s.oo 
4 .57 

' Tabela 5 - Terremoto atuando segundo a direção X - i;= 4% 

-~~~~I~~i~~-- ~· 
s.o.os l 91 .9 
kQS~ I 6 .30 

RQ\(!ct•çr . l IC . l 

14:100.' 10: 14 ,I 

$()Mio 01;1",1 1~.& 

R-r 3.45 

.. ---- ~- ----r·--~- -;.~.:--r,iõ' l-:[;;,j" -~- --~-,;~---
C'l SV IO I {R~(tS 1 n~~lj<. L t~ .. , ~~~l u,) J f.V.XI~It) 

P:.t~:: +~~~:~<•s j-'·~·>·~- -~=;i);0$ :

1 

~~~; .. i---;::: . _ 
o '~J ss J? :.1 1.\J•JJl -~l .r 6t:.6 

11 (OJ SZ (S./ o ;Jf-1 ·19 9 70.1 

o. N3 ~z 28.7 ~.115> I -?9.9 10.1 

0.101 l4 ll.J O.lUl 

1
. -~.S ~3.1 

0. 11 $ 61 3l.8 O.õl3' ·li.S SI.Z 

coe 3.68 0.118 59 lZ.6 0.68l'l -13.0 S1 .6 

;(sA8~·tOS~l 49.1 

AH-~W· 4) .1 

0.300 o ~ 0.79 1~5. 

2.21 -6.1b IZS . 0 .006> 0.2$2 
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- .. 
Tabela 6 -Terremoto atuando segundo a direçao Y - E:= 4% 

ERRO 1 DESVIO ERROS % ERROS MOMENTO ERRO ERRO 
REGRA M(010(1) PADRM NEGATIVOS NEGATIVOS ERROS MTNIMO MAXH-10 

NEGATIVOS (%) (%) -- I- ~- ~-

SA8S 152. o. 718 o o o 34. 1 472. 

RQSQ 14.0 0.258 37 20.4 2.4410 -37.4 113. 

RQSQ ctagr. 28.7 o. 325 32 17.7 1.3056 -29.9 165. 

Hl:TOOO 101 28.8 0.325 32 17.7 1.3051 -29.9 165. 

SOMA DUPLA 32.2 0.31~ 26 14.4 0.8403 ·23.(1 162. 
R·E 12.5 0.236 39 21.5 1.7180 -32.2 119. 

CQC 12.9 0.238 40 22.1 1. 7361 -32.3 120. 

~(SABS+RQSQ) 82.8 0.475 o o o 6. 37 292. 

AM•RQSQ* 58.4 0.370 16 8.84 0.1329 - 15.1 196. 
'!: 

Tabe la 7 - Terremoto atuando segundo a direção Z - ; = 4% 

ERRO DESVIO ERROS % ERROS MOMENTO ERRO ERRO 
REGRA ERROS MTNIMO I'.AXlMO M[010(1) PADRJIO NEGATI VOS NEGATIVOS NEGATIVOS (S) (1) -
SASS 173 . 1.055 o o o 29.5 482. 

RQSQ 25.7 0.309 32 17.7 1.3223 -28.3 96.8 

RQSQ c/agr. 50.6 0.392 25 13.8 0.1957 -14.4 141. 

IIHOOO lOS 50.8 0.392 25 13.8 1.1776 - 12.7 141. 

SOMA DUPLA 52.6 0.416 27 14.9 O. 1733 -9.82 153. 

R·E 11.5 0.184 60 33.1 o. 4658 -17.6 71 .8 

CQC 12.7 0.192 52 28.7 0.4646 -11.3 73.2 

i(SABS+RQSQ) 99.4 0.676 o o ~· o 2.06 289. 

AA+RQSQ* 74.3 I 0.430 o o o 1. 25 173. 

A segunda tubulação a na 1 i sada é mais complexa e cor responde ao 

circuito de refrigeração de um reatar do tipo PHR. O modelo discr! 

to. r i g. 2. tem 61 O graus de 1 i berdade e foram considerados os 14 

primeiros modos de vibração. A Tabela 8 apresenta as primeiras fre 

quPncias naturais do modelo e os valores do espectrodeacelerações 

do terremoto considerado, para ~ = 2~ em todos os modos. Observa-se 

neste caso a existéncia de "agrupamentos" de frequén ci as naturais. 

Os resultados relativos ao terremoto atuando segundo as direções 

X e Z encontram-se nas Tabelas 9 e 10, respectivamente, 

.. 

• 
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Figura 2 

Tabela 8 ~requincias naturais (Hz) e valores espectrais (g) 

. Tubulação nQ 2 

MODO w SA(w,s) 

s = 2% 

I 

' 
1 5.598 1 0.37414 

I 2 5. 7 26 5 0.36202 

I 
3 5 . 7 26 9 0.36184 
4 5. 7719 0.36307 
5 5.9127 0.36140 
6 12.088 o. 1 57 71 
7 12.260 O. 14474 

. 8 13.470 o. 11706 
9 16.172 0.11346 . 1 o 16.21 7 o. 11408 

11 16.349 o. 11525 
12 17.072 o. 10558 

• 13 18 . . 643 o. 10518 
14 18.731 o. 1051}3 

31 



• 

32 RevBrMec, Rio de JIIMiro, V. V, n9 1, 1983 

Tabela 9 - Terremoto atuando segundo a direção X - C= 2% 

R(f-RA 
.. ~~;--~;~ 

>:(OJJ( ;J I Po\llõAO 

--u-~-s-+-»-.l ~~-. o ) .4J 333. 

Rey;.:; 1~.2 I 0 . .1.'\1 

RQS' '''9'. ~ó.) 0.~<6 

19> ll.O ).7i26 -n. z 155. 

37 6.01 O.ll>? ·19.? 211. 

~6 . 7 li é.C/ 0. 114) ·19. ? 211. 
;J s Jó D. Jl$0 ·19 .~ 119 • 

~9 ~-'.2 • 9)16 · l5.5 I JS, 

li? l~.6 3.\662 ·Zl-~ H~. 

O.ll 0.0007 -1. 90 ?44. 

---~-L 
o 2.18 2~6. 

Tabela 10- Te rremoto atuando segundo a díreção Z - C" 21 
.---- - I ! CRRO OtSYIQ (!O!I)S l Wlll!> I'IQMttHO ER•O eRRO 

R!GRA M(UIO(~i PIJJOO N(GA1JV05 ~(G,ll '/OS [ 'ROS I ~~~: ~~ Mo\XIMO 
N[(,AIIVCS ( ~ ) (•' 

i---
., 

- --r--·-- - - -·---
Si\85 62.5 I 

0.49$ o 8.95 l~l. I lltJ\0 .!).61! 

I 
~.211 376 61.6 8 1115 ·21 .1 99.! 

~cl•~,. . )6.5 0 . .141 o o o.n 233. 
~(10110 1~1 36.1 0.)48 3.36 2ll. 
SOM/. Oci-'.A l2.2 0.306 ~8 7.81 0.00~7 ·3 .87 196. 

R·E 1.34 0.102 266 4) ,6 1.6131 •lO 4 43.d 
CQC 1.86 0.099 315 51.6 , ... U:J ... ~~~~S•ROSQJI lC.9 0.3-11 2 Oll 0,())')1 -0.67 2?'l. 

AII.R~· I .)4. 4 0.301 o o o 1 •• 1ao. 

--- -·--

CONCLUSOES 
Em todos os casos analisados as regras co m base estat1stica. R-E 

e CQC, apresenta ram praticamente os mesmos níveis de dispersão me
didos pelo desvio padrão, níveis esses inferi or es aos das demaisre 
gras. Em termos de erro médio os valores correspondentes ãs regras 
R-E e CQC apresentaram-se prõximos e, em quase todo s os casos, sen 
sive l mente inferiores aos das demais regras. 

Considerando precisão. em termo s de valores absolutos minimos p~ 

ra o erro m~dio e o desvio padrão, as regras mais precisas foram 
R-E e CQC, seguidas da RQSQ. • 

A regra da soma absoluta apresentou, no s cas os a na 1 i sados,o maior 
erro m~dio e também a maior dispersão. 

Observa-se também que o aumento do amortecimento ocasionou, em 
todos os casos, aumento tanto no erro m~dio quanto na di spersào dos 
resultados sendo este aumento menos sens1vel para R-E e CQC. 

As estimativas dadas pela soma dupla da NRC para ~ = 2% foram, em 
média, sempre inferiores ãs da RQSQ com agrupamentos e da re gra de 

• 
• 
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10%, bem como apresentaram menor dispersão . Quando o amortecimento 

passou a 4t essa relação se inverteu. 

Os resultados da regra de 10% diferiram, em media, muito pouco 

dos da RQSQ com agrupamentos me s mo no caso da segunda tubulação em 

que havia agrupamentos de freq uências. 

Em f ace desses resultados as regras R-E e CQC devem ser recame~ 

dadas para comb inação modal em tubulações analisadas pelo metodo do 

espectro de resposta. 
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SUMARIO 

35 

Um e<!> quema rtão - acopiado e Ltelt.ativo pa-'la a .6oiu.ç.ão nu.mêttú• .. a de. e.qu.~ 

ç~e.-6 di6e~e.nc.tal6 de. 4~ o4de.m l aplt.e6e.ntado .. Ba6eado numa 'onmula

ção he.~mitiana, e6te e6quema lida com a 6unç.ão e uma da6 de.ttiuada6 

r.omo .i.nc-.ÕgniA'a..-6.. O 6Ütema nOJt..mado ê .tlli-d.iagonal e pode 6ett e.~L

c.ientemente ne6olvido pelo método genenalizado de Thoma6. Com o o~ 

Je.Uvo de •.le e-6-ittdan a eqt~aç.ão BL-Hattmônica, 'V 4 w = g, !? Jte.duz.i.ll o 

.te.mpo de plt.oc e6 .6ame.nto em compu.tadott, um e . .6quema de 2~ oJt.dem de plt.~ 
cüão ( h 2 J é. pttopo6to e aplicado a doü ca6o6 .t:C..p..i..co-6, um no con.te~ 

:to de. ef.a6tic . .idade e ou.t11.o 1te6elte~1 .te a Fenômeno<!> de Tltan6poJt..te.. 

IN TRO DUÇAO 
A necessidade de se conhec!'!r a so 1 ução de equações bi -hannôn i c as e comum a 

diversas áreas do conhecimento. Em termo-ciências, por exemplo, por vezes se d! 
seja analisar assimptoticamente algum tipo de escoamento, em tênnos de parâme
tros como números de Reynolds, Rayleigh ou mesmo razão de aspectos de alguma co~ 
figuração (veja por exemplo (1)). Nestes casos, a equação resultante é escrita 
em termos da função de corrente. Em problemas de elasticidade (veja (2)), este 
tipo de equação é mais comum, com a variável sendo o deslocamento. Naturalmen
te, a complex idade das equações resultantes impede a obtenção de soluções exa
tas para os casos de interesse. de modo que soluções aproximadas são procuradas. 

O presente trabalho apresenta uma formulação hermitiana para a solução num§ 
rica daquelas equações. Dependendo da forma da equação {e das condições de con-
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torno disponíveis) , são poss i veis esquemas de diferentes ordens de precisão. 
Dois deles são apresentados para uma equação diferencial ordinária eemseguida, 
a equação Bi-Harmônica e discutida neste contexto. 

EQUAÇOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 
A forma mais geral de uma equação deste tipo e f'v = f'v(f'" ,f" ,f' ,f). 

Neste trabalho, por simplicidade, vai-se supor a inexistência da 3ª derivada. A 
sua consideração não apresenta dificuldades especiais, conforme deve ficar cla 

ro a seguir. Assim, a forma geral de interesse se reduz a: 

( l } 

A formulação hermitiana originalmente proposta por Krei ss [ 3] para a solu
ção de equações diferenciais de 2ª ordem cons idera a função e as duas primeiras 
derivadas como incógnitas. Como este procedimento mostrou-se computacionalmente 
lento, como ê dis.cutido por Braga [ 4 J, neste traba lho considera-se apenas a fu_!! 
ção e uma das derivadas como incógn itas, reduzindo sensivelmente o tempo de c~ 
putação. O esquema resultante é compatível com a fortm~lação proposta para as equ~ 
ções Bi-Harmônicas, como é discutido adiante. 

Em geral , não se pretende conhecer loca lmente a derivada de mais alta ordem 
e, assim o primeiro passo é a sua eliminação da equação diferencial. Isto é fej_ 

to por meio de uma expansão em série de Taylor, envolvendo a funçãoeuma das d~ 
rivadas (f" ou f'} em uma relação tri-diagonal, isto é, envol vendo os nõs i e 
i ± 1. A obtenção de uma relação deste tipo é apresentada no apêndice I e em ter 
mos da 1ª derivada se escreve: 

ou como se segue em termos da 2ª derivada: 

f~v = _l_ I f~' + f~' -2 f~' J 
1 h2 L 1-1 1 + 1 1 

(3} 

Embora relações de ordem superior possam ser obtidas (envolvendo f'v,f" ,f' 
e f} , dificuldades com condições de contorno e com tempo de processamento tor
nam seu uso pouco efic iente na maior parte dos casos. 

O próx i mo passo na redução de incógnitas ê a eliminação da primeira ou se
gunda derivada, usando o mesmo pri ncipio (as relações necessãrias são apresent~ 
das por Hirsh [5] e estão reproduzidas no apêndice I) . A escolha entre as rela 
ções ( 2) e ( 3), isto é, a esc o 1 h a da der i v ada a ser e 1 i mi nada v a i depender não 
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sõ do tipo de equação diferencial em estudo mas também das condições de contor
no disponiveis. 

Com a eliminação das derivadas de mais alta ordem, substitui-se a equação 
diferencial original por uma série de equações algébricas relacionando a função 
e uma das derivadas em três nõs adjacentes, i e i± 1. Como são duas incógnitas 
por nõ, hã necessidade de uma outra equação que as relacione e que ê obtida ai~ 
da por meio de uma expansão em série de Taylor. Como indicado por Hirsh [5], 
tais relações podem ser escritas: 

C
1
+4f .+f.

1 1+ l l-
(4) 

ou 

f:' +lOf~'+f" 
1+1 1. i-1 12 [f.l-2f.+f.l] 

h2 1+ L 1-
(5) 

COND IÇOES DE COTORNO 
Uma das desvantagens dos métodos hennitianos diz respeito ã necess idade de 

se ter condições de contorno para f e f' {ou f") e nem sempre elas são dispon.!. 
veis. Novamente, a solução é o uso de relações como as anteriores, como foi ori 
gínalmente proposto por Hirsh. Como é mostrado por Braga [4], isto aumenta o 
êrro mas não afeta a sua ordem. 

Em resumo, o método proposto é baseado em 1.1m esquema tri-diagonal em bloco 
de 2, podendo ser resolvido por meio do método generalizado de Thomas [6]. O 
método resultante ê de O(h2 ) de precisão, com o êrro de truncamento dependendo da 
derivada de 6~ ordem (veja apêndice I ). Uma aplicação direta da formulação aqui 
apresentada ê referente ao estudo da estabilidade de escoamentos viscosos atra
vés de equações como a proposta por Orr-Sommerfeld . 

Na próxima seção é discutida a aplicação do método para a obtenção de solu
ção para as equações Bi-Harmõniêas. Diferentes condições de contorno são anali
sadas e em seguida, são apresentados alguns resultados numéricos. 

EQUAÇAO BI-HARMONICA 
Um dos métodos clássicos de solução deste tipo de equação utiliza a lineari 

dade da mesma. Introduzindo-se nova variável u, de forma que se: 

tem-se 
{6) 
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e 

(7) 

Como se vê, a equação original é substituída por um sistema de 2 equações de 
Poisson que podem ser resolvidas sequencialmente desde que as condições de con

torno para w e u sejam dispcníveis. Frequentemente, este não é o caso (veja [2]) 
e então o sist ema formado por (6) e (7) deve ser resolvido iterativamente. Uma 
primeira vantagem do método hermitiano proposto diz respeito a maior facilidade 

de lidar com condições de contorno. 
Embora métodos com ordem mais elevada de êrro de truncamento possam ser ge

nericamente obtidos para uma equação diferencial ordinária, a presença da deri
vada cruzada na equação Bi-Harmõnica impede tal fato. Neste caso, o método re
sultante será necessariamente de 2~ ordem (supondo-se um esquema tri-diagonal). 

A eliminação das quartas derivadas jã foi discutida e para a derivada cruzada, 
sugere-se: 

a'•w () 2 

[~) W (i+l,j) +W (i-1 ,j)- 2 W (i ,j) 
= -- ':f.:t. :t.':f. ':f.:t. 

õx2 õy2 ax2 (ly2 h2 
X 

(8) 

ou 

a4w ()2 

[~) w (i ,j+ l) + w (i ,j -1) - 2 w (i ,j) 
=-- = 

XX XX XX 

3x2 íly2 (ly2 axz h2 
y 

(9) 

Já que ambas as relações são de orde~ h2 , a escolha dependerá do problema fi 

sico em estudo. De qualquer forma, o sistema resultante poderá ser resulvidopor 
meio do método de direçôes alternadas (ADI) ou do método fortemente implícito 
(SIP ) . No presente trabalho, optou-se pelo primeiro e no apêndice II alguns de
talhes especificas são apresentados. 

ESTABILIDADE DO Mf TODO 
Um dos problemas acadêmicos típicos na ãrea de elasticidade é o da deforma

ção de uma placa quadrada com apoio simples. Pode ser visto (por exemplo, em 
[2 ]) que as condições de contorno são do tipo generalizado de Dirichlet (w = O 
e w" = O). Supondo uma largura unitária e um carregamento uniforme P 

0 
tem-se que 

a deformação mãxima é: 

wmax 0,00406 p
0 

A Figura 1 apresenta o perfil erro X tamanho de malha para a deformação mãxima. 
P perfil pe nitidamente de ordem h2. 
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lO 

8 

6 

4 

O. I 0.25 h 

Figura 1. Perfil de êrro na deformação mãxima (Teste 1) 
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Embora o esforço computacional seja maior que para a solução convencional 
discutida em Carnahan et al [ 8], deve-se notar que adicional informação é obt~ 
da por este método. Além da função, as segundas 
obtidas, ao contrãrio do que ocorre com a outra 
delas é calculada. Assim, os momentos M eM 

derivadas w e w são ainda 
XX }'Y 

forn.ulaçào, onde apenas a soma 

X y 
podem ser calculados. 

DJSTRIBUIÇ~D DE VELOCIDADE EM FENOMENOS DE TRANSPORTE 
Em expansões assimptoticas como feitas em [1] por exemplo, a anãl i se de 1ª 

ordem se refere ã solução de equações do tipo: 

onde lj1 e a função de corrente' e ek ê o perfi 1 de tempera tu r as, obtido na or
dem zero, isto é, no regime de condução pura. Em casos com este, a informação 
di sponi v e 1 no contorno ê referente ã função 1jl e ãs v e 1 oci dades -~ , onde n é 
a direção normal ao contorno. Como antes, a presença da derivada cruzada impli
ca na eliminação da 4ª derivada por meio da relação (3), de forma que uma cond~ 
ção para a 2ª derivada no contorno ê necessãria. Como citado anteriormente, 
Hirsh ( 5] sugeriu o uso de relações entre as variãveis escritas nos dois nós 
adjacentes ao contorno. De interesse ao tipo de problema em questão é: 

h2 
,,, ,,, + h ·•·' + - (2 •1•." + ···~· ) + O( h") = O ~Í - ~i+l ~Í 6 ~1 ~L+l ( 10) 
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Devido ã condição de não-desl isamento , a velocidade do fluido junto a pare
de, 1J;; , é conheci da e então a equação ( 1 O) pode ser usada para defini r o si st~ 
ma. Como antes, o uso de uma relação entrP. as variãveis ao invés de uma condi
ção especificada para IJ!~' aumenta a incerteza na solução. Isto pode ser minimiza 

l -

do pelo uso de malhas mais finas j unto ao contorno ou pelo uso de correções a 
posteriori, como discutido por Braga [ 4]. 

Uma vez que o processo iterativo tenha convergido, obtém-se a distribuição 
de 1J! , ljl e 1jl • Como o desejado é o campo de v e 1 o cidades que é expresso pe-

xx yy 
las primeiras derivadas, adicional cã lculo é necessãrio. Dentre as vãrias op-
ções existentes para o seu cãlculo, a que melhor resultado deu foi a relação( lO ) 
acima . A Figura 2 apresenta o perfil do êrro referente a velocidade para o tes
te definido por: 

'J~Ijl = G(x,y) 

onde a função de corrente é definida por: 

IJ! = C [X (X - 1 ) ] 2 ( 1 - COS 2 lT y ) 

e sujeita as condições generali zadas de Dirichlet, 1jJ =O ljl' 

0.2 0.4 h 

Figura 2. Perfil de erro na velocidade mãxima (Teste 2) 
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COMPARAÇAO COM OUTRO MtTODO 
Recentemente Gupta e Manchar [9 ] apresentaram um método não acoplado (como 

o presente) e não iterativo para a so 1 ução numêri c a de equações B i -Harmõni c as. 
Naturalmente , a relação algébrica relacionando os nõs e bastante complexa, im
plicando numa matriz de coefi cientes com extensa l argura de banda e necessitan
do de muito espaço de armazenamento. A metodologia proposta aqui não tem esta 1~ 
mi taçào e conforme a Tabe 1 a 1 , apresenta resultados comparãvei s, ao menos nos c~ 
sos estudados. Como os resultados aqui apresentados foram obtidos num micro-com 
putador, informação sobre tempo de CPU não foi obtida. 

Ca'So 1: 

Caso 2: 

TABELA 1 - Resultados Compárativos 

solução exata: u = x2( 1 - x)2 y2(1 - y) 2 

Gupta e Manchar * ( 2.1) ** 
Método proposto 

solução exata: u = (1-cos 2TTx)(l-cos 2TTy) 

Gupta e Manchar 
Gupta e Manchar 
Método proposto 

( 2. 1 ) ** 
(4 ,9) ** 

OUTRAS APLJCAÇOES 

Máx imo erro relativo 
0,47 % 

0,27 X 

Máximo êrro relativo 
1 , 5 X 

0,5 " 
0,7 % 

Uma apl icaçào de i nteresse imediato do método proposto se refere ã solução 
da equação Bi-Harmônica resultante das equações de Navier-Stokes. Tal procedi
mento tem sido estudado pelo autor [10] e os resultados iniciais tem sido inte 
ressantes. Como se sabe, a maior parte dos métodos utilizados envolve a determ~ 
nação numérica da vorti cidade no contorno. Como isto envolve diferenciação num~ 
ri ca, o procedimento ê naturalmente instãvel (veja P. Roache [1 1 )) e ex ige in
tenso relaxamento dos valores obtidos para convergência. Alem de não necessitar 
da vorticidade, o presente método tem a vantagem de 1 idar com as condições de 
contorno totalmente conhecidas e ser estável. 

* Referênc ia [ 9] . Método di re to e não-acop 1 ado. 
** Numero entre parênteses se refere ao tipo de fôrmula usada no contorno. 
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OBSERVAÇOES FINAIS 

um método hermiti~no foi apresentado para a solução de equações Bi-Hermôni

cas. Diversos outros esquemas são ainda possíveis e o apresentado aqui é um dos 

mais convenientes. Embora de menor precisão que os métodos hermitianos emprega

dos na so 1 uçào de equações ele 2~ ordem, o presente método determina também a fu.!! 

çiw e uma das derivadas diretamente, possibilitando um tratamento eficaz das co~ 

dições de contorno. Resultados obtidos tem mostrado a eficácia da formulaçào pr~ 

posta em diferentes situações. 
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APENDICE I 

Como discutido no texto, a obtenção de relações como (2) ou (3} é feita por 

meio de Série de Taylor. O objetivo é a determinação dos coeficientes de uma ex 

pressào como: 
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onde u e a função e f, a primeira derivada, por exemplo. Expand i ndo u .. 
1 

e f. 
u· 1±1 

em torno de u. e f., obtem-se: 
L L 

± F. h 
a2u h2 () 3u h3 

ui±l u. + ± + . .. . . 
L 1 ax2 2 ax3 6 

F. F. ± 
()2u 

h 
a3u h2 a4u h3 

+ + ..... t : l l ax7 ax3 2 ax4 6 

Substituindo-se estas expansoes na relação anterior, obtêm-se um sistema de 

6 equações a 6 incógnitas (a+g), que para uma ma l ha uniforme tem por sol ução : 

a 

b 

c 

- 24 

12 

12 

d 

e 

f 

o 
6 

-6 

e assin1, a expressão (2) é determinada e o erro de truncamento e: 

Eliminaçao da l~ derivada: 

E 
t 

h2 

15 

g g + ' h + .~ ( 2 g ~· + :· ) + O( h4 ) O i - i+ 1 gi 6 l g1 + l 

Eliminação da 2~ derivada: 

APtNDICE 11 
Como se sabe, o método de direções alternadas é mais ef iciente que o método 

fortemente imp li cito desde que convenientes parâmetros de ace 1 eraçào sejam obtj. 

dos . Como este foi o caso no presente estudo, resolveu-se suger ir seu uso, de 

forma que o mesmo método generalizado de Thomas pudesse ser uti l izado. A difi

culdade adicional do emprego daquele método é referente ã cons ideração da der i 

vada cruzada. Um estudo numérico feito indicou que a maneira mais ef i ciente P! 

ra a sua consideração consiste no parce l amento do termo. como melhor indicado 
abaixo: 
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Considere: 
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W XX ( Í , j + 1 ) + W XX ( i , j-1 ) - 2 W XX ( l , j) 

h2 
y 

na 1~ etapa do método, * , tem-se: 

4 w;x(i ,j ) 
hz 

' wn (i ,j+ 1) + wn (i ,j - 1 ) l 
hz L XX XX _ 

2 

y y 

e, na etapa final, n + l , tem-se: 

r n+l( .. 1) o+l( .. 1) ] 
1 w l,J+ + w l,J-
L XX XX 

d4W* 4 W~x 
--- + 

~x~ h 2 

y 

Aqui, como os termos w0
•

1 (i .j~1) não sao conhecidos, tem-se vãrias opções : 
XX 

a: w0 + ( l - a:) w* 
XX XX 

O estudo numérico indicou que a = 1 garante uma convergência mais rãpida. Esta 
é uma questão ainda em estudo, porém. 
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4~t~~~Hla-ac um modelo pata a~il~ ae eat~utu~ar de tubutacõea e~pa

Ct.:t<6 , c,-,,~Utu.t<fa~ pO·'l mate11ia.i de compor.tamentc e.iaatoplá.aticc 

prt~cito e aujc~ta6 a aolicitacõea dependentea do tempo . Adm~te -6e 

a h~p~teae daa 6ecae6 planaa e deap~e zam-ae aa de6o~mac5e6 aaacci! 

da, ao e~~o•co cattante . A ~educio ao modelo un~d~menairnal (tec
ua de v<ga~) ~ ~eita a.tlla\:é~ de uma ú1..teg·tacão tlumênica 11a aecã.o 
t~<l1:6vc!r..~>a(, ve~.i~icando-6<> a c:~t.i.té .~i.o de plat>U.c.< dad e e a .te . .<. de 

)(ttJHcia no~ panto6 de .i.nt~·g~tacao da aecã.o . A diac~tet.i.zacã.o e .. 6pa

c<ai ~ ~eita util~zando - 6e o Método doa Elementoa F.initoa e palia a 

l•ttP.g'lacà<• I!O te.mpa daa eqllacõea do movimento ut.ttiza-óe um a.lgo
nitmo de dí~etenca6 ~in.itaa .tncond.icio nalmente eat~vel . 

I N TRODUÇAO 

Principalmente em tub ul ações nucleares, ocorrem situações em que 
uma anãlise dinâmi ca elastoplãstica e necessá ria. Por exemplo, no 
caso do prob lema do chicoteamento de tubulações onde a conside r ação 

das deformações pl ásticas , tanto da tubulação quanto dos seus su
portes , possibilitam uma melhor avaliação da ca pacidade de di ssip! 
cão de energia do sistema . Nos casos de análise sismica e de res
posta a transientes termo hidráulicos, o confronto entre a análise 

dinâmica elastoplãstica e uma anãlise puramente elástica, pode dar 
maiores informações so bre o comportamento din âmic o da est rutura. 
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Neste trabalho, apresenta-se um modelo para an~ li se di nâmicaela! 

topl~stíca de estruturas aporticadas. O modelo é obtido partindo
-se de uma formulacão gera l do problema da plastic i dade e das hip~ 
teses c l ássicas da teoria de vigas . 

A so l ução do proble111a é obtida numericamente utilizando-se um a.!_ 
goritmo de diferencas fi n itas incondiciona l mente estável para a di! 

cretizacào no tempo . Para a discretização espacial, ut i lizou-se o 
método dos elementos f i nitos através de um e l emento de v i ga/tubo de 

-eixo reto, com seis graus de l iberdade por no. 
Finalmente, o procedimento apresentado foi implementa do no SIS 

TEMA TUBO e com o objetivo de test~- l o, apresentam-se a l gu ns resul 
tados de exemplos analisados. 

FORMULAÇAO DO PROBLEMA 

Apresenta - se aqui, i nicialmente, a formu l ação geral do problema 
da dinâmica de corpos e l astop l ãsticos, na forma do Principio dos 

Traba l hos Virt uais. A seguir, uti l izando-se as hip6teses clássicas 
da teoria de vigas, red uz-se este problema a um pr oblema un i dimen
sional (teoria elas t op l ãstica de vigas) . 

Dinâmica de Corpos Elastoplãsticas - Na forma do Principio dos 
Trabalhos Virtuais, a equação de movime nto de um corpo~, de den

sidade de massa p, sujeito a campos de forcas de massa b e forcas 
de superflcie!, e: 

J
l PÜ • u dv + r ü • Ê dv R 
lB- - 1 IB 

( 1) 

onde R = f IB !2 • Q d v + f) IB ~ · Q dA represe n ta o t r a b a l h o v i r tu a 1 das 
forcas externas (exclu\das as fo r ças de in érc i a), ~ rep r ese nta o 

campo de deslocamentos virtuais compatlve l com os vi nc ulas do cor 
po,~ o tensor de tensões e E o te nsor de deformaçóes virtuais, da 
do por: 

No caso de materiais com comportamento e l astoplãst i co, a defor
mação E se decompõe em: 

E 
e 

f. 
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onde ~e é a parcela da deformação elãstica e ~ P é a parcela da de
formação plãstica. 

A equaçao constitutiva elastoplãstica do material é obtida a pa.!:_ 
tir das hipóteses seguintes: 

a) todo incremento de tensão é devido apenas a incrementos de de
formações elãsticas, ou seja, 

onde ~e representa o tensor de elasticidade; 

b) existe uma função convexa F(~. ~ P ,k), cha~ada função de fluência 
ou convexo de plasticidade, tal que os estados passiveis do CO.!:_ 

po se caracterizam por F(~.~P ,k) ~O , sendo o inicio da plastifj_ 

cação caracterizádo por F(~.~P,k) O. O parâmetro k estã rela
cionado com o endurecimento e geralmente depende das deformações 
plásticas; 

c) existe um potencial plãstico G, tal que d ~P 

No caso de lei de fluência associativa, G = F e tem - se: 

<lF 
dX --;)O 

A partir das hipóteses acima, a equação constitutiva incremen
tal , que relaciona incrementos de tensão com incrementos de defor
mação totais, é ([1],[2],[3]}: 

onde 

sendo 

p 

1rl Q ® IDeQ 

O· IDeQ + P • Q 

( 2 ) 

( 3) 
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Modelo Elastoplãstico para Vigas- Para a adaptação da formula
cão apresentada no i tem ante ri o r ao caso de vigas, admite-se que as Üni c as comp!2_ 
nentes do tensor de tensões não nulas sejam o , o e o , sendo x x xy xz 
o eixo da viga e y, z eixos ortogonais situados no plano da seção 
transversa 1. 

Desta forma a equação constitutiva elastoplãstica é particular~ 
zada fazendo-se uma condensação estãtica para que sejam considera
das apenas as tensões não nulas e as deformações correspondentes. 

Na forma matricial, tem-se: 

do xy 

resulta portanto que 

sendo 

I do 1 XX 

doxy ~ 
doxz ) 

dE: xy 

dE: 
xz 

dE: yy 

dE: 
zz 

dt: 
yz 

Uma vez que o tensor de elastoplasticidade ~~~ depende das te~ 
sões atuantes em cada ponto, a redução ao modelo uni dimensional não 
pode ser feita imediatamente como no caso em que o ma ter i a 1 tem c o~ 
portamento elãstico. Utilizou-se então um procedimento de integra
cão numérica na seção transversal, com pontos de integração igual
mente espaçados ao longo da seção. O numero de pontos de integração 
deve ser definido de forma adequada a cada problema a serresolvido. 
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MtTODO NUMtRICO DE RESOLUÇAO 
Tendo em vista que o problema apresentado não possui solução f~ 

chada, serão utilizadas técnicas numéricas para a obtenção de sol~ 

ções aproximadas. Optou-se por uma discretização de diferenças fi 
nitas no tempo, e uma discretização de elementos finitosnodominio 
espacial. 

Discretização no Tempo - Como jã ressaltado anteriormenteasequ! 
ções do movimento são resolvidas através de um algoritmo de difere~ 
ças finitas incondicionalmente estãvel [4). 

Para a obtenção da forma deste algoritmo, parte-se daequação (1): 

J
r p u. u dv + I o • ê dv = R 

.IB - - D3- -

Chamando ~o a diferença entre a tensão atuante em determinado 
instante e a tensão que atuaria se o estado de deformação fosse to 
talmente elãstico, tem-se: 

~o o -

e substituindo em (1) , vem: 

I p ü • Ü dv + J ( De e: + o0 ) • Ê dv = R 
.113- .IB - - - -

Particularmente a equação acima para o instante n e usando a a
proximação 

onde O< e <fé um escalar , segue que: 

( p ü • ü dv + J {me [er + (1- 2e)r.: + er_
0

_
1
J + o_

00
} 

J .IB -n .IB - - n+ 1 -n 

e introduzindo a aproximação de diferenças finitas 

u 
-n 

juntamente com 

~n+l - 2~n + ~n-1 
L\tl 

a - IDe r. 
-n - -n 

-e: dv R 
n 
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chega - se a 

f IB o ~n+ 1 . u dV + !Jt.tl J IB lpe ~n+ l. e dV t:~t2(R - J a • ê dV) + 
n E - n -

+ J ;:J (2u - u 1) • Ü dV + 9ut2 ( De (2t: - e ) • ê dV ( 4) 
E - n n- - J E - - n - n-1 -

Como indica a expressão acima, a resolucão em cada passo requer 

o conhecimento das tensões a referentes ao passo anterior. Para 
-n 

isto, torna - se necessária a atua lizacao do estado de tensões o que 
ê feito da seguinte forma: 

a) ca l cula-se o increme nto de deformações, através de 

6~n ~n - ~n- 1 

b) supõe - se comportamento elástico e calcula-se 

c) de term i na-se a tensão em n(supondo comportamento elãstico): 

o *=o +ôo 
- n - n-1 - n 

d) ca l cu la-se o va lor da f unç ão de fluência F pa r a o estado ~n*· P~ 
dem oco rrer os casos segui ntes: 
1- F(o * ) S O e portan t o a hipÕtese de comportamento e l ãs tico é 

-n 
verificada . Faz-se então o = o *. 

- n -n 

2- F( o * ) > O, quando deve-se verificar s e o estado anterior era 
- n 

plãstico ou não ~ 

Se o estado anterio r e ra plãstico, F( ~ 0_ 1 ) ~ O, todo o incr~ 
mento de defor~aç ão foi elasto-plâstico e deve-se segu ir pa

ra a etapa (f), com ~n * = ~ n- 1 · 
Se o estado anterior era e lãstico, houve uma transição de um 
estado elãs tico para um estado elasto plá stico . Nes t e caso, 
a deformação total compõe-se de uma parte tota l mente elãst i-
ca àee = yt.e e uma parte elastoplãstica 6E:e p = ( 1- y}t.E: , on 

- n -n - n -n 
de O ~Y~ 1 satisfaz a 
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e) redefine - se v * como o estado de tensão correspondente ao inicio 
- n 

da plastificacão: 

c * = o + yôo 
~-n ··n- 1 - n 

f) para a obtenção do valor final de o , deve-se adicionar a o * as 
-n - n 

tensões correspo ndentes ao incremento elastoplãstico 6~ep . Ten 
do em vista que a lei do material depende das tensões atuais,d~ 
vide-se hc ep em intervalos iguai s e o * i atualizado em cada in 

- -n -
tervalo, usando-se a matriz Jl2ep correspondente ao ultimo esta-
do de tensão. Ao final, faz-se Qn = gn*. 

Discretização Espacial - A discretização espacia l, atra vis doM~ 
todo dos Elementos Finito s , i feita atravês de um elemento de dois 
n6s, com seis graus de liberdade por n6, conforme indica a figura 
abaixo. 

L Jüu 
füe 

........ ...... ...... . . .. .. .. - • • ~10 
/-h Ug 

"12 

Fig . 1 . Elemento finito utilizado na discretização espacial 

O campo de deslocamentos assumido tem a forma: 

12 
u

1 
=' u

1
(x,y,z) • Í h~ Ü. 

i ;I 1 l 

12 

u2 u2(x , z) í h~ ü. 
i;1 1 l 

12 
u = u3

(x, y) í h~ ü. 
3 i .. l l l 

sendo as funç ões de interpolação b~ , h~, h~ construídas de modo 
~ l 1 

que não hã a consideracão da deformação por cortante, as seçõespl! 
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nas antes da deformação permanecem planas após a deformação, não 
havendo empenamento devido ã torção . 

Estas funções são enumeradas a seguir; em termos dos polinómios 
de Hermite: 

( i ) direcão X: ( i i ) direção y: 

hx X h~ o para i : 1 ,3 ,5. 7 '9. 11 -1 L l 

hx 
2 -6 <:>4(x) .2..1._ 

L 
hy 

2 ii' I (X) 

hx -6 ~4(x) xz hy <f- 1 )z . 
3 L 4 

hx 
4 

. h~o = o hy 
6 ~2(x) 

h~ ~2(x)z hy 
8 

lb
3

(x) 

hx lb;!(x)y h~ o 
X 

6 
. .. - T z 

hl< X 
h~2 lb4 (x) 

7 T 
hx 

8 = -hx 
2 

hx 
9 

-hx 
3 

X 

h 11 <t>~( x)z 

X 

h 12 -~4(x)y 

( i i i ) direcão z: 

h~ o par a 1,2,6,7,8,12 
l 

z 
h 3' 4>1(x) 

hz 
4 ( 1 - r ' y 

hz 
s - lb

2
(x) 

hz 
9 

lb
3
(x) 

hz X 

10 Ty 

z 
h 11 - ~4(x) 
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onde as funções polinomiais de Hermite sao dadas por: 

x' + -L2 

Determin adas as funções de interpolação , são feitas as 
coes usuais do Mét odo dos Elementos Finitos sobre a eq uação 

resu l tando o seguinte s i stema de equ ações algébricas. 

63 

opera

( 4) ' 

onde Mi a matriz de massa, ~ a matriz de rigidez, ~no vetordedes 
locamentos nodais no instante n , ~n o veto r de fo rças externas no 
instante n e P o vetor de forcas internas re s ultante da discreti-.. n 

zacio do termo re l at ivo is te nsões o 
- n 

RESU LTAD OS 

Com o obj etivo de testar o procedimento desenvolvido e impleme~ 
tado no SISTE MA TU BO , a l gu ns exemplos foram ana l isado s e são apre
se ntados aqui resultados relativos a três estruturas distintas: uma 
v1ga s implesmente apoi ada, uma tubula ção plana e uma tubulação es
pacial. 

Em todos os casos admite-se que o materi a l tem comportamento e
lasto - plãstico perfeito e otilizou-se o critério de pla s ti cidade de 
von Mises. 

~-~- S implesmente Apoiada - Foi obtida a resposta de uma vi ga 
bi-apoiada com um carregamento uniformemente distribuído , apl icado 
instantaneamente , e com intensi dade ig ual a 75l da carga estát ica 
de plastificacio total da seção a meio vão. 

Na di scret izaçao espacial foram utilizados 6 elementos de igual 
compr imento e considerada a simetria da estrutura . Para a discreti 
zaçao do tempo ut ilizou - se um intervalo de integração 6t .. 5x10- ' s . 

As caracterl st i cas geométri cas e as propriedades fi sicas do mate-
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rial da viga estão indicados na Fig. 2, onde são apresentadas as 

histórias no tempo do deslocamento a meio vão, correspondentes ã 
resposta elãstica e elasto-plãstica do material. A resposta elast~ 

-plástica obtida com o programa TUBO é comparada com resultados a 

presentados na referência [ 1]. 

( interessante observar que [I] utiliza um modelo bi-dimensional 

no qual a viga é simulada como um estado plano de tensões, usando 

6 elementos finitos isoparamêtricos quadrãticos com um total de 50 

graus de liberdade. Este modelo automaticamente considera os efei

tos de v i dos a de forma cão por c o r te e i n é r c i a de rota cão o que não 

acontece com o modelo de viga aqui apresentado. 

!·,:~ 
I I 

p lb/in 

b • I in 1 OJ 11 lll.ll Jl li I o h 
h • 2 tn ~~ ; ~ :.. ~ 7 ,.A. 
E•l••d'•ip/inZ ,.,~ ;.~v 
••o.l ~ 30in I b 

.S 0.6 , 

,$t 
0·5 .J. > 

o 
iij 
~ o• l 
<( 

i 
~ O·l 1" 
w i 
~ 
~ o.z 

~ 
V) 

~ 01 

<T• !IO~ípt~~z z ~ 
C•0.733xl0 lb.a71n • 

," ..... , ,,.,-

/ \ /' 
I ' ,' I \ 

I \ I 

/ \ / • • • Ref . ( ') 

I \ ,' -- EL.AS11> PLÁSTICO 
I ' 

, ' \ / ----- ELÁSTlCO 
\ : \ I 

', ,/ \ ,' 
o IL.--+---t----i~:...._-+---t---+-''~'.+-- - - t------

0.001~ 0.0030 0.004~ 0.0060 0.0075 0.0090 0.0105 0.0020 

Fig. 2 . História dos deslocamentos a meio vão de uma viga bi-apoiada 

Tubulação Plana - As propriedades fisicas e geométricas da es

trutura, o carregamento aplicado e o modelo de elementos finitos 

utilizado neste exemplo, estão apresentados na Fig. 3. Utilizou-se 

ut 5xl0- 2 s 

A história no tempo do deslocamento vertical do nó 4, obtida com 

o TUBO, considerando-se um comportamento elasto-plãstico do mate

rial, é comparada com as histórias apresentadas nas referências [7] 

e [8], obtidas através do programa ANSYS e com o programa desenvol 

vido pelos autores destas referências. 
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.!: ·50 

• 
·~ · 40 

8 
..J 
"' -30 

~ .... 
> -20 

~ 
:e ·10 
<( 

~ 
~ o 

l•72S3i•z 

[ • 29 • I06poi 

l1y. 46000 poi 

••OJ 
w. 6~ · 10-"11llbl" 

0.250 0 . 500 

MÓI fH • 5000 tb 

- ELASTO PI..Ámc:O 
-·-· - fttl. ( 7] 
- ··- •w AMSYS. COH,. ll[f. [ 7) 

---- ELÁsnco 

0 -750 1.000 I ( SeQ) 
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Tubulação Espacial- Finalmente, obtevewse a resposta no tempo 

para a tubulação espacial representada esquematicamente nas Figs. 

4, 5 e 6, onde também são apresentadas a dis cre tização de elemen

tos fini tos utilizada e os ca rregamentos aplicados em ca da um dos 

casos . Tomou-s e t. t " 1. 42 x 1 o- 3 s . 

A tubulaçio tem diâmetro externo de 16" , espessura da parede de 

0,5" e peso por unidade de comprimento igual a 6,90 17 lbf/in. O seu 

material tem módulo de Young igual a 29 x 10 6 t bf/in 2 , tensão de es 

coamento igual a 3 x 10" lbf/in 2 e coeficiente de Poisson 0 . 3. 

tl a Fi g . 4 estão traça d as as h i s t ó r i a s dos de s 1 o c ame n tos do n õ 5 , 

na direçâo z. qu a ndo o carregamento corresponde a força s ap li cadas 

nos três canto s da tubulação e atuando em intervalos de tempo dis

tintos, conforme indicado nesta mesma f igura. 

( interessante notar que inicialmente o deslocamento correspon

dente ao com portamento elasto-plãstico é maior que o correspondente 

ao comportamento puramente elãstico . Qua ndo todas as carga s param 

de atuar, o comportamento da estrutura e vibratório e a amplitude 

da vibraç ão do sistema elasto-plãsti co é inferior ã do s i stema elã~ 

tico . 

Nas Figs. 5 e 6, apresentam-se as histórias dos deslocame ntos do 

no 5, na direcão x, quando dois carregamentos com histórias no tem 

po distintas atu am sobre a estrutu r a. 
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A utilização de um critério local (tensão-deformação) de plast~ 
cidade implica na verificação da lei constitutiva em cadapontodas 
secões transversais do elemento de viga. Este procedimento mesmo 
quando feito de uma forma aproximada (uma forma exata seria impos 
sivel) verificando - se a lei co nstitutiva elasto-plãstica ape nas em 
alguns pontos, pode induzir a um processamento bastante demorado. 
Torna-se, interessante portanto o desenvolvimento de critérios ge
neralizados relacionando tensões generalizadas (momentos, forcas) 
com deformações generalizadas (rotações, deslocamentos) do eixo de 
referência do elemento de viga . 

O algoritmo utilizado para a discretização no tempo,alêm de di~ 
pensar a atualização da ma~riz de rigidez, tem a caracteristica de 
ser incondicionalmente estãvel o que possibilita uma integracã·o com 
intervalos de tempo maiores que aqueles passi veis com o algoritmo 
de diferenças finitas convencional. Por outro lado este algoritmo 
não pode ser particularizado para o caso estãtico e pode conduzir 
a resultados imprecisos nos casos em que ocorra plastificação ace~ 
tuada com formação de rõtulas plãsticas. 

Para uma melhor adequação do programa dese nv olvido a prob l emas 
reais, torna-se necessária a introdução de criteriosdeendurecimen 
to e o desenvolvimento de um elemento curvo com comportamento elas 
toplãstico. • 
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