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THE EIGENVALUE PROBLEM FOR A 
CERT AIN CLASS OF DISCRETE 
LINEAR SYSTEMS: 
A PERTURBATION APPROACH 
Peter Hagedorn 
Darmstadt, Germany 

SUMARIO 
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A J>e.cond o~r.delt pe.lt.tultba..t.<.on .~olu.t.<.on .i...~> g.i..ven 6oJt the. e.i...genva.tue 

pltoble.m "6 damped gylto&cop.<.c &yl>tem.~>. The. unpe1t.tu1tb ed &yt..tem ü 

nott- gyltoJ>cop.i..c bu.t ma.y be da.mped, w.tth a. "t. .i..mpfe." dampútg ma.t.'l..tx ; 

the pe~r..tuJtbat.i..on conJ>.<.t.tl> o6 &mait add.<..t.i..onai da.mping a.nd gy~r.ot.co­

p.i..c .te.ltm&. Pa.Jt.tú.ula./f. a.t.tett.U.ott ü g.<.ven .to .the. ca.H o6 mut.t..<.pl.~t 

e.i.. gettva.l.ue6. Se.ve.Jtal a./f.e d.i...~>cuJ>.~>e.d. 

INTROOUCTION 
ln engineering vibration problems the damping forces are 

frequently weak and are often not even well known. It therefore 
may be advantageou s to reduce the eige nvalue problem of a damped 
syst em to the simpler problem corresponding to the undamped system 
and to determine the eigenvalues and eigenvectors of the former 
problem via a perturbation approach (1] . ln a recent paper [2] 
Meirovitch and Ryland st udied the eigenvalue problem given by the 
equatíons of motion. 

Mq + G4 + ~Oq + Cq = O ( , ) 
with M and C real positive definite nxn matrices, O a real 
symmetric nxn matrix and G a real nxn skew symmetric matríx, q(t) 

being the n-dimensional vector of thé generalized coordinates; E 
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is a small pe.rturbation parameter. In [2] the authors used a 
perturvation approach as well as a technique developed earlier to 
obtain the complex eigenvectors and eigenvalues of the homogeneous 
problem corresponding to [1] in terms of real quantities alone. 
The solution of the eigenvalue problem for weakly damped 
gyroscopic systems was thus reduced to the solution of the much 
simpler conservative problem . The simplicity of the formulas given 
in [2] is due to the properties of the eigenvalue problem for 
undamped gyroscopic systems, as described in [3]; if the 
unperturbed system contains damping terms this simplicity will in 
general be destroyed. 

ln the present paper we considere a problem of the type 

Mq + Dq + ~Bq + Cq = O 

were M, C have the abovementioned properties, while the real 
matrix D satisfies the condition 

( 2) 

( 3) 

The real matrix B can be written as the sum of a symmetric and a 
skew-symmetric matrix 

( 4) 

with 0 1 symmetric and G1 skew-symmetric, so that the perturbation 
in (2) may consist of weak gyroscopic forces and small additional 
damping terms. The "Ansatz" 

in (2) gives the eigenvalue problem 

and condition (3) guarantees (see [4]) that for ~ 

real eigenvectors 

( 5) 

(6) 

O there exist 

(7) 
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satisfying the conditions 

(8) 

In (8) wi and Yí, 1,2, ... ,n are respectively the s quare of the 
i-th circ ular frequency of the undamped system and a normalized 
damping factor of the i-th mode. 

lf the damping mat rix O in (2) satisfies the condition (3) 
which guarantees the existence of the eigenvecto r s of th e 
unperturbed prob lem satisfying (8) we will speak of "simple" 
damping . A particularly important case of simple damping is that 
in which O is proportional to Cor a linear combination of the 
matrices M and C. 

It s hould be noted that whíle in [2] the unperturbed system was 
gyroscopic but undamped, in the present case the unperturved 
system is damped byt non-gyroscopic. Clearly the scope of the 
fo~mulas obtained is therefore different in both cases . ln (5] the 
eigenvalue probl em (6) was discussed for O = O. 

PERTURBATIONAL FORMULATION OF THE PROB LEM 
Clearly the eigenvalue s s(c) a nd the eigenvectors 1(E) of (6) 

wi 11 depend on the parameter E and wi 11 i n genera 1 be comp 1 ex. For 
the k-th eigenvalue and the k-th eigenvector expansions of the form 

( 9) 

( 1 o) 

are sought . This i s do ne in a heuristic manner, since the analytic 
dependence on E is not guaranteed in the general case . In the case 
of s imple eigenvalues in the unperturbed problem, analyticity 
holds (see [1]) and also in most other engineering applications of 
the form (9), (19) exist. 

lntroducing (9), (10) in (6) gives 

~ S 0 + ES 1 + E
2

S 2 + •.. ) 
2 

M + ( S 0 + ES 1 + E
2

S 2 + •.. )(O+ EB) +c] ( .l0 + E.l1 + c 2 2. 2 + ... ) = 0 

( 11 ) 
and the compariso n of terms of t he sarne order in E gives rise to 
the following system of equations: 
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etc. 
ln (11) to (12") the upper index k characterizing the particular 

eigenvalue and eigenvector was omitted, for greater simplicity. 
A first inspection of these equations shows that only (12) does 

in general form an eigenvalue problem in s 0 , ~ 0 , (12') is a simple 
nonhomogeneous system of linear equations in s 1 and ~ 1 ; similarly 
(12") is a linear system in the unknowns s 2 , ~ 2 • etc. The 
determination of the corrections s 1 , s 2 , ••• to the eigenvalues s

0 

of the unperturbed system and of ~ 1 • ~ 2 , ••• to the eigenvectors 
~ o does therefore in general only involve the solution of linear 
equations. 

The solution becomes particularly simple if the eigenvectors 
are conveniently normalized. For each eigenvector ~ (k)(~) we will 
use a normalization of the form 

( 1 3) 

i . e. the projection (viaM) of the perturbed eigenvector ~(k)(~) 
on the corresponding unperturbed eigenvector ~o (k) is constant and 
equal to one for all e ; it is not difficult to show that such a 
normalization is a l ways possible. The asterisk in (13) and in the 
following equations ~tands for "transposed complex conjugate". 
lntroducing (10) in (13) gives 

Q. ~ k) * M ~~k) = 1 , ~~k) * M ~~k) = O , p = 1 ,2 ,3,... ( 14) 

i .e. all the perturbations x. (k) of the k-th eigenvector are orthogonal to Q. (k) 
p o 

with respect to M. 

SOLUTION FOR THE CASE OF SIMPLE EIGENVALUES 
First the (unperturbed) eigenvalue problem (12) has to be 

solved. This is usually done by first solving the problem for D= O 
whi ch gives the real eigenvectors r 1 , r z , .. . , rn ln the case of 
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unrepeated eigenvalues for the undamped system these will also be 
the eigenvectors of (12) and they can be normalized according to 
(8). Let ys suppose that these normalizes eigenvectors l~k) = rk 
are known for k = 1 ,2, . . • ,n . The eigenvalues then are given by 

(k) 2 (k) 
S + 2v S + ~2 - O o 'k o k - ( 15) 

as 

s(k) .. - Y + j ;;r:yr 
o k(-) k k 

k" 1 ,2, ... ,n ( 16) 

for the case of undercritical damping, which we will assume here. 
Since the eigenvalues and eigenvectors of (19) appear in complex 
conjugate pairs we only need to calculate half of them, so that we 
will only consider the uppe r sign in (16). 

With t~k) = rk it now follows from the normalization condition 
(1 4) that the perturbations in the eigenvecto:-s l~k ) , p .. 1,2, ... 

can be written as linear combinations of r1, r2, .. . , rk-1> rk+l' 
... ' rn : 

t ( k) = r B (k) r 
p e p,e e 

( 17) 

eotk 

ln the next step we wish to calculate s~k) and t~k) from ( 12'). 
Multiplication of ( 12') from the left with r~ gives 

ln view of the orthogonality conditions (8) and using the 
abreviation 

one obtains 

(k) b 
5 o kk 

2 s (k) +v 
o 'k 

Jt is clear that in the case of underc r itical damping the 
denominator does not vanish. For 0=0, (20) simplifies to 

( 18) 

( 19) 

( 2 o) 

( 20 I) 
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since due to the skew- symmetry of G1 only the damping terms 
contribute to s~k). ln this case s~k) is always real and for 0 1 ~0 
one has s~k)s O. 

Similarly , multiplying (12') by rT, e><k gives 
e 

from which one obtains 

s(k) 
1 ,e 

s(k) b 
o ek 

and 

s(k) b 
~~k) = l: ____ o _ ____:e:;.:k.:..,_ ___ r e • 

e ( w.2 - wz) + 2s (k) ( Y - Y ) 
e><k K e o k e 

( 21) 

( 22) 

( 2 3) 

Again, it is seen taht the denominators do not vanish if the s~k) 
are simple and the damping is undercritical. ln the particular case 
O= O (23) simpl ifies to 

(23') 

i . e. the first correction to the eigenvectors 1n then purely 
imaginary and depends both on the gyroscopic and on the damping 
terms in general. 

The second order perturbations are obtained from (12") with 
known s~k), t~k) in analogous manner . Projecting (12") on rk gives 

s(k) 2 
b b 

o ek ke s (k) + s (k)b J 
(w2- w2 )+ZS(k)(y - y) + 1 1 kk 

k e o k e 
s (k) + y 

o k 
[~ (24) 

2 

whi ch can also be written as 

(w.2 - ~>!2 )+S(k)2(y - y) 
K e o k e 

( 2 5) 
ln the special case O a O (25) assumes the simpler form 

(25') 
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and s ~ k) is then purely imaginary. ln (25') the first expression 
on the right hand side vanishes if the perturbing terms do only 
contain gyroscopic forces. 

Similarly, multiplying (12") by re, e~k. gives e~k) . and the 
second correction to the k-th eigenvector can then be written as 

9 

) ( 26) 

which i n the special case o " o simplifies to 

i(k ) [+ w~ + ~ ~ b b j 
E bkk bek + r 2k e2 rt: ( 26 I) 

2 e (w! -~) w~- u{ p w2- w2 e>'k p>'k k p 

in this case the second correction in the eigenvectors is real. 
Again, it can easily be seen how the gyroscopic and the additional 
damping terms affect the eigenvectors. 

Of course higher order perturbations can easily be calculated 
in an analogous manner; for practical purpose it will however 
usually be sufficient to know the terms up to order t 2 as given 
above in terms of the eigenvectors and eigenvalues of the 
nongyroscopic simply damped system. 

THE CASE OF MULTIPLE EIGENVALUES 
The straightforward calculation given for the case in which all 

eigenvalues are simple is substituted by a more interesting 
problem if multiple eigenvalues exist in the unperturbed problem. 
Instead of treating the general case, let us consider only the 
case in which there is a double eigenvalue, for example s~ 1 ) 
= s ( 2) x s (3) " ... " s

0
(n) , i n the unperturbed probl em. The o o 

general case can be treated in a similar way. 
ln the case of multiple eigenvalues there may be no analytic 

representation of the form (9) , (10), although there is always a 
representation in form of a Puiseux series (see [1]). ln what 
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follows we will heuristically construct a representatio n of the 

form (9), (10), which does in fact converge for most engineering 

problems . For k =3 ,4, ... ,n no problem arises in the calculation of 

i( k) and s(k) and the formulas obtained in the previous section 

can be applied. lf a similar attempt is made for k = 1,2 it is 

immediately seen that it will fail: the formulas cannot be applied 

since due to the multiple eigenvalue some of the denominators will 

vanish . The reason is that ~~k) is not uniquely defined by ( 12) 
for k = 1,2 but can be a linear combination of the real vectors r 1 , r 2 

( 27) 

with complex constants a;k) , cx~k) , which are not known a priori ; 

the normalization (14) only gives 

(28) 

Instead of (17) we now write 

R.(k) " l: e(k) r 
p e p,e e 

k = 1 ,2 (29) 

and (14) now implies 

<k>"'8Ck) 
(11 + p,1 

(X(k)"' Q(k) ~ o 
2 "'p,2 • p = 1 ,2 •...• k = 1 ,2. ( 30) 

which indicates that the perturbations of R.(t), R. ( 2 ) are orthogonal 

to R.~ 1 ), R.~ 2 ) with respect toM, C andO. 
Now cx( k) cx( k) as well as s<k) o (k) k 1 2 h 11 b 

' 1 ' 2 1 ' "'l ' ' s a e 
calcul ated. Premultiplication of ( 12') with ri gives 

o ( 31 ) 

if one writes s : = s
0
(l) = s( 2 ) and y: 

o o and premultiplj_ 

cation of (12') with r ; leads to 

( 32) 

[Quations (31), (32) forma linear system in the variables ~~k) , 
a~ k) with the unknown parameter s~k). This eigenvalue problem of 
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order two will in general have two complex eigenvalues s~ 1 ), s~ 2 ) 
and two linearly independent eigenvectors with components n; 1 >, 
a~ I) and a~k) . ln particular cases this problem may also possess 
only one (multiple) eigenvalues s~l) = s~ 2 ) with only one 

eigenvector and an example will be given for this case. 
It is now assumed that the eigenvalue problem formed by (31), 

(32) has two linearly independent eigenvectors. ln this case ~~I) 
~~ 2 ) are determined through (27); note that in the present case the 
eigenvectors ~(l) and ~( 2 ) are now complex even in the zero-order 

approximation, in opposition to the case considered in the previous 
section. 

So far (12') has only been projected on r 1 and r 2 • Projection 

on re, e "' 1,2 leads to 

s (b a(k) + b c.(k)) 
B(k).,._ o ell ()e2z e=3,4, ... ,n k=1,2, (33) 
l,e s2 + 2y s k + w2 

o e 1 e 

which determines ~(k) k = 1,2 up to its components with respect l • 

to r
1

, r 2 • The remaining components 8~~~ s;~~ are obtained from 
(12"): premultiplication of this equation by ri, r1 respectively 
gives 

(34) 

Together with (30), equations (34), (35) forma linear system in 

the unknowns 8~~?, B~~~ and s~k) for k = 1,2 . It is not difficult 
to show that in general the determinant of the corresponding 
coefficient matrix does not vanish so taht a unique solution can 

be found. 
The coefficients B~~~ for k-= 1,2, e = 3,4, .. . ,n can easily be 

found by projecting (12") on ~ and one obtains 

~(k) = - ------z,e (36) 
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Thi s determines R. (k) , k = 1 ,2 up to i ts components wi th respect 
2 , e ( ) 

to rl and r 2 • These are then obtained together with s 2 ~ from a 
linear system analogous to (30) , (34), (35) which follows from the 
equation immediately after (12"}, in which the terms of order E 3 

are compared . lhis and the other higher arder equations are omitted 
i n th_e present pape r . 

lhe procedure for the determination of the corrections to the 
eigenvalues and eigenvectors in the case of a root of multiplicity 
m, s~ 1 ) = s~2) = ... = s~m) in the unperturbed system is however 
clea r: s~k) and t~k) , k = \ ,2, ... ,m are found by solving an 
eigenvalue problem of the order m (the multiplicity of the root). 
Next, s~k) and ~~k) are found by solving a system of linear 
equations of order m + 1. lhe solution to this system gives the 
components of l~k) with respect to rl' r 2 , • •• , rm. The remaining 
n-m components of l~k ) are easily determined without having to 
solve additional systems of equations. ln each following step 
( 2. (k) s (k) · 2. (k) s (k) · etc ) a new 1 i near system of order m + 1 "l , l , 3 ~ .. , .. 

has to be solved. lhe eigenvalue problem of order m however has to 
be solved only once, namely for the determination of s}k) and 2.~k>. 

ln [2] a different approach was taken for the solution of the 
perturbed eigenvalue problem, based on the biorthogonality 
property of right and left eigenvectors, and the case of multiple 
eigenvalues in the unperturbed problem was not considered. As we 
will show in what follows, multiple eigenvalues can also be treated 
with the technique presented in [2]. As in section 4 of [2] 
consider the eigenvalue prcblems 

where u(i) and v(i) are the right and left eigenvectors of the 
2nx2n matrix A, >.(i) being the corresponding eigenvalue. As is 
well-known, these eigenvectors satisfy the biorthonormality 
relations if conve niently normalized: 

(38) 

( 39) 
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Consi der now a matrix A in the form 

( 4 o~ 

being a smal l perturbational parameter and write the eigenvalue 

and eigenvectors of this matrix in the form 

À (i) = >Y> 
l 

+ E:À(i) + 
1 

E:2À (i) 
2 + ... . 

u ( i ) u~i) + E:U~ i)+ e:2u(i) 
2 

+ ... . ( 41) 

/i) v (i). 
o + E: V ( Í >. 

1 
e:zv (i) 

2 + ... 

Inserting (41) in (37), (38) and compari ng the term s of the sarne 
order in E: gives the terms of order e: 0 : 

(42) 

v(j) A u(i) 2A
0
(i)6 .. 

G O , lJ 
( 4 3) 

for the terms of order e: 1 : 

( 42 I) 

( 4 3 I) 

for the terms of o r der e: 2 : 

( 42") 

v(j )T A u(i) + v(j)T A u(i) + v(j)T A u( i) + 
o oz c 11 l 01 

(43") 

etc. It should be obse rve d , that the right and left eigenv e ctors 
are not uniquely determined through the orthonormalization (38) but 
they ca n still be normalized in a suitable way, for example by 
setting i u<i)i = lv(i)l or in some other manner . 
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ln [2] it wa s shown how the equations (42) to (43") can be 
sal~ed by expanding all the unknown vectors in terms of u(i ) vCi) o , o , 

i= 1, 2, ... ,2n, as longas all the eigenvalues are s imple. Let us 
now assume taht there is a double eigen value Ã0 : = À~ l) = À~Z) to 
which corres pond two linea rly independent left and right 
eigenvectors u ~ 1 ) , u~ 2 ) and v ~l) , v ~ 2 ) respectively. Then, any 
linear comb in ation of these pair s of vector s 

v(k) = 0 {k) (I) 
o Po , t vo + (44) 

(45) 

will also respecti vely g ive a left and right eigenvec tor 
corre s ponding to Ã

0
• Subs tituting (44), (45) in (42) result s in 

B(j) a{.i) + B{j) a(i) • 2 c5l·J· , i J. - 1 2 
O , l ~,l 0,2 O o 2 ' - ' 

Next, the fir st ard er perturbations to the eigenvecto rs are 
written as 

i ,j 1 ,2 

and subst ituting in (42') and ( 43 ') results in 

wher e H is a 2 x 2 matrix wíth elements hk,s de f ined by 

(46) 

( 47) 

(48) 

(49) 

(51) 

It is now not ed that (50) together with (42) form s a 2 x 2 matrix 
ei genvalu e problemas formulated in [3], the solution of which 
gives the componen ts a(i) a(i) a nd e<i) e<i) of uti) v <i) with 

o ; • o 2 o 1 ' o 2 o , o ' 
respect to u~ 1 ), u ~ 2 ), ~ ~l) , ~ ~ 2 ) as w~ll as 'the first corre ct ion 
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to the first correction to the i-th eigenvalue À~ i), for i = 1 ,2. 

A ll the other components of u ~i), v~ i) as we 11 as the h i gher order 
perturbations can then easily be calculated. Note that the 
normalization of the eigenvectors used in [2] corresponds to 

(52) 

which gives 

(53) 

etc. 

NUMERICAL EXAMPLES 
As a first example cor.sider the damped gyroscopíc two-degree-of 

-freedom system already presented in [2], in which the matrices M, 

C, D, G1 , D1 are of the form 

M = {m 0\ ' C 
\0 m} 

The ei genvalues and eigenvectors are calculated here for m = 1 kg , 

c 1 = 3kgs- 2
, c 2 = 4kgs- 2 , d " .1 kgs- 1 and n" .1 rad s- 1 and 

are depicted in Table 1. ln [2] a larger value of ~ was used; here 

the gyroscopic termshave to be kept small, since they are treated 
as pe r turbations, but higher "simple" damping is permissible. It 
is seen that the "exact" solution (2nd column) and the 
perturbational solution (3rd column), which is given including the 
second order perturbations are in good agreement as far as the 

eigenvalues are concerned, they agree to a lesser extent for the 
eigenvectors. For comparison also the eigenvectors and eigenvalues 
of the system with O" O, G

1 
" O are given in the first column. ln 

the last column the results of the perturbational solution are 

shown for an alternative procedure in which the unperturbed system 
was assumed as undamped and the damping and gyroscopi c term s were 
a ll included in the perturbation matrix B. It is seen that these 
results are rea s onable for the first eigenvalue and eigenvector 
but very poor for the second, so that in this example it certainly 
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is usefull to include the simple damping in the unperturbed system. 
This is however not always the case: there are examples in which 
very good results are obtained by including the damping together 
with the gyroscopic terms in the perturbation. Thi s is obviously 
related to the structure of the matrices and should be the object 

of further studies. 

Table 1 

"exact" solution 
Perturbational Alternative 

undamped damped Solution Procedure 
non-gyroscopic gyroscopic 

s ( 1 ) o - 4. 8237E-02 - 4.8087E-0 2 - 5.0000E-02 
+j1.7313E+00 +j 1. 7226[+00 +j1.7216E+00 +j1.7220E+00 

- 1. 0000E+00 - 1. 0000[+00 - 1. 0000 E+ OO - 1. 0000[+00 

l ( 1 ) 
c -j8.6532E-12 +j5.2590E-14 -j3.4975E-02 

o - 3.0725E-02 - 3.3458E-02 o 
o +j1.6188E-01 +j 1. 6596E-O 1 +j1.7313E-01 

s ( 2) o - 1. 7629[-03 - 1.9127E-03 o 
+j 1. 9994E+00 +j2.0087E+00 +j2.0090E+00 +j2.0094E+00 

o - 3.8254E-02 - 3.8254[-02 - 3.9975E-02 

t(2) 
o +j1.9181E-01 +j1 . 9181E-01 +j1.9994E-01 

- 1. 0000E+00 - 8.8610[-01 - 1. 0000[+00 - 1.0000E+00 
o -j2.0765E-01 -j9.5428E-14 o 

ln a second example the mechanical system of Fig. 1 is analyzed. 
For E = O this system obviously exhibits a double eigenvalue and 
the damping is simple. The system in this case splits up into two 
un coup led subsystems and the eigenvalues and eigenvectors can 
immediately be given without any numerical computations. 

Figure 
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The eígenvalues and eigenvectors were calculated for E = .05 
with the aid of the formulas (30) to (36) and are shown to9ether 
with the "exact" solution in Table 2. A non-dimensional time 
T = t .rcrm was used i n the equat i ons of mot i on and the e i genva 1 ues 
are given accordingly; the damping coefficient d satisfies 
d/2 /Crii = .1. ln the first column ("unperturbed problem" ) of Table 
2 the given eigenvectors are r 1 , r 2 and r,, which follow by 
symmetry considerations directly from Fig. 1, without any 
calculations. The perturbational solution in the last column is 
given including terms up to second order for the eigenvalues and 
up to first arder for the eigenvectors. It can be seen that the 
perturbational solution is in good agreement with the "exact" 
solution both in the eigenvalues and in the eigenvectors . 

Table 2 

"exact" solution 
Perturbational 

unperturbed perturbed Solution 
problem problem 

s ( 1) -0 . 10000+j0.99499 -0.09817+j0.99517 -0.09817+jC.99517 

~ ( 1 ) 
+12/2 +0.62789+j0.00047 +0.62789+j0.00047 
+ 12/2 +0.62765-j0.00185 +0.62806-j0.00066 
+0 +0 . 45963+j0.00015 +0.45966+j0.00026 

s ( 2) -0.10000+j0.99499 -0.10683+j0 . 99429 -0.10683+j0.99428 

9. ( 2) 
+0 +0.32453-j0.00202 +0.32513-j0.00028 
+0 +0.32493+j0.00254 +0.32493+j0.00025 
+1.00000 -0.88810+j0 . 00026 -0.88810+j0.00026 

s (3) -0.30000 + j 1. 7059- -0.30000+j1.7059 -0. 29999+j 1. 7059 

9.(3) 
+12/2 +0.70711 +0.70711 
-/2/2 -0.70716+j0.00002 -0.70711 
+0 - 0.00101-j0.00605 +0.00305-j0.00603 

ln section 4 we mentioned that in some cases the number of 
independent eigenvectors may change with the introduction of a 
perturbation in the case of multiple eigenvalues . In arder to 
illustrate this an example is given in which the physical meaning 
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of this phenomenon can easily be understood. No perturbational 
analysis and no numerical calculations are ne ces5a ry for this 
example, since the solution can be given in closed form. Consider 
the equations of motion 

(55) 

of a two-degree-of-freedom-system with 

(56) 

~here B is the sum of a positive definite damping matrix and a 
skew-symmetri c matrix corresponding to gyroscopic terms. For E a O 
there is a double eigenvalue s~ 1 ) ~ s~ 2 ) = j associated to the two 
eigenvectors 

(57) 

(of course one has sP) = s~4 ) - j) . For E ~ O 

(5B) 

gives 

(59) 

0 + ( S z + 2ES + 1 ) Cl2 = 0 > 

where a 1 , a 2 are the components of R.. The perturbed problem in 
thi5 case has still a double eigenvalue for E 2 < 1: 

( 1) (2) . ;::-----;: 
S • S " -E + J r 1 - E• , (60) 

which can easily be expanded in a power serie5 with respect to E 

(the eigenvalue 5( 3) = 5( 4) is the complex conjugate to (60)). 
Only one eigenvector, namely 

R. ( 61 ) 
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now corresponds to (60) and the associated real solution of (SS)is 

(62) 

where K
1

, y
1 

are integration constants and 

w: = (63) 

There is of course an additional particular solution to (55) with 
a linearly increasing amplitude, so that the general solution 

q
1 

= e-ct {K
1 

sin(wt+y1 ) + K2 t [-c2 cos(wt+y2 )- cw sin(wt+y 2l]}, 
(64) 

contains the four constants of integration K
1

, K
2

, y
1

, y
2

• Note 
that the solution (64) of the oerturbed problem is still analytic 
in e: , in spite of the multiplicity of the eigenvalues. The 
reduction from two linearl~ independent eigenvectors in the 
unperturbed problem to only one eigenvectors in the perturbed 
problem in the present example imp l ies that the eigenva lue problem 
of the first perturbation formed by (31), (32) ha s only one 
eigenvector in the present case. The given perturbational analysis 
is still applicable to such cases. 

FINAL REMARKS 
ln this paper, the eigenvectors and eigenvalues of (2) have 

been calculated via a perturbation procedure up to second order, 
for the case in which the unperturbed system is "simply" damped . 
ln this case the eigenvectors of the unperturbed system forma real 
basis of the whole q-space wh ich is very co nvenient for the 
calculations . 

Particular attention was given to the case of multiple 
eigenvalues in the unperturbed system. In this case, for an 
eigenvalue of multiplicity m an m-th order eigenvalue problem had 
to be solved. lt is obvious that for n » m the perturbational 
a~~roach may be advantageous, particularly if one remembers that 
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in engineering problems the perturbation matrix B is frequently 

not well known, so that it makes sense to compute the eigenvectors 

with a limited precision only. A similar approach will also be 

useful in the case in which some of the roots of the unperturbed 

system are not multiple byt sufficiently close together. A somewhat 

more general problem with perturbations not only in the damping 

and gyroscopic terms but also in the inertia and in the stiffness 

matrix will be treated in a different paper [6]. 
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I n.<.c.<alme.n.te. Oli a.u..to11.e.~ duc.ltevem a .idê.ia. de. c.ompone.nte" 6-{..o.<.ca..o, de 

ve.to}(e.~> con~oJtme ~o-<. -<.n.t.!todu.zida polt R.ic.c.i e lev.t-C.<.v.<..ta. Ta.mf:iêm 

-6ào aplte.~>e.n.ta.dali de.6.<.n{.cÕe.-6 de. componente.~ 6-Z.o.tca.~ de. u.m .te.n.~>olt de. 

.~>egu.nda. o1tde.m da.dali pniL Sqnge. e. Sch.tld, Olle.ndolt6 e G}(e.en e Ze11.na.. 
O~i conce..<.to.~> de componente.~ 6Z.~>.<.ca.li m.ibta.~ da.dob po11. TJLu.eode.ll e 

EJL.i.ckoe.n &ão d.i4cu..t.<.do.~> , e. é mo.~>tlta.do como o/i me./imo/i podem &e.IL in­

ctu.Zdo~ numa .te.oiLia. ma.ili ge.1ta.l qu.e. o& au..to11.e..~> de./i6e. alttigo de..~>en­

volve.JLa.m ILe.cen.te.men.te. 

INTRODUCAO 
As entidades mecânicas podem ser expressas em termos das dimen­

sões fundamentais de comprimen t o L, massa Me tempo T. Por exemplo 
a dimensão da aceleração -ã ê LT-z • 

A dimensão de uma entidade mecânica ê dada pela dimensão de suas 
componentes tensoriais num sistema ortonormal, mas isso não acont! 
ce nos sistemas não-orto normais. Assim , se a 1 

ponentes radial e tangencial da aceleração ! 
sistema de coordenadas cilindrícas , teremos 

a 
1 

= :~ ~ - r ( :~ r 
d2 6 2 dr de 

a2 = dt"2 +-;- Cit dt 

e az indicam as com 
(tensor ordem 1) num 
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de onde resultam dim a 1 =LT- 2 e dim a 2 =T- 2 , isto e, as compone_!! 
tes tensoriais não são dimensionalmente homogêneas e nem sempre apr~ 
sentam a mesma dimensão do tensor. 

Para sanar essa s discrepâncias, as componentes do tensor devem 
ser tais que: 

a) sejam dimensionalmente homogéneas em qualquer sistema; 

b) co nservem as propriedades tensoriais. 

A pesquisa, de componentes tensoriais que apresentam as propri~ 
dades a) e b) , leva ao conceito de componentes flsicas de tensores. 

Nos próximos parãgrafos serã visto que, durante os Ültimos 60 

anos vãrios autores têm apresentado diferentes definições de comp~ 

nentes físicas de tensores. A maioria destas definições pode ser 
considerada como casos particulares daquela mais geral dada em [1] 

que satisfaz tambem as propriedades a) e b) acima mencionadas. 

HISTORICO 
No caso de vetares, a ideia de compo nentes físicas foi, pela pr_i 

meira vez, introduzida por Ricci e Levi Civita, numa memõria publ_i 
cada em 1901 [2]. As seguintes quantidades vih., v.hi, v./h. e 

• · · l l 1 L 

v1 /h 1
, onde h.=~ e h 1 = lgli , foram denominadas por Ricci 

1 l 1 

e Levi Civita "Composants du vecteur selon les lignes coordonnêes". 
Todas componentes destes quatro conjuntos podem ser consideradas 
como componentes físicas do vetor v, como ê mostrada pela fÕrmula 
(4.8) de (1] e ilustrada conforme figura 1. 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. V, n9 2, 1983 23 

Em 1925 H. Thirring [3], foi um dos primeiros a notar a conexão 
exist. .. .ate entre as componentes fisicas e as tensoriais de um tensor 
de segunda ordem. Nesta ipoca H. Hencky [4] jâ usava o termo "com­

ponentes flsicas", enquanto que U. Cissotti preferia usar "compo­
nentes intrfnsecas". Este ~ltimo autor, no seu livro "Lezioni di 

Calcolo Tensoriale" [5), introduziu, pela primeira vez, as compo­
nentes fisicas para tensores covariantes de ordem n que foram indi 

T 
cadas por i 1 ,i l ,i 3 , . .. ,in e definidas por: 

T 
i l ,;2 , i 3 , ... ,in 

T. . . . 
, 1, lz , t .l ' •.• '1 n 

( 1 ) 

Para chegar nesta definição Cissotti partiu ao fato que a comp~ 

nente fisica v de um vetar covarian~e v i a projecão de v na dire­
- ~ i 

cao de g;fhi, isto i 

( 2) 

E interessante notar que Ci ssotti não restringiu sua definido 

somente ãs componentes fisicas de um tensor covariante, mas também 
tentou estabelecer fórmulas para as derivadas de tais componentes. 
Para isso, considerou um vetar tangente unitário u. ã curva x ., e 

X, • 

introduziu o que ele chamou "coeficie nte de rotacão de Ricci" que 

nada mais é do que a componente fÍsica da derivada da 

covariante u~i' i sto e: 

ou 

1 

i : hkhi u ~i/k 
ik 

componente 

( 3a) 

Utilizando (3b), Cissotti definiu a derivada intrinseca da compo­

nente fisica T de um vetar T como segue: 

ar. 
T l 

+ l: r T í 4) 
i/k ask j ~ 

ik 

onde dsk é o elemento de arco ao longo da curva coordenada xk . 
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Em 1931, McCo nnell [6], introduziu a idêia de componentes fisi­
cas de um tensor em coordenadas ortogonais, obte ndo as seguintes e~ 
pressões: 

T(k,i •...• n (Sa) 
e 

T(k,i, ...• ~ ) = Tk, ,,/ hkh .... h. 
t 1, . .. ' L l ~ 

( Sb) 

onde T(k,i, ... , 2) indicam as compon ente s tisicas, Tk, i, .. . J e 
T . . indicam respectivamente as componentes contravariantes 

k, I , ••• , ~ 

e covariantes. Devemos lembrar que , nas fôrmulas acima a repetição 
dos indices não indica ~ convenção usual da soma . 

Depois do trabal ho de McCo nnell, Synge e Sc hild [7], Ollendorf 
[8] e Green e Zer na [9] definiram de maneira s diferentes as com po­
nentes fisicas de um tensor de seg unda ordem num sistema de coorde 
nadas não-ortogonais . 

Em 1953, Truesdell [10] fez a hipótese que as componentes fisi­
cas deveriam satisfazer relações anãlogas aquelas existentes entre 
as compo ne ntes tensoriais. Em outras palavras, escrevendo 

e substituindo 

e 

em (6), obtêm-se 

v(j)/~ 
JJ 

w(i) = ( " 9ii~Tij v(j) 
~) 

JJ 

(não ê somado em i) 

( 6) 

(7) 

( 8) 

( 9) 

onde w(i) , na notação de Truesdell , indicam as componentes fisicas 
... 

de um veto r contravari ante na base g i . 

Consequentemente, comparando estas relações co m 

w(i) • T(ij) v(j) ( 1 o) 
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deduz-se 

~ 
JJ 

que são as componentes físicas de um tensor de segunda ordem dado 
por suas componentes mistas T~ .. 

J -Subsequentemente, Truesdell [1 1] e tambem Ericksen [12], usando 
coordenad as não holonõmicas, definiram as componentes fisicas de 
tensores de ordem n, mas eles trabalharam somente com componentes 
mistas. exc 1 ui ndo outras componentes que ·aparecem frequentemente nas 
equações da fisica e da engenharia. Os trabalhos Ericksen e Truesdell 
não incluem todos os casos, como o prôprio Ericksen (12] escreve: 

"Possible a method sufficiently general as to 
cover every proposa 1 whi e h mi ght appea 1 on some 
or another intuitive grounds could be constru~ 

ted. ln this connection we mention only that the 
method of anholonomics components which appears 
quite general, does not include Green and Zerna's 
[9) definition". 

COMPONENTES FTSICAS DE TENSORES 
Os autores desenvolveram uma teoria sobre componentes físicas de 

tensores ( [1],[13],[14]), que inclue todos os casos (componentes 
mistas, covariantes e contravariantes). No que segue uma breve des 
cricão desses artigos serã feita. 

Em (1] foi mostrado que o conceito de componentes físicas de um 
tensor T € V e W depende fundamentalmente de sua transformação li­
near associada T € L(V*,W) e das bases unitãrias definidas em V e 
W por suas respectivas normas. A expressão geral para as componen­
tes fisicas e dada pela fÕrmula (4.8) de [1), e uma versão simpli­
ficada da mesma (porem geral) e fornecida pela seguinte expressão 

llg(im)l l w 

11 g(jn)* l! v* 
T(i ,j )* 

m n 
( 11 ) 

sendo 

( 1 , ' ) 

g(i ) 
m 

( 1 2) 
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( . ) • gj z j 9J ~g. e e .. . eg. e ... e gn 
n l l Jr 

v• = ~ E* 
I v 

( 1 3) 

( 14) 

( 15 ) 

( 16) 

( 1 7) 

onde E , E*, g. , gÍm , e [T(i ,j )*]~ indicam respectivamente, 
'J v lm m n u 

um espaço norma do E , seu dua 1 E* , um 9letor de uma base de E, um v~ 
tor de uma base dual e a componente fisica do tensor T E V e W nas 
bases unitárias u• (de V*) e u {de W) . n m 

A fórmula {11) , fo i e~emp li ficada para os seguin tes casos : 

a) V e tores 

[v i )u1 s lg:":" vi . ( 18a) 
u* 11 o 

I i 1uc 
i v ( 18b) v * • / g ii ul 

v. 
[v. 1un l {18c) 

l Ul 
~ ll 

[v.]u1 ;grr v. { 18d) 
1 u0 1 

b) Tensores de 2~ ordem 

(Tij)u1 " ~ Tij 11 

u* I gjj l 

( 1 9a) u* / o ii [T .. ] 1 = -:.....M-- T .. (19c) 
1J u 1 /~ lJ 

JJ 

(T) Ju~ = /9ii T. j 
1 ut / gjj I 

( 19b) ,t '9ii / gjj r .. (19d) 
. lJ 
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r::-- ~- Tij .. g.. g .. 
n JJ 

... etc . 

c) Ten sores de 3~ ordem 
Meste exemplo , f oi considerado um tensor T € E* 8 E* 8 E*, e as 

suas transformações lineares associadas pertencentes a cada um dos 
seguintes espaços: L(R;E* e E* 8 E*), L(E; E* e E*), l(E e E;E*), 

L(E e E e E; R) e L(E; L(E; E*)). As respectivas compo nente s fi 

sicas de T podem ser escritas na forma: 

/giT /9IT /gkk T .. k lJ 
(20) 

( 2 , ) 

(22) 

( 2 3) 

e 

[ J
(u 1 , u~) ~ ;gTI 

T .. k __ ...ii/_ _ _ T .. k 
- lJ Ul ~-g .. rg- lJ 

JJ kk 

(24) 

Uma anãlise dimensional também foi desenvolvida,demonstrando-se 
a homo gene idade dimensional das componentes f1sicas. 

Como foi dito anteriormente, as compone ntes f1s icas alêm de se ­
rem dimensionalmente homogêneas, devem também conservar as pro pr i! 
dad es tensoriais . Tal fato pode ser traduzido pelas regras de abal 
xamento e elevação de 1ndi ces e pelas fÕrmulas de transformação de 
coordenadas obtidas na Ref . (13] , cujas transcrições são feitas a 
seg ui r: 
a) Tran sformaç ão de coordenadas 
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[ \~]:: . [ s ]B* 
::R b* 

r AP·l
8 [~ ]8 

L ·R J B axq b 

[ AP ]B* r axq J B* 
L axP b* 

[ Ap J B • [ ::: J B 

b) Elevação de indices 

[ 
· •] Ut TlJ 

u* 
) 

[ A'~ ]b* 
s b* 

[ Aq· lb 
.s j 

b 

[ Aq J b* 

[ Aq Jb 

[ 
· ·] u 1 rtJ .. 

u* 1 
[ ik]ul l- jlu~ 
g u* T k * 

t • ul 

[ axP Jb* 
ílxq B* 

[ ax
5 

Jb 
axR s 

As fÕrmulas do item a) determinam as leis de transformação das 
componentes fisicas de tensores de segunda ordem e de vetores quan 
do efetuamos uma mudança das coordenadas xq para as coordenadas X~ 
As quantidades do tipo ( a xq/aXP~( a xP;axq) Que fazem a conexão dos 
dois sistemas são denominadas de acordo com Ericksen [12] de comp~ 

nentes de Tensores de Campo duplo, cujas componentes fisicas nas ba 
ses unitirias B, b , B* e b* podem ser definidas como segue: 

[~JB = ;~ axM 
axm b gnun axm 

[2L lb 1-Ç- axm 
í\ XM -8 aF 

[ él XM -,b* I :: ~ xM 

7 JB* • axm 



RevBrMec:, Rio de Janeiro, V. V, n9 2, 1983 29 

[~]b* il xm B* 

Fi na lmente na referência [ 14) foram ut i 1 i zadas as coordenadas não­
-holonômicas para se definir as componentes fisicas de tensores de 
ordem n. Os resultados obtidos foram os mesmos da referência (1). 

EXEMPLO 

Podemos ilustrar a teoria acima exposta através do seguinteex~ 
plo: 

Consideremos a relação tensão deformação: 

Das fÓrmulas anteriores obteremos: 

r .. , u 2 Tij Tl J , I gii ;g.: 
L J u~ JJ 

l 2 - r* LeH uo f9IT .tgn eH 

Consequentemente a relação tensão deformação pode ser escrita 

que é a lei de Hooke em termos de componentes fisicas. 
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O alumZn~o de puil.eza com~~cial 6o~ 6und~do 4ob um t4atamento de ~! 
6~no de g~io poil. bo~bulhamento, at'l.avi4 da inj&cio de ga4e4 .<.ne4te4 
(Mgôn.i.o e. nit'l.ogên~o) ao 4Ütema que. H. &ol..<.d-<.6-i.ca. 06 p~odu.t o6 o~ 

t.i.do6 6o~am e.xam.<.nado4 a.t~avé6 de anál.ü e6 metalog~.i6ú.a..6, medidM 

de der..t..<.da.de do a.l.umZn.<.o 6Ól..i.do e d~ en6a.ic4 de t~a.cic. 06 ~e.t.ult~ 

do6 obtido6 demo n6t~a.m que o tAata.mento de ~e~.i.no deg~a.o empAegado 
pJt.oduz .:.ig1ti6ü.a..tivtU> melhollúU no compo~tamen-to mecin.tco do metal 

6undido , 6em qua.l.que~ .<.ndZcio de eleva.çio do nlvel. de pollo6ida.de. 

INTROOUÇAO 
O desenvolvimento de determinados processos dinâmicos (ou mecâ ­

nicos) de refino de grão de metais fundidos tem sido, de certo mo­
do , obstacularizado pela-premissa de que tais processos seriam pr~ 
dutores de um efeito colateral extremamente nocivo para as qualid! 
des mecânicas dos fundidos -- a elevação dos niveis de porosidade. 
Contrariando a esta expectativa, Cupini [1) e Shukla [2] , trabalha_!! 
do, respectivamente, com processos de refino de grãoporrevestime.!! 
to volátil de lingoteira e por vibrações sônicas e ultra-sônicas, 
conclu íram que esses processos não introduzem porosidade adicional 
que possa comprometer a qualidade dos produtos fundidos. 

Sob este aspecto, procuraremos examinar os efeitós de um proce! 
so de refi no de grão por borbu 1 hamento, através da i njecão de gases 
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inertes (argônio e nitrogênio) ao sistema que se solidifica, sobre 
o aluminio fundido. 

A utilização do aluminio (de grau de pureza comercial) como me­
tal de traba lho se deve ao fato de que este metal, de estrutura cri_! 
talina cúbica de face centrada e , portanto, de alta energia por f~ 
lha de empilhamento, tem seu comportamento mecânico pouco afetado 
pela varíação do tamanho de grão [3,4]; fator este que, indireta­
mente, ressaltarã os efeitos de uma possivel variação na quantida­
de ou no tipo de poros presentes. 

METODOS EXPERIMENTAIS 
Fundição- O aluminio foi fundido em cadinho de carbeto de sili 

cio , em forno tipo poço de resistência elêtrica. As operações de 
limpeza do metal liquido se restringiram apenas ã retirada de esco 
ria sobrenadante, sem qualquer tratamento de desgaseificação e de 
proteção do banho. As temperaturas de vaza mento utilizadas foram de 
690, 720 e 760°C . As vaz ões de gãs, injetado para borbulhar no me­
tal em so lidifi cação , variaram entre 0,2 e 1,0 litro/minuto;comos 
periodos de borbulhamento se extendendo desde o instante em que a 
ponta do tubo injetor entra em contato com o liquido· ate a comple­
ta solidificação do lingote. Os moldes cilindricos, de acoABNT 1020 
(60 mm de diâmetro, 120 mm de altura e 5 mm de espessura de pare­
de) , revestidos internamente com pintura ã base de alumina, e as 
posições do tubo injetor, de aço inox (6 mm de diâmetro externo e 
4,5 mm de diâmetro interno), também revestido com a pintura ã base 
de alumina, e do termopar, de cromel-alumel (1,5 mm de diâmetro), 
aparecem no desenho da Figura 1. 

Foram fundidos lingotes de refe~ência, sem qualquer tratamento 
de refino de grão. 

Exame dos Lingotes -as lingotes foram cortados em seção longi ­
tudinal, polidos e atacados quimicamente para as observações macro 
e microgrãficas, para a identificação de defeitos e para a medição 
do tamanho de grão resultante . 

Dos lingotes, foram extra1das as pastilhas utilizadasnamed ição 
da densidade do metal sõlido, para a avaliação da ·variação de por~ 

sidade; e os corpos de prova para os ensaio s de tração, segundo a 
norma ABNT MB-4. A Figura 2 apresenta a posição no lingote de onde 
foram extraídos os corpos de prova. 

Os ensaios de tração foram realizados numa mãquina INSTRON mode 
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1127, com velocidade de aplicação de carga (velocidadedatravessa) 
de 5 mm/min., ã temperatura ambiente de 19°C. Os dados extraídos do 
ensaio foram: porcentagem de alongamento, limite cqnvencional 0,5% 
de escoamento e limite de resistência ã tração. 

TUBO INJETOR OE GÁS 

LI NGO T EIRA 

Figura 1 . Esquema da montagem do tubo de injeção e do termopar 
dentro do molde cil1ndrico de aço 
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/REGIÃO OE OBSERVAÇÃO 

E 
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Figura 2. Esquema de um lingote em corte longitudinal, com a região 
utilizada para observações microgrãficas e a posição de 
extracão dos corpos de prova para os ensaios de tração 

RESULTADOS E DISCUSSAO 
Todos os dados experimentais obtidos encontram-se na Tabela 1. 
A comparação entre os valores de densidade do metal sõlido per­

mite a verificação de que não hã diferença de niveis (médios) de P.2. 
rosidade entre os lingotes de referência e os lingotes fundidos com 
o tratamento de refino de grão. Porêm, este fator não ê suficiente 
para uma caracterização qualitativa do produto, pois o tamanho, a 
forma e a distribuição dos poros são fatores de igual, ou maior, i!!! 
portância que a sua quantidade mêdia [5 ,6). 

As microfotografias de uma amostra de referê~cia (REF.720) e de 
uma amostra tratada (FLG 06), apresentadas na Figura 3, evidenciam 
a diferença entre os tamanhos de poros-- o lingote de referência 
apresenta um tamanho aparente de poro em torno de duas vezes maior 
que o tamanho de poro do lingote refinado. De acordo com Cibula [5), 
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esta redução do tamanho de poro, produzida pelo refino de grão, p~ 
de ser o principal fafor responsável pela elevação da resistência 
ã tração do aluminio. 

Tabela 1. Quadro geral dos resultados experimentais 

Nome da Temperatura Vazão de Gâs Tamanho Densidade Limite de Limite de Alon9amento 
Amostra de Vazão ( 1/min.) de Grão (g/cm') Res is tenc i a Escoamento 

( ;;) (OC ) (lJill) (kgf/mm') (kgf/mm') 

FLG01 760 0,20 309 2,70 7,08 2. 9 38 ,4 

FLG02 720 0,20 362 2,70 7 ,09 3.1 27 ,6 

FLGOJ 690 0,20 3 71 2,70 7 ,52 3 ,2 4 7. 6 

FLG04 760 0,50 560 2. 71 7 ,27 3 ,5 36 ,o 
FLG05 720 0,50 401 2,70 7. 70 3 ,4 54 .o 
FLG06 690 o. 50 225 2,70 7,72 4 ,1 27.7 

FLG07 760 1 ,00 410 2. 71 7. 36 3 ,3 -
FLG08 720 I ,00 376 2,70 7 ,57 3. 3 35.2 

FLG09 690 1 ,00 316 2. 71 7 ,56 3 ,6 41 ,4 

FLG10 760 o ,35 423 2,68 6,72 2,13 30 • 5 

FLG11 720 o ,35 424 2. 71 7 • 1 7 4 ,3 36.9 

FLG12 690 o. 35 227 2 ,70 7 . 39 3. 5 42,0 

FLG1 3 760 0,65 403 2. 71 7 ,23 3,3 43.7 

FLG14 720 0,65 526 2,70 7 ,28 3 ,6 40 ,2 

FLG15 690 0,65 222 2,70 7. 32 3,6 4 8 ,5 

FLG22 760 0,35 395 - 6,64 2 ,9 3, • 1 

FLG2 3 720 0,35 375 - 6,98 2 , 8 41 • 4 

FLG24 690 0,35 382 - 6,98 2 ,9 47 ,o 
FLG25 760 0,65 416 - 6,99 2 ,6 41 ,6 

FLG26 720 0,65 382 - 7 '13 3 ' 1 35 '3 

FLG27 690 0,65 391 - 7 ' 12 2. 7 43,5 

FLG31 760 0,20 591 - 6 ,70 2,7 37 '5 

FLG32 720 0,20 531 - 6 ,84 2 '9 32 'o 
FLG33 690 0,20 614 - 6 '92 2 ,8 4 4 '2 

FLG34 760 0,50 631 - 6,88 2 ,9 41 ,e. 
FLG35 720 0,50 457 - 6,94 3 '1 39 '9 

FLG36 690 0,50 425 - 7 ,02 2,8 37 '1 

FLG37 760 1 ,00 606 - 6,98 3 ,o 34.3 

FLG38 720 1 ,00 4, 1 - 7 '18 3 '1 45 ,4 

FLG39 690 1 ,00 468 - 7 ,o 7 3.1 27 ,6 

REF.760 760 - - 2 '7, 5 .1 4 2 .,7 24. s 
REF.720 720 - - 2,70 5 • 71 2 ,8 25 ,6 

RH.690 690 - - 2,70 5 , 69 2 ,8 19,3 

! 
I 
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a b 

Figura 3. a) lingote REF 720 (27x) 
b) lingote flg 06 (27x) 
Microfotogragias que mostram a 
incidência de poros nos lingotes 

Com o que foi exposto na introdução deste trabalho sobre as ca­
racterísticas dos metais cte estrutura cristalina cúbica de face cen 
trada e com a relação verificada (mas não definida neste trabalho) 
entre o tamanho de grão e o tamanho de poro, podemos supor a exis­
tência de um relacionamento direto entre os três seguintes fatores: 
tamanho de grão, tamanho de poro e resistência ã tração. Entretan­
to, pela dificuldade de estabelecimento deste tipo de relação e, 
antes, pelas dificuldades de controle de porosidade nos metais(qua~ 
tidade, distribuição, tamanho e forma), costuma-se empregar, tal 
como no grãfico da Figura 4, apenas relações entre tamanho de grão 
e limite de resistência à tração, que podem estar camuflando a ver 
dadeira natureza dos fenômenos envolvidos. 

O limite de resistência ã tração não é, certamente. um dado su­
ficiente para qua 1 i fi c ar um produto metã 1 i co quanto ao seu desem­
penho mecânico; entretanto, é um dado suficientemente adequado pa­
ra qualificar o processo de refino de grão empregado quanto a seus 
efeitos no mesmo sentido. Portanto, é bastante significativo notar 
que o v a I o r médio do 1 i mi te de resistência ã tração de todas as amos 
tras tratadas (7,14 kgf/mm~) é 29,6% maior que o valor médio das 
amostras de referência (5 ,51 kgf/mm 2 ). 
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Voltando aos parâmetros do processo (temperatura de vazamento e 
vazão de gâs}, notaremos, pelo grâfico da Figura 5, que o tamanho 
médio de grão aumenta com a elevação da temperatura de vazamento; 
fenômeno que se explica pela maior facilidadedesobrevivência e de 
crescimento das particulas de multiplicação com a redução do supe­
raquecimento [7,8]. Portanto, os resultados apresentados pelas Fi­
guras 4, 5 e 6 estão coerentes no sentido de que a redução de tem­
peratura de vazamento, 4ue produz a redução do tamanho de grão, es 
tã diretamente relacionada ã elevação do lim ite de resistiicia a 
tração . 

Por outro lado, não se identifica uma relação regular e defini­
da entre o tamanho media de grão e a vazão de gãs (Figura 7) I en­
quanto que o limite de resistência ã tracão mostra a tendência, e~ 
bora suave, de se elevar com o aumento da vazão de gãs injetado (Fl 
gura 8). Portanto, mais uma vez, não poderemos considerar a alter~ 
cão do tamanho de grão como única responsável pela mudança no com­
portamento mecânico dos produtos em questão. 
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Quanto ã porcentagem de alongamento, v e rifica-se uma diferença 

de 681 entre a media dos valores de porcentagem de alongamento das 

amostras de referência (23 ,1 %) e a média desses valores referentes 

as amos~ tratadas pelo processo de refino de grão (38,9 t ) . 

A dificuldade de extração dos limites de escoamento dos gráfi­

cos de carga versus deformação, fornecidos pela mãquina de ensaio 
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de tração, deu motivos para a utilização dos valores de limite de 

resistê ncia ã tração como parâmetros de estudo do processo, apesar 
de sua menor importância enquanto dado de referência e de qualifi ­

cação. Mesmo assim, foram obtidos os valores de limite convencio­
na 1 O ,5% de escoa mento, que apontam uma diferença da ordem de 14:t 
entre os valores médios das amostras de referência (2,8 kgf/mm 2 ) e 
das amostras tratadas (3,2 kgf/mm 2 ). 

CONCLUSOES 

O processo de refino de grão por borbulhamento gasoso nao pro­
duz defeitos fisicos na estrutura do aluminio tratado . Quanto ã p~ 
rosidade, o processo provoca uma modificação no tamanho dos poros, 
reduzindo-os e, com isso, promovendo maior uniformidade na distri­
buição dos mesmos, sem alterar o volume total . 

O efeito de refino de grão resultante da aplicação do processo 

ê acompanhado por uma sensivel melhoria nas qualidades mecânicas no 
aluminio comercial. Verifica-se um aumento da ordem de 29% no l imi 

te de resistência ã tracào ; um aumento da ordem de 69% na porcent~ 

gem de alongamento e um aumento da ordem de 141. no 1 i mi te conven­

cional 0,5% de escoamento do aluminio tratado pelo processo de re­
fino de grão em relação ao metal fundido sem qualquer tratamento. 
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Va anáti&e de t~abalho~ com e n 6oque~ ~eõ~.<.co& &ob~e o 6enôme no de 
''6'ige4a.çio de eme4ginc.i.a co nclui-&e que a ~a~a de p4og~e&&io da 
6ne~te de ~impe~a aob~e uma &upe4~lc.i.e &eca. e aupe4aquec.Lda i 6un­
çio da tempe~aiuAa, geomet~ia e p4op4iedade4 6Z&icaa da me.a ma , co­
mo daa co nd.i.ç 5e& de 6luxo de ne64ige4a.nte . E&ta& pAem.i.aaaa 6ão CD! 

a~deAada6 em um modelo 6Z&ico p4opoato , aobAe uma aeçà.o tubula4 d~ 
vid.ida. em : 4egià.o mono6á& .i.ca a.quida de cottvecção Ó04çada de ca.lo4, 

neg.<.io de ebulição cláa& Lca , 4egià.o de ebulição t~anaitÕ4ia e, eb~ 

lição em 6ilme . Naa t4ê6 Última• 4eg.iõea o me.c.an.i&mo de .t4ana6e4ê! 
C.(.a de calo·'l p4edominan.te é a condução axial. Com utaa aimpU6.ic~ 

cõe& 'leaotve- ae a equação di6ellenc..iat de &egunda o4d(l.m não homogê­
nra com coe6iciente& conatantea, deduzida do ba.Lattço ene~tgetic.o •! 
b4e uma & e cão elementa.11. do tubo . O código de cáLculo RETUSA te v a em 

cona .i dvr.ação aa va.Aiaçõe& b4u6caa dot. coe6ic..Lente& de tllan•6e.~tên­

c.<a d e ca.f.o.'l entlte cada IL€.gião do modelo , bem co mo a& p!i.op~t.iedad<'-.6 

te4mohid4áulic.a6 loc.a.Lt. do 6luido 4<'-64.igell.ante. 0& ne6ultadoa apJt! 
H.nta.doo na due.llmútaçãc da .t.axa de pJtog.lt e66iio da 6Jten.te de. têmpoJta 

6a4am c.on ~lt.ctlt.adoo com ou.t~oa c.Õdigo6 e dado6 expelt..imentaú , .tendo 
uma boa conco4dincia . 

INTRODUÇAO 
O Brasil, segui ndo a linha de atuação de muitos outros pa ises , 
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iniciarâ em breve a produção de eletricidade a partir da ene rgia n~ 
clear, com a operação da primeira unidade da Central Nuclear de An 
grados Reis. As centrais nucleares operaram com reatares nucleares 
arrefecidos com ãgua leve pressurizada, tipo PWR(Pressurized Water 
Reactors). 

O problema de segurança dos reatares nucleares tem sido um alvo 
predominante dos grandes centros de pesquisas nucleares. A NUCLEBRAS, 
atravês do Laboratõrio de Termohidrãulica da Divisão de Testes do 
Departamento de Tecnologia de Reatares do Centro de Desenvolvimento 
de Tecnologia Nuclear (CDTN) na ãrea de Refrigeração de Emergência 
de Reatores a ãgua pressurizada de Belo Hori zonte, tem encarado e! 
te problema com um programa de trabalho iniciado com testes compre! 
são atmosférica em seções tubulares [10). 

O acidente mais critico de uma central nuc l ear e aquele que re­
sulta numa perda do refrigerante do circuito primârio do reator a 
taxas que excedem a capacidade de restauração do sistema de contr~ 
le químico e volumétrico do reator [12]. Este tipo de acid ente e 
identificado como LOCA (Loss of Coolant Accident) e se inicia pela 
ruptura repentina e completa da tubulação principal do circuito prj_ 
mãrio num ponto l ocalizado entre a bomba e o vaso de pressão do re~ 
tor. 

O sistema de Refrigeração de Emergência do Núcleo (SREN) atua i~ 
jetando ãgua boricada quando da ocorrência do acidente tipo LOCA, 
inundando o núcleo do reator. O objetivo desta injeçâo de âgua no 
sistema é manter as temperaturas das varetas combustíveis em niveis 
não nocivos ã sua integridade física e geométrica. 

Neste trabalho, elaborou-se um cÕdigo de cãlculo a partir da r~ 

solução analítica da equação diferencial de condução de calo r ba­
seado num modelo físico de refrigeração por i nundação (Bottom 
Reflooding). O programa- desenvolvido simula a taxa de progressão 
da frente de têmpera em função da evolução de temperatura de pare­
de de um tubo seco superaquecido por efeito joule, levando-se em 
consideração os coeficientes de transferência de calor em torno da 
frente de têmpera e propriedades locais do fluido refrigerante ao 
l ongo do tubo. 

METODOLOGIA 
O processo bãsico de remol ha nte qu e ocorre no núcleo do reator e 

similar ao que ocorre para um tubo aquecido por efeito joule e re-
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frigerado por ãgua em ascensão. 

A geometria tubu lar permite obter conhecimentos básicos dos fe­
nomenos de transfer~ncia de ca l or e do escoamento do fluido regri­
gerante sob condições experimentais definidas "a priori". 

O circuito experime ntal, utilizado como seção de testes no Labo 

rat6rio de Termohidriulica do CDTN, i um circu ito a ãgua com baixa 
pressão e baixo fluxo térmico. ApÕs o aquecimento térmico por efel 
to joule, o tubo é refrigerado internamente por ãgua em ascensão. 
A parte externa do tubo é isolada. 

Modelo Físico- O mecanismo flsico será interpretadoapartir do 
momento em que a agua de refrigeração atingir a base do tubo, ini­
ciando o resfriamento ascendente, a velocidade da frente de t~mpe­

ra uniforme. A temperatura da frente de têmpera é definida pela te~ 
peratura de Leidenfrost (To}. Esta é a máxima temperatura em que o 
liquido pode atingir a parede do tubo. 

O modelo fisico reduzir-se-i a uma região estreita da seção tu­
bular em torno da temperatura de Leidenfrost (To). Esta região es­

tã limitada pelas temperaturas de parede Te (temperatura de entra­
da da região em estudo) e Ts {temperatura de saida da região). Es­

tas temperaturas são os pontos extremos do forte gradiente de tem­
pera tu r a observado nas proximidades da frente de têmpera (Figura 1). 
Esta região avançarã ao longo do tubo com velocidade de frente de 
têmpera (u). A temperatura de Leidenfrost divide esta região em 

duas sub-regi ões , que são a sub-região mo lhad a (de Te e To) e a sub 
-região seca (de To a Ts). A sub-região molhada pode ser ainda sub 

dividida em outras duas $ub- regiões. A primeira sub-região estã a~ 
saciado ao fen6meno f isico de ebulição. Neste estâgio da refriger! 
cão o calor flui para o refrigerante através de uma superficie es­
tável sÕlido-fluido, onde tem lugar a formação de bolhas. Estas bo 

lhas form adas sobre determinados pontos da parede (n~cleos)crescem 
e se destacam para a superficie do liquido. Esta região se estende, 
até a cota do tubo com temperatura Ti (temperatura de in'ício da eb_l:! 
licào critica). Esta segunda sub-região molhada com temperaturas e~ 

tre Tl e To é con hecida como região de transição. Nesta sub-região 
se experimenta uma alta taxa de transferência de calor, por meca­
nismos ainda indefinidos. Neste trabalho considera-se basicamente 
uma combinacio dos fen5menos de ebulição em filme instivel e ebuli 
cão nucleada instável. A temperatura neste intervalo é alta, paramanterCO_!! 
cantata liquido continuo com a parede, e muito baixa, para o conta 
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to com uma fase vapor estãvel. 
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Figura 1. Representação dos coeficientes de transferência de 
c a lo r e temperatura de parede em função da distância 
axial do tubo, calculados pelo cõdigo RETUSA 

Em resumo, o modelo flsico em torno da temperatura•Leidenfrost 
apresentado neste trabalho considera os seguintes coeficientes de 
transferência de calor (Figura 1) . 

fsubcregião 1, de ebulição clássica: h1 
Na reg ião mal h ada ' . 

lSub-região 2 , de ebulição transitõria: h2 
Na região seca, ebulição em filme: h3 
Na região seca , egulição em filme: h3 
Modelo Matemático- Dedu zir-se-a o modelo matemático a partir de 

um balanço de energia emregime transitõrio sobre um elemento de vo 
lume do tubo. O sistema inicialmente tubular foi considerado como 
placa plana de largura 2nR, ou seja, o cilindro estendido apõs um 
corte ao longo de sua geratriz. 

Em função do modelo ftsi co, cons idera-se somente a conduç ão de 
calor axial na placa. A condução de calor transversal ê nula (~~O). 
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A condução de calor radial e desprez1vel 

Balanço Energético 

I - Calor que entra no elemento do volume 

Por condução em z -K dT I Edy = 
dz z 

2 : Calor gerado no elemento = qv Edyd z 

II - Calor que sai do elemento de volume 

3 Por condução em Z + !J.Z = -K (~ \Edy + _d_ (-K ~ Ed.0 dz 
d z ) d z d z ') 

4 Por convecção e radiação h(T- Tsa)dydz 

5 : Perda de energia interna = P C dT 
dt 

Edydz 

Igualando I e II, simplificando e rearranjando: 

d2T K -- Edydz + qv Edydz 
dz 2 

Dividindo por dydz, tem-se 

d2T KE -- + qvE 
dz 2 

pCdT h(T- Tsa)dydz + - - Edydz 
dt 

h(T- Tsa) + CE ~ dt 

Com a seguinte mudança de variáveis 

z = Z + ut 

a equação fica: 

KE ~ + pCEu ~ - hT -hTsa - qvE 
dz 2 dz 

Agora, caso se expresse a equação em função das variáveis arli­
mensionais. 
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a equação resultante é: 

~ + 6* _i!_ 
dz*2 dz* 

z 
Z* "-o-

6* pCué =-r-

h ê 2 T 
qvE 
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h 62 Tsa ) 
qvE 

E seja ainda O operador de derivacão , ao qual sera aplicada a va­
riável transiente T 

h 62 Tsa ) 
qvE 

Esta equação ê reconhecida como equação diferenci al homogénea de 
segunda ord em com co eficiente constante [8] . 
O opera dor diferencial (d/dZ*) 
p densidade 
C cap ac idade calorifica 
u velocidade da frente de remolh amento 
~ comprimento da região de trans ição 
K condut ivi dade térmica 
h coeficie nte de transferência de calor 
E espessura do tubo 
T temperatura 
Tsa: temperatura de satura cão 
qv fluxo de calor volumétrico 
Z dist ânc ia ã frente de têmpera 
t tempo 

Dados Experimentais - Para a escolha de dados globais do siste­
ma, bem como re f erência para comparar os resultados encontrado ne~ 
te traba lho dispõe-se dos estudos experimentais realizados no CDTN 
[ 10] sobre o circuito suporte nQ1 (CS/1), do laboratõrio de Termo­
hidráu lica, dos dad os experimentais obtidos por Andreoni [2] nos 
lab ora tõrio s da Universidade de Grenob l e na França e do s dados ex­
perimentais apresentados por Kohle r [7], obti dos nos laboratõ rios 
da KWU da Alemanha . 

Em todos os casos o problema ê representado por circuitos que 
pos sam produzir exatamente a sequência de eventos no resfriamento 
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de emergência. Em geral, estes circuitos satisfazem as seguintes 
premissas [1): 

- âgua de remolhamento a velocidade constante 
- potência térmica dissipada na seção de testes constantes 
- o numero de tubos aquecidos e reduzido a um [1] considerando 

duas passiveis seções de ensaio: anular ou tubular 
Código de Câlculo RETUSA (3] - O programa RETUSA (Remolhamento 

de Tubos Superaquecidos= foi executado de maneira que possam ser 
incluidos novos modelos de evolução da mistura bifãsica sobre o t~ 
bo, bem como incorporação de correlações para câlculo de coeficien 
tes de transferência de calor . 

A linguagem ê o FORTRAN IV, para o sistema IBM/360. 
O programa ê dividido em quatro partes bãsicas, correspondendo 

ãs quatro equações de cálculo de temperatura de parede. A primeira 
região ê definida pelo fenômeno de convecção forçada de calor, da 
parede para o liquido sob-resfriado atê a temperatura Te de inicio 
da região de ebulição clássica. As outras três equações se corres ­
pondem com as soluções da equação diferencial para cada região em 
estudo . Estas regiões estão dominadas pelo fenômeno de condução a­
xial de calor no tubo, da parte seca para a molhada. 

A transição de uma região para outra ocorre quando a temperatu­
ra da parede atinge valores definidos "a priori". 

RESULTADOS E DISCUSSAO 
Desde que os mecanismos que governam o fenômeno de reinducãonão 

sejam definidos na literatura, aqueles adotados em qualquer solu­
ção numérica serão sempre alvo de discussão. 

Na região de transição, onde o gradiente de temperatura ê mais 
elevado (Figura 1), parece correta a suposição de que o mecanismo 
que governa a transferência de calor seja a condução axial no tubo; 
porém, a ~oexistência de dois regimes de fluxo (ebulição nucleada 
instável e ebulição em filme instável) dificulta a avaliaçãodaspr~ 
priedades de transporte ou termodinâmica no local, desde que não se 
tenha informação prâtica sobre qual dos regimes ê predominante no 
espaço, e tempo. Esta região foi estudada e testada no programa, 
principalmente em relação ao cãlculo dos coeficientes de transfe­
rência de calor [7] . [11], [5], [6], [9], [2] definidos no modelo 
físico. Inicialmente, os coeficientes de transferência, bem como o 
comprimento da região de transição (ô), foram calculados conside-
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rando a velocidade da frente de têmpera uniforme. Posteriormente, 
confirmou-se que a velocidade da frente de têmpera se modifica su1 
vemente em função do titulo e das condições termohidrãulicas de en 
tradas do fluido refrigerante. Para corrigir os cãlculos encontra­
dos, principalmente em relação ã taxa de remolhamento no tubo , mo­
dificou-se o modelo proposto pelo autor. Primeiramente determina­
ram-se os coeficientes de troca de calor por correlações indepen­
dentes da velocidade. Com os valores dos coeficientes de troca cal 
culou-se a velocidade da frente da têmpera, melhorando se nsivelme~ 

te o modelo proposto em relação aos dados experimentais disponiveis. 
Longe da frente de têmpera, onde o gradiente de temperatura e 

suave, os mecanismos de transferência de calor estão definidos. Na 
região molhada, o mecanismo de transferência de calor eaconvecção 
forçada de calor do tubo para o fluido refrigerante. Na região se­
ca, a situação e um pouco mais complicada, porém seu efeito sobre 
a evolução da frente de remolhamento no tubo e bem menor , não sen­
do aprofundado seu estudo. 

A velocidade da frente de remolhamento e o tipo de escoamento 
apresentado pela mistura bifâsica dependem das propriedades e con­
dições de entrada do fluido refrigerante. Nos casos estudados veri 
ficam-se altas velocidades de entrada de ãgua, com altas taxas de 
sub-resfriamento. Estas caracteristicas do fluido permitem desen ­
volver um escoamento bifâsico sobre o tubo daformamostrada na Fig: 2. 

'IIEN~( 0( 
INUNO&tio 

COirlfVICÇÁO DI: 'W'APO~t 

r 

Ts T 

Figura 2. Configuração de escoamento "Tipo A". 
Zona de transferência de calor e evolução 
de temperatura ao longo do canal de escoamento 
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Neste caso têm-se velocidades crescentes da frente de têmpera; 
a medida que esta avança sobre o tubo . 

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos com o côdigo RETUSA 
e os dados experimentais obtidos pelo CS/1 . Neste ponto ê interes­
sante que o CS/1 foi projetado para obter resultados qualitativos; 
dai a sua deficiente instrumentação. Não obstante esta limitação, 
pode-se observar uma concordância razoãvel entr~ os valores exper~ 
mentais e os simulados pelo RETUSA sobre a seção de testes de CS/1. 

Z(em)120 

o CS/1 

x RETUSA 

o L_L_~~_L~~L_L_~~-L~--L-~~~-L~~--~20 

o ' (51 

Figura 3 . Comparação entre dados experimentais 
obtidos no CS/1 e RETUSA 

A Figura 4 compara os resultados experimentais obtidos por 
Andreoni sobre seu circuito de ensaio com os dados simulados pela 
RETUSA. O cÕdigo acompanha a curva experimental em toda sua exten­
são, com exceção dos valores do ultimo termopar, ficando um desvio 
de 1 a 2% entre ambos os dados. t bom indicar que o comprimen~o de 
tubo de CS/1 ê 120cm e, no de Andreoni, 320cm . 

A Figura 5 representa uma confrontação do cõdigo RETUSA com ou­
tros cÕdigos de cãlculo, reconhecidos universalmente na ãrea de r! 
frigeração de emergência: HYDROFLUT, REPLUX-GRS, RELAP4-Mod.&. Ob­
serva-se que os pontos simulados pelo RETUSA são os que têm melhor 
concordância com os dados experimentais. 
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Figura 4. Comparação entre os dados experimentais para remo ­
lhamento em secão tubular obtidosporANOREON I E RETUSA 
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Figura 5 . Cowparacio entre os dados experimentais para remo­
lhamento em seção tubular obtidos em GRENOBLE e os 
cãlculos por diferentes códigos entre eles ou RETUSA 
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Aplle&e.t-t.ta-&e o mé..todo da c.oioc.ação, u&a.ndo-&e c.omo apJt.ox..<.man.te.& a6 

6unçõea B-Sp~~ne6, na &oiução de. um p11..obie.ma c.i~&&ico de. 11..eação-d~ 

6uaio que oc.oJt.Jt.e no LnteJt.ioJt. de. um c.a.ta.lL&adoJt. polt.o6o (pJt.obie.ma de 
We.i&z-Hic.k&). E66t6 mé.todo& combina.do6 pe.Jt.mltem a Jt.e6olução numé.Jt.~ 

c.a de uma EVO não-line.a.Jt., com condic5e.a de contoJt.no nio-iineaJt.e6, 
c.om plt.ogJt.amação aimpie.a a paJt.tiJt. de. 6ubJt.otina.&, impla.nta.da.a. O m~ 

todo 6e mo6tJt.ou e6iclente na Jt.e6olução de EVO com aoluç5e.& m~lti­

pl.aa, e em pJt.oblema.& que a.p.~e.6en.tem va.tt.ia..çõea bJtuacaa da vaJt.iáve.l 

dependente em um ou ma.ü pon.to6 do dom:<.nio, i.e.., do .Upo e.ncon.tJt.a 

do em plt.oblema.6 que envolvem uma c.ama.da·timite. 

INTRODUCJIO 
O problema flsico consi~te em se obter a taxa global de uma re! 

cão não isotérmica de primeira ordem do tipo A+B, que ocorre em 

uma pelota homogênea de catalisador poroso, em condições estacioni 

rias, e isentas de restrições externas ao transporte de massa ou 

energia. 

As interacões entre a difusão interna, a condução de calor e a 
reacão qulmica são descritas pelo sistema de EDO de segunda ordem:[!] 

~ + _2_ ...E..L " 0z exp[y(1 - _t1 )] y 
dx 2 x dx 

( 1 ) 
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d
2
t 2 dt _a 11 z expÍ_y{t __ tl )] y 

~+-x-dx = .,,. I ( 2) 

onde y, te x são respectivamente a concentração, temperatura e co 
ordenada radial adimensionais. ~, B e y representam o mÕdulo de 
Thiele e os parâmetros de termicidade e energia de ativação . 

Supõe-se que a solução seja simétrica em relação i origem e que 
as condições externas sejam conhecidas, ou seja 

~~ = -~- O em x O ( 3) 

y t em x ., 1 ( 4 ) 

As equações (1) e (2) podem ser desacopladas [2), resultando p~ 
ra a conservação de massa 

_fr + _2_ .!L= 02 Y expÍLyf3 1- Y J 
dx 2 x dx 1 + B( 1 - y) 

( 5) 

O interêsse reside na determinacão do fator de efetividade n , 

que e definido como a relação entre a taxa observada para toda pe ­
lota e aquela que seria observada na ausência de restrições aos 
transportes de massa e energia . Deduz-se [1) dessa definição que 

n =+y'(1) ( 6) 

Por se tratar de um prob l ema não-linear de valor de contorno, 
(3)-(5) pode apresentar soluções múltiplas em determinadas regiões 
dos parâmetros 0 , y e B . 

Alguns autores [3-5] jã aplicaram o mét odo da colocação com po­
linômios de Jacobi na re solucão desse problema. Aproveitando a si 
metria prop usera m uma solução da forma 

n- 1 ( ) n-1 ( ) 
y(1) + (1- x2 ) L a." P.(x~) = 1 + (1- x2 ) L a." P.(x2 ) 

i-o I 1 i ~o l 1 

(7) 

onde P 1 é o i-esimo polinômio de Jacobi [6]. 

Observe-se que a apro xima nte jã sat isfaz as condi ções de co ntor 
no. Os parâmetros a~n) foram determinados satisfazendo-se a EOO(S) 

l 

em n pontos de colocação, criteriosamente escolhidos como os zeros 
de P11 (x 2 ). 
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Na faixa de parâmetros onde não ocorrem variações bruscas de con 

centração na fronteira, o método acima se mostrou eficiente . Contu 
do, quando existem tais variações, a convergência é demorada, p~ 

l a dificuldade de se reproduzir o comportamento anômalo com apenas 

um polinômio . 
Nesse trabalho expressou-se a aproximante como uma função po l i­

nomial seccionalmente continua, gerada através das B-Splines . 

AS FUNÇOES B-SPLINES 
A Figura 1 ilustra uma função polinomial seccionalmente conti­

nua (função PSC). Os pontos F, 
1 

,1; 2 , ••• ,1; 5 são chamados pontos de qu ~ 
brade f. Em cada subintervalo fé um polinômio de ordem K,ouseja 

f(x) = pi(x) se l;i < x < ~i+l i=1, ... ,4. 

~I 

Figura 1. Exemplo de função polinomial seccionalmente continua 

Tais funções podem ser descontinuas nos pontos de quebra. Cont~ 

do, a aproximante deve ser escolhida dentre as funções PSC que se­

jam continuamente diferenciáveis. O conjunto de tais funções e um 

espaço vetorial denotado por IPK r v; onde V = (V 1 , ... ,vi .... ,VL)é 
'"'' ta l que Vi especificada a ·suavidade da curva nos pontos de quebra 

interiores l; 1 , ... ,l;L' 

A definição das funções 8-Splines, assim como o teorema de Curry 

e Schomberg, que permite construir as B-Splines (Splines de base) 

como uma base para o espaço IPK , l;,V, constam do apêndice . 
Duas vantagens de empregarmos as B-Splines são: 

i) qualquer elemento de IPK,f;,v pode ser gerado facilmente em um com 
putador; 

ii)os elementos da base têm suporte limitado, isto ê, são não-nulos 
apenas em uma pequena região de seus dominios. Isto implicari 
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que a matriz associada ao método da colocação concentre os ele­
mentos não-nulos em torno da diagonal principal. 

O METODO NUMERICO 
A aproximante, por ser um elemento de IPK,E;:,V , e escrita como uma 

combinação linear das B-Splines, ou seja 

f(x) 
n 

L a. B. K t(x) 
j ·1 J J . • 

onde a sequência de nõs (t) e a dimensão n de IPK,~.v são determin~ 
das pelo teorema de Curry e Schomberg (apêndice), mais especifica­
mente, 

L 

n = Kl - L 
i-2 

L 
Vi = Kl- L 2 = ( K- 2 )L+ 2 

i=2 

Para a determinação dos na-coeficientes, precisamos de n condi 
çôes independentes; como as duas condições de contorno devem ser 
satisfeitas, restam n-2, ou seja (K-2)L condições. Estas serão fo! 
necidas pelo método da colocação: a ED O serã satisfeita em (K -2 ) 
pontos em cada um dos L subintervalos. Resumindo, devemos satisfazer: 

02 f(1.) F(T.,f(1.),f'(1.)) = 
I 1 1 1 

- _2_ f' (1.) + ez 
T • 1 1 

i= 1 , ••• ,(K-2)l ( 8) 

f '(O) o ( 9) 

f (,) = ( 1 o) 

Os pontos de co loca ção (Ti) são distribul'dos da mesmamaneiraem 
cada subintervalo, a ~artir dos zeros do (K-2)-ésimo polinômio de 
legendre, de modo a se obter boa precisão [6). 

Por ser não-linear, (8)-(10) serã resolvido pelo méto do da qua­
se-linearização [7). Seja fj a solução aproximada apôs a i-ésima 

iteração (fj 6 IPK,t;,v>· A função fj+l é obtida resolvendo-se o sis 
tema linear [6). 

( 1 , ) 
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o ( 12) 

n . 
\ ]+1 ( ) 
l. a Bm,k,t 1 

m=l m 
( 13) 

onde 
(LZ)(x) 

aF I - -- (x,zo,zl) ' 
<lzk (x ,fj(x) .fj(x)) 

I< o. 1 

h(x) F(x,f.(x),f~(x)) + v0 (x) f.(x) + v1 (x) f~(x) 
J J J J 

Demonstra-se que (8)-(10) possui uma solução f = (.im fj onde.fj+l 
ê a s o 1 u cão do pro b 1 em a 1 i n e a r ( 1 1 ) - ( 1 3 ) , ou seja , cxm "' ~i m ex 1 . 

... ., m 
Observe-se que para se iniciar o processo iterativo eJ necessã-

rio se fornecer uma "primeira aproximação" f 0 • 

Para elevados valores de 0, a concentração do reagente se torna 
praticamente nula no interior da pelota e cresce repentinamente, 
atingindo a concentração conhecida na superficie desta,conforme ilus 
tra a Figura 2. 

T 

o X 

Figura 2. Perfil de concentração para elevados valores de 0 

Nesses problemas onde ocorre variação brusca da variâvel depen­
dente em um ou mais pontos do dominio, consegue - se uma melhor apro 
x i ma cão redes tri bu indo-se os pontos de quebra , de modo a concentrar 
os pontos de colocação nas regiões de elevados gradientes , confor­
me descrito em de Boor [8). 
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PROCEDIMENTO 

Apl icar-se-ã o método na obtenção da curva T'l x ~ para o caso pa.!:_ 

ti c ular y=30, a .. o,6 e 0,05 S 9 s 1, para o qual podem existir 

até 3 soluções [1] . conforme ilustra a Figura 3. Dividir-se-ã o pr~ 

cedi mento em três partes, de acordo com a s o lução procurada. 

1000· 

63. 

15. 

I. 

0.10 .0110 1. 

Figura 3. Curva T'l x 9 (escala logaritmica) 

i) Obtenção do trecho A- B - Para pequenos valores de 9 , a co nce.!!. 

tração no interior do catalisador não difere muito daquela encon­

trada na superfície externa. Essa informação nos facilita obteruma 

"primeira aproximação" f 0 para iniciarmos o processo iterativo, se 

gundo as equações (11) - (13), ou seja 

f~(x) = 1 Yx e[o,1] ( 1 4) 

Tal processo convergirá para a solução f 1 de (8)-(lO) , com a qual 

obtemos o fator de efetividade T'l, de acordo com (6) . Ma s esse par 

(.0 " = .0 1 , T'lA"' T'l 1 ) é apenas um ponto da curva 9 x T'l . Para obtermos 

outro, incremen tamos 9, ou seja, .0 2 = .0 1 + t~.0 Como o ponto (.0,,T'l,) 

estã próximo do ante rior (fl 1 ,T'l 1 ), ao invés de usarmos (14) como apr~ 

ximação inicial para esse novo ponto, devemos fazer f! = f 1 • Esta 

aproximação é bastante superior (portanto diminuirã o tempo neces ­

sãr i o para a convergência). e nos garantirã que a aproximação fie! 

rã rest rita ao trecho A-B na região de soluções múltiplas, uma vez 

que a con vergéncia ocorre para a so lução mai s "próxima da aproxim! 

cão" inicial fornecida. Dessa forma pode-se prosseguir na curva .0 x T'l 
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até o ponto critico B (Figura 3). 
Como a cada novo ponto obtido corresponde um acréscimo em 0, o 

grandiente de concentração se eleva próximo a x • 1. Por isso, a ca 
da novo valor de~. redistribuem-se os pontos de quebra , conforme 
descrito anteriormente. 

ii) Obtenção do trecho C-0- Uma vez obtido o primeiro ponto nes 
se trecho,prossegue-se em direção ao ponto critico C (Figura 3) ,de 
maneira anãloga ao item anterior. Basta-nos, portanto, fornecer uma 
boa "primeira aproximação", f~, para o ponto (.0

0
, n

0
). Como os pe.!: 

fis nessa região se assemelham aquele indicado na Figura 2, faremos 

r? = {o 
o 1 

se x € [0, 1) 

se X = 1 

iii ) Obtenção do trecho B-C- O primeiro ponto nessa região te­
ve como primeira aproximação a função 

f~C (X) " 1 + ( 1 - Y o){ X - 1 ) Vx 6 [0,1] 

onde y 0 e um parâmetro que se fez variar entre O e 1. A Figura 4 
ilustra os três perfis possiveis para esse valor de e. 

o L-------....L.....J 
o 

Figura 4 

CONCLUSAO 

Existe uma vizinhança em torno 
de cada solução, na qual a "primej_ 
ra aproximação" fornecida conver­
ge para essa solução especifi ca . 
Variando-se y 0 , obtem-se a solu­
ção desejada. 

Obtido o prime iro ponto nessa 
região, os demais são encontrado s 
conforme o item i. 

O método da colocação com funções B-Splines se mostrou eficien­
te na resolução numérica de problemas de valor de contorno em EOO 
não-lineares . O problema de se determinar qual dos elementos de 
~K. ~.v.s atisfaz as condições de contorno e a EDO nos pontos de co­
locação se reduz i resoluçã~ de um sistema linear repetidas vezes. 
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Como as B-Splines possuem suporte limitado [8],tal sistema concen­
tra os valores não -nulos em torno da diagonal principal, o que fa ­
cilita bastante a resolução do sistema linear. Observe-se que cada 
condição de contorno e traduzida por uma equação em tal sistema, 
como as equacões (12) e (13) de nosso exemplo; essa característica 
torna simples a resolução de problemas em que as condições estejam 
em dois ou mais pontos do domínio. Alem da aplicação na solução de 
uma Ünica EDO, esses programas podem ser generalizados de modo a se 
resolverem sistemas de EDO não-linear, como foi realizado por Ascher 
et al [9]. 

O algoritmo [8] para a redistribuição dos pontos qu ebra se mos­
trou bastante eficiente para problemas que apresentem variações brus 
cas da variãvel dependente em um ou mais pontos do domínio. 

o método também se mostrou eficie nte na obtenção de soluções mul 
tiplas de EDO. Contudo, um conhecimento do problema físico e neces 
sãrio a fim de se fornecer uma primeira aproximação a cada uma das 
múltiplas soluções. 

As subrotinas usadas pod em ser encontradas em de Boor [8], jun­
tamente com o supo rt e teórico e out ras aplicações de B-Splines. P! 
ra utilização imediata das subrotinas (que podem ser conseguidas 
com os autores), recomendamos Ribeiro [ 1 O] . 

APE:NDICE 
DEFINIÇAO [ 8] 

Seja t = (t.) uma sequência não decrescente . A i-esima B-Spline 
~ 

de ordem K para a sequência de nÓs t, e denotada por 8. K e defi 
1., ' t 

B. K (x) " (t. K-t.)[t. ,t . 
1

, ••• ,t . K](•-x)K-l, "'x € R 
1, • t 1+ 1 1 1+ 1+ + 

( ) K - 1 { O} K- 1 · onde z = [max z, ] e [t ., t. 
1

, ••• ,t.]f e a d1ferença 
+ l l + J 

di-
vid i da de ordem j-1 de f nos pontos t. , ... ,t. [11]. 

1 J 
A sequência de nós t que permite construir as B-Splines como ba 

se de ~K ~ v é especificada pelo teorema abaixo . ... . 
TEOR EMA DE CURRY E SCHOMBERG [8] 

Para uma dada sequência estritamente crescente t = (f;i)~+l e uma 
dada sequência de inteiros não negativos V= (V.)L2 , ( f (j- l )(tt) -

l l 

- f{j-l)(~i) .. O para j = 1 ,2, ... ,Vi ) com vi ~ K para todo i, faç! 
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n L 
mos n = K + _L ( K - V i ) = K L - _L V i d i m IPK , F;. v e se j a t = ( ti ) ~ + K 
qualquer seq~ê~cia não decresc~nte, de maneira que: 

e 

ii) para i= 2, .. . ,L, o número c. ocorre exatamente K-V. vezes emt. 
1 1 

Então a sequência B1 , ... ,B n de B-Splines de ordem K para a se­
quê n c i a de n õ s t é um a base p a r a IPK , t; , v , c o n s i de r adas com o f u n ç õ e s 

em (tK,tn+l]. 
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