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THE EIGENVALUE PROBLEM FOR A
CERTAIN CLASS OF DISCRETE
LINEAR SYSTEMS:

A PERTURBATION APPROACH

Peter Hagedom
Darmstadt, Germany

SUMARIO
A second orden perntunbaticn soluticon L8 glven for the edgenvalue
probfem of damped gyredcopdic systems. The unpernturbed system Ls
non-gyrcacopdc but may be damped, with a "sdimple” damping mataix;
the pentunbation consists of small additional damping and gyrcsce-
pic texnms. Particulan attention L4 given Lo the case of multiple
edgenvalues . Several are discussed.

INTRODUCTION

In engineering vibration problems the damping forces are
frequently weak and are often not even well known. It therefore
may be advantageous to reduce the eigenvalue problem of a damped
system to the simpler problem corresponding to the undamped system
and to determine the eigenvalues and eigenvectors of the former
problem via a perturbation approach [1]. In a recent paper [2]
Meirovitch and Ryland studied the eigenvalue problem given by the
equations of motion.

M§ + G§ + €D§ + Cq = O (1)
with M and C real positive definite nxn matrices, D a real

symmetric nxn matrix and G a real nxn skew symmetric matrix, q(t)
being the n-dimensional vector of the generalized coordinates; ¢



4 ) RevBrMec, Rio de Janeiro, V.V, n? 2, 1983

is a small perturbation parameter. In [2] the authors used a
perturvation approach as well as a technique developed earlier to
obtain the complex eigenvectors and eigenvalues of the homogeneous
problem corresponding to [1] in terms of real guantities alone.
The solution of the eigenvalue problem for weakly damped
gyroscopic systems was thus reduced to the solution of the much
simpler conservative problem. The simplicity of the formulas given
in [2] is due to the properties of the eigenvalue problem for
undamped gyroscopic systems, as described in [3]; if the
unperturbed system contains damping terms this simplicity will in
general be destroyed.

In the present paper we considere a problem of the type

Mi + D§ + eBq + Cq = 0 (2)

wera M, C have the abovementioned properties, while the real
matrix D satisfies the condition

(MTD)(M2C) = (M2CHM D) . (3)

The real matrix B can be written as the sum of a symmetric and a
skew-symmetric matrix

B=D1+Gl L] (4}
with Dy symmetric and G, skew-symmetric, so that the perturbation
in (2) may consist of weak gyroscopic forces and small additional
damping terms. The "Ansatz"

q = %e®t (5)
in (2) gives the eigenvalue problem

{s?™ + sD + seB + C)2 =10 (6)

and condition {3) guarantees (see [4]) that for € = 0 there exist
real eigenvectors

§ nitpe Poyg wows Ty (7)
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satisfying the conditions

errk = 8y r?tr‘k - Gikmi, r}Drk= 8,27 (8)
In (8) mi and y;, 1 = 1,2,...,n are respectively the square of the
i-th circular frequency of the undamped system and a normalized
damping factor of the i-th mode.

If the damping matrix D in (2) satisfies the condition (3)
which guarantees the existence of the eigenvectors of the
unperturbed problem satisfying (8) we will speak of “simple"
damping., A particularly important case of simple damping is that
in which D is proportional to C or a linear combination of the
matrices M and C.

It should be noted that while in [2] the unperturbed system was
gyroscopic but undamped, in the present case the unperturved
system is damped byt non-gyroscopic. Clearly the scope of the
formulas obtained is therefore different in both cases. In [5] the
eigenvalue problem (6) was discussed for D = 0.

PERTURBATIONAL FORMULATION OF THE PROBLEM

Clearly the eigenvalues s(e) and the eigenvectors 2(e) of (6)
will depend on the parameter ¢ and will in general be complex. For
the k-th eigenvalue and the k-th eigenvector expansions of the form

s, sgk) + ESEk) + Ezsgk} *oaew (9)

L + gL

M, g SR O (10)
are sought. This is done in a heuristic manner, since the analytic
dependence on ¢ is not gquaranteed in the general case. In the case
of simple eigenvalues in the unperturbed problem, analyticity
holds (see [1]) and also in most other engineering applications of
the form (9), (19) exist.

Introducing (9), (10) in (6) gives

[[504»551+E2s,+ ced) Mals,tes, +els,+...)(D+ eB)+C](E°+eE, +e%0,+...)=0

(11)
and the comparison of terms of the same order in e gives rise to
the following system of equations:
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(siM+sD+C)2, =0 , (12)
(siM+ sD+Cl2y + (2s;S;M+ s, D+s.)2, =0 (12"
(sZM+s,D+C)2,+ (25,5 M+s D+s B)a, + |:(S§+25052)M+ SZD+SlB]£u =0 (12"}

etc.
In (11) to (12") the upper index k characterizing the particular
eigenvalue and eigenvector was omitted, for greater simplicity.

A first inspection of these equations shows that only (12) does
in general form an eigenvalue problem in s,, 2,, (12') is a simple
nonhomogeneous system of Tinear equations in s, and R, similarly
(12") is a linear system in the unknowns s,, &,, etc. The
determination of the corrections s;, s,, ... to the eigenvalues L
of the unperturbed system and of £,5 £,5 ... to the eigenvectors
£, does therefore in general only involve the solution of linear
equations.

The solution becomes particularly simple if the eigenvectors
are canveniently normalized. For each eigenvector 2¢%)(¢) we will

use a normalization of the form
%
A AL €5 T (13)

i.e. the projection (via M) of the perturbed eigenvector R(k)[a)
[k is constant and
equal to one for all =5 it is not difficult to show that such a

normalization is always possible. The asterisk in (13) and in the

on the corresponding unperturbed eigenvector ¢,

following equations stands for "transposed complex conjugate”.
Introducing (10) in (13) gives

* &
e R U SRR X T (14)

0

(

i.e. all the perturbations ip (k)

k) of the k-th eigenvector are orthogonal to 2
Wwith respect to M.

SOLUTION FOR THE CASE OF SIMPLE EIGENVALUES

First the {unperturbed) eigenvalue problem (12) has to be
solved. This is usually done by first solving the problem for D=0
which gives the real eigenvectors ry, Yz, ..., rp,. In the case of
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unrepeated eigenvalues for the undamped system these will also be
the eigenvectors of (12) and they can be normalized according to
(8). Let ys suppose that these normalizes eigenvectors Lgk) =r

are known for k = 1,2,...,n. The eigenvalues then are given by

k

2
ssk) + 2y, sgk)+m;=0 (15)
as
5Ek)I= Yk(t j '/mki'yli’ k=1,2,...,n (16)

for the case of undercritical damping, which we will assume here.
Since the eigenvalues and eigenvectors of (19) appear in complex
conjugate pairs we only need to calculate half of them, so that we
will only consider the upper sign in (16).

With agk)= re it now follows from the normalization condition
(14) that the perturbations in the eigenvectors tgk) R [ S
can be written as linear combinations of ryi, ra, ..oy Py 1s Ty
sem e

(k) (k)
lp : g Bp'e LA (17)

exk
In the next step we wish to calculate sfk} and lfk) from (12').

Multiplication of (12') from the left with rE gives

255*3 sik} + ngk) A ssk) r{Brk =0 . (18)

In view of the orthogonality conditions (8) and using the
abreviation

g -
bek' v Brk , e,k =1,2,...,n (19}
one obtains
(k)
Jey A S by (20)
3. 2 [(3)] »
S, +Yk

It is clear that in the case of undercritical damping the
denominator does not vanish, For D=0, (20) simplifies to

s, =-_bkk--%rlulrk » (2{]']
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since due to the skew-symmetry of G, only the damping terms
contribute to sik). In this case sﬁk) is always real and for D,20
one has skasU.

Similarly, multiplying (12') by rz , e=k gives
k)?* (k) (k) _ (k)
(s, + S, 2YE + w;} B"e +5, b, = 0 (21)

from which one obtains
(k)

s b
s . . e (22)
' (b -wl) + 255 {HfTJ
and
(k)
s b
1560 o g J ok e - (23)
egk (wi'mi]+250 (Yk'YE)
(k)

Again, it is seen taht the denominators do not vanish if the s/
are simple and the damping is undercritical. In the particular case
D=0 (23) simplifies to
1 - ju, 1 _zb*’;ﬁ by w (23')
exk Y T Y

i.e. the first correction to the eigenvectors in then purely
imaginary and depends both on the gyroscopic and on the damping
terms in general.

The second order perturbations are obtained from (12") with

(k) (k)
1

known s;°7, ¢ in analogous manner. Projecting (12") on r, gives

v sWp
bt 00,01 (e

—_— | i
sy, [egk (o - u2) + 2559 (v, - v)

KO

1
2

which can also be written as

(k)2 Y (k}?

MO L bty * 5V o -1y §pirmn T Pek Pre

2 ey e 3 (k)
2V =Y, esk  (wp-wl)+sy 2y -v,)
(25)

In the special case D = 0 (25) assumes the simpler form
jb? J b.b

00 L Pk % ek ke (25°)

L
e

2 2 2
Buy 2 evk Y - Yo
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and sgk) is then purely imaginary. In (25') the first expression
on the right hand side vanishes if the perturbing terms do only
contain gyroscopic forces.

Similarly, multiplying (12") by r., e#k, gives ng) .and the
second correction to the k-th eigenvector can then be written as

1
A2

i 8 (k)2(¥ =y )+ (sl - )

'l ssk)bkk bek I: 2 sek)(s(k) +v) ]
I 2[5§k)+yk) sgk)Z(ve-Tk) + (w: -wi)
b, b
-5 5 —py— 2 2 } L
ook S0 2l =)+ (ug - i)

which in the special case D = 0 simplifies to

(k}

2 b. b
[ —b R S eP]r‘: (26')
2 i-.l2 2 L wl-w? P w?-w
e#k e k p=k k P

in this case the second correction in the eigenvectors is real.
Again, it can easily be seen how the gyroscopic and the additional
damping terms affect the eigenvectors. '

0f course higher order perturbations can easily be calculated
in an analogous manner; for practical purpose it will however
usually be sufficient to know the terms up to order e? as given
above in terms of the eigenvectors and eigenvalues of the
nongyroscopic simply damped system.

THE CASE OF MULTIPLE EIGENVALUES

The straightforward cé]cu!ation given for the case in which all
eigenvalues are simple is substituted by a more interesting
problem if multiple eigenvalues exist in the unperturbed problem.
Instead of treating the general case, let us consider only the
case in which there is a double eigenvalue, for example 5(1) =

552) = 5(3) £ L., = s(“} , in the unperturbed problem. The

general case can be treated in a similar way.

In the case of multiple eigenvalues there may be no analytic
representation of the form (9), (10), although there is always a
representation in form of a Puiseux series (see [1]). In what
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follows we will heuristically construct a representation of the
form (9), (10), which does in fact converge for most engineering
problems. For k=3,4,...,n no problem arises in the calculation of
i(k) and s(k) and the formulas obtained in the previous section
can be applied. If a similar attempt is made for k=1,2 it is
immediately seen that it will fail: the formulas cannot be applied
since due to the multiple eigenvalue some of the denominators will
vanish. The reason is that igk} is not uniquely defined by (12)

for k = 1,2 but can be a linear combination of the real vectors ry, r,

(k) (k) (k)
iﬂ = &1 I”l + 0.: l"‘z (27)
. (k) (k) ” g e
with complex constants o y Oy , which are not knowna priori;

the normalization (14) only gives

|ctfk)|2 + Iugk)lz =1 . (28)
Instead of (17) we now write
= E B\ r . k=1,2 (29)

and (14) now implies

* *
20000 | (%00

- o, BP’Z ’ p = 1n2n-r¢n k = ‘:Za (30)
which indicates that the perturbations of R('} G £(2) are orthogonal
to EE') s 152) with respect to M, C and D,

Now, afk) , alk) as well as s{k), (k) k= 1,2 shall be
calculated. Premultiplication of (12') with rT gives

1205, + Vst 45, b, el as, b, a0 a0, (31)
; : o Y L 08 . S
if one writes s, : = s; =s ;" and y: =y, = v,, and premultipli

cation of (12') with rz leads to

(k)

1
b 2

s by, a4 [2(s,+ )58 0, b, 10 20 (32)

1]

Equations (31), (32) form a linear system in the variables agk).

agk) with the unknown parameter sik) . This eigenvalue problem of
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order two will in general have two complex eigenvalues sil) : 52)
and two linearly independent eigenvectors with components a(i],
(') and a(k}. In particular cases this problem may also possess

cnly one (multiple) eigenvalues s(') Ez) with only one

eigenvector and an example will be given for this case.
It is now assumed that the eigenvalue problem formed by (31),

{32) has two linearly independent eigenvectors. In this case RE')

REZ) are determined through {(27); note that in the present case the
eigenvectors Q(') and 1(2)

approximation, in opposition te the case considered in the previous

are now complex even in the zero-order

section.
So far (12') has only been projected on ry and r, . Projection
on r., e = 1,2 leads to

(k) Su(b ufk) + b u(k)}
1 = (k) , e=34,...,n k=1,2, (33)
& 52 + Z‘Y Sp 0w Lue
which determines ﬂ(k) , k= 1,2 up to its components with respect
to r,, r,. The remaining components B(k) 65%3 are obtained from
(12"): premultiplication of this equation by rf , rT respectively
gives
[ (k){s +Y)+Scb1 IJB(k) o . zefk1+2 Ek){s +y)s (k) _
pe |
= = afk)(sfk)z*'sfk)bl,lj -ugk)sfk)bl,z Sn 23 BL,Eb},E . (34)
e=

s b (k)+ [-2551(){5 +v)+s,b, Z]B(k)+2a2k)is +¥)s, (kY

Elzlll

(k) (k)b_

Zs1 " +Sl

2,2}'53
a

Ek)(sgk)ﬁ (k)b Bl,ebz,e s (35)

I r~13
L

Together with (30), equations (34), (35) form a linear system in
the unknowns Bfki ,ﬁifg and sgk) for k = 1,2. It is not difficult
to show that in general the determinant of the corresponding

coefficient matrix does not vanish so taht a unique solution can

be found.
The coefficients ngi for k = 1,2, e = 3,4,...,n can easily be
found by projecting (12") onr. and one obtains
1 n
e = - ————— [, e v )80 L be i) o (36)

z 2 =
Sn+27esa+‘”e i=1
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This determines E:kz . k =1,2 up to its components with respect

to r, and r, . These are then obtained together with 52?3 from a
linear system analogous to (30), (34), (35) which follows from the
equation immediately after (12"}, in which the terms of order ¢?
are compared. This and the other higher order equations are omitted
in the present paper.

The procedure for the determination of the corrections to the
eigenvalues and eigenvectors in the case of a root of multiplicity
m, s{' = s(2) = ... = s{m™ in the unperturbed system is however
clear: sgk) and 2{k) |k = 1,2,...,m are found by solving an
eigenvalue problem of the order m (the multiplicity of the root).
Next, sgk} and lik) are found by solving a system of linear
equations of order m+ 1. The solution to this system gives the
components of tfk) with respect to r,, r,, ..., rp . The remaining
n-m camponents of Eik) are easily determined without having to
solve additional systems of equations. In each following step
({6, g0, 5 () k), etc.) a new linear system of order m+ 1
has to be solved. The eigenvalue problem of order m however has to
be solved only once, namely for the determination of sik) and zékl

In [2] a different approach was taken for the solution of the
perturbed eigenvalue problem, based on the biorthogonality
property of right and left eigenvectors, and the case of multiple
eigenvalues in the unperturbed problem was not considered. As we
will show in what follows, multiple eigenvalues can also be treated
with the technique presented in [2]. As in section 4 of [2]
consider the eigenvalue preblems

pld) o a1, @ g T Q) 00 g 2,20, (37)

where ufl) and v{i) are the right and left eigenvectors of the
2nx2n matrix A, 3(1) being the corresponding eigenvalue. As is
well-known, these eigenvectors satisfy the biorthonormality
relations if conveniently normalized:

VDT | DTG, .

. (38)

T @ L DTG L0 B (39)
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Consider now a matrix A in the form
A=A +eA , (40!}

being a small perturbational parameter and write the eigenvalue
and eigenvectors of this matrix in the form

A(i) = (” + al )+ € R(L} Ve
u(i) - u:i) + cufi)+ szugi) ¥ G5 & (41)

gu v:i)'+ Euii)+ Ez\fgi) +

Inserting (41) in (37), (38) and comparing the terms of the same
order in & gives the terms of order e°:

v el s, (42)
NONPCIPNC NS (43)
for the terms of order e!
DT ) T @ g (421
(J}T A, U(L} % V(JJTA U(LJ i (JJT A,u (1) = 2)“’615 . (43")
for the terms of order e?
v:j)T ugi) " vgi)T ugi) N vgj)T u:i) -0 ; (42")
(J)T A, u( 4 vgj}T Alu( + v(J)T A u(‘) ¥
N T T N P (43")

etc. It should be observed, that the right and left eigenvectors
are not uniquely determined through the orthonormalization (38) but
they can still be normalized in a suitable way, for example by
setting |[u(i)| = |[v(i)| or in some other manner.
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In [2) it was shown how the equations (42) to (43") can be
solved by expanding all the unknown vectors in terms of u{i), v{i),
i=1,2,...,2n, as long as all the eigenvalues are simple. Let us
now assume taht there is a double eigenvalue A,: = A{") = 2(2) to
which correspond two linearly independent left and right
eigenvectors u(1} i ugz) and v&') i vézJ respectively. Then, any
linear combination of these pairs of vectors

D o0 w
) <0l 41 4 o0y | ke y,2 (45)

will also respectively give a left and right eigenvector
corresponding to A, . Substituting (44), (45) in (42) results in

(G o gQY ) Lo . =12 . (46)

sl 051 G2 092 1]

B

Next, the first order perturbations to the eigenvectors are
written as

n

() _ ) (), (i) @ (1) k)
Ut = e g al U e el u (47)
ka3
. i ; 2n
v L gld) (0, g0) ) g g W gy a2 (as)
¥ 3 k-3

and substituting in (42') and (43') results in

(i) (i} (3) () (J) (l) (j) (i)
Bogt %0 829, + By t B %0 (49)
(84, 8 wotal®), ST L 2 gy L 4.2, (50)
where H is a 2% 2 matrix with elements h, . defined by
gt » 02 Rl . Kss ez . (51)

It is now noted that (50) together with (42) forms a 2 x2 matrix
eigenvalue problem as formulated in [3], the solution of which
gives the components a{‘). “(13 and B{‘), S(‘l of ufl) (‘) , Wwith
respect to u(1) (2) v%') (2) as we]1 as the first correct1on
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to the first correction to the i-th eigenvalue Aii), for 1 = 1,;2.
A11 the other components of ugi). vgi) as well as the higher order
perturbations can then easily be calculated. Note that the
normalization of the eigenvectors used in [2] corresponds to

vgj)T (j)(E) - V(j)T (e) ugj) (52)
which gives
() (i) (i) (i)
SH LI (53)

etc.

NUMERICAL EXAMPLES

As a first example corsider the damped gyroscopic two-degree-of
-freedom system already presented in [2], in which the matrices M,
C, D, G,, D, are of the form

m 0 ) - mp2 0 \ d 0 o -2m
M:( , €= , D= . 6= al |, D=0,
, 0 c, - m¥ 0 0
(54)

The eigenvalues and eigenvectors are calculated here for m=1%kg,
€, = 3kgs™?, c, = dkgs=2, d = .1kgs"" and & = .1 rad s~ and
are depicted in Table 1. In [2] a larger value of @ was used; here
the gyroscopic termshave to be kept small, since they are treated
as perturbations, but higher "simple" damping is permissible. It
is seen that the "exact" solution (2"d column) and the
perturbational solution (379 column), which is given including the
second order perturbations are in good agreement as far as the
eigenvalues are concerned, they agree to a lesser extent for the
eigenvectors. For comparison also the eigenvectors and eigenvalues
of the system with D=0, G, =0 are given in the first column. In
the l1ast column the results of the perturbational solution are
shown for an alternative procedure in which the unperturbed system
was assumed as undamped and the damping and gyroscopic terms were
all included in the perturbation matrix B. It is seen that these
results are reasonable for the first eigenvalue and eigenvector
but very poor for the second, so that in this example it certainly
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is usefull to include the simple damping in the unperturbed system
This is however not always the case: there are examples in which
very good results are obtained by including the damping together
with the gyroscopic terms in the perturbation. This is obviously
related to the structure of the matrices and should be the object
of further studies.

Table 1
"exact" solution
Perturbational| Alternative
undamped damped Solution Procedure
non-gyroscopic gyroscopic
S(l) 0 - §4,8237E-02 - 4.8087E-02 - 5,0000E-02
+31.7313E400 +j1.7226E+00 +31.7216E+00 +j1.7220E+00
- 1.0000E+00 - 1.0000E+00 - 1.0000E+00 - 1.0000E+0D
(1) 0 -jB.6532E-12 +j5.2590E-14 -j3.4975E-02
"
0 - 3.0725E-02 - 3.3458E-02 0
0 +j1.6188E-01 +31.6596E-01 +31.7313E-0
5:2) 0 - 1.7629E-03 - 1,9127E-03 0
+31.9994E+00 +j2.0087E+00 +j2.0090E+00 +j2.0094E+00
0 - 3.8254E-02 - 3.8254E-02 - 3.9975E-02
(2) ] +31.9181E-01 +31.9181E-01 +j1.9994E-01
R
- 1.0000E+00 - B.BAI10E-D1 - 1.0000E+00 - 1.0000E+00
J 0 -j2.0765E-01 -j9.5428E-14 0
In a second example the mechanical system of Fig. 1 is analyzed.
For € = 0 this system obviously exhibits a double eigenvalue and

the damping is simple. The system in this case splits up inte two
uncoupled subsystems and the eigenvalues and eigenvectors can

immediately be given without any numerical computations.

-y

Figure 1

I
! X
2
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The eigenvalues and eigenvectors were calculated for € = .05
with the aid of the formulas (30) to (36) and are shown together

with the

"exact"

solution in Table 2. A non-dimensional time

t=t /c/m was used in the equations of motion and the eigenvalues
are given accordingly; the damping coefficient d satisfies

d/2vem =

ig N

2 the given eigenvectors are r,, r, and r, ,

symmetry considerations directly from Fig.

In the first column ("unperturbed problem") of Table
which follow by
1, without any

calculations. The perturbational solution in the last column is
given including terms up to second order for the eigenvalues and

up to first order for the eigenvectors.

It can be seen that the

perturbational solution is in good agreement with the "exact"
solution both in the eigenvalues and in the eigenvectors.

Table 2
"exact" solution
Perturbational
unperturbed perturbed eoTition
problem problem
s | _0.10000+0.99499 | -0.09817+30.99517 | -0.09817+3C.99517
oy | 7212 +0.62789+§0.00047 | +0.62789+j0.00047
0 212 +0.62765-30.00185 | +0.62806-30.00066
+0 +0.45963+30.00015 | +0.45966+30.00026
s(2) | _0.10000+30.99499 | -0.10683+j0.99429 | -0.10683+j0.99428
2y | +0 +0.32453-30,00202 | +0.32513-j0.00028
g +0 +0.32493+30.00254 | +0.3249343j0.00025
+1.00000 -0.88810+j0.00026 | -0.88810+30.00026
s | _0.30000+31.7059 | -0.30000+31.7059 | -0.29999+31.7059
(3y | +272 +0.70711 +0.70711
g -/2/2 -0.70716+j0.00002 | -0.70711
+0 -0.00101-30.00605 | +0.00305-30.00603

In section 4 we mentioned that in some cases the number of
independent eigenvectors may change with the introduction of a
perturbation in the case of multiple eigenvalues. In order to
illustrate this an example is given in which the physical meaning
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of this phenomenon can easily be understood. No perturbational
analysis and no numerical calculations are necessary for this
example, since the solution can be given in closed form. Consider
the equations of motion

G+eBq+q=0 (55)
of a two-degree-of-freedom-system with
2 2 2 1 01
B = = + (56)
0 2 1 -1 0
where B is the sum of a positive definite damping matrix and a

skew-symmetric matrix corresponding to gyroscopic terms. For € = 0
there is a double eigenvalue sE‘) = s{2) - j associated to the two

1 0
r1’( ) » rz“( ) (57)
0 1

{of course one has s(3) (&) -j). For e = 0
[ [}

eigenvectors

q =1 est (58)
gives

(s?+2es+1)a, +2es a, = 0,
(59)
0 + (s2+2s+1)a, =0,

where a, , o, are the components of 2. The perturbed problem in
this case has still a double eigenvalue for €? < 1:

s s L e o, (60)

which can easily be expanded in a power series with respect to e
(the eigenvalue s¢3) - s(4) §g the complex conjugate to (60)).
Only one eigenvector, namely
1
% = (61)
0
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now corresponds to (60) and the associated real solution of (55)is

q, = K, °F sin{ut+v,) ,
(62)
9, =0,
where K, , v, are integration constants and
we = S1-gt . (63)

There is of course an additional particular solution to (55) with
a linearly increasing amplitude, so that the general solution
q, = e ct {Kl sin(wt+y,) + Kt [-52 cos(ut+7v,) - ew sin(ut+yz)]} 5
(64)
=-EC =
q, = & {0 + K sin(ut + yz)} i

contains the four constants of integration K, , K, ., vy, ,v,. Note
that the solution (64) of the perturbed problem is still analytic
in €, in spite of the multiplicity of the eigenvalues. The
reduction from two linearl, independent eigenvectors in the
unperturbed problem to only one eigenvectors in the perturbed
problem in the present example implies that the eigenvalue problem
of the first perturbation formed by (31), (32) has only one
eigenvector in the present case. The given perturbational analysis
is still applicable to such cases.

FINAL REMARKS

In this paper, the eigenvectors and eigenvalues of (2) have
been calculated via a perturbation procedure up to second order,
for the case in which the unperturbed system is "simply" damped.
In this case the eigenvectors of the unperturbed system forma real
basis of the whole g-space which is very convenient for the
calculations.

Particular attention was given to the case of multiple
eigenvalues in the unperturbed system. In this case, for an
eigenvalue of multiplicity m an m-th order eigenvalue problem had
to be solved. It is obvious that for n>>m the perturbational
anproach may be advantageous, particularly if one remembers that
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in engineering problems the perturbation matrix B is frequently
not well known, so that it makes sense to compute the eigenvectors
with a 1Timited precision only. A similar approach will also be
useful in the case in which some of the roots of the unperturbed
system are not multiple byt sufficiently close together. A somewhat
more general problem with perturbations not only in the damping
and gyroscopic terms but also in the inertia and in the stiffness
matrix will be treated in a different paper [6].
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SUMARID
Tnicialmente os autcnes descrevem a {ideia de componentes fisicas de
vetores congoame fo& introduzida por Riccd e Levd-Civita,  Tambem

4do apresentadas definicdes de componentes fisicas de um tenson de
segunda ondem dadas por Synge e Schifd, 0Llendonf e Green e Ilerna.
04 ccncedtos de componentes fisdicas mistas dades por Truesdell e
Endickaen sdo discutides, e € mestrado come o0& mesmos pedem sern 4in-
cluidos numa teordia mais genral que os autores desse antigo desen-
vofveram necendiemente,

INTRODUCAD

As entidades mecanicas podem ser expressas em termos das dimen-
soes fundamentais de comprimento L, massa M e tempo T. Por exemplo
a dimens3o da aceleracdo a & LT-2,

A dimensao de uma entidade mecanica e dada pela dimensao de suas
componentes tensoriais num sistema ortonormal, mas isso nao aconte
ce nos sistemas nao-ortonormais. Assim, se a' e a? indicamas com
ponentes radial e tangencial da aceleracdo a (tensor ordem 1) num
sistema de coordenadas cilindricas, teremos

al = dir r‘(dﬁ )z

dte2 dt
d2e 2 dr df

2:
¥ =g YTy @t dt
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de onde resultam dim a®*=LT"2 e dim a?=T"2, isto &, as componen
tes tensoriais nao sao dimensionalmente homogéneas e nem sempre apre
sentam a mesma dimensao do tensor.

Para sanar essas discrepancias, as componentes do tensor devem
ser tais que:

a) sejam dimensionalmente homogeneas em qualgquer sistema;
b) conservem as propriedades tensoriais.

A pesquisa, de componentes tensoriais que apresentam as proprie
dades a) ¢ b), leva ao conceito de componentes fisicas de tensores.

Nos proximos paragrafos sera visto que, durante os Ultimos 60
anos varios autores tem apresentado diferentes definicoes de compo
nentes fisicas de tensores. A maioria destas definicoes pode ser
considerada como casos particulares daquela mais geral dadaem [1]
que satisfaz tambem as propriedades a) e b) acima mencionadas.

HISTORICO

No caso de vetores, a idéia de componentes fisicas foi, pela pri
meira vez, introduzida por Ricci e Levi Civita, numa memoria publi
chalem 1901 [2]. As segujnteﬁ_ﬂyantidades vihi P vihi " vi/hi e
v'/h* , onde h, = /g, e h'=vgli , foram denominadas por Ricci
e Levi Civita "Composants du vecteur selon les lignes coordonnees”.
Todas componentes destes quatro conjuntos podem ser consideradas
como componentes fisicas do vetor Vv, como & mostrada pela formula

(4,.8) de [1] e ilustrada conforme figura 1.
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Em 1925 H. Thirring [3], foi um dos primeiros a notar a Conexao
exist.ate entre as componentes fisicas e as tensoriais de um tensor
de segunda ordem. Nesta &poca H. Hencky [4] ja usava o termo "com-
ponentes fisicas", enquanto que U. Cissotti preferia usar "compo-
nentes intrinsecas”. Este Lltimo autor, no seu livro ‘"Lezioni di
Calcolo Tensoriale" [5], introduziu, pela primeira vez, as compo-
nentes fisicas paga tensores covariantes de ordem n que foram indi
cadas por 11,i2,13,...,in e definidas por:

Tes 5 i ;
T ) LETL P FETPRRL
LU P RS (1)

L hahzhy oo b

Para chegar nesta definicao Cissotti partiu ac fatc que a compo

nente fisica v de um vetor covariante v & a projecdc de v na dire-
- - ) -
cao de gi/hi , 1sto e

v=uv (—EL)= i (2)
1 h; h]'_

F interessante notar que Cissotti nao restringiu sua definicao
somente as componentes fisicas de um tensor covariante, mas tambem
tentou estabelecer formulas para as derivadas de tais componentes.
Para isso, considerou um vetor tangente unitarie ﬁg a curva X, €
introduziu o gue ele chamou "coeficiente de rotacao de Ricci" que
nada mais & do que a componente fisica da derivada da componente
isto @:

covariante ugi,

(3a)

ou

—
ST
=]
[
=
=l
F o
fems
.
-
L
=

]
T : ! (3b)
L by | exe hy he |

Utilizando (3b), Cissotti definiu a derivada intrinseca da compo-
nente fisica T de um vetor T como segue:
1

3Ti
T = + L T (4)
i/k asy iobog

ik

onde dsk e o elemento de arco ao longo da curva coordenada Xy o
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Em 1931, McConnell [6], introduziu a idéia de componentes fisi-
cas de um tensor em coordenadas ortogonais, obtendo as seguintes ex
pressoes:

; k,i,.e.,@
Tlkaissent) = Bhoicos BT Ui Rt b (5a)
e
Tlkyipeensd) =T, /b ey (5b)
onde T(k,i,...,¢) indicam as componentes fisicas, thelsenent o
Ty . indicam respectivamente as componentes contravariantes

S G
e covariantes. Devemos lembrar que, nas formulas acima a repeticao

dos indices nao indica 3 convencao usual da soma.

Depois do trabalho de McConnell, Synge e Schild [7], Ollendorf
[E]1 e Green e Zerna [9] definiram de maneiras diferentes as compo-
nentes fisicas de um tensor de segunda ordem num sistema de coorde
nadas nao-ortogonais.

Em 1953, Truesdell [10] fez a hipotese que as componentes fisi-
cas deveriam satisfazer relacoes analogas aquelas existentes entre
as componentes tensoriais. Em outras palavras, escrevendo

wi = T? v (6)
e substituindo
e wli)/VE (7)
e
j_ . U
_ vl = v(J)/«gjj (8)
em (6), obtém-se
PN
wii) = (;:LLLL—HTIJ vij) (nao & somado em i) (9)
v'gjj,f

onde w(i), na notacao de Truesdell, indicam as componentes fisicas
de um vetor contravariante na base §i.
Consequentemente, comparando estas relacoes com

wli) = T(i3) v({) (10)
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deduz-se

. Y91 i
T) a2 Y.
V972

]
955

—

que sdo as componentes fisicas de um tensor de segunda ordem dado
por suas componentes mistas L. .

Subsequentemente, Truesdell [11] e também Ericksen [12], usando
coordenadas nao holonomicas, definiram as componentes fisicas de
tensores de ordem n, mas eles trabalharam somente com componentes
mistas, excluindo outras componentes que aparecem frequentemente nas
equacoes da fisica e da engenharia. Os trabalhos Ericksen e Truesdell
nao incluem todos os casos, como o proprio Ericksen [12] escreve:

"Possible a method sufficiently general as to
cover every proposal which might appeal on some
or another intuitive grounds could be construc
ted. In this connection we mention only that the
method of anholonomics components which appears
quite general, does not include Green and Zerna's
[9] definition".

COMPONENTES FISICAS DE TENSORES

0s autores desenvolveram uma feoria sobre componentes fisicas de
tensores ([1],[13],[14]), que inclue todos os casos (componentes
mistas, covarjantes e contravariantes). No que segue uma breve des
cricao desses artigos sera feita.

Em [1] foi mostrado que o conceito de componentes fisicas de um
tensor T € V @ W depende fundamentalmente de sua transformacao 1i-
near associada T € L{V*,W) e das bases unitarias definidas em V e
W por suas respectivas normas. A expressac geral para as componen-
tes fisicas & dada pela formula (4.8) de (1], e uma versao simpli-
ficada da mesma (porem geral) e fornecida pela seguinte expressao

gti )l
[T( g )1 s ——B ¥ T(4_j )* (1)
SPTR
sendo
T(im,jn)*-Ti“i?."".‘j?‘i‘jn (11)

"”’lm'J“"'"‘]r”'

. i
gli ) =g, ® 9;, 88 9m , (12)

11
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g(jn)*ac_;j1 8 g/ 8...8 g, ®...0 gn (13)
Fatighlly = 13 1 Il ... | = |l (18)
ot e = 1, I 1892 oe (130 (15)

(i ) =gl )/ (eI, .

u(d )* = (3 )/l el )* Il (16)
n * n+m
R TS b

onde Ev . E:
um espaco normado E, seu dual E*, um Vetor de uma base de E, um ve
tor de uma base dual e a componente fisica do tensor T € V @ W nas

bases unitarias ux (de Vv*) e B (de W).

* *i . Up o e .
s 9.0 9™, e [TG L3 1*1 5 indicam respectivamente,

A formula (11), foi exemplificada para os seguintes casos:

a) Vetores

1 u3 i
[v ]u? - /giiv 4 (18a)
i,u vi
dque ‘ 18b)
[v R (
Y.
Baglos se—x, (18c)
) Y954
u il
["i]ui =Vally, , (18d)
b) Tensores de 23 ordem
- vag.. . . o
(TH8 . — 219 (19a) [Ti.]”T:__‘L’.ﬁ_.'__l._ T7..(19¢)
Wi Vgl 178 /gjj 1
ju*__/u_ j u‘;‘.‘_ ol
[T, ]u% = _J_ng T, (19b) v ]uu = Vgl /gli 15 (190)
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ijquz _ o= o i
[T ]u? i /gjj T s ... BtE.

c) Tensores de 3@ ordem

Meste exemplo, foi considerado um tensor T € E* 8 E* 8 E* , e as
suas transformacoes lineares associadas pertencentes a cada um dos
seguintes espacos: L(R;E* @ E* & E*), L(E; E* @ E*), L(E ® E;E*),
L(E @ E @ E; R) e L{E; L(E; E*)) . As respectivas componentes fi
sicas de T podem ser escritas na forma:

il
[T.. Y= /gL /il /gkk T, (20)
1Jk—uo ijk
S uk A'_ii- T
[Ti.k T S LA '”Ti.k (21)
J_ul j‘é:k‘ 1
1 u% =
[T_, b NG o s (22)
11k —— 1jk
“uz ngj gkk
[T 1, Tijk (23)
L5
oy Y9935 ¥ %
e
po et A (24)
iijk = — — ijk
1 /gjj g'kk

Uma analise dimensional também foi desenvolvida,demonstrando-se
a homogeneidade dimensional das componentes fisicas.

Como foi dito anteriormente, as componentes fisicas alem de se-
rem dimensionalmente homogéneas, devem também conservar as proprie
dades tensoriais. Tal fato pode ser traduzido pelas regras de abai
xamento e elevacao de indices e pelas formulas de transformacao de
coordenadas obtidas na Ref. [13], cujas transcricoes sao feitas a
seguir:

a) Transformacdo de coordenadas

e AN
[ - [T [T 26 J“*
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(&1 [ 1L [T, [0,
EANEINEARE-21¥
RS-
[#T [T [*T

b) Elevacao de Tndices

[Tij‘ul - I'Ti_'ul [gkj]ul
]

[Tij' Y1 [gik'ul "Tj

=+ U1 - Tul LIS « U3
ij ir kj
{T Ju¥ = [g Juy [Trk] u [g Jut

As formulas do item a) determinam as leis de transformacao das
componentes fisicas de tensores de segunda ordem e de vetores quan
do efetuamos uma mudan¢a das coordenadas x4 para as coordenadas X?
As quantidades do tipo (axq/axPL(axP;axq} que fazem a conexao dos
dois sistemas sao denominadas de acordoc com Ericksen [12] de compo
nentes de Tensores de Campo duplo, cujas componentes fisicas nas ba
ses unitarias B, b, B* e b* podem ser definidas como segue:

f;&]“ AT

m
mm ax

ax™ 1° O X"

o s 7 B

[
[ axt ]"" i /_g_;“_ axM

ax™
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% e
[ 3 xM ] b i / THm 3 XH
ax™ g g™ "

ax
Finalmente na referencia [14] foram utilizadas as coordenadas nao-

-holonomicas para se definir as componentes fisicas de tensores de
ordem n. Os resultados obtidos foram os mesmos da referencia [1].

EXEMPLO

Podemos ilustrar a teoria acima exposta através do seguinte exem
plo:

Consideremos a relacdo tensao deformacao:

T3 . cleJ?, g

ki
Das formulas anteriores obteremos:
vl s - Ve Ve T :
L Jur ii i3
Foquk
LekEJuo CEN I k

*
b

R i ] JR— s
Cleq = (V9. /9. //gkk [fgiz} ctikh
il " i

Consequentemente a relacao tensao deformacao pode ser escrita

u®

P2 P Uz
| 1]] " 1jk H
l_T uk [C u% eki}ua

470

que & a lei de Hooke em termos de componentes fisicas.
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SUMARIO

0 aluminic de pureza comencial fod fundido s0b um tratamento de ne
§ino de grdo pon borbufhamento, atraves da infecao de gases Ainentes
fangonio e nithogendie) ao sdstema que se solddifica. 08 produtos ob
tidos fenam examinados atraves de analises metalograficas, medidas
de densidade do alumindio sofido ¢ de ensaics de Ltracdo. 05 nesulta
des obtidos demonstram que ¢ thratamento de rnefinc de ghao empregado
produz sdignificativas melhonias nc compontamento mecanico do metal
fundide, sem qualquen indicio de efevacdao do nivel de poresidade.

INTRODUGAD

0 desenvolvimento de determinados processos dinamicos (ou meca-
nicos) de refino de grdo de metais fundidos tem sido, de certo mo-
do, obstacularizado pela-premissa de que tais processos seriam pro
dutores de um efeito colateral extremamente nocivo para as qualida
des mecanicas dos fundidos — a elevacao dos niveis de porosidade.
Contrariando a esta expectativa, Cupini [1]e Shukla [2], trabalhan
do, respectivamente, com processos de refino de grao por revestimen
to volatil de lingoteira e por vibracoes sonicas e ultra-sonicas,
concluiram que esses processos nao introduzem porosidade adicional
que possa comprometer a qualidade dos produtos fundidos.

Sob este aspecto, procuraremos examinar os efeitos de um proces
so de refino de grao por borbulhamento, atraves da injecdo de gases
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inertes (argonio e nitrogeénio) ao sistema que se solidifica, sobre
o aluminio fundido.

A utilizacdo do aluminio (de grau de pureza comercial) como me-
tal de trabalho se deve ao fato de que este metal, de estruturacris
talina cubica de face centrada e, portanto, de alta energia por fa
lha de empilhamento, tem seu comportamento mecanico pouco afetado
pela variacao do tamanho de grao [3,4]; fator este que, indireta-
mente, ressaltara os efeitos de uma possivel variacao na gquantida-
de ou no tipo de poros presentes.

METODOS EXPERIMENTAILS

Fundicao — 0 aluminio foi fundido em cadinho de carbeto de sili
cio, em forno tipo poco de resisténcia eletrica. As operacdes de
limpeza do metal 17quido se restringiram apenas a retirada de esco
ria sobrenadante, sem qualquer tratamento de desgaseificacdo e de
protecao do banho. As temperaturas de vazamento utilizadas foramde
690, 720 e 7609C. As vazoes de gas, injetado para borbulhar no me-
tal em solidificacao, variaram entre 0,2 e 1,0 litro/minuto; comos
periodos de borbulhamento se extendendo desde o instante em que a
ponta do tubo injetor entra em contato com o liquido ate a comple-
ta solidificacao do lingote. Os moldes cilindricos, de aca ABNT 1020
(60 mm de diametro, 120 mm de altura e 5 mm de espessura de pare-
de), revestidos internamente com pintura a base de alumina, e as
posicoes do tubo injetor, de aco inox (6 mm de diametro externo e
4,5 mm de diametro interno), também revestido com a pintura a base
de alumina, e do termopar, de cromel-alumel (1,5 mm de diametro),
aparecem no desenho da Figura 1.

Foram fundidos lingotes de referéncia, sem qualquer tratamento
de refino de grao.

Exame dos Lingotes — Os lingotes foram cortados em secao longi-

tudinal, polidos e atacados quimicamente para as observacoes macro
e micrograficas, para a identificacdo de defeitos e para a medicao
do tamanho de grao resultante.

Dos lingotes, foram extraidas as pastilhas utilizadas namedicgao
da densidade do metal solido, para a avaliacao da variacao de poro
sidade; e os corpos de prova para os ensaios de tracdo, segundo a
norma ABNT MB-4. A Figura 2 apresenta a posicao no lingote de onde
foram extraidos os corpos de prova. '

Os ensaios de tracdo foram realizados numa maguina INSTRON mode
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1127, com velocidade de apTicacao de carga (velocidade da travessa)
de 5 mm/min., 3 temperatura ambiente de 19°C. 0s dados extraidos do
ensaio foram: porcentagem de alongamento, limite cgqnvencional 0,5%
de escoamento e limite de resistencia a tracao.

TERMOPAR ﬂ _V_‘//:gf,Tuao INJETOR DE GAS
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Figura 1. Esquema da montagem do tubo de injecdo e do termopar
dentro do molde cilindrico de aco
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Figura 2. Esquema de um lingote em corte longitudinal, coma regiao
utilizada para observagoes micrograficas e a posicao de
extracaoc dos corpos de prova para os ensaios de tracao

RESULTADOS E DISCUSSAD

Todos os dades experimentais obtidos encontram-se na Tabela 1.

A comparacao entre os valores de densidade do metal solido per-
mite a verificacdo de que nao ha diferenca de niveis (medios) de po
rosidade entre os lingotes de referéncia e os lingotes fundidos com
o tratamento de refino de grao. Porém, este fator ndo @ suficiente
para uma caracterizacao qualitativa do produto, pois o tamanho, a
forma e a distribuicao dos poros sao fatores de igual, oumaior, im
portancia que a sua quantidade media [5,6].

As microfotografias de uma amostra de referencia (REF,720) e de
uma amostra tratada (FLG 06), apresentadas na Figura 3, evidenciam
a diferenca entre os tamanhos de poros — o lingote de referencia
apresenta um tamanho aparente de poro em torno de duas vezes maior
que o tamanho de poro do lingote refinado. De acordo comCibula [5],
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esta reducao do tamanho de poro, produzida pelo refino de grao, po
de ser o principal fator responsavel pela elevacao da resisténcia
a tragao do aluminio.

Tabela 1. Quadro geral dos resultados experimentais

o (1908720 g gecas | Tt [ nenciage [ Limte e [ Lntie 4 Fuorgaento
(ec) : {um) g (kaf/mm?} | (kgf/mm?) (%)
FLGO1 760 0,20 309 2,70 7,08 2,9 38,4
FLGO?2 720 0,20 362 2,70 7,09 3,1 27,6
FLGO3 690 0,20 371 2,70 7.52 3,2 47,6
FLGO4 760 0,50 560 2,71 7,27 3,5 16,0
FLGOS 720 0,50 401 2,70 7,70 3,4 54,0
FLGOE 690 0,50 225 2,70 7,72 4,1 27,7
FLGO7 760 1,00 410 2,71 7,36 3,3 o
FLGOS 720 1,00 376 2,70 7,57 3,3 35,2
FLGOY 690 1,00 316 2.7 7.56 3,6 41,4
FLG10 760 0,35 423 2,68 6,72 2,8 30,5
FLG1! 720 0.35 az4 2,71 7.17 4,3 36,9
FLG12 690 0,35 227 2,70 7,39 3.5 az.,0
FLG13 760 0,65 403 2,71 7,23 353 43,7
FLG14 720 0,65 526 2.70 7,28 3.6 40,2
FLG1S 690 0,65 222 2,70 7,32 1,6 as .5
FLG22 750 0,35 395 2 6,64 2,9 31,1
FLG23 720 0,35 375 i 6,98 2.8 41,4
FLGZ4 690 0,35 382 @ 6,98 2,9 47,0
FLGZS 760 0.65 416 = 6,99 Z,6 41,6
FLG26 720 0,65 382 - T3 3,1 353
FLG27 690 0,65 301 = 7.12 2,7 43,5
FLG3! 760 0,20 591 - 6,70 27 A745
FLG32 720 0,20 531 - £,84 2,9 37,0
FLG33 690 0,20 614 i 6,92 2,8 44,2
FLG34 760 0,50 631 = 6,88 2,9 at,e
FLG3S 720 0,50 457 i 6,94 3,1 39,9
FLG36 690 0,50 425 — 7,02 2,8 £ B S |
FLG37 760 1,00 £06 " 6,98 3,0 34,3
FLG38 720 1,00 an = 7,18 3,1 45,4
FLG39 690 1,00 468 = 7,07 3 71,6
REF.760 760 s e 2.1 5,14 2.7 24,5
REF.720 720 s = 2.70 5,71 2.8 25 .6
REF.690 690 e i 2,70 5,69 2,8 19,3
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Figura 3. a) lingote REF 720 (27x)
b) lingote flg 06 (27x)
Microfotogragias que mostram a
incidéencia de poros nos lingotes

Com o que foi exposto na introducao deste trabalho sobre as ca-
racteristicas dos metais de estrutura cristalina cibicade face cen
trada e com a relacao verificada (mas nao definida neste trabalho)
entre o tamanho de grao e o tamanho de poro, podemos supor a exis-
tencia de um relacionamento direto entre os trés seguintes fatores:
tamanho de grao, tamanho de poro e resisténcia a tracao. Entretan-
to, pela dificuldade de estabelecimento deste tipo de relacao e,
antes, pelas dificuldades de controle de porosidade nos metais[quag
tidade, distribuicdo, tamanho e forma), costuma-se empregar, tal
como no grafico da Figura 4, apenas relacoes entre tamanho de grao
e limite de resisténcia a tracdo, que podem estar camuflando a ver
dadeira natureza dos fenomenos envolvidos.

D limite de resisténcia a tracao nao e, certamente. um dado su-
ficiente para qualificar um produto metalico quanto ao seu desem-
penho mecanico; entretanto, @ um dado suficientemente adequado pa-
ra qualificar o processo de refino de grao empregado quanto a seus
efeitos no mesmo sentido., Portanto, & bastante significativo notar
que o valor medio do limite de resisténcia a trac¢ao de todas as amos
tras tratadas (7,14 kgf/mm2) & 29,6% maior que o valor medio das
amostras de referencia (5,51 kgf/mm?).
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Figura 4. Grafico do limite de resisténcia & tracao (kgf/mmz) X

o inverso da raiz quadrada do diametro medio de grado

Voltando aos parametros do processo (temperatura de vazamento e
vazdao de gas), notaremos, pelo grafico da Figura 5, que o tamanho
medio de grao aumenta com a elevacao da temperatura de vazamento;
fenomeno que se explica pela maior facilidade de sobrevivencia e de
crescimento das particulas de multiplicacae com a reducac do supe-
raquecimento [7,8]. Portanto, os resultados apresentados pelas Fi-
guras 4, 5 e 6 estao coerentes no sentido de que a redugdo de tem-
peratura de vazamentg, que produz a reducdo do tamanho de grao, es
ta diretamente relacionada a elevacao do limite de resistncia a
tracao.

Por outro lado, ndo se identifica uma relacao regular e defini-
da entre o tamanho medio de grdo e a vazao de gas (Figura 7}, en-
quanto que o limite de resisténcia a tracao mostra a tendéncia, em
bora suave, de se elevar com o aumento da vazao de gas injetado (Fi
gura 8). Portanto, mais uma vez, ndao poderemos considerar a'a1teri
cao do tamanho de grao como unica responsavel pela mudanca no com-
portamento mecanico dos produtos em questao.
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Figura 5. Efeito da variacao da temperatura de vazamento
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Figura 7. Efeito da variacao da vazao de gas sobre o tamanho de grao
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Figura 8. Efeito da variacao da vazao de gas sobre o
limite de resisténciaa tracao (valores medios)

Quanto a porcentagem de alongamento, verifica-se uma diferenca
de 68% entre a media dos valores de porcentagem de alongamento das
amostras de referencia (23,1%) e a média desses valores referentes
as amostras tratadas pelo processo de refino de grao (38,9%).

A dificuldade de extracao dos limites de escoamento dos grafi-
cos de carga versus deformacao, fornecidos pela maquina de ensaio




40 RevBrMec, Rio de Janeiro, V.V, n? 2, 1983

de tracao, deu motivos para a utilizacao dos valores de limite de
resistencia a tracao como parametros de estudo do processo, apesar
de sua menor importancia enquanto dado de referencia e de qualifi-
cacao. Mesmo assim, foram obtidos os valores de limite convencio-
nal 0,5% de escoamento, que apontam uma diferenca da ordem de 14%
entre os valores medios das amostras de referencia (2,8 kgf/mm2) e
das amostras tratadas (3,2 kgf/mm?).

CONCLUSOES

0 processo de refino de grao por borbulhamento gasoso nao pro-
duz defeitos fisicos na estrutura do aluminio tratado. Quante a po
rosidade, 0 processo provoca uma modificacao no tamanho dos poraos,
reduzindo-0s e, com isso, pramovendo maior uniformidade na distri-
buicao dos mesmos, sem alterar o volume total.

0 efeito de refino de grao resultante da aplicacdo do processo
e acompanhado por uma sensivel melhoria nas qualidades mecanicas no
aluminio comercial. Verifica-se um aumento da ordem de 29% no Timi
te de resisténcia a tracdo; um aumento da ordem de 69% na porcenta
gem de alongamento e um aumento da ordem de 14% no limite conven-
cional 0,5% de escoamento do aluminio tratado pelo processo de re-
fino de grao em relacao ao metal fundido sem gualquer tratamento.
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SOLUCAO ANALITICA DE MODELO
DE REMOLHAMENTO
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SUMARIO

Da andlise de trabalhos com enfoques tedoricos sobre o fenémenc de
nefnigeracao de emengéncdia concfud-se que a taxa de progressdo da
frente de tempera scbre uma supenjlede seca ¢ superaquecida 2 fun-
cac da temperatunra, gecomeinia e propadledades gisicas da mesma, co-
mo das condi¢ies de fluxo de hefrigerante, Esfas premissas s&0 con
sddenadas em um modefo fisico proposto, scbre uma secdo tubufar di
vidida em: negide monofasica £iquida de conveccde forcada de cakon,
negido de ebuficdo classica, negide de ebulicde thansditonia e, ebu
Ligao em {4€me. Nas tr@s uftimas negioces o mecanismo de trhansgenen
cia de calor predominante @ a conducdo axial. Com estas simplifica
cies resolve-se a equacac diferencial de sequnda ordem ndo homege-
nea com coeficientes constantes, deduzida do balange energitice 0
bre uma secdo efementan do tubo. O codige de calecufo RETUSA Leva em
consdidenacde as vandiacies bruscas dos coeficientes de zthansferin-
cia de cafor entre cada negiac do modefo, bem como as propriedades
teamohdidndubicas Locais do fluido nefrigerante, 04 nesultados apre
sentados na deteaminacac da taxa de proghessdo da grente de témpora
gonam conifrentados cem cutnos codigoes e dadea expenimentais, fendo
uma boa concerdancia.

INTRODUCAD
0 Brasil, seqguindo a linha de atuacao de muitos outros paises,



42 RevBrMec, Rio de Janeiro, V.V, n? 2, 1983

iniciara em breve a producao de eletricidade a partir daenergianu
clear, com a operagao da primeira unidade da Central Nuclear de An
gra dos Reis. As centrais nucleares operaram com reatores nucleares
arrefecidos com agua leve pressurizada, tipo PWR(Pressurized Water
Reactors),

0 problema de segquranca dos reatores nucleares tem sido um alvo
predominante dos grandes centros de pesquisas nucleares. A NUCLEBRAS,
atraves do Laboratorio de Termohidraulica da Divisao de Testes do
Departamento de Tecnologia de Reatores do Centro de Desenvolvimento
de Tecnologia Nuclear (CDTN) na area de Refrigeracao de Emergeéncia
de Reatores a agua pressurizada de Belo Horizonte, tem encarado es
te problema com um programa de trabalho iniciado com testes compres
sao atmosferica em secdes tubulares [10].

0 acidente mais critico de uma central nuclear €& aquele que re-
sulta numa perda do refrigerante do circuito primarioc do reator a
taxas que excedem a capacidade de restauracao do sistema de contro
le quimico e volumétrico do reator [12]. Este tipo de acidente @
identificado como LOCA (Loss of Coolant Accident) e se inicia pela
ruptura repentina e completa da tubulacao principal docircuitopri
mario num ponto localizado entre a bomba e o vaso de pressao do rea
tor.

0 sistema de Refrigeracao de Emergencia do Nucleo (SREN) atuain
jetando agua boricada quando da ocorréncia do acidente tipo LOCA,
inundande o nucleo do reator. 0 objetivo desta injecao de agua no
sistema 2 manter as temperaturas das varetas combustiveis em niveis
nao nocivos a sua integridade fisica e geometrica.

Neste trabalho, elaborou-se um codigo de c3lculo a partir da re
solucao analitica da equacao diferencial de conducdo de calor ba-
seado num modelo fisico de refrigeracao por inundacdo (Bottom
Reflooding). 0 programa desenvelvido simula a taxa de progressao
da frente de tempera em funcao da evolucao de temperatura de pare-
de de um tubo seco superaquecido por efeito joule, Tevando-se em
consideracao os coeficientes de transferéncia de calor em torno da
frente de témpera e propriedades locais do fluido refrigerante ao
longo do tubo.

METODOLOGIA
0 processo basico de remolhante que ocorre no nucleo do reator @
similar ao que ocorre para um tubo aquecido por efeito joule e re-
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frigerado por agua em ascensao.

A geometria tubular permite obter conhecimentos basicos dos fe-
nomenos de transferéncia de calor e do escoamento do fluido regri-
gerante sob condicoes experimentais definidas "a priori".

0 circuito experimental, utilizado como secao de testes no Labg
ratorio de Termohidraulica do CDTN, & um circuito a agua com baixa
pressao e baixo fluxo térmico. Apos o aquecimento termico por efei
to joule, 0 tubo & refrigerado internamente por agua em ascensao.
A parte externa do tubo & isolada.

Modelo Fisico — 0 mecanismo fisico sera interpretado apartir do
momento em que a agua de refrigeracdo atingir a base do tubo, ini-
ciando o resfriamento ascendente, a velocidade da frente de tempe-
ra uniforme. A temperatura da frente de témpera & definida pela tem
peratura de Leidenfrost (To). Esta e a maxima temperatura em que o
ligquido pode atingir a parede do tuho. _

0 modelo fisico reduzir-se-a a uma regiaoc estreita da secao tu-
bular em torno da temperatura de Leidenfrost (To)., Esta regiao es-
ta limitada pelas temperaturas de parede Te (temperatura de entra-
da da regiao em estudo) e Ts (temperatura de saida da regiaoc). Es-
tas temperaturas sao os pantos extremos do forte gradiente de tem-
peratura observado nas proximidades da frente de témpera (Figura 1)
Esta regiao avangara ao longo do tubo com velocidade de frente de
tempera (u). A temperatura de Leidenfrost divide esta regiio em
duas sub-regides, que sao a sub-regiao molhada (de Te e To)ea sub
-regiac seca (de To a Ts). A sub-regido molhada pode ser ainda sub
dividida em outras duas sub-regices. A primeira sub-regido esta as
sociado ao fenomeno fisico de ebulicao. Neste estagio da refrigera
cao o calor flui para o refrigerante através de uma superficie es-
tavel solido-fluido, onde tem lugar a formacao de bolhas. Estas bo
Thas formadas sobre determinados pontos da parede {(nucleos)crescem
e se destacam para a superficie do 1iquido. Esta regido se estende,
até a cota do tubo com temperatura T! (temperatura de inicioda ebu
licao critica). Esta segunda sub-regiao molhada com temperaturas en
tre T1 e To & conhecida como regido de transicdo. Nesta sub-regiao
se experimenta uma alta taxa de transferencia de calor, por meca-
nismos ainda indefinidos. Neste trabalho considera-se basicamente
uma combinacac dos fenomenos de ebulicdo em filme instavel e ebuli
¢do nucleada instavel. A temperatura neste intervalo € alta, paramanter con
contato liguido continuo com a parede, e muito baixa, para o conta
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to com uma fase vapor estavel.

T(°C) 800 ——— ; 11 h (WaT T/enfo
: Ta <10
-9
i 2 3 w
=1 n J -8
[M] b ] 'S
z 3 REN
z S z % COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA
o ° o | DEcaLoa 47
400f
8 3 ‘8 [o-peRFiL OF TEMPERATURA ¢
« & 3 5
Qo J @ @
n < w W &
23 w " -
300 28 < T
gz -3 b § 1
g e h ,J.&
g & i
o ¥ b
200 g 2 g *% 1
Te T -1
100 P S S el X X
80 90 100
Z tem})

Figura 1. Representacao dos coeficientes de transferencia de
calor e temperatura de parede em fungao da distancia
axial do tubo, calculados pelo codigo RETUSA

Em resumo, o modelo fisico em torno da temperaturadelLeidenfrost
apresentado neste trabalho considera os seguintes coeficientes de
transferencia de calor (Figura 1).

[sub-regido 1, de ebulicdo classica: hi
Na regiao molhada { .
lsub-regiio 2, de ebulicdo transitoria: h2

Na regiao seca, ebulicao em filme: h3
Na regiao seca, egulicdo em filme: h3

Modelo Matematico — Deduzir-se-a o modelo matematico a partir de
um balanco de energia emregime transitorio sobre um elemento de vo

lTume do tubo. O sistema inicialmente tubular foi considerado como
placa plana de largura 2vR, ou seja, o cilindro estendido apos um
corte ao longo de sua geratriz.

Em fun¢ao do modelo fisico, considera-se somente a conducao de
calor axial na placa. A conducao de calor transversale nu1a(§;=ﬂ).
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A conducdao de calor radial e desprezivel
AT
dx

I - Calor que entra no elemento do volume

Balanco Energetico

dT7
dz |,

1 : Por conducdao em z = -K Edy

f

2 : Calor gerado no elemento = gv Edydz

Il - Calor que sai do elemento de volume

3 : Por conducao em z+ pz = -K (L)Edy+ d (-K = Ed;)dz

dz dz dz
4 : Por conveccdo e radiacdo = h(T - Tsaj)dydz

5 : Perda de energia interna = P C -%— Edydz

Igualando I e II, simplificando e rearranjando:

d2

k9T Edydz + qv Edydz = h(T - Tsa)dydz + 29T caydz
dz® dt
Dividindo por dydz, tem-se
dz7 _ dT
KE P qvE = h{T-Tsa) + CE =

Com a seqguinte mudanca de variaveis
z =17+ ut
a equacao fica:

d2T
dz2

KE - hT = -hTsa - qvE

dT
CE
+ pCEu —7

Agora, caso se expresse a equacao em funcaoc das variaveis adi-
mensionais.
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R
5* = pCus
a equacao resultante @:
d2T ., dT  h&T Qv <2 . h 2 Tsa
dz*? WA dz* qvE - ( K Ehe gvE

E seja ainda D operador de derivacao, ao qual sera aplicada a va-
riavel transiente T

/
\D’-&D- hkgz T=_(q\r §2 N h &2 Tsa

K qvE

Esta equacdac e reconhecida como equacao diferencial homogenea de
segunda ordem com coeficiente constante [8].
D : operador diferencial (d/dZ*)

p + densidade
C : capacidade calorifica
u : velocidade da frente de remolhamento

: comprimento da regiao de transicao

K : condutividade termica

h : coeficiente de transferéncia de calor
E : espessura do tubo

T : temperatura

Tsa: temperatura de saturacao

qv : fluxo de calor volumétrico

Z : distancia a frente de témpera
t : tempo

Dados Experimentais — Para a escolha de dados globais do siste-

ma, bem como referéncia para comparar os resultados encontrado nes
te trabalho dispoe-se dos estudos experimentais realizados no CDTN
[10] sobre o circuito suporte n®! (CS/1), do Laboratorio de Termo-
hidraulica, dos dados experimentais obtidos por Andreoni [2] nos
laboratorios da Universidade de Grenoblé na Franca e dos dados ex-
perimentais apresentados por Kohler [7], obtidos nos laboratorios
da KWU da Alemanha.

Em todos os casos o problema & representade por circuitos que
possam produzir exatamente a sequéncia de eventos no resfriamento
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de emergéncia, Em geral, estes circuitos satisfazem as seguintes
premissas [1]:

- agua de remolhamento a velocidade constante

- potencia termica dissipada na secao de testes constantes

- 0 numero de tubos aquecidos e reduzido a um [1] considerando

duas possiveis secOes de ensaio: anular ou tubular

Codigo de Calcula RETUSA [3] — 0 programa RETUSA (Remolhamento
de Tubos Superaquecidos= foi executado de maneira que possam ser
incluidos novos modelos de evolucao da mistura bifasica sobre o tu

bo, bem como incorporacdo de correlacces para calculo de coeficien
tes de transferencia de calor.

A linguagem & o FORTRAN IV, para o sistema IBM/360.

0 programa & dividido em quatro partes basicas, correspondendo
as quatro equacoes de calculo de temperatura de parede, A primeira
regido e definida pelo fenomeno de conveccdo forcada de calor, da
parede para o liquido sub-resfriado ate a temperatura Te de inicio
da regido de ebulicado classica. As outras tres equacdes se corres-
pondem com as soluc¢des da equacao diferencial para cada regidao em
estudo. Estas regices estdo dominadas pelo fenomeno de conducdo a-
xial de calor no tubo, da parte seca para a molhada.

A transicao de uma regiao para outra ocorre quando a temperatu-
ra da parede atinge valores definidos "a priori".

RESULTADOS E DISCUSSAD

Desde que o0s mecanismos que governam o fenomeno de reinducaonao
sejam definidos na literatura, agueles adotados em qualquer solu-
¢ao numerica serao sempre alvo de discussao.

Na regiao de transicado, onde o gradiente de temperatura & mais
elevado (Figura 1), parece correta a suposicao de que o mecanismo
que governa a transferéncia de calor seja a conducdo axial no tubo;
porem, a coexisténcia de dois regimes de fluxo (ebulicdo nucleada
instavel e ebulicdo em filme instavel) dificulta a avaliacgdodaspro
priedades de transporte ou termodinamica no local, desde que nao se
tenha informacdo pratica sobre qual dos regimes & predominante no
espago, & tempo. Esta regido foi estudada e testada no programa,
principalmente em relacao ao calculo dos coeficientes de transfe-
rencia de calor [7], [11], [5], [6]1, [9]1, [2] definidos no modelo
fisico. Inicialmente, os coeficientes de transferéencia, bem como o
comprimento da regiao de transicao (&), foram calculados conside-
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rando a velocidade da frente de tempera uniforme. Posteriormente,
confirmou-se que a velocidade da frente de témpera se modifica sug
vemente em funcao do titulo e das condicoes termohidraulicas de en
tradas do fluido refrigerante. Para corrigir os calculos encontra-
dos, principalmente em relacao a taxa de remolhamento no tubo, mo-
dificou-se o modelo proposto pelo autor. Primeiramente determina-

ram-se os coeficientes de troca de calor por correlacoes indepen-
dentes da velocidade. Com os valores dos coeficientes de troca cal
culou-se a velocidade da frente da témpera, melhorando sensivelmen
te o modelo proposto em relacao aos dados experimentais disponiveis.

Longe da frente de témpera, onde o gradiente de temperatura e
suave, os mecanismos de transferencia de calor estio definidos. Na
regiao molhada, o mecanismo de transferéncia de calor € a conveccao
forcada de calor do tubo para o fluido refrigerante. Na regjao se-
ca, a situacao & um pouco mais complicada, porem seu efeito sobre
a evolucao da frente de remolhamento no tubo & bem menor, nao sen-
do aprofundado seu estudo.

A velocidade da frente de remolhamento e o tipo de escoamento
apresentado pela mistura bif§s1ca dependem das propriedades e con-
dicoes de entrada do fluido refrigerante. Nos casos estudados veri
ficam-se altas velocidades de entrada de agua, com'altas taxas de
sub-resfriamento. Estas caracteristicas do fluido permitem desen-
volver um escoamento bifasico sobre o tubo da formamostrada na Fig. 2.

CONVECCAD DE VAPOR I
. iz !
e
3 0 ESCOAMENTO TIPO NEBLINA
FRENTE DE [
inunpacho M
s
)
i I
3 FILME DE VAPOR FRENTE DE TEMPERA
-
5 esuLIGAD
SEEERNC L IS o
mizio pE TRANSICAD
EBULIGAD [
L3
§ |
N . q

Te To Ts T

Figura 2, Configuracao de escoamento "Tipo A",
Zona de transferéncia de calor e evolucao
de temperatura ao longo do canal de escoamento




RevBriMec, Rio de Janeiro, V.V, n? 2, 1983 49

Neste caso tém-se velocidades crescentes da frente de témpera;
a medida que esta avanca sobre o tubo.

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos com o codigo RETUSA
e os dados experimentais obtidos pelo CS/1. Neste ponto & interes-
sante que o CS/! foi projetado para obter resultados qualitativos;
da7 a sua deficiente instrumentacdo. N3o obstante esta limitacao,
pode-se observar uma concordancia razoavel entre os valores experi
mentais e os simulados pelo RETUSA sobre a secao de testes de CS/1.

Z{em) 120

1 L L 1 L i +

20
o t (s
Figura 3. Comparacao entre dados experimentais

obtidos no CS5/1 e RETUSA

A Figura 4 compara os resultados experimentais obtidos por
Andreoni sobre seu circuito de ensaio com os dados simulados pela
RETUSA., 0 codigo acompanha a curva experimental em toda sua exten-
sdo, com exce¢ao dos valores do Lltimo termopar, ficando um desvio
de 1 a 2% entre ambos os dados. E bom indicar que o comprimento de
tubo de CS/1 & 120cm e, no de Andreoni, 320cm.

A Figura 5 representa uma confrontacdo do codigo RETUSA com ou-
tros cddigos de calculo, reconhecidos universalmente na area de re
frigeracdo de emergéncia: HYDROFLUT, REPLUX-GRS, RELAP4-Mod.6., Ob-
serva-se que 0s pontos simulados pelo RETUSA sio os que tém melhor
concordancia com os dados experimentais.
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Figura 4. Comparacao entre os dados experimentais para remo-
Thamento em se¢ao tubular obtidos por ANDREONI E RETUSA

HYDROFLUT
& REPLUX-GRS
¥ RELAP4 - MODG
M EXPERIMENT AL

) - !
100r H*P' RETUSA
0 J_ 1 L = R | 1 1L i
o] S0 100 150 200 250 300 350
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Figura 5. Cowparacao entre os dados experimentais para remo-
lhamento em secao tubular obtidos em GRENOBLE e os
calculos por diferentes codigos entre eles ou RETUSA
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SUMARIO

Apresenta-se o metodo da colocacde, usando-se como aproximantes as
funcdes B-Splines, na solucdo de um problema classice de neagdo-di
fusde que cecorre ne intendon de um catalisadorn porose |proeblema de
Weisz-Hicks]. Esses metodos combinados peamitem a nesofucde numeni
ca de uma EDPO nac-{finegar, com condigées de conterne nac-fineahres,
cem programagao simples a pantin de subrotinas, implantadas. O me
todo se mostrou eficiente na resolucao de EDO com solucdes milftd-
pfas, e em problemas que apredentem variacies bauscas da vardiaved
dependente em um ou mais pontos do domindio, {.e., do tipo encontra
do em phobfemas gue envofvem uma camada’ £imite.

INTRODUCAO

0 problema fisico consiste em se obter a taxa global de uma rea
¢d@o ndo isotermica de primeira ordem do tipo A~+B, que ocorre em
uma pelota homogénea de catalisador poroso, em condicdes estaciona
rias, e isentas de restricoes externas ao transporte de massa ou
energia.

As interacoes entre a difusao interna, a conducao de calor e a
reacao quimica sdo descritas pelo sistema de EDO de sequnda ordem:[1]

d?y , 2 dy _ g [ .
dx2 " x dx A e Y(T t ) y (1
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oottt en w1 H]s
onde y, t e x sao respectivamente a concentracao, temperatura e co
ordenada radial adimensionais. @, B e v representam o modulo de
Thiele e os parametros de termicidade e energia de ativacdo.

Supoe-se que a solucao seja simétrica em relacao a origem e que
as condicdes externas sejam conhecidas, ou seja

_%f-= {g%-= 0 em x=0 (3)
y = t =1 em x-=1 (4)

As equacoes (1) e (2) podem ser desacopladas [2], resultando pa
ra a conservacao de massa

d’y , 2 dy
dx?® x  dx

-9y exp| e i | (5)
L 1+ 801 -y)

0 interésse reside na determinacao do fator de efetividade n,
que & definido como a relacdo entre a taxa observada para toda pe-
lota e aquela que seria observada na ausencia de restrigoes ans
transportes de massa e energia. Deduz-se [1] dessa definicao que

n=T,3,—y'm (6)

Por se tratar de um problema ndo-linear de valor de contorno,
(3}-(5) pode apresentar solucoes multiplas em determinadas regioes
dos parametros f, v e B.

Alguns autores [3-5] ja aplicaram o método da colocacdo com po-
linomios de Jacobi na resolucao desse problema. Aproveitando a si
metria propuseram uma solucao da forma

(n) el (m wel
y = y(1)+ (1-2x2) _i a, Pi(x’) = 1+(1-x2) LN Pi(x“) (7)
i=0 i=0
onde P, 2 o i-esimo polinomio de Jacobi [6].

Observe-se que a aproximante ja satisfaz as condicoes de contor
no. 0s parametros ai“) foram determinados satisfazendo-se a EDO(5)
em n pontos de colocacao, criteriosamente escolhidos como 0s zeros
de P (x?).
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fa faixa de parametros onde nac ocorrem variacoes bruscas de con
centracado na fronteira, o método acima se mostrou eficiente. Contu
do, quando existem tais variacoes, a convergéncia e demorada, pe
la dificuldade de se reproduzir o comportamento anomalo com apenas
um polindmio.

Nesse trabalho expressou-se a aproximante como uma funcao poli-
nomial seccionalmente continua, gerada atraves das B-Splines.

AS FUNCOES B-SPLINES

A Figura 1 ilustra uma funcao polinomial seccionalmente cont-
nua (funcdo PSC). Os pontos E,.E,,...,5, sdao chamados pontos de que
bra de f. Em cada subintervalo f & um polinomio de ordem K, ou seja
flx) = px) se g <x<g, | i=1,...,4.

Figura 1. Exemplo de funcdo polinomial seccionalmente continua

Tais funcoes podem ser descontinuas nos pontes de quebra. Contu
do, a aproximante deve ser escolhida dentre as fun¢oes PSC que se-
jam continuamente diferenciaveis. 0 conjunto de tais fungoes & um
Fk,g,v : oonde ¥ o= (¥, uiaVisain
tal que V; especificada a suavidade da curva nos pontos de quebra

espaco vetorial denotado por Nple
interiores &£,,....EL.

A definicao das funcoes B-Splines, assim como o teorema de Curry
e Schomberg, que permite construir as B-Splines (Splines de base)

como uma base para o ESpaco E% constam do apéndice.

lE’v,
Duas vantagens de empregarmos as B-Splines sao:

i)qualquer elemento de R .
putador;

ii)os elementos da base tem suporte limitado, isto €, sao nao-nulos

v pode ser gerado facilmente emumcom

apenas em uma pequena regiao de seus dominios. Iste implicarid
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que a matriz associada ao metodo da colocacao concentre os ele-
mentos nao-nulos em torno da diagonal principal.

0 METODO NUMERICO
A aproximante, por ser um elemento de K £,V € escrita comouma
combinacdao linear das B-Splines, ou seja

n
f(x) = § a B, . (x)
j=1 ?
onde a sequéncia de nos (t) e a dimensdao n de B £V sao determina
das pelo teorema de Curry e Schomberg {apéndice), mais especifica-
mente,

n=KL- lf Vi = KL - ]E 2= (K-2)L+2
i=2 i=2
Para a determinacao dos n a-coeficientes, precisamos de n condi
coes independentes; como as duas condicoes de contorno devem ser
satisfeitas, restam n-2, ou seja (K-2)L condicoes. Estas serdo for
necidas pelo metodo da colocacao: a EDD sera satisfeita em (K-2)
pontos em cada um dos L subintervalos. Resumindo, devemos satisfazer:

02f(r,) = Flv ,f(1,),f'(x;)) =

{-

Tﬁl'f_]_] i=1,....(k-2)L  (8)

£ra 7;7 f‘[Ti]+ p? T, expLTB

1

£(0)

"
o

(9)
(1) =1 {(10)

Os pontos de colocacao (t1;) sao distribuidos da mesmamaneira em
cada subintervalo, a partir dos zeros do (K-2)-&simo polinomio de
Legendre, de modo a se obter boa precisao fﬁ].

Por ser nao-linear, (8)-(10) sera resolvido pelo método da qua-
se-linearizacao [7]. Seja f; a solucdo aproximada apos a i-€sima
iteracao {fj € P ; ¢} A funcdo f,, é obtida resolvendo-se o sis

tema linear [6].
n

p o, : t)iri) ai+‘ = h(r;} (11)

m=1
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n .
41 ' g

mE1 o Bm,K,t(U) =0 (12)
i+ _

mgl o) Bm,k,t(l) =1 (13)

(Lz)(x) = (D*z){x) + v {x) Dz(x) + v, (x) z(x)

aF (x’zu'21) k =0,1
32k (x,fj(x} ,fj[){)]

F(x.fj{x),fj(x}) + v, (x) fj(x) + v, (x) fj(x) e

v (x) = -

h{x)

1]

Demonstra-se que (8)-(10) possui uma solucdo f = £im fia onde_fj+1
€ a solucdo do problema linear (11)-(13), ou seja, a, = Zim u;.

Observe-se que para se ini¢ciar o processo iterativo e? Mecess3-
rio se fornecer uma "primeira aproximacgao" f, .

Para elevados valores de @, a concentracdao do reagente se torna
praticamente nula no interior da pelota e cresce repentinamente,
atingindo a concentracao conhecida na superficie desta,conforme ilus
tra a Figura 2.

_

4] X 1

Figura 2. Perfil de concentracao para elevados valores de P

Nesses problemas onde ocorre variacao brusca da variavel depen-
dente em um ou mais pontos do dominio, consegue-se uma melhor apro
ximacao redestribuindo-se os pontos de quebra, demodo a concentrar
os pontos de colocagao nas regioes de elevados gradientes, confor-
me descrito em de Boor [8].
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PROCEDIMENTO

Aplicar-se-a o método na obtencao da curva nx @ para o caso par
ticular y=30, R=0,6 e 0,05 < P < 1, para o qual podem existir
até 3 solucdes [1], conforme ilustra a Figura 3. Dividir-se-2 opro
cedimento em trés partes, de acordo com a solu¢do procurada.

1000
c
63
15.
{&A.0A) (82.02)
A B
1 L 1
0.10 .0no I

Figura 3. Curva nxf@ (escala logaritmica)

i) Obtencao do trecho A-B — Para pequenos valores de f ,a concen
tracao no interior do catalisador nao difere muito dagquela encon-
trada na superficie externa. Essa informacdo nos facilita obter uma

"primeira aproximacac” f, para iniciarmos o processo iterativo, se
gundo as equacoes (11)-(13), ou seja

fi(x) = 1 ¥x €[0,1] (14)

Tal processo convergira para a solucdo f' de (8)-(10), com a qual
obtemos o fator de efetividade n, de acordo com (6). Mas esse par
(P,=B, , ny=n,) @ apenas um ponto da curva fxn. Para obtermos
outro, incrementamos P, ou seja, P, =0, + 4P . Como o ponto (@,,n;)
esta proximo do anterior (P,,n,), ao inves de usarmos (14) como apro
ximacao inicial para esse novo ponto, devemos fazer f,=f!, Esta
aproximac3o & bastante superior (portanto diminuira o tempo neces-
sario para a convergéncia), e nos garantira que a aproximacao fica
ra restrita ao trecho A-B na regiao de sclucdes mialtiplas, uma vez
que a convergéncia ocorre para a solucdao mais "proxima da aproxima
¢do" inicial fornecida. Dessa forma pode-se prossequirnacurva @ xn
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até o ponto critico B (Figura 3).

Como a cada novo ponto obtido corresponde um acrescimo em @, o
grandiente de concentracao se eleva proximo a x=1. Por isso, a ca
da novo valor de P, redistribuem-se os pontos de quebra, conforme
descrito anteriormente.

ii) Obtencdo do trecho C-D — Uma vez obtido o primeiro ponto nes
se trecho,prossegue-se em diregcao ao ponto critico C (Figura 3),de

maneira analoga ao Ttem anterior. Basta-nos, portanto, fornecer uma
boa "primeira aproximacao", fE » Ppara o ponto [BD .nD}. Como os per
fis nessa regiao se assemelham aquele indicado na Figura 2, faremos

2 -

0 se x€I[0,1
1 se x =1

iii) Obtencao do trecho B-C — 0 primeiro ponto nessa regiao te-

ve como primeira aproximacdo a funcao
0 () = 1+ (1ay)x-1) ¥x € [0,1]

onde y, & um parametro que se fez variar entre 0 e 1. A Figura 4
ilustra os tres perfis possiveis para esse valor de §.

Existe uma vizinhanca em torno
de cada solucao, na quala "primei
ra aproximacao" fornecida conver-
ge para essa solucao especifica.
Variando-se y, , obtém-se a solu-
¢cdo desejada.

Obtido o primeiro ponto nessa

o ! regidao, os demais sao encontrados
Figura 4 conforme o item 1.

CONCLUSAD

0 metodo da colocacao com funcdes B-Splines se mostrou eficien-
te na resolu¢ao numérica de problemas de valor de contorno em EDO
nao-lineares. 0 problema de se determinar qual dos elementos de
Ek,g
loca

satisfaz as condi¢oes de contorno e a EDO nos pontos de co-

ey

¥ = - bl » - -
cao se reduz a resolucao de um sistema linear repetidas vezes.
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Como as B-Splines possuem suporte limitado [8],tal sistema concen-
tra os valores ndao-nulos em torno da diagonal principal, o que fa-
cilita bastante a resolu¢ao do sistema linear. Observe-se gue cada
condicao de contorno e traduzida por uma equacao em tal sistema,
como as equacoes (12) e (13) de nosso exemplo; essa caracteristica
torna simples a resolucac de problemas em que as condigoes estejam
em dois ou mais pontos do dominio. Alem da aplicacao na solucao de
uma Unica EDO, esses programas podem ser generalizados de modo a se
resolverem sistemas de EDO nao-linear, como foirealizado por Ascher
et al [9].

0 algoritmo [8] para a redistribuicao dos pontos quebra se mos-
trou bastante eficiente para problemas que apresentem variagoes brus
cas da variavel dependente em um ou mais pontos do dominio.

0 método tambem se mostrou eficiente na obtencdo de solucdes mil
tiplas de EDO., Contudo, um conhecimento do problema fisico @ neces
sario a fim de se fornecer uma primeira aproximacac a cada uma das
multiplas solucdes.

As subrotinas usadas podem ser encontradas em de Boor [8], jun-
tamente com o suporte tedorico e outras aplicacdes de B-Splines. Pa
ra utilizacao imediata das subrotinas {(que podem ser conseguidas
com os autores), recomendamos Ribeiro [10].

APENDICE
DEFINICKO [8]
Seja t = [ti) uma sequéncia nao decrescente. A i-€sima B-Spline
de ordem K para a sequéncia de nos t, & denotada por Bi,
nida por

K, t e defi

Bi,K,t(x] = (ti\s

K-1
R ti}[ti’ti+t""'ti+K]{' -x]+ , WxER

onde (z)f" = [max{z,011% " e [ti'ti+1"“'tj]f e a diferenca di-
vidida de ordem j-1 de f nos pontos ti""'tj [(111.

A sequencia de ndos t que permite construir as B-Splines como ba
se de E&,g,v e especificada pelo teorema abaixo.
TEOREMA DE CURRY E SCHOMBERG [8]

Para uma dada sequencia estritamente crescente £ =(Ei)%*1 e uma
dada sequencia de inteiros nao negativos V = [Vi]g . (f(j“‘)(ﬁil -
- f(j"'){Ei} =0 para j=1,2,...,V;) com V; £K para todo i, faca
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L

n
_ v, _ _ _ ; o _ n+K
mos n = K + izz FK ?l) KL iz Vi dim #%.E,V esejat-= {ti}1
qualguer sequéncia nao decrescen%e, de maneira que:

i}t st,os... 5t <E e £ st ... 6t

L+1 n+1

ii) para i=2,...,L, o numero £, ocorre exatamente K-V, vezesemt.

Entdo a sequéncia B1,...,Bn de B-Splines de ordem K para a se-
quéncia de nos t e uma base para P , consideradas como funcoes

1%

DE l‘J
em [tK,t

n+1
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