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quando contactados pela Comissdo Organizadora; falta ou iésufisiig
cia de justificativas nos pareceres de revisores; falta de unifor-
midade na conceituacao de "originalidade" entre os revisores; pare
ceres contraditdrios de revisores sobre um mesmo trabalho; cartas
de autores protestanto contra os pareceres dos revisores dos seus
trabalhos; excessiva demora de professores em responder ao convite
para a coordenacac de sessdes, tendo como consequéncia o atraso na
impressdao do programa do Congresso e grandes dificuldades na defi-
nicdo dos palestrantes. Mostrou-se, tambem, inconveniente a &poca
de realizacdo do Congresso (dezembro) em decorréncia, tanto da in-
disponibilidade das verbas orcamentdrias para cobrir despesas de
viagem de congressistas, como para empresas e instituicBes da area
de ciéncias mecanicas virem expor os Seus produtos. Além disso, o
Congresso esta epoca se superpde a atividades de encerramento de sg
mestre letivo & @s festas de fim dé ano.

Finalmente, fica registrada a nao apresentacio de 50 dos 197
trabalhos incluidos 'nos anais, em razao do ndo comparecimento dos
seus autores ou de pessoas incumbidas de representid-los. Tamb&m
deixaram de comparecer varios coordenadores de sessfes & os 2 pa-
lestrantes convidades da comunidade cientifica brasileira, sendo
que estes @ltimos designaram substitutos para proferir as pales-
tras. '

A ABCM precisa de colaboragdo de todos para que esses proble
mas nio se repitam. 'Para tanto, & necess@rio, por exemplo, que se
estabeleca uma uniformizacdo de critérios de revisdo dos trabalhos
que forem propostos aos proximos COBEMs e gque sejam respeitados por
todos os revisores e conhecidos de todos os' autores, de tal forma
que os pareceres, guando desfavorBveis, sejam justos e possam ser-
vir de orientacdio e estimulo para uma nova tentativa, comreais pos
sibilidades de &xito. 0 autor autente} por “sua vez, frustra as ex
pectativas da interacdo que se busca nas sessbes tecnicas, entre
pesquisadores de uma mesma Area e provoca um vazio que poderia ter
sido ocupado por outro trabalhe, ou simplesmente eliminade, com e-
vidente economia de tempo e recursos financeiros, A

A Comissao Organizadora do YI1I COBEM espera ter propiciado a
cada congressista condicOes satisfatorias para a consecucdo dos prin
cipais objétivos que o trouxe a Uberlandia, e que a sud permanéncia
em nosso meio tenha The proporcionado a mesma satisfacdo que nos
proporcionot.
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UM CASO PRATICO DE
ANALISE DE TENSOES PARA
DUTOS COM CURVAS GOMADAS

José Luiz de Franca Filho

Marco Antonio Sa Campos
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josé Luiz de Franca Freire
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SUMARIO

0 tema basd{ce deste thabalho T a Analise de Tensdes em Tubulagdes.
Um dos problemas aelevdntes desse assunto & a analise de tubulagoes
com grande nelaglo di&mtu'o._fupzuma de parede nas quadis utilizam
-4e¢ com grequéneda curvas gomadas. Numa tentativa de consolidar os
procedimentos de caloulo wsualmente utilizadgs pelas §inmas de con
sultonia, foram aprofundadas analises numzaicas e desenvolvidos ed
tudes experdmentals cufos nesultados Ado apresentados panadiscassdo.

INTRODUCAOQ

0 problema proposto com esse trabaTho objetiva discutir., . os
primeiros resultados obtidos da analise teorico-experimenta'! de ten
soes, que evidenciam para o duto em questdo um nivel de tensdo em
muito superjor ac limite admitido pelas normas aplic@veis.

Nao fossem as dificuldades de aguisicdo inerentes a solucdo
proposta, introducdo de um elemento flexivel, o .pr'otp"lem agrava-se
diante de posicdo contrAria assumida pela Ticenciadora do projeto
basico. Nesses casos, as firmas de consultoria sofrem pressdo das
companhias estrangeiras que implem suas experiéncias anteriores sem
maiores esclarecimentos, utilizando a garantia do pracesso de sua
unidade contra as evidéncias dos calculos executadoé.

Por essa razdo principal, buscamos aprofundar a analise numé
rica paralelamente a estudos experimentais do caso pratico apresen
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tado, no sentido de consolidar uma posicao definitiva ndo satisfei
ta pela simples aceitacdo da experiéncia de terceiros,

Desenvolvendo os objetivos acima referidos, foram efetuadas
analises numericas utilizando-se: : )

programas de computador pela teoria de viga

. programas de computador pela teoria de cascas.

Da mesma farma, as seguintes tBcnicas experimentais foram a-
plicadas:

» termo-fotoelasticidade

. extensometros el€tricos (strain-gages).

FORMULACAO DD PROBLEMA

0 caso pratico em discussido nesse trabalho consta de um duto
de gas de 53" de diametro e espessura de parede igual a 0,5" que
transporta o gas liberado do reator principal de uma unidade de pro
ducao de acido fosforico, segundo a configuracdo detalhada abaixo:

3983 3747
w i }
4 DUTO DIAM EXT=53 k. g ™
L {ESP £0,5) 7
: | :
4283 @ EXT.
EXTREMIDADES & i
FLANGEADAS DOS L
421 460
COMPONENTES DO DUTO —— ”ﬁﬁxhc&onm E
[ "CATCHALL")
ANE(S ENRIJECEDORES . [
AN : 1
| :
3 :
| - FS NOTAS:
| 3 5 (- MATERIAS (DUTOS E
e o ik EQUIPAMENTOS) =
jo668 pl EXT, = 1 ASTM A-BBS Gr C
T 2- TEMPERATURA DE
I OPERAGAC:79°C
{ 3-DIMENSOES EM MM,
SALVO INDICAGAO
EL1O7 215 TR 1] | CONTRARID
Fxacio po | 4
REATOR) @

Figura 1, Configuracdo do conjunto Duto x Eguipamentos
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Embora a configuracio apresente-se simples, a elevada relacio dia-
metro x espessura de parede do duto em questdo (D/t=106) vem confe
rir-1ne especial destaque no ambito da Andlise Convencional de Ten
sbes em Tubulagdes Industriais, denominada comumente de Andlise de
Flexibilidade. Se analisada contra os recursos habituaimente utili
zados, a Andlise de Flexibilidade desse duto de gis Epresanta como
pontos de relevada importancia:

«+ comportamento estrutural comprometido quando'ca1culndu com
base nas teorias de viga, utilizadas nos programas usuais
de calculo automadtico de tubulagdes,

» deformacdo localizada do vaso (“catchall"}, nos pontos de
Vigacdo {bocais), comprometida pela construgio tangencial e
pela elevada rigidez db duto comparada 3 do equfpamento.

« deformagdo localizada do reator impedida pelo enrijecimen-
to do costado.

Sendo assim, 0 que apresentamos nesse trabalho resume as prin
cipais atividades j& executadas até o presente, que deverdo culmi-
nar com a medigdo de deformacdes no modelo real tdo logo seja com-
pletada a sua montagem.

LIMITES ADMISSIVEIS DE TENSAO

Segundo os requisitos das normas aplicaveis, os limites admis
sTveis de tensdo poderdo ser distribuidos independentemente entre
tensdes primarias e secundarias, definidas em funcdo da natureza dos
carregamentos presentes. Se levarmos em consideracdo que as demais
solicitacoes como o recalque diferencial entre as fundacdes dos e-
quipamentos adjacentes, a pressao interna e o vento foram minfmize
das por solucdes especifitas ou sdo pouco significativas, restam-
-nos os seguintes carregamentos principais para andlise [1]1:

- péso proprio, griginando tensdes primirias cujo limite po-
dera ser aproximado por 51.

« expansao térmica restringida e movimentos dos bocais dos e-
quipamentos adjacentes, ariginando tensdes segundarias e
tendo como Timite:

SA = (1,25 5¢ + 0,25 Sh) (1)
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significando:

Sh - tensdo admissTvel bEsica do material na temperatura ma-
xima de operac¢do do duto (79°C)

Sc - tensdo admissTvel basica do material na temperatura de
instalacdo do duto (= 21°C)

f - fator de vida ciclica do duto, em nosso caso igual a uni
dade (f=1) para 7000 ciclos completos de operagao

Visando a obtencdo de um limite maximo para as tensoes secun
darias decorrentes da expansdo térmica restringida do dutoe dos mo
vimentos impostos pelos bocais de equipamentos, as quais sdo manda
torias no nosso problema, podemos ainda escrever [1],

SA = f x 1,25(5¢c + Sh) - Sp (2)

onde:

Sp - representa a tensdo real atuante como consequéncia da
acao do péso proprio dos componentes do duto, no ponto
considerado '

UtiTizando-se as tensdes admissiveis no ap@ndice A da norma
ANSI B 31.3, [1], téremos entdo:

para 79°C, Sh = 18,300 psi

para 21°C, Sc = 18,300 psi

A expressdo do limite maximo admitido para as tensdes de-
correntes da expansdo térmica do duto e equipamentos adjacentes pas
sa a depender somente da tensdo real decorrente do peso propric do
duto (Sp) no ponto considerado, da forma:

SA = 45750 - Sp (psi) (3)

Para simplificar a analise do prnblama proposto, pode-se ain
da assumir um valor maximo para Sp = 1? Sh e resumi-la a verifica-
¢cdo das tensdes secundarias resultantes da expansdo tErmica restrin
gida tendo como tensdo admissTvel o valor basico de SA=36.600 psi.
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ANALISE PELA TEORIA DE VIGA

Mesmo diante das restricdes conhecidas quanto ao emprego des
ta teoria 3 tubulacdes com grande relacdo diametro x espessura, on-
de as deformacdes locais podem comprometer o comportamento de viga
da "estrutura", foram utilizades programas usuais de cdlculo auto-
matico de tubulagoes (com base na teoria de viga) como uma primei-
ra aproximacac para o problema.

Modelo Utilizado

A concepcdo do modelo limitou-se & configuracdo do duto pro-
priamente dito sobre a2 qual $do definidas as condig¢les de contorno
referentes aos deslocamentos dos bocais dos equipamentos adjacentes.

A figura abaixp representa o isométrice de calcule do modelo
utilizado, sobre o qual sdo destacados os principais par@metros re
lativos & sua definigao global, cabende ressaltar que o movimento
transversal imposto pelo bocal superior {catchall) devido & sua 1i
gacdo tangencial como o casco do equipamento foi considerado des-

prezivel.

uumam-ui
E=27,9 10 psl
e =0,67 l!ﬂ‘mmfmm

“!
DIMENSOES EM mm
[=

. L} w
A

Figura 2, Modelo analisado pela teoria de viga




10 RévBriMec, Rio de Janeiro, V.V, 00 3

Espessura equivalente das curvas. Por nao permitir a modela
gem direta de curvas gomadas, os programas utilizados requerem uma
atencdo especial para a introducdo correta da rigidez real desses
elementos, atraves de curvas forjadas (elbows) equivalentes,

Dois recursos principais poderiam ser utilizados com essa fi
nalidade e sdo eles:

» determinacao de um raio equivalente
« determinacdo de uma espessura equivalente

0 primeiro caso foi considerado inadequado pois ac mesmo tem
po que simula a rigidez real da curva gomada, altera o comprimento
dos trechos retos adjacentes modificando consegquentemente a rigidez
global do sistema analisado.

Dessa forma, o artificio de c3lculo utilizado teve por obje-
tivo obter uma espessura equivalente para as curvas forjadas repre
sentadas no modelo, alterande localmente a rigidez do componente de
sejado sem influir entretanto nas propriedades globais da "estruty
ra“,

Cabe porém observar, que ao introduzirmos a rigidez real da
curva gomada alterando-se os dados geom@tricos do "elbow" modelado,
modifica-se tambeém o fator de iptensificacdoc de tensfes respectivo
obtendo-se resultados irreais para as tensdes atuantes nos pontos
da curva gue necessitam de posterior corregao.

De maneira similar, esse fator de correcao & determinade com
parando-se o fator de intensificacdo de tensces real da curva goma
da com o fator de intensificacdo calculado para a curva forjada de
espessura equivalente, utilizado consequentemente nos calculos au-
tomaticos.

] .
Figura 3. Curva forjada Figura 4, Curva gomada com Sz (1+tg B)
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Todo o processo de cdlculo da espessura equivalente e do fa-
tor pars correcdc de tensdes na curva modelada foi desenvalvido com
base nas expressdes constantes da tabela t, apendice Dda norma ANSI
B 31,3...[1], e @ apresentado a seguir como sugestdo para a mode-
lagem de curvas gomadas em programas deste tipa,

Utilizando-se os parametros definidos nas figuras 3 e 4 pode
mos escrever:

Fator de Flexibilidade da Curva Gomada:

K= e (4)
EHCotg 8) —1_|7e

Fator de Flexibilidade da Curva Forjada equivalente:

' 1,65(D-T")*
=
k- L220-T) (5)

Iguatando-se (4) e (5) e desprezando-se o termo (T'}?, pode-
mos calcular a espessura equivalente por:

2
1,65 D (6)
6,08 R

[!1 + Cotg @) T:rf‘

T -
3,30 D +

b-T

Utilizando-se T' como artificio para introduzir a rigidez re
al da curva gomada no modelo, cbtéremos automaticamente um fator de
intensificacdo de tensges igual a:

0,9
(7)
4 T 'R 5’;
(p-T' )‘
E o fator de intensificacOes real a ser aplicado vale:
ia oL (8)
[(1+L‘otg 8) ] ¥

Logo, a relacdo 1/1' fornece a corre;io requerida para as ten
soes obtidas do c@lculo automatico, desprezando-se mais uma vez o
termo (7')%, da forma:
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4 4T'R(D-~T) s (9]
i D'{D-27*)(1 + Cotg 8)T'

Aplicando-se finalmente as expressdes (6) e (9) ao problema
discutido nesse trabalho, obtemos:

T 071" e éﬁ-. 1,50

Resultados Obtidos

Para facilitar a analise dos resultados, foram resumidas na
tabela abaixp as tensdes atuantes nos pontos considerados de inte-
resse, ja corrigidos de acordo com o Ttem anterior, paraa condicdo
de rigidez "infinita" dos engastes (bocais) considerada basica pa-
ra 0 nosso preoblema.

Tratando-se de uma canfigura¢io plana e sem movimentos trans
versais impostes, o fator de intensificagao de tensbes pode ser a-
plicado diretamente 3 tensdo calculada [1] em todos os pontos per-
tinentes as curvas gomadas.

Tabela 1 - Tensdes obtidas do calculo p/teoria de viga

PONTO TENSAQ EM psi

2830.
12336,
30029,
56814,
14251,
25127,

||| M| —

Obs.: A rigidez denominada "infinita" equivale ao “default” do pro
grama, no caso igual a 10° gb/in.

Comentarios

Reunimos neste item as observacies de maior interesse para o
problema, relacionadas ao madelo'uti1izadn e resultados obtidos,
com o objetivo de consolidar a conclusdo final do trabalho.

« Embora tenham sido apresentados somente os resultados pa-

e —
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ra a condigdo basica de rigidez "infinita" dos engastes, fo-
ram feitas diversas tentativas no sentido de melhor aproxi-
mar a rigidez real dos equipamentos adjacentes sem no entan-
to ter-se conseguido reducdo significativa na tensdao maxima
atuante no duto.

Com respeito ao reator, os aneis enrijecedores do costado
sdo responsaveis por aproximar a rigidez da restricdo do va-
Tor assumido pelo programa, nio regresen¥ando realmente uma
contribuicdo significatiua nara hbsorvar os deslocamentos pre
sentes no sistema. ,

A rigidez do "catchall" por sva vez também ndo & signifi-

cativa em termos lTocais pela propria construcdo tangencial do
bocal em questdp e proporcdes geometricas relacionadas ao du
to. Considerada a rigidez global desse equipamenta, princi-
palmente voltada para a fléxao no plano da figura, a tensao
maxima reduzida ainda se manteve bem acima do Timite admiss
vel discutido anteriormente,
+ Como a tensdo maxima do sistema atua na curva gomada,prin
cipalmente responsavel pela flexibilidade inerente ao duto, 8
importante observar gue o efeito da ovalizacdo da secao in-
troduzido por um fator de intensificacio de tensdes tao ele-
vado (i =7,22), pode distorcer em muito os resultados finais
obtidos.

ANALISE PELA TEDRIA DE CASCAS

Objetivando 'uma ‘melhoriz dos resultados apresentados no Ttem
anterior, optou-se pela utilizacBo de programas de calculo automa-
tico de tensdes com base na teoria de cascas, mais adequada as pro
porcdes geométricas do caso em estudo rieste trabalho.

Modelo Utilizado

Apesar da analise anterior ter apontado a curva gomada como
o ponto critico na distribuicao de tensdes do sistema o modelo uti
1izado representou mais uma vez a configuracio total do duto, cone
forme esquema & sequir. Pelas razdes ja discutidas anteriormente e
pelo propric custo envelvido na medelagem, os equipamentos ndo fo-
ram incluidos no modelo analisado.

Como no modelo anterior, foram introduzidos os deslocamentos
dos bocais dos equipamentos adjacentes, destd vez distribuidos en-
tre o5 nos dos elementos extremos.
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A,

b : AEATOR

Figura 5. Modelo (Malha) de elementos finitos

0 modelo & constituido basicamente de elementos de placa qua
drangulares de mesma espessura, ndo cabendo neste caso nenhuma cor
recao referente a rigida: da curva gomada, sendo o enrijecimento
dos flanges representado por elementos de viga de rigidez equiva-
lente, Para melhor aproximar o modelo do caso real, as intersecoes
com os equipamentos foram tracadas com precisdo, principalmente a-
quela referente 3@ ligacdo tangencial com o "catchall", totalizando
392 elementos.

Resultados Obtidos

Uma vez constatado que o ponto de tensdo maxima pertencia tam
bém a curva gomada, procuramos dirigir a apresentacdo dos resulta-
dos obtidos para o perfil de tensdes existente nessa secdo conside
rada critica, uma yez que os esforcos introduzidos nos bocais sdo
de dificil obtencdo e pao s3o importantes para. o objetivo princi-
pal deste trabalho., Sendo assim, foram plotadas as tensoes atuan-
tes nos diversos elementos da secdo critica, calculadas pelo crité
rio de Von Mises, conforme a figura 6.
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TENskO DE von misSES
(0%l )

L e I 4 'l L i : L

205 206 20T 208 209 2O 2N B2 A3 24 248 208
HT DO ELEMENTD

Figura 6. Distribuicdo de tensdes na secdo critica

Analogamente, os resultados apresentados traduzem a condigao basi-
ca assumida para o modelo, segundo a qual & rigidez redl dos equi-
pamentos nao contribui para a flexibilidade global do sistema.
Comentarios
Visando Gorroborar mais uma vez a conclusdo final do traba-
Tho, apresentaremos aqui uma avaliacdo intermedidria desta fase da
analise, voltada para o modelo atilizado e resultados obtidos.

+ Para nao onerar demasiadamente esta fase de calculo foi u-
tilizada uma malha uniforme ao longo do modelo, uma vez de
finido que toda a configuracao seria considerada. Dessa for
ma, perdeu-se a oportunidade de refinar o modelo nas re-
gides criticas referentes a curva gomada nas quais apriori
espera-se as maiores tensdes atuantes do sistema, Adicio-
nalmente, a malha resultante em torno da se¢do critica mos
trou-se pouco eficiente uma vez ndo termos atingido a com-
patibilidade de deslccamentos desejada.

« Localizada na superficie interna da curva gomada, a tensdo
maxima obtida tem valor muito proximo daquela referente aos
cdlculos pela teoria de viga, mantendo-se ainda muito supe
rior ao limite admissivel discutido anteriormente,
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ANALISE FOTOTERMOELASTICA

Esta secao apresenta 0s resultados de uma andlise fototermoe
1astica [2] plana do problema das tensdes geradas por expansdo ter
mica do duto em questio. Foi construido um modelo bi-dimensional
em escala 1: 80 a partir de uma placa de 6,30mm de espessura do ma
terial PSM-1, fornecido pela Photolastic Inc., EUA. Um trabalho re
cente [3] sobre materiais fototermoelasticos fornece suas proprie-
dades mais importantes e limita seu uso at@ uma temperatura maxima
de 55°C. Encontra-se na figura 7 uma fotografia do modelo plano es
tudado mostrando o aspecto da distribuicdo das isocromaticas qgue
surgiram quando este modelo foi submetido a uma variacao de tempe-
ratura e os pontos onde foram feitas leituras das ordens de franjas
na analise fototermoelastica.

Figura 7. Modelo para andlise fofﬁiéﬁmne1i§£1ca

A tabela seguinte fornece valores da razao entre a tensdo no
modelo, o' e a variacho de temperatura AT,, para 6 diferentes pon-
tos. Estes valores de oy/AT, 580 os coeficientes angulares das re
tas que resultaram da plotagem das tensoes dy obtidas para as di-
versas diferencas de temperaturas utilizadas nos experimentos. As
tensoes oy foram calculadas a partir das ordens de franjas das iso
cromaticas, N, usando-se a expressdo classica da fotoelasticidade,

oy ° %} fq (para pontos do contorno do modelo)

onde h=6,35mm @ a espessura do modelo e f, =40 psi/franja/in & a
calibracio dtica do material PSM-1.
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Tabela 2 - Valores de on/AT, para os pontos estudados

PONTO on/ ATy

7.60
7.20
25,60
25,60
13.60
18.80

|| W) ] -

Segundo Hovanesian e Kowaliski [4] a Tei de similitude que relacio-
na tensGes no modelo e no protﬁtipo em problemas que envolvem ape-
nas restricdes 3 expansdo térmica pode ser expressa por:

DICLTY
O G m

subscrito p = prototipe

subscrito m = modelo

a = coeficiente de expansao termica
By = (1. 4%107%- 11,82 10°%} Ogm3
ap » (11.6%10°*)%¢"?

AT = varia¢do de temperatura
AT, = 63°%

E = mddulo de elasticidade
Ep = 30x10° psi
Eg = 35 10" psi

onde

Como a tensdo g, se refere a um modelo com forma geométrica jdénti
ca a do prototipo (embora em escala), deve ser feita uma correcdo
da tensdc oy obtida para o modelo fotoel@stico que possui secdo re
tangular. Um fator de correcdo foi calculado a partir da razdo en-
tre os fatores de intensificacdo de tensdo para as segdes = curvas
tubular e retangular.

Assim,

Op = Of X ——
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onde
ke = fator de intensificacao de tensaoc para a secao tubular,
segundo [1]. Para a geometria do tubo ut111zndu.kt=6.n
ke = fator de intensificacdo de tensdao para a segao retangu-
Tar segundo [5]}. Para a geometria utilizada, k.=1,3
Entdo,

ay = (4.5]6‘;

Antes de se alcancar um resultado numérico para a tensdo G deve- |

-se notar que esta amdalise & imprecisa se for levado em considera-
cao que a flexibilidade do modelo tubular e també&m que os estados
de tens@o em ambos modelo e protdtipo sdo diferentes. Esta distor-
¢80 entre modelo e protdtipo & causada por sua diferenca geométrica.

Para o ponto, mais solicitado do modelo, tem-se que a tensao
o, no protdtipe para uma variacdo de temperatura ATpa-59°C e:

op = 53.300 psi

MODELO REDUZIPO DO DUTO

Inclui-se este experiuento no estudo das tensdes térmicas pa
ra o duto com afina]idade de se comparar os resultados obtidos a
partir das andlises numéricas e do método fototermoel@astico plano
com os resultados obtidos utilizando-se um modelo reduzide que so-
freu variacoes de temperatura onde as deformagdes foram medidas a-
través de extensometros eletricos (electrical resistance strain-
-gages), Deve-se adiantar aqui que os resultados obtidos foram in-
satisfatdrios por diversas razdes que estdo descritas no final des
ta secdo.

Detalhes'éerais da instalacdo estio mostrados na figura 8.

As seguintes conditdes foram consideradas na selec8o do mode
Ta: 1) escala compativel com o espaco disponivel do laboratbrio e
capacidadé de aquecimento; 2) o modelo deveria aproximar-se o mais
possivel do protdtipos; 3) as condi¢Bes de carregamento deveriam ser
proximas das reais, assim como as condicdes de contorno (engastes
de tubulacdo, etc). Em consequéncia destas condicOes, as seguintes

providéncias foram tomadas no projeto do modelo: 1) decidiu-se cons

truir modelos do reator e do vaso para simulacao apropriadadas con

- S



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. V, 02 3 19

dicoes de contorno impostas aos bocais do duto; 2} manteve-se a es
cala D/t (diametro/espessura da parede) das diversas partes do du-
to e também das relagbes D/t do reservatdrio e vaso; 3) escolheu-
-sg a escala 1 :25 para o conjunto; 4) as flanges foram simuladas
por anéis soldades as paredes do duto; 5) reator e vaso foram fixa
dos ao chac e parede adjacentes do laboratbrio, simulando as condi
¢oes de fixacdo no campo no que se refere aos comprimentos passi-
veis de sofrerem expansao térmica; 6) 3gua foi aquecida e circula-
da no interior do conjunto atraves de uma bomba e um reservatdorio
termicamente isolado foi anexado ao conjunto. A fotografia da figu
ra 8 mostra, em termos gerais, uma visia_dp conjunto com o aparato
para aquecimento e circulacio da Ggua. 0 duto foi construido de
uma chapa de aco de baixo carbono com espessura t = 0,5mm e seu did
metro externo D foi igual a 53mm. 0 reator e o duto foram cons-
truidos de chapas similares, porém com espessuras iguais a 0,6mm,
0s anéis de enrijecimento do reater ndo foram simulados. Todas as
unides dos gomos do duto e chapas do reator e vaso foram soldadas.

Oito extensometros el&tricos uniaxiais tipo FAE-03-12-S6E fo
ram colados a diversos pontos do duto através do adesivo MM Bond-
~-200. Os pontos de medicdo foram selecionados baseados nas seguin-
tes condicdes: 1) facilidade de instalacdoy 2) relativamente longe
das juntas soldadas; 3) possibilidade de comparacdo com os resulta
dos numéricos. Os extensdmetros foram instalados em "ponte de 1/4%
e 0os efettos da elevacdo da temperatura foram computados a partir
da calibracdo fornecida pelo seu fabricante. As deformacBes foranm
1idas através de uma ponte comercial médelo Vishay BAM-~1B auxilia-
da por um conector de 10 canais de modelo Vishay SB-1. Dois termd-
metros e trés termo~pares foram utilizados para a Teitura da tempe
ratura da 3gua e das paredes do duto em pontos proximos dqueles on
de estavam instalados os extensometros elétricos. A temperatura da
dgua no reservatorio foi aumentada lentamente e esta foi circulada
através da bomba. As leituras das deformacdes aparentes foram fei-
tas, entdo, a lJiversas temperaturas com o objetivo final dese cons
truir uma curva e€xT. As deformacOes reais nos pontos estudados fo
ram obtidas subtraindo-se das deformacdes lidas no -aparelho as de-
formacoes (e temperatura) causadas nos extensometros pelos incre-
mentos de temperatura e pela expansdo (contracac) diferencial en-
tre os extensametros e o material dos dutos, '
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Figura 8. |Instalagdo para medicido com extensometros el&tricos
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0s niveis de deformacao obtidos foram bastante aquem dos re-
sultados encontrados pelos estudos numericos & fototermoelastico,
Apenas trés extensometros (n9s 1,2e5) apresentaram niveis de de-
formacao substancialmente maiores que aqueles causados pela expan-
sjgo diferencia) devido a4 temperatura para os pito pontos estudados,
Ainda assim as deformacdes reais para estes trés poantos, indicaram
taxas de deformag¢ao reais com a temperatura {4e/AT) muito baixas em
relacio aos resultados obtidos dos m2todos numéricos. Para estes
pontoes, considerando-se T = 79°, uma comparacdc apresenta resul-
tados discrepantes come indicado abaiko:

PONTO STRATN-GAGE METODO NUMERICO
m m
1 -86 uo 970 wo
2 ~65 - -286 u -
3 -85 up 125 b

Embora os resultados experimentais devam ser encarados como reais,
varios pontes devem ser examinados e discutides no que se refere 3
validade da simulagdo experimento-analise pumerica, Uma lista des-
tes pontos estd apresentada abaixg e acredita-se que todos tenham
contribuido com um peso maior ou menor para o insucesso da simula-
cao.
1. 0 adesivo utilizado ndc se revelou bom para temperaturas
superiores a 61°t. embora o fabricante indique uma faixa
de utilizaciie segura até 65°C.

2. 0 modelo do duto teve sud "rigidez muito aumentada pelos cor
does de solda. Isto $e deve ao uso de chapas de 0.6mm pa-
ra a fabricacdo do duto trazendo dificuldades para 2 sua
soldagem, tanto no sentido longitudinal {(&dnfeccdo do for
mato tubular) quanto na soldagem das diversas secdes goma
das. A espessura do corddo atingiu em alguns pontos espes
suras de até 2Zmm.

3. 0 ndo enrijecimente do reator por anéis, que existem no
protatipo e o fato que as outras andalises consideramo rea
tor &€ ¢ vaso como rigidos.
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CONCLUSOES

Em vista da convergé@ncia dos reSuItados-encoutradés para 0%
métodos de elementos finitos utilizados e fototermoelasticoe resul
tados discrepantes encontrados para o ensaio realizado com ¢ mode-
10 reduzido resolyveu-se considerar p estudo de Tensdes Térmicas no
duto ainda em aberto e que este seja refeito e ampliado, Os seguin
tes Ttens de um programa de pesquisa mais intenso, ainda que de for
ma geral, estdo descritos abatxo:

1

Pesquisa de um novo adesivo para trabalhe a temperatura
mais elevadas que 60°C. Isto teria consequencias imedia-
tas no teste de um novo wodelo rﬁduz1dq e no uso posterior
no campo guando da execucdo de medincdes por extensometros
elétricos no dutp real, objetivo desta pesquisa. D adesivo
MM Bond-610 ja foi selecionado com esta finalidade e sua
temperatura maxima de trabalho & 315°C, bastante acima da
temperatura maxima de operacio do duto (79°C), Suas maio-
res desvantagens sdo o tempo gasto e as condigOes espe-
ciais necessdrias para seu endurecimento e posterior cura.
Uma solugdo para este problema seria utiliza-lo para a co
Tagem de extensometros el&tricos em placas finas (0.1mm)
no laboratorio. Estas placas seriam posteriormente solda-
das (por pontos, utilizando~-se técnica especial) no duto
real quando do desenvolvimento dos testes no campo. Exten
sometros elétricbs soldaveis comerciais tambem poderdo ser
utilizados em vez de serem desenvolvidos no Taboratdrio.

Um estudo comparative dos resultados dos diversos metodos
empregados (elementos finitos, fototermoelasticidade e ex
tensdmetros el@tricos em modelos) poderia ser melher en-
tendido e realizado caso modelos mais simples (basicos)pu
dessem ser estudados. Uma conclusdo segura da confiabili-
dade destes métodos poderia entap ser mais facilmente al-
cancada. Um trabalho foi iniciado com este objetivo utili
zando um modelo tubular em C que pode ser mais facilmente
modelado através de elementos finitos (asimetria deste mo
delo ajudaria a reducdo de custos de computacdo). Este mo
delo serd construido em escala adeguada e testado no labo
ratdrio, podendo ser carregado por eleva¢do de temperatu-
ra e também por meio de uma mdquina de ensaios wuniversal
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onde sera aplicado compressdo aos finais retos do C, ten-
dendo a fecha-lo. E interessante notar-se que resultados
analiticos podem ser derivados tanto para curvas lisasquan
to para curvas gomadas em C.

3. Um modelo do duto em major escala devera ser construido e
carregado apenas com o aumento de temperatura, eliminando
se neste caso 0 reator € 0 vaso. As simulacoes por elemen
tos finitos serao reformadas para este modelo nao se con-

siderando, entao, os deslocamentos impostos aos bocais cau

sados pelo reator e pelo vaso.
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DISTRIBUICAO DE TENSOES EM
REDUCOES EXCENTRICAS

Hans-Peter Sterkel
Roberto C.A. Travassos
Nuclebras Engenharia 5S.A. - NUCLEN

SUMARIOD
Nes ebdigos de projete de Engenhania exdistem imformacdc apenas s0-
bre as reducoes concéniricas para tubulagdes e a necessidade de co
nhecimente de nivel de temsoes para ¢ caso de reducies excéntaicas
foi o inceniive paimeipal patra a nealizagdo do presente estudo, Pe
fo utilizagao do Metodo de Elementos Finitoas, fonam estudadas as dis
tribuicies de femsdes para nedugoes concintrdicas ¢ excéniricas sub
metidas 4 pressdo interna ¢ a momento, utilizande o elemento de cas
ca e ¢ elemento solido isoparamitrico.

INTRODUCAD

Em projetos de tubulacdes & comum o uso de reducdes concéntri
cas, mas em certas configuracGes & aconselhave)l a utilizacdo de re
ducdes excéntricas, que em varios casos apreseantam algumas vanta-
. gens, tais como, maior facilidade de drenagem da linha em paradas
para manutencdo, ou entdo para simplificacdo dos suportes.

0 nivel, a distribuicdo e os pontes de concentracdo de ten-
sges sao importantes no cdlculo de flexibilidade de tubulacdes, e
neste estudo mostra-se as diferencas entre a distribuigdo de ten-
soes em reducdes concéntricas e excentricas. Com esta. finalidade,
sera calculado um fator F, que considera a relacdao de tensdes como
a tensdo real atuante em um ponto, dividida pela tensdo nominal ca
s0 ndo houvesse a descontinuidade estrutural geométrica.
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A necessidade dé seguranca emcqualquer tipo de componente nu-
clear, e em nosso casc a falta de informacdes sobre as reducoes ex
céntricas sdo os principais estimulos para a realizacdo do presen-
te trabalho.

Utiliza-se o método de Elementos Finitos, comparando o compor
tamento quando € formulado com elementos de casca e com elementos
salidos, E empregada uma reducdo DN 500 x 400 para ambos os tipos de
reducoes e utiliza-se o STARDYNE (4,51 para obtencao das tensoes ma
ximas a que o modelo estd sujeito.

Sdo considerados dois tipos de carregamento: Pressao Interna
Unitaria e Momento Unitario e comparam-se as tensdes maximas obti-
das via computador com a8s tensdes nominais.

GEOMETRIA DO MODELO

Neste estudo considera-se uma reducdo DN 500 x 400 de espessu
ra constante, tanto para os dois tubos quanto para a porcac conica
da reducdo, nao obstante, serem as espessuras diferentes de uma re
gido para outra em muitos casos reais. )

Assumipdo a parte conica da reducdo de comprimento "L*, sdo
adicionados comprimentos de "10 L" em ambos os lados da reducdo com
a finalidade de serem desprezados os efeitos locais de ponta que sur
giriam face & aplicagao de cargas ou a5 restricoes impostas ao mo-
delo. Como comprimentos da regido c¢Onica sdo usados 408mm e 267mm,
respectivamente para as reducOes concentricas e excéntricas, j& que
estes representam comprimentos reais comerciais. Uma melhor visua-
lizacao da geometria proposta & dada na tabela 1 e nas figuras 1(a)
e 1(b}.

Tabela 1

REDUCAD DN Do do t L ]

Concentrica |500 x 4Uq 508.0 406.4 7.1 408.0 - A

Excéntrica [500x 400 508.0 406.4 7.1 267.0 | 20.8°
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Figura 1{a). Reducdo concéntrica
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Figura 1(b). Reducdo excentrica

MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

Sao usados para estudo dois tipos de elementos: 0 elemento de
casca definida por 4 pontos nodais com 5 graus de liberdade por no
(trés translacoes e duas rotacdes) e o elemento s0lido isoparame-
trico definido por 8 pontos nodais tendo 3 graus de liberdade por
no {trés translacdes, nao permitindo rotagdes nestes pontos).

Na direcdo longitudinal (x) a divisdo 8 formulada conforme as
figuras 2(a) e 2(b) e a tabela 2, utilizando-semalhas mais finas nas
regides de descontinuidades geométricas, com o propdsitc de obten-
cdo de uym perfil mais refinado de tensodes.

Esta formulacao & usada nos dois tipos de reducOes e para am
bos os tipos de elementos empregados, obtendo-se um total de 30 fai
xas longitudipais.
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Figura 2(a). Reducdo concéntrica
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Figura 2{(b). Redugdo excéntrica
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Tabela 2 - Divisdes ao longo do eixo longitudinal (x)

FAL%R c?:;?. TA1{UURL FATXA REﬁ;gg-CENECA EAREN Ck::pu. TE1N00RL
1 1.45L 13 0.125L 19 0.125L
2 1.27L 14 0.125L z0 0.125L
3 T-27L 15 0.25L 21 0,25L
“ 1.27L 16 0.25L 22 0.25L
5 1.27L 17 0.125L 23 0.50L
6 1.09L 18 0.125L 24 1.09L
7 1.00L 25 1.09L
8 0.50L 26 1.27L
9 0.25L 27 1.27L
10 0.25L 28 1.27L
" 0.125L 29 T2l
12 0.125L 30 1,451

A secao reta do tubo & dividida igualmente em dngulos de 30°.
Quando da utilizacdo do elemento sdlido, 4 espessura & dividida em

2 faixas.

S3o obtidos um total de 372 pontos nodais nas analisescom ele
mentos de casca e 1116 pontos.nodais com elemento s0)ido,

Tabela 3 - Resumo do modelo utilizado

Elemento N9 Ptos. NG Ptos, NP Ptos. N Total NO Total
Considerado Longit. Sgdo. Esp. | Circunfer. Ptos. Elementos
casca 3 1 12 372 360
solido N 1 ] 36 1116 720

PROPRIEDADES DO MATERIAL
0 material empregado @ o a¢o WSTE-36 & temperatura ambiente

(20°C), com as seguintes propriedades.
Modulo de Elasticidade -

E

= 2.12=10% N/mm?



” mo%tMchvp"a

Coeficiente de Poisson - v = 0.3
Tensao de Escoamento - Sy = 3556 N/mm?
Tensao de Ruptura ~ 5§, = 550 N/mm?

CARGAS CONSIDERADAS

Neste trabalho sdo estudadas as distribuicbes de tensdes pa-
ra reducbes conceéntricas e excentricas sujeitas a pressao interna
e @ momento fletor, n3ao sendo consideradas cargas térmicas, ou qual
quer autro carregamento, em uma primeira avalia¢do das relacoes de
tensdes, devendo serem feitas ana)ises a posteriori, paraoutros ti
pos de carregamentos.

Pressdo Interna Unitdria

Para este carregamento a tubulacdo & submetida 3 uma pressdo
interna unitaria (P=1.0 N/mm?), fazendo-se ainda a modelagem da
tensao longitudinal pela aplicagcao de forgas no terminal direito do
tubo, Para cada no desta secdo e aplicada uma forcga longitudinal na
sequinte forma:

£ PxA
* " N¢ de Nos da Secao

Um resumo das forgas para modelagem da tensac longitudinal e
apresentado na tabela 4 abaixo.

Tabela 4 - Forcas longitudinais por no no terminal direito (N)

I:po de Elemento NO de Nos For¢a / NG
Casca 12 10 067.55
Solido 36 3 355.B5

Como o STARDYNE [4,5] ndo permite a aplicacao de pressdo in-
terna diretamente em elementos sdlidos, ha necessidade de formula-
cao de placas retangulares superpostas @ face interna dos elemen-
tos solidos. A modelagem destas placas & apenas um artificio para
a entrada de dados do programa empregado, Estas placas devem teres
pessura myito pequena tais que causem rigidez desprezivel,eaqui &
considerada como 0,00001mm.

p——
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Momento Unitario

A tubulacdo & sujeita a um momento fletor unitario pela apli
cacao de forcas concentradas nos pontos ncdais do terminal direito
do tubo. Segue-se o cdlculo dessas forcas nodais para oelemento de
casca, sendo analogo o procedimento gquando da utilizacao do elemen
to solida.

¥
e
T ———}f?
| e T_'_"'fk
- 4
’ X
i
Figura 3. Aplicacao de momento unitario
Da figura 3.
F F H,
i S T R (1}
Hy H, Hy

Analisando a parte superior:

M

B W w— (2)

Com (1) e (2) e fazendo: M=
1 F 1
1 2
B e R e IS i
YU L 2 H, )

H

¢ 1

.. (3)
i
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Calculando I H::
Hi=R cosd; (4)
T HE = 203.2% (cos? 60% + cos? 30° 4 cos? 0°)

I HZ = 82580.48 (5)
Com (5) em {3), obtém-se:

Fy = 6,151 x 107" (6}
Com (&) e (4) em (1):

Fy = 10.650x 107

Fy = 12.303% 107

Como nas alturas Hy e Hy existem dois pontos nodais, estas forgas
devem ser tomadas como a metade, logo:

Fi/2 = 3.076 x 10°* N
Fo/2 = 5.325 x 10°* N
Fq = 12,303 x 10" N

Para o elemento solido, usa-se o mesmo procedimento, coma di
ferenca de haver a necessidade do calculo de um niumero maior de pa
rametros H,, ja que nesta formulacdo a espessura da tubulacio & di
vidida em 2 faixas, fornecendo um nimero maior de pontos nodais por
secao reta do tubo.

CONDICOES DE CONTORNO

S3o usadas as mesmas condicoes de contorno em ambas reducles
e nos dois tipos de elementos. As figuras a seguir mostram as res-
tricoes impostas ao modelo, onde as setas indicam as dire¢fes nas
quais o movimento & impedido.

T
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Figura 4(a). Carga: pressao interna Figura 4(b) Carga: momento fletor

RESULTADOS ' |
Para cada caso de carga analisado, sdo obtidos os deslocamen
tos de todos os pontos nodais, obtendo-se ainda as componentes das
tensdes (Sys Syu Sgo Tyge Typs Tyxs Tygs Ty @ T,y RO centrdide de
cada elemento sG61ido) e (5., S, e 7,, nas faces externase internas
de cada elemento de casca). 0 output do STARDYNE fornece.ainda as
tensOes normais mdximas e minimas e as tangenciais maximas. Nos gra
ficos seguintes, as linhas de contorno foram determinadas a partir |
dos valores obtidos para os pontos nodais per interpolacdc linear. |
Graficos de tensoes sdo elaborados para as regides mais criticas, |
Pressdo Interna #
0 fator de intensificacdo de tensdes maximo & baseado na ten ‘
\

sdo nominal cricunferencial ou Hoop Stress (S,., = PD/2t).

Na regiic cénica da reducio & considerado o diametro medio do
elemento, j@ que o STARDYNE fornece as tensdes neste ponto.

Analisando a tubulacac no sentido longitudinal nota-se que em }
pontos distantes da reducdo as tensdes maximas aproximam-se da ten
sdo nominal, aumentando nos pontos de maior descontinuidade geome-
trica.

Pelas figuras 5 e 6 e tabela 5, tem-se a distribuicdc de ten
sées no sentido longitudinal.
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Fig. 5
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Figura 6. Faixas longitudinais

Tabela 5 - Relacdo de tensdes: F = S, . ./S .o (Press. Int,)
(Tensoes em N/mm?)

PRESSKQ INTERNA UNITARIA

Red, Concéntrica Red, Excéntrica
El. Casca | El. $81ido | E1, Casca | E1, S81ido
Snom sluu X Smas F _5243 P;..‘_- s‘ll_.i F

ON 500 34,40 §34.50 | 1.00 | 34.41 1.00- 35.15) 1.02 | 34.51 | 1.00
Faixa Long, 13(33.96 | 29.82 | 0.88 | 28.73 | 0.85 | 19.56 | D.SB | 25.87 | 0.76
Faixa Long, 18]27.70 | 32.09 | 1.16 | 31.97 | 1.15 | 48.35| 1.75 | 44.20 | 1.60

DN 400 27.25 | 27.62 | 1.00 | 27.36 1.00 | 27.55| 1.01 |27.31 | 1.00

Pela indicacdo da figura 7, a andlise no sentido circunferen
cial mostra que para a reducio concentrica as tensdes mixiu:u tem
um comportamente homogéneo (figuras 8(a) e 8(b)). Para reducdo ex-
céntrica, esta analise mostra que as tensdes maximas aparecem na re
gido superior da tubulacdo (6 = 0° ou 360°)(figuras 8(a) e 8(b)).

Momento Unit&rio -

As tensdes maximas sdoc comparadas com a tensicde flexdo (Spom=
= MC/I) variavel nos sentidos longitudinal e circunferencial, Pe-
las figuras 6, 7 e 9 analisando 1 elemento, tem-se o valor de "(C"
para cada elemento,

e
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Reducao concéntrica
Figura 7
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Pressdo Interna- Faixa Long.18- Elem. Sdlido

Figura 8(b)
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Seque-se graficos e tabelas para os fatores de concentracdo

Figura 9

de tensoes para este carregamento.

¥
C=Rcos™ cos oy
o 1845, 78"
C
et
X z

Tabela 6 ~ Relacho de tensdes F = Spax/Spom (momento unitario)

(tensGes em N/mm® x 10°7)

MOMENTO UNITARIO

Red. Concéntrica

Red. Excéntrica

. Casca | E1. SB1ido | E1. Casca | E1. Solido

max | F | Smax F o l%ax| F |Swmex| F

DN 500 6.74 | 6.96| 1.03 7.35| 1.09 6.95( 1.03 7.31 | 1.08
Faixa tong. 13| 6.91 | 7.96 -1.15 8.09| 1,17 | 10.65| 1.54 | 8.72 | V.26
Faixa Long. 18] 10,30 | 14,98 | 1.45 | 14.10( 1,37 | 24.90| 2.42 | 19.69 | 1.91
DN 400 10,63 § 10.85 | 1.02 | 11.20| 1.50 | 10.82 | 1.02 | 11,04 | 1.04

e .

T e




Tenséo { N/l x10

Sconc. | valume) - = S
Sexc {casca)
S exc (volume)

LW o 2B ow . m  w o gmafp . n o n 1 ) 2
ELEMENTOS LONGIT,
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™

Faixa Longit - 18
Carga- Momento Unﬂ_‘drlo
Elemento - Casca

=

TioT

Tensdc (N/mm’) x 10

Faixa Longit- 18
Carga- Momento Unitério
Elemento- Sdlido

Smoxlexc) .

Tensgo (N/maf)x 107

Fig. 11b

Yaah =
Smdn{eone) - .- - - - -
Smdxlene) — — —
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Compara¢do dos Resultados

As maiores relagdes entre tensdes, surgem na transicdo entre
a parte conica e o tubo mepor, tanto para aredugdo concéntrica quan
to para a excéntrica, -

Comparando-se o elemento de casca com o elemento s61ido, no-
ta-se que foram obtidos menores valores para o segundo tipo de for
mulacao.

Na comparacdo entre as duas reducdes, constata-se que para as
excéntricas sdo obtidos maiores Tndices que nas concéntricas, 0 que
era de se esperar pois nas excéntricas existe uma descontinuidade
estrutural maior, ;

Um sumario das maiores relagbes entre a tensdo maximaea ten
sao nominal, @ mostrada na tabela 7, paraas diferentes formulacgdes
propostas.

Tabela 7
Red. Conc. Red. Exc.
» E1. Casca 1.16 1.75
Pressao
El. Solido 1.15 1.60
E1. Casca 1.45 2.42
Momento =
E1. Solido 1.37 1.9
CONCLUSOES

0 método de elementos finitos se mostra satisfatorioc e util
no estudo da distribuicdo de tensdes em reducOes concéntricas e ex
céntricas de diametro de tubulacoes, podendo a formulacdo proposta
ser extendida 2 outras geometrias, pela variacao dos diametros, com
primento da regido confca, comprimento das regides cilindricas (j@
que as perturbacies s3o, tambBm governadas pela relagdo 10L/D), do
dngulo de cone, ou mesmo pela variacdio da espessura nas regides dis
tintas que & o caso mais frequente em configuracles reais.

Em uma extensap deste estudo, devem ser considerados outros
carregamentos, (cargas térmicas, momento torcor, cargas transver-
sais e longitudinais, cargas concentradas em alguns pontos e casos
combinados).

.
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FISURACION DE TUBERIAS POR
TENSIONES TERMICAS PRODUCIDAS
POR APERTURAS DE VALVULAS

G. Sanchez Sarmiento
Empresa Nuclear Argentina de Centrales Eléctricas S.A. - Argentina

SUMARIOD

S¢ presenta en este trabajo una solucidn genenal, en teimino de pa
rametnos adimensionales, pana Las Lensdiones Leamicas ¥ sus cornes-
pondientes factores de intensidad de Zensiones producddas en un fu
bo cuya supergicie Lnterna es enfrlado bruscamente durante fa aper
tuna de una valvula, de manehra que ef caudal del Liquidoe aumenta £i
neafmente en el tiempo. Empleando un codigo en elementos {initos,
se caleula La distribucion espacial y temporal de La tLemperatura
suponiendo una variacion Lineal en el tiempo del nimero de Biod pa
ra La superficie inteana, y condicion adiabatica para La superfieie
externa. Ue estos resultados generales se obtiepe posteniormente
por integhacion numirica fa evolucidn de Las tensiones téamicas cor
nespondientes, y 4e tabulan sus miaximos valores. Finalmente, a par
tin de zitas, por un procedimiento de superposdedon se caleula el
facton de intensddad de Lensiones para §isunas tanto cdncunfenren-
cdales como axiales, en ﬁu.ne._z:b'n de La profundidad de La misma.
Los nesultados adimensionates presentados son de valider general
para ¢f analisis de cualquien problema neal def tipo editado.

INTRODUCCION

En Tos altimos anos se han presentado numerosos casos de fi-
suraciones en tuberias de reactores nucleares [1-9], a pesar de que
el disefio y construccion de estas componentes estructurales hayan
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estado basados en sofisticadas consideraciones de seguridad y per-
formance, En reactores nucleares de potencia tales fallas pueden
tener consecuencias catastrbficas por la liberacidn de material ra
dicactivo al exterior. :

Entre las causas posibles gue producen fallas en ‘tramos de
union de tuberias pertenecientes a circuitos por los que circulan
1iquidos a diferentes temperaturas, ultimamente se estan estudian-
do [9-11]. dos tipos interrelacionados de solicitaciones térmicas:

a) Enfriamiento muy brusco de la superficie; interna de la porcion
de tuberia considerada durante una apertura de valvula ("shock
térmico”}, La consiguiente contraccign de capas internas del tu
bo con respecto a las externas puede traer aparejada la fisura-~
cion del material desde dicha superficie [9-10].

b] Formacion de dos capas de 1iquido de elevada diferencia de tem-
peratura con interfaz horjzontal ("estratificacion térmica") en
Tos casos de pequenos flujos de Tiquido en porciones inclinadas
de tubos cerca de la union entre dichos circuitos.

La oscilacion de la interfaz puede iniciar fisuras por fatiga
térmica en las paredes del tubo [11].

La distribucion de tensiones termicas producidas por un en-
friamiento instantaneo de la superficie plana de un sdlido o de la
superficie interna de un cilindro, es un problema suficientemente
resuelto en la Titeratura. Hefsler (1953) presenta [12] soluciones
generales adimensionalizadas para variaciones instantineas de Ja
temperatura del 1iquido y tambien para variaciones de la misma }i-
neales en el tiempo con coeficiente de transferencia térmica cons-
tante. Emery en 1966 [11] tambi&n resuveive el problema para un es
calon de temperatura y coeficiente de transferencia t&@rmica infini
to, y presenta graficos del factor de intensidad de tensiones indu
cido por dicha solicitacion térmica. Un andlisis bastante completo
para las hipotesis mencionadas puede verse en refs.[12 y 13], ¥ al
timamente Takeuti y Furukawa han analizado [14] el acoplamiento en
tre los campos térmico y de tensiones.

En cuanto & la propagacion de fisuras inducida por solicita- |
ciones térmicas transitorias, merecen citarse los trabajos de Nemat
-Nasser y colab.[15-18], de Singh y colab, [19-20], de Stern [21], |
y de Ting y Jacobs [22].
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En el caso de un enfriamiento brusco de la superficie de wun
tubo producido por la apertura gradual de una valvula, gque deja p@
sar un 17quido con temperatura uniforme menor que la inicial de a-
quel, puede suponerse COnN validez bastante general gueel caudal del
liguido aumenta linealmente con el tiempo. Para régimen turbulen-
to, las correlaciones experimentales generalmente proveen relacio-
nes entre los nuémerocs de Nusselt y de Reynolds que para los fines
practicos pueden considerarse tineales. Resulta entonces un aumen-
to del nimero de Biot lineal en el tiempo. En este trabajo se pre-
senta entonces una solucidon general, en término de parametros adi-
mencionales, para el campo de temperatura yde las correspondientes
tensiones termicas en esa situacion. A partir de éstas se calcule
e] factor de intensidad de tensiones para fisuras tanto circunfe-
renciales como radiales, en funcion de la profundidad de las mismas,

CALCULO DE LA DISTRIBUCION TRANSITORIA DE LA TEMPERATURA
Se trata de resolver el problema térmico definido en la figu
ra 1, gobernado por la ecuacion diferencial:
ca%{=%lK%}+-§—%—:‘- en r;srir, (1.a)

con las condiciones de contorno:

3T
MT-Ty) = K = envr=r; ; t>0 (1.5)
3T @ 1) eny=r. ; £t>0 {1 C)
ar e :
y 1a condicion inicial:
T % en rysrarg 3 t=0 (1.d)
donde:
T es la temperatura;
C es e) calor especTfico de) material del tubo;
o es su densidad;
K es su conductividad termica;
t es el tiempo;
r es la coordenada radial;
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ri:ry son los radios interior y exterior del tubo respectivamente;

h es el coeficiente de transferencia térmica entreel tubo y el
fluido que circula a través del mismo;

Ty es la temperatura "bulk" de) Tiquido;

T, es la temperatura inicial uniforme del tubo.

Se adoptan las siguientes hipdotesis:

a) La temperatura se supone independiente de las coordenadas axial
y circunferencial, 1o que fue contemplado en la ecuacion (1.a);

b) c, p ¥y K se suponen constantes, es decir, independientes de 1la
temperatura;

c¢) E1 fluido circula por el interior del tubo durante la apertura
gradual de una valvula, de manera que la velocidad media Vv del
mismo crece linealmente en el tiempo desde V = 0 para t = 0. Es
decir:

Vet (2)

7
hT-Ty) =k OT a1 _o g
. py—— r r———-—ﬁ
Vet a %,
B te-1n = 98 2.0
. R-—-?
7

e

rar ";2 :

R=Lal T g
T R = Rg

\ y
_+____ _ 100 ELEMENTOS TRIANGULARES %

Figura 1. Condiciones de contorno para el campo té€rmico y
red de elementos finitos empleada
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A los fines de obtener resultados de validez general, se adf
mensionaliza el sistema diferencial (1.a-d) de la siguiente manera;

26 a%e 1 @8
——— § —— —

. —— en 1:RxR ;
3t~ 3R* R BR it (3.2)
Bi(g-1) = %% en R=1 (3.0)
30
— = ﬁ R = 3.
R en Ro {3.¢)
8=10 en 15RsRy, y 7=0 (3.4)
donde:
ut
a(R,1) = T , temperatura adimensional (4)
© Tb
R = 4 coordenada adimensional (5)
i
K
fmreo— tiempo adimensional (6)
cpry
l"i h o
Bi = c Numero de Biot (7)
r
Ry = —> (8)
Lic

para cada situacion particular, la relacion entre h y v, ¥

por ende entre Bi y 7, puede obtenerse a partir de correlaciones

conocidas entre los numeros de Reynolds (Re), de Nusselt (Nu) y de
Prandtl (Pr):

vD hD

: Pr= o i Nu =

o, Ky

(9)

donde:
p, = densidad del 1iquido;
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D = diametro interior del tubo (D = 2 Ry);
Uy = viscosidad cinemdtica del 17quido;

vp = viscosidad cinemdtica del 1iquido;

ap = difusividad termica del 1iquido: vy

Ky = conductividad térmica del 1iquido.

Todas las propriedades del 17quidoc se evaluan a la temperaty
ra con gue circula.

Situaciones de shocks térmicos se presentan s6lec para gran-
des valores de la velocidad media del 17quido, en queel régimen es
absolutamente turbulento. Para ese régimen las correlaciones expe-
rimentales generalmente proveen relaciones entre 10s numeros de Nusselt
y de Reynolds que para los fines pricticos pueden considerarse li-
neales, es decir, proporcionalidades entre h y V. La hipdtesis ¢)
implica entonces un crecimiento del niimero de Biot lineal en el tiem
po (Bi = At), por lo cual consideramos en este trabajo solamente
12 siguiente particularizacion de 1a condicidon de contorno (3.b}:

Ae(a-1) = - (10)

Los Unicos parametros adimensionales del problema diferencial
(3.a-10-2.c-2.d) son el coeficiente A de (10) y 1a relacibn en-
tre el espesor del tubo y su radio interno.

Una solucidn analitica general de este problema parece impo-
5ible. En este trabajo se resuelve el mismo mediante una formula-
cion en elementos finitos para la variable espacial, yun esquema en
diferencias finitas del tipo Crank-Nicolson para la variable tempo
ral, similar al empleado en un programa anterior (CTR[25,26]).

Se han considerado s6lo los siguientes conjuntos discretos de
valores para los dos par@metros Ay 6:

A = 10%3-10%; 10%; 10%; 10° y 107 (1)

§ =0,%0; 0,10 y 0.20 (12)

que practicamente cubren las situaciones que se presentan en la realidad.
Se empled la malla unidimensional mostrada enla figura t,con

sistente en 100 elementos finitos toroidales de seccion triangular
y 102 nodos (51 nodos en la direccion r).
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En la figura 2 se muestra la variacidén radial y temporal de
la temperatura adimensional obtenida numericamente parauncaso par
ticular tipico (6 = 0.1 y A = 10°), tomando como abscisa la coorde
nada radial. Alternativamente, en el grafico superior de la figura
J se representan las mismas variaciones pero tomando como abscisa
la variable temporal adimensional.

(¢} 1 G2 104 1,086 1.08 110
’ R/Ri

Figura 2. Distribucion espacial y temporal de la temperatura
calculada para § < 0.1 y A = 10%
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CALCULO DE TENSIONES TERMOELASTICAS

Dada la extensidn dé los tiempos en que varJan las temperatu
ras calculadas en la seccion anterior, no se presentan ondas iner-
ciales y las tensiones térmicas pueden calcularse a partir de Jla
formulacion cuasi estatica, es decir, sin acoplamiento. termomecani
co. Para un cilindro sin presidon interna y sin restriccion en el
desplazamiento axial, tal que a la temperatura 8=0 se encuentra
1ibre de tensiones, con una distribucidn de temperatura 6(R,T) en
un dado instante 1 las correspondientes tensiones térmicas pueden
calcularse a partir de las siguientes expressiones [27, pag.412]:

o R,T) 14 1/R% (Ry
E=(T,-Tp)/(1-v)  RE- 1 I

1

a(R',T)R'dR' + R

R -
L a(R' ,O)R'dR" - 8(R,7) (13)

Gz{RQTJ - 2
Ee(To-Tp)/(1=v)  RE=1

RO
L 6(R",<)R'dR" - 6(R,) (18)

donde E es el modulo de Young, v el factor de Poisson y = el coefi
ciente de dilatacion térmica lineal del material del tubo.

Con las distribuciones de temperatura 6(R,T) calculadas se-
giin To expuesto en B para ambos casos considerados, resolviendo nu
méricamente las integrales de (13) y (14) se obtuvieron las corres
pondientes distribuciones espaciales y temporales de tensiones mos
tradas en las figuras 3 a 10, Los valores dec, difieren muy poco de
los de oy, por lo cual solo se graficaron estos iltimos,

En 1a figura 3 se indica la variacion temporal de la tension
gg adimensionalizada sobre ambas superficies del tubo y en cuatro
puntos interiores uniformemente espaciados. Interesa fundamentalmen
te e] maximo valor alcanzado sobre la superficie interna (R=1),en
cuyo instante (tpayx) se tendra mayor probabilidad de propagacionde
una fisura desde dicha superficie hacia el interior del material.
Para distintos valores del parametro A, la evolucidn temporal de
esa tension se grafica en las figuras 4 a 6, respectivamente para
las siguientes relaciones espesor/radio interno: §=0.50,0.10 y 0.20.

En las figuras 7 a 9, per su parte, se muestran las distribu
ciones de la tension og @ través del tubo para el instante en que
ella es maxima sobre la superficie interior y para los mismos valo
res anteriores de los parametros, La informacion basica de tales
figuras esta sintetizada en la figura 10, donde se ha graficado en
término de dichos pardmetros sdolo el valor maximo de o5 en R = 1.
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En la Tabla 1 se indica, ademds de los valores numéricos de esta
ultima figura, los tiempos adimensionales 7,,, correspondientes.

i 5

0 00018 O OM 0O COO4S © OSC O 000 000090 e
i R
i .M
o1 1.
— are B
]
15 i %
0.5 4
:—-lﬁ—‘-
b 56
0.7
T-T,
09t 2
To- Tmod
I e
O-0.1, A-i0®

EOUT,- Ty )/ (1-9)

Figura 3. Variacion temporal de la temperatura y de la tensidn circunferencial
adimensionalizadas sobre ambas superficies del tubo y en cuatro pun-
tos equidistantes, para § = 0.1 y A = 10°
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1.0
Vat

Figura 4. Evolucidon temporal de la tension circunsferencial sobre la superficie interna
del tubo para é =0.05 y para distintos valores del parametro A
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Figura 5. Evolucion temporal de la tensidon circunsferencial sobre la superficie interna
del tubo para & = 0.10 y para distintos valores del parametro A
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Figura 6. Evolucion temporal de la tension circunsferencial sobre la superficie interna
del tubo para & = 0.20 para distintos valores del parametro A
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Figura 7. Distribucionde 1a tens ion circunsferencial 2 traves del espesor del tubo
parael instante en quees maxima sobre la superficie interna {4=0.05)

mdn
Uu
) EO0U Ty Tpd/l1-V)

A !

0.4 4

0.2

0.0

0.1 4

0-01

-0.3 4 408

Figura 8. Distribucionde la tension circunsferenciala traves del espesor del tubo
para el instante en que es maxima sobre la superficie interna (8<0.10)
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bt

g o
EQUTy Ty) /(1-V)

T

+

Distribucionde la tensidn circunsferencial a través del espessor del tubo
para el instante en que es maxima sobre Ta superficie-interna (&=0.20)

A

o (R=1)

9 $ ———

EQUT-§)7L1-9)
oe -

d:02
- Y
0.4
oz+¢
: + [ -+ +- =
10t 10° 10* 0% 10¢ 1o’ A

Figqura 10,

Tension circunsferencial maxima sobre la superficie interna en termi
no de los parametros A y § o
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Figura 11, Factor de intensidad de tensiones para una fisura
bidimensional de profundidad b en un semiespacioc
con carga distribuida o uniforme en una longitud
a (de ref.[11])

CALCULO DEL FACTOR DE INTENSIDAD DE TENSIONES

Para el calculo del factor de intensidad de tensiones Kj de
pendiente del tiempo para fisuras axiales y circunferenciales que
se propagan desde la superficie interna del tubo, seguiremos un mﬁ
todo de superposicion empleado por Emery [13]. Este procedimiente
consiste en emplear una solucidn obtenida por Lachenbruch [28] pa-
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ra el problema de una fisura de profundidad b en un semiespacio in
definido, sobre cuyas paredes actua una presidn constante o en una
profundidad a = b= x (ver figura 11), Esta solucion, aunque é-praxl
mada, es Util porque permite aplicarla al caso de un estado arbi-
trario de tensiones sobre las paredes de la fisura. Empleando ahora
el Teorema de Duhamel (superposicion lineal), el factor de intensi
dad de tensiones para una distribucidn arbitraria de la tension so
bre una fisura axial (hp_r ejemplo) de profundidad b vale:

b dg Be)
=1.10[R=R]+J —af(———)dl (15)
ARG T ¢ b

1
/1 VB
donde Ry = 1 + b/R; .
Expresaremos & Ky en términos-de la funcion 6(R,t) calculada.
Para ello cambiamos la variable de integracion X por R.

A=ri+b-r=rij+b=-Rer; =b+{1-R)rg (16)
dr = -r; +dR (17)
o TR CE TR 9

30§ Ex{To-Tp) l’-zza’

R 1 2 38
I 2 a(R',:x)R'dlzwfT 8(R,T) - %y r 8(R',T)R'dR" - -—-J
1

3R 1-v LR;-1 1 3R
. (19)
con 1o cual la {15) queda:
Ke(1) 1.1 og(R=Ry)
EalTo-Te) 7% VB EslT - Tpd/(1-9]
1T-w

Ry 2/R? Ro 1
= L I:-R‘?, e L g(R',A)R' ,dR +? 8(R,1) -

R
. £ [ 8(R',T)R"dR" - -3-9—:{ fE.R- 1) _':.i_:l dR
R* /9 aR b

(20)
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De una manera anidlogs resulta la expresion de Ky para wuna fisura
circunferencial (en un plano perpendicular al eje de simetria}:

Kyl1) " 1.1 0, (R=Ry) +Inb L IR )
Ea(T,-Ty) v /B EalT, - Ty) g b
- V< w

Se han calculado las expresiones (20) y (21} en base a2 las dis
tribuctones de temperatura obtenidas segin lo expuesto en B para
los instantes en que se registran las maximas tensiones sobre la su
perficie interna y por consiguiente, tambien los mdximos valores de
K;. Dado que los valores calculados de og y de o, son muy pareci-
dos, sblo se muestran calculados para fisuras circunferenciales(ex
presion (21), en funcidn de la profundidad de las mismas, corres-
pondientes a los mismos valores de los parametros A y & de las fi-
guras anteriores.

' -

1
o010+
EO T BIVE VT
1-V
o084+

o061

004 +

002+

t U
'O p/(rgen)

Figura 12. Factor de intensidad de tensiones calculado para fisuras
axiales o circunferenciales cuando la tensidn es mixima
sobre la superficie interna del tubo, en funcion de la
profundidad de la misma (§ = 0,05)
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4 ™
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Figura 13. Factor de intensidad de tensiones calculado para fisuras axiales o
circunsferenciales cuando la tension es maxima sobre Ja superficie
interna del tubo, en funcion de la profundidad de 1a misma (8=0.10)
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Figura 14, Factor de intensidad de tensiones calculado para fisuras axfales o
circunsferenciales cuando la tension es maxima sobre la superficie
interna del tubo, en funcion de la profundidad de 1a misma (8=0.20)
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Tabla 1 - Valores maximos calculados para Ta tension oy
(précticamente igual a o,) sobre la superficie
interna del tubo, y los tiempos adimensicnales
Tpmax Para los que se obtienen dichos valores

951 s Ty
* . Tmax EalT, - Ty /{1~ %)
102 0.0170 0.01945
10 0,00540 0.06010
0.05 10 0.00238 0.1808
108 0.000810 0.3877
10 0.000280 0.6043
107 0.000096 0.7595
10* 0.0310 0.06301
108 0.0099 . 0.1675
At 1ot 0.0033 0.3715
: 105~ | 0.001125 0.5988
10% . | 0.000340 0.7581
107 0.000102 0.8483
102 0.0460 0.15M
108 0.0155 0.3434
0.20 0" 0.00544 0.5687
i 10°% 0.00180 0.7364
108 0.000590 0.8438
107 0.000195 0.9104

CONCLUSIONES

Por haberse obtenido resultados adimensionalizados para la
tension térmica maxima sobre la superficie internaypara el factor
de intensidad de tensiones- inducide por la misma, en término de los
inicos dos parametros adimensionales A y & del problema planteado,
el presente trabajo provee informacidon completamente general para
ser aplicado a situaciones reales en forma inmediata. " Los, ranges
de variacion de ambos parametros son suficientemente amplios como
para contemplar aplicaciones muy variadas. . En refs. [9] .y [10] se
describe un anadlisis concreto de este.tipo, referente.a las sucesji
vas fallas que ocurrieron en una porciGn del.circuito moderador de
la Central Nuclear Atucha I.
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SUMARIOQ

5S¢ presentam en esfe Ctrabajo trhes formulaciones variacionafes pana ef analisis
de una estructura de materdal ¢lastoplastice ddeal cuando sometida a un proceso
de carga conecide. En panticufan muvuue que fa formulacion en teaminos de fa
sas de temsdones conresponde al minimo de un funcional quadnatico con uuw.:c-w
nes fdneales, y La formulacion en terminos de velocidades connesponde af minime
sin ngataicciones de un guncional no diferenciable. Ambas fonmutaciones adofecen
def defecto que en ef proceso de evolucion mo 2evan impficita fa condicitn de
que ¢l estade de temsiones deve sen p{au',{cmntz admisible. La fercera formula
cion vardiacional nesulta expresada en funcion del estado de femsiones y cornes-
pende a una inccuaedon variacional eve va. Esta altima formulaciin tiene fa
ventaja sobre fas otnas dey de que fas nestricciones mecanicas aiempu estan sa
tisfechas. Pon @ltimo preséntase un e jemplo au:p.te a finde mostran el algonitmd
pana obtenen soluciones aprowimadas de La inecuscion variacional,

SUMMARY

Thaee variational fommulations fon the elastoplastic analysis ane presented in
this paper. One cf them {8 nelated Lo the nate of the state of atness temsor
fdeld and conresponds to the minimization with Linear constrnints of a quadratic
functional. The second one {4 nefated to the velocity field and L& expressed as
the méinomm without constraints of a nondifferentiable functicnal. These Lwo
classical variational fowmulations are unabfe Lo take into account the mechanicat
consthainta that the stness field must be plastically admissible during all the
Loading process. The thind variational fonmubation 1s expressed {n tewms of the
atresses and mathematically corresponds to an evolulionany vaniational inequali
ty. A simple problem is alsg present {n cnden Lo show the algorithm fon' The
approxdimate solution fon the Last vardlational fowmelation,




66 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. V,n9 3

INTRODUCCION

El objectivo de este trabajo es presentar las diferentes for
mulaciones variacionales para el analisis de un cuerpo de materfal
elastoplastico ideal sometido a un proceso de carga conocido. Cada
una de estas formylaciones variacionales puede ser resuclita a tra-
vés de diferentes algoritmos numéricos, algunos de los cuales tam-
bien serdn discutidos en este trabajo.

A continuacidn explicitamos algunas definiciones y notaciones
que nos seran Utiles mads adelante.

Basicamente, la definicidn del comportamiento elasto-plasti-
co ideal deve ser capaz de atender a dos preguntas fundamentales:

Cuando ? Es decir, para que tensiones tenemos comportamiento
elastico y para que tensiones podemos tener comportamiento plEstico.

Como ? Es decir, existiendo un comportamiento plastico, como
se procesa la deformacion plastica.

AsT tenemos que el comportamiento de un material elasto-plas
tico ideal queda definido una vez caracterizados Tos siguientesele
mentos.

a) Criterio de plasticidad. A través del criterio de plasti-
cidad podemos definir para que estados de tensiones el material se
comporta como elastico. Como es comun en la literatura,el criterio
de plasticidad para up material elasto-plastico fdeal isotrdpico
esta dado por una funcion f de valor real, convexa, isotrdopica,defi
nida en el espacio de 1as tensiones T y tal que:

f(T) < 0 corresponde al dominio elastico
f(T) = 0 corresponde a la frontera de este dominio

f(T) > 0 corresponde a la region inaccesible, esto
es, estados de tensiones que no podrin
existir en el cuerpo.

Limitandonos al caso de cuerpos homogéneos, podemos introdu-
cir la definicion de campos de tensidon plasticamente admisibles,

Definicidn 1. Decimos que el campo de tensiones T es plasti-
camente admisible si para cada punto x del cuerpo se verifica que
f(T(x)) 2£0. Al conjunto de tedos los campos plasticamente admisi-
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bles lo designaremos con P:

P =T, f(T(x)) 0  ¥x del cuerpo]
y en particular al) conjunto de tensores T(x) tales que f(T(x)) 5 0
lo designaremos con C(x). Si en particular el materiales homogeéneo

resulta C(X) & C cualquiera sea el punto del cuerpo.

b) Ley de fluencia. Esta ley establece la correspondencia en
tre el tensor tasa de deformacion D, el estado de tensiones T y la

tasa de tensiones T. En particular vamos a limitarnos alcasode ma
teriales 1lamados materiales "standard". Para estos materiales, si
v representa el campo de velocidades en el cuerpo, Vel operador gra
diente en relacidn a x, ¥ 'I".r(T} el gradiente de f(T):

D= (w)® = —%— (Fv+ WD)
D =0D%+DP
D(x) = D™ T(x)

0 st #(T0))<0,0 FTN=0 y FUT())+Tlx) <0
0P(x) = { AM(T0D), st F(T(x)) =0 y £AT00)-F(x) = 0

y con 3 20 indeterminado.

donde D es el tensor de elasticidad que supondremos en lo que si-
gue simetrico positive definido.
Tambi&n nos resultara Gtil la ecuacion constitutiva inversa:

fix) = D(D(x) -DP(x))
D = (w)®

0 st f(TGx))<0, o F(T(x})=0 y fT(T(x)}-BD(x)SD

f (T(x)}) » DD{x}

DP(x) =
f(T(x)) » DFL(T{x))

£.(T(x)) si

f(T{x)) =0 y fT(T{x])- Do(x) 20
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Como podemos apreciar de las expresiones anteriores la tasa
de deformacidn plastica DP est3d siempre orientada segiin la normal
saliente a la hipersuperficie f(T(x))=0. A su vez estamos también
suponiendo que el criterio plasticidad definido por la funciaon f es
suficientemente regular para que su gradiente, f'i" sea siempre bien i
definido. Casc esto no ocurra (existencia de puntos angulosos) po-
demos generalizar 'Tos conceptos anteriores si admitimos que Ta re-
gion elastica queda definida por la interseccidn de un numero finji
to de regiones convexas dadas por funciones %, ae 1,2,,..4n, sufi
cientemente regulares. De esta manera en un punto anguloso la tasa
de deformacion plastica DY estard orientada segiin una combinacidn
Tineal de las normales salientes a las superficies f*(T(x)) =0 que
pasan por ese punto (Koiter [1]},

Por otra parte y tambien como consecuencia de la ley consti-
tutiva es conveniente introducir el concepto de tasa de tensiGn plas
ticamente admisible.

Definicion 2. Dado el campo de tensiones T, decimos que el
campo de tasas de tensiones f es plisticamente admisible para ese
estado de tensiones T si se verifica que para todo x del cuerpo en
el cual f{T(x)) =0 resulta f (T(x)) « T{x) s 0. En particular al copn
junto de todos los campos de tasas de tensiones plasticamente admi
sibles relatives al campo T lo designaremos con P. Como resulta fa
cil verificar P es una region convexa.

Una forma mas compacta para formular esta ecuacidn constitu-
tiva consiste en establecer que para cada punto x del cuerpo y pa-
ra cada instante del procesoc de carga se tiene

T(x) € C = {T;f(T) s0}
[0(x) - D= F(x)UT*-TIs0  ¥T*(x) € C

La expresion anteridr no es otra cosa que el principio maxi-
mal de Hill, (T(x) € C, y OP « (T*-T) <0 ¥T*(x) € C) y en ella es
ta implicita toda la informacion de la ecuacidn constitutiva. En
efecto si en un punto x del cuerpo y para un instante t del proce-
s0 de carga el estado de tensiones T(x) es interior a la region e-
lastica, tendremos que el Gnico DP(x) que satisface el principio es
0P(x)} = 0, es decir en ese punto no tenemos comportamiento plastico
incipiente, si por el contrario T(x) es tal que f(T(x)) =0 podre-
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mos tener una tasa de deformacion plastica DP, orientadd segin, lfa
normal saliente a la frontera del criterio de plasticidaden ql pﬁg
te T(x) si es regular, o caso sea un punto. singular, cstara contu»
nida en el cono positivo formado por las normales adyacentusal pun
to singular. -

Figura 1

E1 principio de Hill escrito en la forma anterior es una des
cripcion local de la ecuacidn constitutiva, es decir, valido para
cada punto x del cuerpo. Podemos pasar a escribir un principio de
potencia maxima global equivalente al local, estableciendo gue pa-
ra cada instante t resulta:

Tep
D-D"F,T*-T>50 VYI*EP

donde:
<AB> = [A(x) B{x)dx
4]

siendo © la regidon ocupada por el cuerpo en la configuracion ini-
cial (estamos sdmitiendo pequenas deformaciones).

De 1a misma manera que hemos definido una ecuacibn constd tu=-
tiva global pasamos ahora a definir el concepto de equilibrio tam-
bien de una manera global. ¥

pPara ello, haremos uso de) principioc de la poténcia virtual,
Germain [2], que establece.

Dado el sistema de cargas definido por b=b(x,t) y a=a(x,t)
donde:
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b: densidad de fuerzas de cuerpo

a: densidad de fuerzas de superficie prescriptas en la parte I',r de
la frontera ' de la regidn Qc<E® ocupada por el cuerpo

decimos gue el estadoc de tensiones T estd en equilibrio con dichas
cargas si, supuesto restricciones cinematicas bilaterales, satis-
face:

<D(V).T> = LIV) ¥V e Var

donde:

v : campo de velocidades virtuales cinematicamente admisi
bles {es decir satisfacen condiciones homogéneas en la
parte T de T-donde el movimiento est@ prescripto. Se
supone ademas que ' NT =§ y T=T UT .

Var, : espacio vectorial de campos de velocidades virtuales
cinematicamente admisibles.

D(V) = (v¥)® : campo de tasas de deformacion virtual compati-
ble en el sentido que existe el campo v que la define.

L(V) = I bV da+ Iy a*Vv dI' : potencia externa virtual de las
cargas actuantes asociada al campo V.

En la definici@n anterior hemos omitido los teérminos de inercia en
virtud de considerar que las cargas son aplicadas de tal manera que
esta contribucidn sea despreciable. En particular, el conjunto de
todos Tos campos T que para el instante t satisfacen el principie
de la poténcia virtual (P.P.V.} lo designaremos con Est,:

Est, = {T=T(x,t); para cada t satisfacen el P.P.V.}

De 1a propia definicion de equilibrio vemos que si T, y Ts perte-
necen a lZstt resulta:

(D(;), To-Te> =0 ¥v € "il‘v
es decir, para el instante t,7;-T, es un campo de tensiones auto-

equilibrada o en otras palabras., equilibradas con la carga nula.
Al conjunto de todos los campos autoequilibrados los designaremos
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cen Var, que, como podemos comprobar facilmente, es un espacio veg

torial.
De lo anterior se sigue tambi&n que:

Est, = T* + Varp; con  T* € Est,, arbitratio.

€s decir, Est,  es una variedad lineal del espacio vectorial
Vary.

AsT como definimos el equilibrio entre el estado de tensiones
T y las cargas aplicadas, b y a, tambien podemos definir el equili
brio entre la tasa de tensiones T y la tasa de Tas cargas aplicadas
by a. De esta manera T estard en equilibrio si:

(@)t = [(F) ¥ € var,
donde:

bev dﬂ+j av dr
g

En particular al conjunto de todos los campos Ten equilibrio
con b y s 1o designaremos con fstt que tambien es una variedad 1i-
neal del espacio vectorial de todas las tasas de tensiones autoe-
quilibradas.

Por Ultimo, podemos notar que si v, y v, son dos campos arbi
trarios de velocidades cinematicamente admisibles, es decir son su
ficientemente regulares y satisfacen las restricciones al movimien-
to en rv, tendremos:

Vi-vz =V es un campo virtual de velocidades arbitrario ya que
tambi&n 1o son v, ¥y Vs.

luego:

<D{vy-va),T> =0 YT € Varg
En otras palabras, dadas dos tasas de deformaciones compatibles
Dy =0(vy) y 0p=D(vy), arbitrarias, y para todo T auvtoequilibra-

do se verifica que:
<Dy, T> = <D,,T> YT € Varg




72 RevBriiec, Rio de Janeiro, V.V, ng 3

PROBLEMA DE EVOLUCION DE UN CUERPO DE MATERIAL ELASTIPLASTICO IDEAL

En esta seccion primero formularemos desde un punto de vista
mecanico el problema de evolucion de un cuerpo de material elasto-
plastico ideal para, psteriormente, pasar a establecer las diferepn
tes formulaciones variacionales.

Para ello, consideremos nuestro cuerpo ocupando 1la region
QCEY, constituido por un material elastoplastico ideal "standard"
(ecuaciones constitutivas discutidas en la seccion anterior) cuyo
estado inicial es conocido, y sometido a un programa de carga du-
rante‘el intervalo [0,t,] caracterizado por las cargas aplicadas
b=b{x,t) y a=a(x,t) definidas, respectivamente, en el cuerpo y
la parte I'c de la frontera I' de Q.

Luego, a cada instante de tiempo t el estado de tensiones T=
= T(x,t) deve estar en equilibrio {est@atico) con Tas cargas aplica
das, en otras palabras devera satisfacer el principio de la potén-
cia virtual,

Por otra parte dado que el material es elastopléstico idea)
el estado de tensiones para cada instante t deverd ser tambiEnplas
ticamente admisible, es decir

TEP para todo t & [0,t.]

A su vez, para cada instante t el campo de velocidades ve=v(x,
t) debe ser cinematicamente admisible, es decir suficientemente re
gular en 0 y satisfaciendo las restricciones cinemBticas impuestas
en la parte I'y de l1a frontera I' de Q.

Este campo de velocidades tambien debera estar asociado con
la tension T y su tasa T de manera ta) gue la ecuacion constituti-
va correspondiente a este material sea satisfecha en todo punto del
cverpo. En otras palabras para cada t deberd tenerse queﬁ - 1

|

D = D{x,t) = (W)® « D~ F(x,t) + OP(x,t)

donde DP(x,t) estd@ definido segun ya explicitado en 1a Introducidn.
En base a todo 1o anterior podemos decir que el problema de
lafevolucion de un cuerpo de material elastoplastico ideal consis-
te Een-
Determinar para el intervalo [0,t_) Ta evolucion de los came
%:s de ténsion T y de velocidades v tales que satisfagan las condi
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ciones iniciales, T esté en equilibrio con las cargas aplicadas b
y a, v sea cinemdticamente admisible y estén relacionades a través
de la ley constitutiva,

INECUACION VARIACIONAL EVOLUTIVA EN TENSIONES .

A continuacion vamos a mostrar que el problema anterior pue-
de ser formulado a través de una inecuacion varjacional evolutiva
(Moreau [3], Duvaut-Lions (4]} expresada Gnicamente en términos del
estado de tensiones, Esta formulacion variacional nos asegura Ta
unicidad del estado de tensiones a partir de un estado inicialypro
ceso de carga conocidos, y también define de una manera natural el
algoritmo numérico para la obtencion de soluciones aproximadas.

Para formular esta inecuacion variacional, supongamos prime-
ro que tenemos un cuerpo identico al de nuestro problema sometido
al mismo sistema de cargas y a las mismas restricciones pero de ma
terial 1limitadamente elastico. Como ya es bien conocido, la evoly
cion de este cuerpo ficticioc nos define un unico campo de tensio-
nes que lo distinguiremos con TE. En otras palabras TE es el esta-
do de tensiones correspondientes al proceso de carga dado y supues
to el materia)l puramente elastico.

A su vez, el campo de tasas de deformaciones

D' e

serd sin lugar a duda un campo de tasas de deformaciones compati-
bles, es decir proviene de un campo de velocidades cinematicamente
admisible vE, solucion del problema ficticio anterior.

Supongamos ahora que exista una solucion de nuestro problema
de evolucion planteado en la seccion anterior. Llamemes con T  al
campo de tensiones y con OP a la tasa de deformacidon plastica aso-
ciada con este y solucidon del problema de evolucion planteado.

Llamemos ahora T* a otro campo de tensiones arbitrarie que
sea estaticamente admisible.

Como T y T* son campos estaticamente admisibles, su diferen-
cia sera un campo de tension autoequilibrada:

T-T€ Var, VT* € Est,

La tasa de deformacion total:
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D=D"*T+0DP

solucion del problema evolutive elastopldstico ideal sera un campe
de tasas de deformaciones compatibles.

De 1o anterior y aplicando la Ultima igualdad de la Introduc
c¢ion, tenemos:

<D0, ToT* = <75, T-T4  ¥T* € Est,
sumiendo ahora que T* es, ademas de equilibrado, tambien plas
ticamente admisible, y aplicando el principio de poténcia maximaglo
bal, de la expresion anterior se deduce que

DT 5 DTHETI TR B K
o sea
<UD, T-T> 20 ¥T* € K,
donde
Ke = Est, N P

es el conjunto de campos de tensiones estd3tica y plasticamente ad-
misibles con las cargas aplicadas en el instante t. Dbservemos que
P es convexo y Est, una variedad Tineal Tuego K. es convexo si no
es vacio, Puede mostrarse (Salencon [5]) que K, resulta vaciosipa
ra e) instante t las cargas aplicadas son cargas no soportables por
la estructura.

Dado que tambi&n T € K. la inecuacidn variacional evolutiva
nos dice que para .todo instante el campo:

DHIE. )Y

donde Y es el cono de (campos) normales exterioresal convexo K. en T.

Vemos asi, que la sclucion de) problema de eveluciaon elasto-
plastica de un cuerpo es solucion de la inecuacidon variacional evo
lutiva, a partir de 1a condicidon inicial del problema. RecTprocamen-
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te podemos plantear que: .
La solucion del problema de evolucidn elastoplastica ideal
consiste en determinar el campo T tal que:

TEK,
J<HEELf) T 20 WTrE K

para cada instante t € (0,t ], y con
la condicion inicial T=T, en t=0

En efecto:
1. Moreau [3] ha establecido que si K, es de interior no vaco exis
te una solucion de la inmecuacidon variaciona) evolutiva anterior.

2. S1 existe solucion es uUnica y como la solucidn del problema de
evolucion elastoplastica vimos era soluciton de esta inecuacion
variacional tendremos por tanto que ambas coindiden. Con esto
queda demostrada la equivalencia entre el problema de evolucion
elastoplastico ideal y el problema variacional (inecuacion va-
riacional) evolutivo, Yeamos como probar l1a unicidad, Para elle
suponga T, y T, dos soluciones de la inecuacion variacional eve
lutiva luego se verifica:

-tn'lf; WTi=Ta> 8 <Il"1'h‘ WT1=Ty>

<D, T2-Ty> 5 <DTET, - T
Sumando miembro a miembro ambas inecuaciones, tenemos:
@t h) T T 5 0
0 su equivalente:
1 d

TR <n-l(Tl'Ti]|Tl -T> 50

e introduciendo 1a norma definida a tr:vis de] producto escalar
anterior:
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(RTINS T A
tendremos:

L& ITeT ) 50

De esta manera vemos que la distancia entre las dos solucio-
nes T; y T, es una fupcion decreciente en el tiempo. Como enel ins
tante inicial ambas soluciones satisfacen Ja misma condicion ini-
cial, 7a distancia es nula en t=0 u como np puede ser negativa de
bera continuar nula para todo t & [0,t ], Es decir }a solucion es
Unica, :

FORMULACION VARIACTONAL PARA EL ANALISIS INCREMENTAL DE LA EVOLUCION
ELASTOPLASTICA

51 observamos la ecuacidn constitutiva del material elasto-
plastice ideal podemos nét{?jque la misma relaciona el estado actu
al de tensjones T, la tasa ]ile tensiones T y la tasa de deformacio-
nes 0. De esta manera, resulta natural pensar que la evolucion e-
lastoplastice la podemos hacer paso a paso es decir, conocido T pa
ra un instante t,establecer una formulacidn variacional que nos per
mita calcular i ¥ 5.Conoc1dos estos campos podemss pasar a un nue-
vo instante T+ "dt" donde nuevamente repetiriamos el proceso.

Esta fue la manera ¢l@sica en que se plantéo el analisis e-
lastoplastico ideal y que dfb origen a las 1lamadas formulaciones
variacionales de la elastoplasticidad incremental (Hill [6],Koiter
[1], Feijoo-Taroco [7]).

El problema incremental de la elastoplasticidad ideal consis
te por tanto en lo siguiente., Dado un cuerpo sometido al sistema de
cargas ba=blx,t), a=a(x, t) a partir del estado inicial conocidoen
t=0 y durante el perfodo t E [0, tods suponga conocido el estads en
que €1 cuerpo se encuentra en el 1nstlntt t luego, el problema de
la elastoplasticidad incremental consiste en determinar los campos
i. D y v tales que: o

Teest,nP « R, es decir T sea equilibrado con las tasas

b y a de Tas cargas aplicadas, y también
plasticamente admisible para el estado de
tensiones T conocido. En particular supues
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ta la interseccion no vac1a,it es convexo
en virtud de que Eitt es una variedad 1i-
neal y P un convexo.

v campo de velocidades cinematicamente admisible, es decir sa
tisface la regularidad necesaria y la res
triccinn cinematica v = v en la parte I
del donde esta prescrito el campo de velo

cidades,
D={uv)® compatibilidad de 1a tasa de deformacion.

T.0y T estén relacionados a traves de la ecuacion consti-
tutiva para el material elastoplastico i-
deal.

En base a lo anterior no resulta dificil plantear los princi
pios de minimo enunciados &n Tos items siguienLes,

Principio de Minimo en Tasas de Tensiones. Supuesto conocido

el estado en que se en.uentra el cuerpo en el instante t, de todos
los campos de tasas de tensiones estaticamente admisibles con 1las
tasas de cergas aplicadas y plasticamente admisibles, y si

K, = €5t N P es no vacio [it puede ser vacio toda ver que el sis-
tema de cargss actuantes sobre el cuerpo en el instante t carres-
ponda a una carga de colapso o insoportable para el cuerpo {Zovain
(81, Zouvain-Feijbo-Taroco [9)} luego, aquel campa t que hace que @l

functaonal:

pr (e . %— L DT . T* aq - i Ton v dr
1 r
N
alcance un minimo (absoluto) es la solucidon del problema de la e-
lastoplasticidad incremental. Por otra parte el campo T asT deter-
minado es unico.
Demostracidn. Sea T solucidn del problema incremental de la elasto

plasticidad luego:
feest N pak,

y sea f* un campo arbitrario de tasa de tension en equilibrio con
la tasa de cargas b, a y plasticamente admisible para T, es decir:
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f*BEittﬂﬁ-R‘

En base a lo anterior se sigue que T-T* es un campo de tensiones
autoequilibrado, Tuego, 1lamando D a la tasa de deformacidon solucidn
del problema incremental de la elastoplasticidad ideal y en razon
del principio de Ta poténcia virtual resulta:

D,F-T* u [ (F-Tn.var

l"‘, i
donde n es el vector unitario segun la normal saliente a la parte
T, de la frontera.

Por otra parte:
m(1) - () @ = D7 B - L DT b [ (t-t)n-y dr
PV

que segun la expresion anterior puede reescribirse como:

m(h) - mi) « 4 @b - Lo L @t ot

= —;- "'t 1> - %- D3 Tt LT PP Rty G S LY, L, O

s- 2NN I - 2 DT v 2 P - 2 @PLTe) -

c -2l BT T e 2 P> - 2 0%
Ahkora b1?n; por ser DP y T soluciones del problema incremental y
por ser T* plasticamente l_dmisib'la para T se tiene:
<P > = 0
<P, T*> = L] AM(T) « Trdx 5 0
Tuego:

m(f) < m(f  vive k.
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y donde la igualdad se verifica si y sdlo si 5 L Como podemos
apreciar si existe solucidon del problema de minimo, 8sta es Unica
y coincide con la solucidn del problema de Ta elastoplasticidad i-
deal incremental.

Resumiendo, el problema de la elastoplasticidad consiste en
determinar la solucion del siguiente problema variacional.

2 1 -1 T
fTéF(t (i) o L <D T [rvr ¥}

que como vemos se trata de encontrar el minimo de un funcional cua
dratico con restricciones (Tineales) que definen el convexo K .

Principio de Minimo en Velocidades. De 1a misma manera que hi
cimos en el item anterior, supongamos conocido el estado en que el
cuerpo se encuentra en e) instante t,

Llamemos Kin, al conjunto de todos Tos campos de velocidades
cinematicamente admisibles para el instante t, en particular, su-
poniendo restricciones del tipo bilateral, Kin, serd una variedad
lineal. Luego, el problema de 1a elastoplasticidad ideal incremen-
tal consiste en determinar el campo v € Kin, tal que haga que el
funcional:

T(*) = 5 <DD(Y*)DIv*)> = o <DOP(T,¥*) D(v)> - L(v*)
alcance un minimo en King,, donde:
D{v*) = (w*)®

0 si flt)<0 o f(t)=0 y fT{T)DD(V")Sﬂ
DPTv) = 1. (T) - DO "
m_f-r(ﬂ si f(t)=0 y fu(T)«DD(v*) 20

Podemos notar que el problema variacional consiste endeterminar el
minimo de un funcional no diferenciable sobre una variedad lineal.
Demostracidon. Para mostrar el principio anterior 1lamemos nuevamen
te v, D=D{v) y T a 12 solucian del problema de la elastoplastici-
dad incremental, luego:

1e) - (v*) = o <F,0> - - e prs - Lv-vh)
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donde D* = D(v*).
Ahora bién, del principic de la poténcia virtual y por ser i’%’iitt
y v=-v* € Var, resulta:

<F,0-0% = L(v-v*)
que sustituida en la expresion anterior conduce a:

4
i

T(v) - 0{v*) = o <7,0> § -;- <t*.D*> - <1 ,D-D* =

& .%_ c‘i’,ns- > -1{ -:f‘*.n*: + <1.',D*> =

- L rh D 4 b DM - 2001 -

U

" EL [<f-Fo, 0 (T« )5 = 2<F,0P"]

donde con DF* estamos representando la tass de deformacidn plasti-
ca asociads al estado T de tensiones y a Ta tasa T*, es decir DP"=
OF(T,T*). MAhora bien, por ser T una tasa de tensidn plasticamente
admisible, Te 5. se sigue que:

<7 0P*s <0
De lo anterior se concluye:
My}-1(v*} S0 o nlv) s m(v*)

y donde la tqualdad nuevamente se verifica si y sdlo si T=T*,

Debemos resaltar aquf que si bien un principio de minimo es
establecido, no podemos concluir de &ste la unicidad del campo de
velocidades. Las mismas pueden diferir en un campo de velocidades
puramente plastico, es decir, 1a tasa de deformacidn asociada a la
diferencia de los campos de veliocidades es una tasa de deformaci®On
plastica.

E1 fentmeno de colapso plastico, caracterizado por la ocur-
rencia de tasas de deformacion (puramente plastica) bajo carga cons
tante es el ejemplo was importante de mo unicidad, '
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TECNICAS NUMERICAS DE RESOLUCION

Algoritmos para las Formulaciones em Tasas. En  general

las tecnicas mhs frecuentemente utilizadas para resclver el pro-
blema de la elastoplasticidad ideal consiste en Ta resolucidn de
los prablemas variacionales planteados en terminos de tasas.

E1l problema en tasas de tensiones consiste en determinar el
minimo de un funcional diferenciable cuadratico con restricciones
Tineales que definen el cono convexo Rt.

S1 el espacio de tensiones es de dimension finita, comoen el
caso de los ejemplos tratados en este trabajo, este problema se re |
suelve por un algoritmo de programacion cuadratica (Luenberger [10]).
Para el caso de dimensidn infinita tendremos primero que aproximar
el espacio de campos de tasas de tensiones por métodos tales
como el de los elementos finitos.

La formulacitn en velocidades consiste enlaminimizacion sin
restricciones de un funcional np diferenciable. Para evitar este
problema de la no diferenciabilidad generalmente se recurre a téc-
nicas iterativas en las que el funcional se asume diferenciable en
cada paso (Eienckiewicz [11]), o bien técnicas de regularizacidn
(Glowinski et. al. [12]).

Debemos resaltar sin embargo que ambas formulaciones adole-
cen de un defecto comun. En efecto, calculadas las tasas, los algo
ritmos no proporcionan ningln criterio para garantizar que al evo-
lucionar en el tiempo la condicion de admisibilidad plastica sea sa
tisfecha.

Algoritmo para la Formulacion Variacional Evolutiva. La inte
gracion en el tiempo de 1a inecuacidon variacional evolutiva en ten
siones presentada anteriormente puede realizarse aproximando median
te un operador en diferenctas finitas la tasa de tensiones T en el
instante t + At:

T = t+A L
At

Sustituyendo esta aproximacion, en la inecvacidon variacional evolu
tiva se plantea:
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Dado Tt determinar Tt+ﬁt [ K:+At tal que:
<D™ (TE iy M} T ~Tés 2 0 ¥+ 6 K
t+dt At " Tr+Ar ' t+it

Con la condicion inicial T=T, en t=0.
Operando sobre Ta expresidn anterior tenemos:

Dado Tt determinar Tt+bt € Kt+bt tal que:

BT TR - <Dt ifmnt).'

t+At® t+Ar ~Tr50 T C Kg+a:

t+AE
Aplicando los resultados enunciados en el apendice se reconoce que
1o anterior es la caracterizacion del siguiente problema de minimo:

Ghin {_;- <D7T> - <Dt FF, 4T )T }
t+it
donde ff+at y Tt son conocidos.

Este problema tambi&n corresponde a minimizar un funcional di
ferenciable cuadratico y cohercivo (ApEndice)} pero, ahora, com res
tricciones generalmente no lineales que definen la region convexa
Kt+6t'

Para el caso de restricciones lineales este problema resuita
formalmente identico al algoritmo para t discutido en la seccion an
terior. Sin embargo, tanto para el caso de restricciones Tineales
como no lineales tiene la ventaja de que ahora la formulacion ga-

rante que la solucion siempre sea plasticamente admisible.

EJEMPLO NUMERICO

En esta seccion vamos a moestrar, a traves de un ejemplo sim-
ple, 1a estructura del problema de programacion matematica plante-
ado en la seccion anterior. Como el ejemplo es de dimension finita
haremos uso de Ta notacidn matricial. Es interesante resaltar aqui
que para la obtencion de las matrices correspondientes a problemas
mas complejos podemos recurrir a métodos como, por ejemplo, el mé-
todo de los elementos finitos.

Consideremos dos tubos concéntricos (Figura 2) cargados axial
mente por la fuerza F y designemos con A;, Ei' Tt’ Oyir para i=1,2
las areas, modulos de elasticidad, esfuerzo axial y tension 1imite

e e s

T A N, Temmmm——Rm TR

e e R — . =
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de plasticidad de cada tubo. De esta manera, los esfuerzos inte-
riores de la estructura astan caracterizados por el vector T & R?
dado por:

Tw [F TyIF
Como hemos adoptado como esfuerzo interior la fuerza axial so
portada por cada cilindro, tendremos que el tensor de elasticidad

D-! € R? x R? que actuande sobre T nos proporcionard los alarga-
mientos (o acortamientos) que sufre cada cilindro, luego:

A su vez, la respuesta ilimitadamente elastica para la carga
F esta dada por:

P amrF

donde:

T
E E +E,T E!Al Ezka
- T =
T bt . M [ tA+EsA;  EJR + EA,

Por otra parte, el esfuerzo interior T es estaticamente equi
librado con F(T € Est} mi:

BTT-F . BT=[V 1]
& su vez, diremos que T es plasticamente adm151blé sf T eP
donde P esta representado por el rectangulo de la Figura 2 y carag
terizado matematicamente por:

NT-R20

donde:
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Figura 2

La evolucion elastoplastica de los cilindros debido al proce
$0 de carga F=F{t) estd caracterizada por el problema variacional
planteado en la seccidn que trata del algoritmo. Llamando con t =
= O,tl..,..t".... € [ﬂ.tQ] cada uno de los instantes de tiempo en
que deseamos conocer la respuesta de la estructuray designando con:

T
Tn+1 G T{t“ﬂ] - Urlu»l T:u»l]

&Fn+1_ F(tn+1j = F(tn}

tendremos que el problema de evolucion elastoplastica puede ser co
locado matricialmente de la siguiente forma:
Conocido el estado inicial T°, determinar para n=0,1,... la
solucion del siguiente problema de minimo:
min {.%. (Ko s ol n"tmr“”wr“}-r'“‘}
n+l
T El':m1

| donde Kn+ estd caracterizado por las restricciones:

1

gt ™1 o F™ (7™ estaticamente admisible con F™*')

k NOT™ s R (1™ plasticamente admisible)
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En particular, utilizando los siguientes valores numericos:
El‘l - Eg_“] 5 Ala?t = ‘ " '&?Uyl s 2
vamos a mostrar 1a respuesta de la estructura para dos pasos de car

ga definidos por:

2

el , FPal , 8F' =25 , oF

i) Primer Paso n=0. E]1 problema consiste en determinar ] solucidn
de:

min {% (e i - 1.25(T;+T;}}

con las restricciones:
$Ts % Tyom 8B

8 ¢ 1; 5N

BEN s

En la Figura 3 hemos representado las curvas de nivel de la fun
cion objetivo (circulos con centro en (1.25, 1.25)). Como pue-
de apreciarse el minimo en este caso es de fronteray correspon
de al estado:

Observese que la formulacion permite, en un paso, realizar un
camino elastfco seguido de un elastoplastico.

1) Segundo Paso n=1. Consiste en determinar T¢ solucion de:
' 1 22 13! d, T2
min {7 CTH)" + (T3] - (0.5T2+72)

con las restricciones:
Ti+T:-1,5

s ST EN

-2sTise
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Figura 3

Nuevamente Ta Figura 3 muestra las curvas de nivel para esta
funcion objetivo (cTrculos con centro en (0.5,1))., En este caso el
minimo es libre, o sea el punto :thico Tz gs interior al convexo
K, y esta dado por el punto:

T2 = (0.5 11T

N Gtese que esta formulacion permite un proceso de descarga (elastico).
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CONCLUSIONES

Como ya hicimes notar, el modelo para el apdlisis elastoplas
tico via una inecuacion variacional evolutiva nos proporciona siem
pre, caso exista, una solucion que satisface todas las restriccio-
nes mecanicas del problema. Contrasta de esta manera con Jos otros
dos procedimientos que durante la evelucion pueden violar alguna de
ellas.

Si bien el ejemplo resuelto fue realizado de una manera ex-
plicita, para estructuras mas complejas el M.E.F. permite la cons-
truccion de la funcidon objetivo y la caracterizacion del convexo de
programacion matematica nos proporcionan los algoritmos necesarios
para la obtencibn de soluciones del problema de minimo  planteado
que, para estos casos, son de mayor porte.
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APENDICE

En este apendice vamos a presentar en forma resumida algunos
resultados matematicos que nos proporcionan las condiciones para
las cuales es posible establecer la equivalencia entre la solucion
de una inecuacion variacional y la solucidn del minimo de un fun-
cional. EV lector interesado en mas detalles debera consultar las
obras de Duvaut et. al. y Glowinski et. alii ya citadas en 1a Re-
ferencias y la obra de J. Cea "Optimisation, Théorie el Algorithmes"
{Dunod, 1971).

Consideremos un funcional J: ¥+ R, donde V es un espacio Ba
nach, y un subconjunto U de Y.
Definicion 1.

i) Decimos que J(u) es un minimo relativo de J en U 51 U € U y si
existe una vecindad V(U) de u tal que:

J(u) s Jlu) Yu € U N v(u)
i1} Decimos que J{u) es un minimo absoluto de J en U si u € U y si
JU) sJfu)  VuEU
Teorema 1. Si V es un espacio Banach reflexivo, si J es debilmente
semicontinuo inferiormente y si U es un subconjunto limitado y de-
bilmente cerrado en V luego, existe al menos un minimo absolutoenl.
Observacion. En el caso de ser ¥ de dimension finita el teoremanos
dice que toda funcion continua sobre un conjunto cerrado y limitado

alcanza al menos una vez su minimo.

Teorema 2. Si V es un espacio Banach reflexiyo, J es débilmente se
micontinuo inferiormente y si:

Tim JHu) = 2=
| ufl++e=

luego, existe al menos un minimo absoluto.
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Teorema 3. Sea U un abierto de V
i) Si U € U es un minimo relativo de J en U y s J es Gateaux-di-

ferenciable, luego:

J'(u,e) = 0 ¥¢ E ¥

i1} 51 J es convexo y una vez diferenciable, luego:

. todo minimo local es un minimo global

las dos expresiones siguientes son equivalentes.
J(U) s J(u) Yu € ¥ = uey

J{u,¢) = 0 Yo €V ! ueky

. 51 ademas J es estrictamente convexo las dos expresiones an-
teriores admiten una unica solucidn U.

Vamos a presentar ahora algunos resultados correspondientes
al caso del minimo de un funciona) convexc cuando las variables es
tan sometidas a restricciones tambien convexas (pocos resultados se
conocen cuando no existe convexidad).

Teorema 4,
i) S1 J es Gateaux-diferenciable en U, si U es un subconjunto con
vexo del espacio Banach V y si u € U es tal que:
J{u) = J(v) ¥v E U
luego:

J'(u,v-u) 20 Vv €U

i) 81 J es convexo las dos expresiones anteriores son equivalentes.




RevBriec, Rio de Janeiro, V. V, n® 3, pp. 01 2 04 1]

EXPLICIT EXPRESSIONS FOR
NATURAL FREQUENCIES OF SIMPLY
SUPPORTED CYLINDRICAL SHELLS

Luis A. Godoy
Departamento de Estructuras, FCEF N,
Universidad Nacional de Cordoba, Argentina

SUMMARY
This note {includes simplifdied Linean dynamic equations and relations
4o edgengrequencies and eigengunciions of simply suppont cgylindrical
shelds. Frnom these simplifled equations it is shown how explicdl
expressiond may be abtained {or natural frequencies and modes of
vibration, which could be conveniently used {n design.

The evaluation of the free vibration characteristics of thin
cylindrical shells is of great importance in engineering design due
to the frequent application of such shell forms in the aerospace
and, more recently, in the marine off-shore industries. Early work
on the subject was presented by Arnold and Warburton [1], from
which most of the following research has been developed.

Two simplifications are commonly introduced in the analysis!
(a) a simplified shell theory (i.e. Donnell's theory) is used; and
(b) tangential inertia is neglected. Dymm [2], and El-Raheb and
Babcock [3] gave detailed discussions on the errors associated to
those approximations., The adoption of both simplifying assumptions
{a) and (b) will be here shown to derive in simple expressions,
and explicit forms for modes of vibration and natural frequencies
will be obtained for the case of simply support boundaries. Such
explicit equations are similar in form to those obtained by Crol)
and Batista [4] for buckling loads of axially loaded cylinders.



82 RevBrMec, Rio deanairo, V.V, n0 3

The dynamic equilibpium equations for a c¢ylindrical shell
modelled by Donnell's theory and neglecting @aqglntigl inertia may
be written as ’ ' )

[ [E7 VI ” 1+u 3%y M .0

e 2 gt 2 a8 ' ox
1oy 2% _ 1 _aty 1-y v 1w _
R TTT S Tty Sy TSkl (1}

hefa'w 2 a'w 3w 1 u W 2 3w
12(ax*+r!ax=aa'*r"ae* +r'(w+urag+ae)- £ {1+ u2) ey

in which u, v and w are the displacement components in the in plane
(x , 8) and the out-of-plane (radial) directions; E, pu and p are
the medulus of a'lastici.ty, Poisson's ratio and density of the
constitutive material; h, r and. L are the thickness, radius and
lenght .of the shell; and t is the time,

" For a simply supported boundary condition, the following ]
displacement field satisfies eg.{(1):
u = ugy cos 18 cos jux/k cos 2rft
v = vi; sin 18 sin jmx/2 cos 2nft (2}
W = Wyj cos 16 sin jmx/8 cos 2uft ‘

in which ugs, vy and wyg are the amplitudes of the modes of
vibration, with i the number of circunferéntial full waves and j _
the number of meridional half waves; and f is the natural ]
frequency associated to mode (1,j). Replacement of (2) into (1)

allows the tangential components of the modal ampiitude to be ]

expressed as i
Aiz-p x2)
Ujg = - Eiug*)‘ ¥ij j
(3)
i[12 4+ (2+p)a2

where X = wj/L, L = &/r and R = r/h. The natural frequency is
obtained from the last of eq.(1), and may be written as: j
|
n
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i . E (],.l,‘_ia)k 13 A»
fi3 4t rt g [12a'{1-ul) (A'+i']':‘ )

The lowest value of natural fregquency, f ;. ., may be
obtained from eq.{4) by inspection. However, fuin May also be
calculated by extremizing eq.(4) with respect to (i,j). The
minimum frequency has been shown to occur for j=1 in isotropic
cylindrical shells [1], so that by equating to zero the first
derivative of (4) with respect to variable i, the following fis
obtained:

i sty B {[IZR'U -u-):ll*'"- m}'ﬁ (5)

N?tice that in very thin shells, or for medium to long cylinders,
R 1/L, and eq.(5) reduces to

. ()2 Eznxﬁ-ueﬂ"* (6)

Since | has been taken as a continuous variable, eq.(5) will
not result in integer values, and the mode associated to the
lowest natural frequency will be given by the closest integer to
i*. An approximate expression for the lowest natural frequency
f will next be obtained by replacing eq.(5) into eq.(4):

min

1
. L_Eh (31
fain pree [ 4 Ll

For a steel shell {(p=0.3), eq.(7) reduces to

Eh

£
prif

L 0.18

or else

£ . 2000 (8)
min wm) VR

Equation (7) is an approximation to the minimum of (4) in the
sence that the continuous (real) minimum i* has been used, instead
of the discrete (integer) value. The error involved in this
simplification is less than 3% for shells in which L 2 1. Due to
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their simplicity, equations (5) and (7) may be conveniently used
is design.

It is interesting to notice that for an axfally loaded
cylinder, the classical critical stress, o,y , is given as

Gey = £ (31 -y} e (9)

The explicit expression for the lTowest natural frequency, eq.(7),
may be compared with eq.(9), so that the following relation
results: :

]
fr, = T&%T' (10)
Eq.{10) relates the lowest natural frequency of an unloaded
cylinder with the axial stress necessary to reduce its natural
frequency to zero. The analogy between the free vibrations and the
static buckling of a cylindrical shell has been pointed out by’
Dymm [2]. This analogy, however, is only of theoretical interest,
due to the fact that although f ;, is not very sensitive to small
imperfections, buckling is a highly imperfection-sensitive
phenomenon and ¢,y is never achieved in practice.
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