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·flldrMec. RJo de Jllntiro, V. V. R9 IS 

qua~do contactado$ pelA Comissão Org~nizad~ra: fa l ta ~u ~~s~~\tti! 
cio de justificat\vu nos ~reçeres de re•tisoresô f$tta de unifor­
midade na conceltuaçio cie "origtnalida.6e lt entre os l"'eVi&o r es ; par'!_ 

ceres ce>ntradi'tGdos de revisores sobre \lDl mnmo trabalho> cartas 

de autores pro t estante contra os par·eceres dos revisores d·o·s seus 
trabalhos; excessiva demora de p1'ofessór-es em responder ao co·nvite 

para a coordenação de sessõ&s. tendo e~mo cons&quência o atraso na 

hapressio do programa do CongreUo e gru4u difiçuldedes na <htf\ ­

n1çio dos p,~lestrantes. Mosirotl-Sé • tambilu. inconveniente a ipoca 

de realização do Congres so ( daumbM)) em de:corrinc1a. tanto da in­
dfspon1b11 htade das vtrbu orume,ntcãrias para cobrir despesas de 
v hgem, de congressistas. c o mo pai"a empresas e i nst itu 1 ções da ârea 

de ciehHas mecân1t·cJ.~ v-:lrem '~x.por os·· !leus···proêflítos . Jnern dis·so . o 

Cong·resso ·esta êpóc'e se superp~é ã'· àti •l'i'da'de$ · de· 'êfl·cerl'amento de S.!. 
mestre 1et1vo e:- i-5 -festas de f-1111 de 'a11o. 

F'i na·lmente' . f1·elll Hfh tt>tda ll' nãó al)1"e ~entaçlo de 51> dos 197 

trabalhos l ncl utdos .rhos a. na h'~ ~m r'nãó ~o nio compat~c 1 menito dos. 
seus a.rt·o~ 011: ·<fi! ~vstSon f'1'le'U1111-i dM d~·. re-l)ns~nti•1 os. Tambêm 
defur'am doê compa.~tz'*" "Yif.bs c::àltrtr~trad'or<es de sehões e os 2 pa­

lestra-nus ~onv-1 ·d'âdes df t;a:mu,n"{ éla1te <ti:etltlfka brasileira . sendo 
que restes íili:it®s tf1esi~~rj;IIJ Sah:~tft~Õ'S · ~f)B.Í'·a pt-Of&rfr a~ pales-
tru. 

A ABCM precisa de colaboraçio de todos pua q1úe esses pl"obl_! 

mas não se re'f)it"l!m. •rflará 't~ahtõ;:e n<e·c-ess:i<f-10:' .. iJ)Or -e?í'emplo, que se 
estabel~a 'ama uJit·f1)rm'f'2Ui~ ~ ·•ertter'i'os lfe r~v'fsi'C) d!os tr-abalhos 

que fo·t-em pl"opcts:tcós a-o~" pr-lh.illlos COSEMs e q<fle'· sejam rnpei tados por 

todos os revistrres e:: c:on~e-çHios d'"é t01fos õs!- 'a'utores , llê tal forma 
qlie ~' p~r&ceres·. quahd'o Ílesfnorivtis·, séja111 'ústos e pb'Ssam ser­
v1 r cte ori&ll'ta Ci<f e es t'fti!Uil'O p-ar~ uma rrova · tenht h a. tom rea'ts 'PO! 

s~b 1 lida·Eie-s ·de êxito. o ·auto-r au!enté, 'Por ·sua ' vnJ f~ustra as'! 

pectativas da ilite-raçie ' qcu't se busca li'ãs sessões têtnicu·~ entr·e 

pe'$qOiSadOrés de tlnià m'eSni'& ' ârea ~ pràvoc)l '• um Vufo· q.ué pod~r1a ter 

sf<lo oeup.ade> p·õt 'Outro trd1B.1ho, ou sinrphsm.enU el~m1nado . com e­
v i dente &t:onomia d é tempo e recuf''S os f'irlanééi r os. · 

A CoJDissão Organizadora do VIl COBEM espé'Í' 'I tél" prop1tiado a 

c•da e.orrg~essista c.ond1çcru s:tthhtõriu para á consetuç:ãó dos pr-1.!!. 

cipafs objé'tU·os que o trouxe a Ubel"1ãndia. e que a sU'à permanê'och 

em' ·n~sso ml!io tê'nha lhe propco;odonado a mesma Slrt1sfaçi'o que n.os 
pf'op:of't i onoá . 
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O .Ce.ma. b~..l.o.o dU.tE. ~ll.i1·b·Gt.th·o ~ a Anã-~--~ 11~ Ten-.sõe4 em Tabu..l.~eÕ·U . 

um du pJt.Obtu.tUJ Jt.t.úvc:t~ duu. tt~4unto i 4 u4!M~ de. tubut<teôu 
aom g..tlli1df: Jt~lM"i.1) cUâmú:Jdo!t u ~U41.Vlll df. p~vu.de. ~cu~ _g~w u:;t.l..U.Z4!1! 

-H aom 6Jtl!.qui,a;.l.'á. c.Mvcu -~ma.do:4. Numa .tl!.n-ta.é.é.v4 ·d~ . e;'Í"'n.~O'UdM 0.6 

pu a~d.lmtn..to.6 de. c.a.tnu..t.o a!.4ua.lmtliU a..t.i.Uzftd;94 pUa..6 6..i.lufta..6 de é. O_!! 

61t.UDU4 1 ao.t-a:.fll IÍ~O~(L:ttt{~ Wnl'b~~ ft!lllli:.IE~.~U e, de . .U.nuolv.ir:tbl. ~ 

.tu.dc6 upa.lr.hltetl.t4..ü c.1.Lfo-4 IJ!.·.e..tu-Uadot. t.iio. a.pll.t.&-e.n.ta.dc·6·~:~-,6!o. 
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l NTR:'OOUCJI;O 

o problema pl""op'O's·to co:ln essé tnb·aftlo·:·o.bjitiv-a d~'S!OJlti·r" .l · os 
pdllle i r os r e su 1 tado.s -obtidos da a·nã 1' i .Si! · teÕ'rl c:o-~·~l'eri menta 1 ·dê te,!! 
sões. q11e eviderte1~• poa~11 o dllto elil q~estio -ltnt. n1'v~Í ·de té!nsio ém 

muito sup-er'~Qr ao 1 itirlte admiti-do p·~lu :l'tOr'llt~s, apl' t ; w.veis . 
tf.io foss..e.m u (ifi~lclade( de a.Quh i cão 1ner.enté~ i s_o1u.eoio 

proposta. 1 nVofiução c\ e UJil e-1 en~-into _f1 ex1nr.~ ·o ...PJ'~~1 eu agrava- se 

diante de posi cio c<mtraria assumid'a pela li clm'Cta:dlin ' do p.rojsto 
bãs1co. Messes cuos3 as fi~mas de co·nsu1tarh ~em j)r-essio das 
companhias estrangeiras. que: im.p&em suu -e-ítpmincUs •anteriores sem· 
ma i o·res es chrec1me ntos , utn i zatr'dó a ~aT"arrtra-d·d~ fffXjcesso dé ~ua 

unidade contra as &videnc1as dos cã1culos exeç~;~t~.éloL · .. 
Por essa razão princ'ip,al. lw$camo-s aprofundu a anãli'se nul!l!, 

ric.a para1elam·ente ã estu<los .. expe-rime-11hh do caso prit1ll'O 'apl"ese!!_ 



6 ReWkMec, Rio,daJanelro~ VrV ;Ti'l a 

tado, no sentido de consolidar uma plf~:ic~· âêf ~n-Ht\11! 11<ão -sati ~sfe.!_ 

ta pela sim~les aceitação _da e.x.peri~<fi-a d.e .:t~rc::~iros,, 

l)esenvol vendo os obj'etl--vos àcÚ1a r-e·fel'itlos ·, foram· éfetuaaas 

anilises numiricas atilizando~se : 

. programas de computador· pela teorfa d'e viga 

. pro-gramas de computado·r P'ela teoria de t.9 S~a ·s. 

Da mesma forma, as seguintes ticn~cas experimentais foràm a­
plicadas: 

termo - fotoelasticidade 

• exte-nsõmet·ros el etr i cos (str.ai n-gages). 

FORMULAC~O frO PROBLEMA 
O cas.o prático em discussão ne-ss·e trabalho consta de um duto 

de gis de 53" de diimetro e espessura de parede igual a O,S" que 

transporta o gãs 1 iberado do reatar pr'l ·f\Cipal de uma unidade de pr~ 

dução de icido fosfórico , segundo a co nfiguracão detalhada abaixo: 

t ouro OJAhl. Exr· ~:i' 
tESP. •O,?) 

~ 
~ EXTREMI.OAO.ES q: 

FLANGEAOAS DOS I 
CONPONl'"NTES PO OUTO -- I 

t"L .I07 a15 

(f'IXAÇÁO 00 
REATOR) 

-.f' 

MOt.ls• 
I· MAi'EiRIAS(OUTOS E 

EiiUIPÁIIÍ~OS) • 
'ASTM ~-285 G? c 

2,T~MPER.TURA OE 
OPÉ RlÇ~~ •19" C 

3 - DIMENSÕES EM MM, 
SAlNO.INOI.CAÇÃO 
CONTF!ARI1:) 

Figura 1. Configuraçi& do conjunte Duto ~ Eq~ipamentos 



E~bora a configuração ap~esente-se stmples. a elevada ~~<i~ dti­
metr.~ x espeuura de ~a.l"ed·e 4o duto ~ QtJe.stio. (P/t. • .1.0.6) ~m conf! 
'rir-lll"E! especia l destaque no ãmbito da Ani11s" Conv.eo~1or:tàl de ie_!! 
s6es em tubuhçõu Industriais, denominada comu~·ente de Anilise de 

Fl&K1bilidade. Se ana l isada contra os recu~sos habitualmente ut11t 

zados. a Anil.ise de Fle:db11 fdadf de<>se ciuto de .gãs ·apresent.a co111; 
pontos de relevada '~ortãncfa: 

• com~ortameRto estrutural compro~tido quando calcu l ado com 
ba·se nu teorias de viga, util iz~J-da& nos programas v sueis 

de cil~ulo al.ltomãt1co cfe tiJbulacões. 
• deformação t o.calitada do vaso ("c.-tch.all•). nos f)<l.ntos 6~ 

11gaçio (bo<:ais}. coroprometfda ~h <:onstrução tangefld.al e 
pela ele-vada: rig1det db duto cO:mparada ã do equ't.pa.mento. 

• deformacio localilada do reator impedida p~lo enr1jec1men­

to do costado. 

5-endo asshla o que apreset~taroos nesse trabalho resu~ne as pf'i!! 
ctpals ativida4es jâ executadas ati o presente. que ~ver&o ~ulmi­
na r com a med tção de d.eforl!laçõu no l!lo.de:l o .r&a 1 tão 1 ego s.ej a com­

pletada a sua montagem. 

L[MlHS AJJMlSSlVElS DE. TENSI(O 
.Segundo n requisitos das norm-a~ .a.pl1cãveh. os li·mit>es aólll1-,! 

slveis de tensio poderão ser d1str1bu1dos fnâependentemente entre 
ten~ões primãriu e &ecundãrias~ defin1od~s em função dil na.turua dos 
carregamentos presentes. Se levarmos em consideração que as demais 

solicitações como o reulque diférénchl -eh"tre as fu n dadi~$ dos e­

quipamentos e.djacenus, a pressão interna ~ o nnto foram mhdmiz! 
das p<~r solucõ111s -espec1fiéu ou sio l)<ivco s1gn1fk:~tt'i-vas., J«estêlm­
.. nos os segufntes carr&gantentos -pr-incipais p.n-a a·l'lilise- [1]:· 

• pêso prõpr1o, Qr1ginando tensões pr1roir1as cujo lfl\lite po­

derã ser aproximad9 por S1. 
• expansão termi(:a reHri ngi da e movimentos dos boca i$: dos e­

quipamentos adjacentes. orfginando tens~es segundãr14$ e 
tendo como limite: 

SA"' f(1,2S Se 'f' 6~25 Sh) f1} 



,, 

significaMo: 

'Slf- 1e.nsio ·admi··ss1V'~l l>ãsica do m:ateri·.al na tem.pe·r ata!'a mã· .. 
xima d~ O<paráélo do duto (79°C) 

S~ ~ tensão adli1Hs1vel blsica do m~terial n,a temperatura de 
1 nsta1acio do duto (2 '2lOC) 

r 

f - fat.or de vi.da cicliea d~ dut~. em 1\osso ·t&cso igual a un1 

dade ( f .. t) p_ara 700.0 ç1 el-os comple t os dé opel'ação 

Visando a obt:enç.ão ~e um 1 1m 1rt~ mhimo para as tensões secu.!! 
dãrhs d-ecori"Yentes da expá11sio térmi.ca ~stringida do duto e dos mo 

'· -vimentos iotposto.s pe-los bO·ta is d-e e11ui pament'os, as quais são mand! 
tõ-rias no nosso pr.ob.l~m~~ ~Cedemos aiada es·c:rever [1), 

J I ' • 

ond_e; 

SA "' f ; j.,~S{ Sç • Sh) - Sp ( 2) 

Sp ~ r'tr1'1"es-en~:a· a t''é1Jdo .,.ea1 at4Jillh como conse'quencl a da 
a:Çió era pléso ·prôprto d.os conrponeotes do duto. no ponto 
consider-ad'O 

Uti11zando~se as tensões admhslveh n"O a:pend1ee A da n.(rrma 
AN'S I B 31. 3 t [ 1). ·ter'é1IIO$ e o tio: 

A eJtp,r~&do 4o 11mi te ~~:~imr> D'dmiHdo pa-ra as tencs&es de ­
correntes da. ·exp.ansio ,têrmtoa do dut<l ~ ~1-pament.os. a.dj.acentes pa! 
sa a depender somente da tensão real ctecori'ente dQ peso prõ.pr1o do 

duto ( Sp) no ponto G&n9f der.ado. da forma z 

SA ~ 45750 - Sp (psi) {3) 

Para s;implifiç.~r a anãlfse do proble!Aa pr.o~osto. pode - se a1n 

da assulilil' um ulor mãximo para Sp .. + Sh e ro·esuml - la ã verifica­
ção das tel)sóes secundif'1.as resultantes da expansão termtca i'8.Stri,! 

gida ten~o com.o tensio admiss1ve1 o va1or básico de SA .. 36.600 psi. 
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ANlUSE PEL.A TEORIA DE VIGA 
ltesm.o dhnte das restrie5~s conhecidas quanto ao- eiJIP-r&90 <16,! 

ta teoria i tllbulaçiies com grande 1"-el ação dii111etro x espes-$ura_. on­
de as deformações loc~'h podem c01ilprometer o comportlimento ~e vi~a 
da 0 estr~tura", for~m uti11~ado' programas usuais de cil~ulo auto­
mãtico de tubu1ações (com base na teoria de viga) como uma ~rim~i~ 
ra aproximação par a o problema. 

Modelo Vtilizado 
A concepção ~o modelo 11mltou-se ã conf1guraçio do duto pro­

prfamente dito sobre a qual são definidas as cond,ções de contorno 
referentes aos <lesloc-amel'ltos dos bocais dos ~u1pamentos adjaa!ntes, 

A figura abaixo r~pr~:&enta o isométrico de cálculo de- modelo 
utilizado . sobre o qua\ sio dutacados os prhc1pa.1& parâmetr os r! 

l8t1vos i sua d-efinição gJob!ll, cabendo ressa1tar que o m.ovimitnto 
transversal imposto pelo bocal s~perior (catchall) devfdo ~ sua 1! 
9acão tangendal como o easco -do eq~ipame-nto fo• considerado 4ies­
prezive1. 

. .. 
·• 

DIAM· fXT. • 5'1' 
E •2:'1',8 '10

1 
p:ll 

• • o,r;;r '~õ' mm/mm 



§~pessura equivalente das curvas. Por nio permitit a mode1! 
gem direta de curvas goudas, os program:as uti li zados requerem uma 
atencio espechl para a introducio correta da r1gfd~z. real desses 
elementos, através de curvas fof>jadas (e1bows) equivalentes. 

Dois recursos principais poderiam s~r utilizados com essa fi 
nal1dade e sio eles: 

• det~rm1nacâo de um raio equivalente 
• dete~mtnacio de uma espessura eq~4va1ente 

O primeiro caso foi cons fderad{) i na.de,quado pois ao mnmo te!!_ 
po que simula a rig idez r·eal da curva gomada. altera ·o c.ompdm~nto 

dos trechos retos adjac.entes modtf1cand<l tonsequentemente a rigidez 
global do sistema analisado. 

Dessa forma. o art1f1c4o de cãltulo ut1liz:ado teve por obje­
tivo obter uma espessura equivalente par• as curvas forj&das repr! 
sentad~ ncl modelo, àlterand(J 10c;a l merit1! a rigidéz do componente ti_! 

sej ado sem influir entretento nu propriedades globais da "estrut~ 
ra". 

Cabe porem observar ; que ao introduzirmos a ri gi de:z )"ea 1 da 
curva g<>'mada alter-ando*se o.s dados g;eO:metricos do delbow" modelado. 
modifica-se tambem o fator dé i.lltensificação de tensões respectivo 
obtendo-se resultados •rreais pal'"1 as tensões atuantes nos pontos 
da curva que necessitam de J){).Ster1o'r Gorrecão. 

De maneira similar. ess-e fator de Gorreção ê determinado co!! 
parando-se o fator de \ntensificacio de tensões real da curva gom! 
da com o fator de intenstficaçio cal~u1ado para a curva forjada .de 

I 

espessura equivalente. utilizado con.sequentem.ente nos cãlcu1os au-
tomit i cos. 

Figura 3. turva forjada FiguT'a 4. Curva gomada com S~ (l+tg e} 



TGdo o p~oce.s-s;o de cã1culo de ,espessora equivalente e do fa­
tor pal'.a cor~eção dft te-p.sões na eurva mollehda. foi d~n~nv.olvHG COIJ 

base nas express!res con.stantes da tabela l, ap:indice O da norme ANSt 
8 31 .,3 , , • [ 1 J , e ê apresent,do a s,egui r como sugestão para 21 m:ode-­
lagem dé CUJ!'Vil$ gómadas (!m progr.amU deste tipó, 

Utflinndo-se os ptrimetros definidos nas figuras 3 e 4 pod! 
mos esc:r·ev.er: 

Fator de rtex1bi1idade da Curva Gomada: 

K • ----•~sz;;;...... __ _ 
fi t + Cotg &) ......LJ 'I e L 1>'-T] 

Fator de F1extbi11dade da Cgrva Forjada e~uivalente! 

K I .. 1,65(0- TI )
1 

4 • T' • R 

( 4) 

( s J 

Igualand'o-se (4) e (.S) ~ d&SJ)rezando-se o termo (T' }1
• po.de­

mos calcular a espess~ra equiva1&nte por: 

1,65 o• T' = -----....;...-~-----
5,30 O+ 6.08 R G 

[ll+ Cotg a} T] Y6 

[ b-T ] 

(6) 

Ut1lizando-se T1 ~omo artiflcto para fntroduzir a rigidez r~ 
a1 da curva gomada· no móde}o, obteremos automaticamente um fator de 
i ntens ff1 c a cão de tens õe$ {.g ua 1 a:· 

i I "O 19 
·--~-----

[ 4 • T' • R ]V1 
(O- T1} 2 

(7) 

E o fa tol" de i .nt~nt 111' c:açõ&S. real a. ser a p l 'i c a do va.l e: 

0,9 
i .. ----------

~hCotq e) .:r]''• 
(8) 

Logo, a re1 açã'o i/1 1 f.ornece a correção requeri da para as te~ 
sões obtidas do ci1 cu·1o automãtico. despreundo-se mais uma vez o 
termo {T 1

)'. da forma: 
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(9) 

Aplicando- s:e f f na 1 m~n~e as -elCprEtss.ões ( 6) ~ ( 9) ao pl'ob l:etlia 
discutido nesse trabalho , obtemos: 

l' • 0.71" 1 Ti" .. 1,50 

Re sy ltados Obtidos 
Pari!' fa·cilitar a anã'H·se dos resultados. for ·am resumtdas na 

tabel a abaixo as tensÕe$ atuantes nos pontos considerados de inte­
resse. jâ eorrig1dos de acoltdo co11 o. ite:m ubri'(lr, para. a cond1cão 
de rigfdez •1nfin1ta • dos engastes {boca1s) eoosiderad~ básica p~­
ra o nosso problema . 

Tratando-se de wna c.onfigurMã'O phna. e sem lllOVimoentos trans 
versais impostos. o htor de t~enstff~çiQ de te:os.~s po1te ser a­
plicado dfretamente i tensio calculG~• Ç1l em todos os pontos per­
tinentes as curvas gomadas . 

Tab~la l - TensBes obtidas do cilcul9 p/teorta de viga 

PONl6 TrNSAO fM psi .I 

1 2830. 
2 12316. 

3 3'0029. 

4 s&sH. 
5 14251 . 

I 

6 as121. 

Obs . : A r1gidez denol!lfl)ada "1nf1n1t~;, ~quivale ao "defau1t" do pr! 
grama , no caso igual a 10 1 t btin. 

Cons~ntãrios 

Reun1M~s neste Ttem as ·ób~~rVàÇÕes de mai~r inte~esse pa~a o 
problema, relacionadu ao modelo.uti11zado e resultados obtidos. 
com o objetfvo de consolidar a couçlus[Q fina l do trab6l~o. 

Emb~ra tenham sido aprese·ntados somente os resulhdios .pa-



ra a condtcio bislca de rigidez "infinita* dos engastes. fo­
ram feitas diversas tenhttvas no sentido de m~lhor aproxi­

mar a rigidez u~l dos equipamentos adjac&ntes sem no entan­

to ter-se conseg.uido reduç.ão sig'nificat-'iva. ,na. tensão l!l>ãx'tma 

atuante no duto. 
Com respeito ao reator·t os anais enr1jecedores do costado 

são responsãveis pGr aproximar a ri'9id!}i da restriç!o do va ­
lor assumido pelo pro9r~a. !\L.? re~se~ndo realmente uma 
contribuição s1gnif1ca.t1~ - Poar'4 hiàner os deslocall'tellt()S pre 

I ' -
sentes no sisteme. .. ~ t 

A rigidez do "catchalP por sua vet. tambem nio é signifi­

cativa em term.a1· lOciiU pcela prõpda consti"'Uç.ão tangencial do 

l)ocal em quesffl (!~·=pro\)tl_rcÕ·es geométricas réh·cionadas ao d!! 

to. Considerada·· ll l:'igidei .global desse e·quipamento. princi­

palmente voltada para a ·fléxio no plano -da f1 ·gura, a t .ensão 
mâx1ma redtrz.ida -~l nda se manteve ·bem a~ima do limite admiss.i 
vel discutido antef'iorm:e.nte·. 

Como a tensão mãxi•a do s1stema atua na curva gomada,pri! 
c1paltu&nte t'e'SJ10nsãvel pela flexfbilidad-e 1nerente aoduto. e 
importante ob-servar que o eféHo dá oval1z~acio da secão in­

trodvz'fdo p~O:r 11111 f'Hor de Htt&trsificaçio de t;en.sões tão e1e­

vado (f • 7 , 2.2), pode distorcer em muito o-s resultados finais 

ob1!1dos. 

A~~LISE PEtA TEORJA DE ~AS~AS 
Objettvando ' uma- 'blelttol>h dos rnultados apre·sentados no item 

anterior, optou- se pel'if ttt11h-H·io d& pr<t,.gramas d& cã.l culo ·aut'blllã­

t1co ;de tetrS5.es to:m ·'lt-.se· na teoria de 'Càsé2rs. mií1s aãêtiua.da as pr9_ 

porções geametl'íéas- ·dO' cuo em &ttudo tfeste Crabalho , 

Modelo Utlli~ado 
Apesar da an~1 1se a"nteri or ter apontado a curva goniacfa como 

o ponto crTtico n·a df's·tr·11iui·ção de- teps:Õés ijo s'ht~etna o mo'lie)o uti 

11 udo representou mais uma vez a C'on;ti g\Í'r11cio total do duto, conw 

f'orm1! esquema à se{fuir. P:'8·ln rarões Jã <liscu"t'i'<las a'n~ei"'iormente ·e 
pelo prôpw-io custo errYolvfdo na modehgem, os e,qui1lmentos não fo­
ram 1ncloidos no mode1o analt~ado. 

Como no mo de la i:ntê1'1 o'f. ·foram f~trodu z 1 dat o:S des 1 a<c:amento$ 

d,os b:ocah dos equipamen'tos a·ctjacente:s . desta vez dhtribuldcs en• 

tre os nõs dos elementos extrtmo~. 
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Figura.. 5_ •. bi.Qdelo (?t~lM) d:e eleJnel!tos f1n1tos 

0 modelo e constitUÍdO basicamerite de elementos de p.laca qU! 

drangulares ôe rnésma espessur~. não cabendo neste caso nenhuma cor 
reção referente ã dgide:t da c:urva gollll!ld:a>, !UtD.dQ: Q enriJ.ecim&nt; 
dos fh.oge s representado pDr f.l1 ém_er1tO:S de v t g • ele r1 g idfn ~qu tva ­

lente. Pa~a melhor ~~o~i~ar o ~odaló ~o ~alo real, a' in~er~cões 
com os equipamentos for~ traçJd~ com ~recfsão~ pttncipalme~te a­
quela referente i li!Jaçio tangeo~ial c.o:m q "catchall", total1zan.d.D 
39Z elementos. 

Resultados Obttdos 
Uma vez co.nstatadD q,ue o ponto. de .tens.ão mixima P'af'.tencía t85 

bem a curva gornad.a. pro c:.IJ.l".amos dirigir. a apreuntaçio do.s resul :ta­
dos ob.Udos ~ra Q P-&rH 1 .de te~ões exht.ente nessa ucão consid! 
l'llda critica , uma ye;z que os e$fqrcos i ntr:odv~tdos no,s bQ.t.ah são 
de difícil obtencão e nio sio im~orta:otes p.ua o o.bjetivo prfnci· 
pal d.este t rab"l:llo . S.endo u.s1ll). f.o:ra,~~;~ pl_.&tadas as tensões atuan­
tes no.s diversos elemento~ da seção c.rltica. ca.tcula.das pelo cr1t! 
rio de Von Mtses. conforme a figura 6. 
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t.ts trt 
tl41 DO ltLClii'IITO 

f'l g Ut"a r>. 01 stl"fbtli ção de 't:ensÕ"es na seção cP"f't:i c a 

Analoga.rnent&iJ o·s Jr:'eS~t.a.Pos a[pr~&r\·ta:~!)s· tra.ch,1%em a co~dição bãsi­
ca asslltllida J:âl'ct o li! ~elo-_. ~~1'190 ~ .q\ULl ~ r4-gtdez r:-e-ê:l dos equi­
pamentos nió. -c~~fbl(i p~a a 111~1!0iH~.adt' !Jlob«i 4o 5istema. 

'· I 
COJIUHlt.ipteS . 

Visand!o .~~l"'rtQ.~orcâ:r m.ats 44plr iYé..; ~ ·c~c.l:_~i'<tt -fi·n·a 1 do traba-
1 ho, apresen1'arút>s a.q·ui uma ~.Ya.Hcauq. i'lf1t.e-m&.ct>i~Ha·. d:tsta fase da 
a.nã 1 i se. volta da :pu·a. o íllcodeto oti11i iád~ e resUJ:t.t~' obt1 dos. 

• Para não an~rar demasiadamente esta fase de cilculo foi u.­

t1lizada uma .malha uniforme ao longo do modelo, uma ve:t d_! 
f\nid.o que toda o -<:onfigurac:io seria considerada. Dessa fo!. 
ma. perdeu-se a oportunidade de refinar o . modelo nas re ­
giões ct''ítfcas referentes à curva gomada nas qua~s a prjori 
espera - se as maiores tensões atuantes do sistema. Adicio­
nal~ente. a malha resultante em torno da seção crltica mo! 
trou~se p,ouco eficiente uma ve% não termos at1agfdo a <:om~ 

patibiltdade de deslocaméntos desejada. 

• Localizada na superficie interna da curva gomada. a tensão 
máxima obtida tem valor muito prõx~mo daque1a r-eferente aos 
cilc.ulos peh teoria de Viga, mantelldo ... se ainda llllJítO sup! 
r1 o r ao 1 i mi te admi sslvel d1 scutido anteri 01"JIIente. 



,. 
AN~L~~E FOTOTERMOEL~TlCA 

Esta seção apresentá os réSu·1 tados /Se um.a anã11 se foto termo!_ 

1ist1 .. ca C2J plana do problema das tensões ger~d;u por exp~:tnsão ti,! 
mice do dut.o em questão. Foi constr-\lldo um ll.()'delo bi-d1mensional 
em escala 1 l 80 a partir de u.ma placa <te 6,30mm de espessura dom:!_. 
terÜl PSM-t, forn&cfdo pela P'hotolnt-ic lnc •• tUA. Um trabalho r! 
cent·e [ 3] sobre mater1 a h fot(ttermoetist te os fornece suas pMpri e­
dades mais importantes e limita seu uso ati uma temrrerat'UU mãxima 
de ssoc. Encontra-se na f~gura 7 uma foto9rafia do modelo plano e! 
tuda'do mostrando o aspe€to da d1strHUolicio das 1socromit1tu q1.1e 
surgiram quando este modelo foi sub111etido a vma variação dé t.ernpe­

ratura e os po"t,os onde forJm fe1tas lefturas dU ordens de hanjas 
na anil ise fotot·ef'l!loelãst:lca. 

r.M ....... 

A tabela segu1nte f~rnece valores d• razão entre a tensio no 
m'Odelo , ct' e a varhcão de temperatura !:.1'111 , para 6 diferentes pon­
tos. Estes val1 ores de a~/l~Tm são os coeficientes angulares das t!_ 

tas qu.e resultaram da pl"Dtagem das tensões a~ obtidas pat-a as dt .. 
versas diferenças de tem:peraturas utflizadas no s exper1mentos. As 
tensões a~ foram ca1 cu l adas a part1r das ordehs de franjU das h! 
cromáticas, N. usando-se a expréssão clls$1ca da fotoe1asticidade. 

o-~ .. f f a ( pa:ra po!ltos do cont:orno do 1110d:e.l o) 

0.1'14& h,. 6,35mm e a &s:peSSUN do mcr<lelo ·9 fcr• ·40 ·psi/fl"anJa/in e a 

cal fbração Õtica do material PS'I4-1. 



Tabela 2 - Valores de a~/AT10 pU'a os pontos &studa<lo$ 

PONTO ~/ATm 

1 7. f)O 

2 I 1. 20 
3 I Z6.6f.l 

4 2.5 . 60 

.5 13.66 f 
6 18.80 

Segando Hovanes1an é Kocwa1ski (4) a lef de sim11Hode que re·hcu .. 
na tensões no mod&lo e no pr-ot.~tipo em prnblemas qu,e envolvem ap~~ 
nas restr1eÕ1!5 i ax:paMão tirm1ca pode ser expresu l)<~t: 

onde 
sab~cr1to p c protótipo 
subscrito m • modelo 
a .. c.Qef1 t i ente de ex:pa nsio têrm1 c a 

C1a • (1.4"Ur,. -11.S >~ 10 - ') 0<: ~ 1 
~P .. ft 1.6 x 10.')0c-a 

Al • variaçio de temperatura 
L'.Tp .. 59°G 

E mõdolo de elast4cidade 
e:p. a 30x10 6 ps1 

~ · • .: 35 x 1 o- ps t 

Como a tensão o111 se refer·e a um modelo com forma geometri ca idêntJ. 
ca ã do prntôt1p-o (embora em escah}, deve ser feita uma correçio 
da tensão o~ obtida para o modelo fot-oelãstieo que possui seção r~ 
tanguhr. ·um·· fat'Or de correção foi cal cu lado a partir da ruão ~tn .. 
tre os fator&S de 1ntensif~càtão de tensão ~ara as $eçÕe5 
t ubular e r~tangu1ar . 

Assim. 
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onde 
kt • fator de intensificação de ten$âo para a seção tubular, 

seguhdo f1J. Par~ ~ geometria do tubo util1~ado, k~m6.0 

kr • fator de intensificação de tensão para a secão retangu ­
lar segundo (5]. Para a geometria utilizada, kr 11 I .3 

E.ntio, · 

~"' (4. 6)q~ 

Antes de $e alcancar um resultado n.u .. érico para a tensio r:1p• deve­

-se not.ar q.ue estJ al'lel i se e impr·ec1sa se for l-evado em cons'tdera­

cio Q4Je a flex1biHdade do modelo tubular e tambim qu~ os estados 
di! tensio em a111bos mod-elo e protõt~po são d1ferel'ltes . E:sta dJst.or­
ção entre m.adelo e . pi"·Oti>t·ipo e causada p·or sv.a til:tfer·e:nça geoinêtrica. 

Para o ponto. mefs so1 i citado do lliOdei·Q, tem-·sé que a tensão 

ap o e pr-otóti-po para \IIli ii v a ri açio d•e tem'Jler«t-:Ul'~ H :P • 59°C ê: 

MODELO REDUZIDO DO nuTO 
Inc1ut-u est.e ·expcer'imento ifl"O. estuda d~s tensõ'és térmicas pa 

' -ra o duto com affn.alidadé de se ~parat Gs tUu•HíldO$. obtidos a 
part 1 r das anãl1 ses num é ri cu. ~ do mi~d.o fotobriP~él.lst i c o plano 

com ~s resuHadu o.bUdos ut1l hall~l>--.s.e um mo.ttel o redu tido que so­
freu varheõe-s ele te:mper~t.ura 011de iU defoli'm,aQ6es fo'f'am medidas a­

travis de ex.tensõmetros elêtl"i cos (eleçtr-1c.al resistan.ce stl"a1n .. 

-gages). Deve-se adiantar aqui' que os resuHados obtidos foram in­

satisfat5rios por dfvetsas razões qu& estio descritas no final dés 
ta seção. 

Detalhes ·gerafs eh instahcio es t ·ão mostra-dos ·oa figura 8. 
As seguintes cond1tôes foram eonsi~eradas na se leção do mode 

lo: O esc~la compativel com o espaço' disponhel do labo r atõrio ; 
capacidad6 de .. a.quec1mento 1 2) o nt:od~lo dever<h apl"oximar-se o mais 

possivel do prot<)tipo~ 3} as condicões de carregamento deveriam ser 

prõximas das reais . assim com·o as co ndições de contorno (engutes. 
d& tubulação . etc). Em consequênciâ destas ~ondições, as seguintes 
pt-ovidênchs for;&m tomadas no projeto do modelo: 1) dec1diu-se con! 

t r11ir modelos do reator e do vaso ~ara simulac.io apropl'hda das con 
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dições de contor11o im'J)ostes aos .bocais do duto; 2) 111antéYe-s·e ~ e1. 
cala D/t (diãlll:êt.ro/e s pessura da parede) das dhersas ~artes do (lu .. 

to e também chu rela-çõês P/t do rner-va to ri o e v.a.so..i 3) -e-sQá Htet.t­
-se ~ escal-a 1. ~ ·2.S pua o .conjunto; 4) as .fhnges foram !iimu\ada-s 
~or ane1s soldados ãs paredes do duto; 5) ~e~tor e vaso foram f1~! 
dos ao chão e pa~ed& ~djacentes do laboratõr1o~ simulahdo as ~ondi 
cões de fixação no campo no que se refere aos compr1m~f1tos pass.l~ 

vei~ ti& sofrerem ,expq.ns,io térmica~ 6} ãgua foi aquecida a circu, a­

da n.o 1 nteri o r do c o nju nt.o ~S"t.ra vis de uma bl)mba e um reservat~l' h, 
termi oamente h o 1 acf.o fo 1 a ri exacto CIO Q(Htjuo to. .A fotogn fiel. 4• f1 !J-1!.. 

r a "8 mostra. em termos gera1 s, uma Y1são .~ co~juritfl com o. ap-al"ato 
para aquecimento e cfrccu1 açio da ig~a . O .duto fo~ constMJt<fo de 
uma cnapa de aço de b~·i >to ca~bono com es.p!!UU"t\1.\ t .. o- ~S<mm e seu di! 
metro externo D foi igu&\ a: S3mrn. O re,a-t.o,t" & I) dwt-o fé>·ralil eons­

tru-idos de chapu sim·ilarU ,, IPó.l"ê!li C;Gtn ~,P"é.S"$O ,ro~ igu~u a o.&mln\ 

Os anei.s de -enrUeci.mento do r-eat.~ não , f,~m s:4ioulà<ht5';, Todas u 
uniões dos 901110$ do duto. e çh,u ~ r~:a"t~ ~'· vaso foraat ·soldadas .• 

Oito extensõt~tetros elhr1c-o-s uni .u!~a.b t~.pQ FAe .. o3-H ... S~E 'f-!_. 

ram c o lackls a diversos p-on-to.s 'o '"te ~·travis do acms h ·n '01 Boftd~ 
-200. Os p.cwtto.S: de medhio foram atl.&ê'il41l'44c.rs bà~a.dos :rias UguHi­

tes CO nd1 çóes: I) fac i11'Cia.d,8" ·de ~ 1'1s.t.a.~;~é{ô iJ l} V'e ht h·~llt\Ê!fl:~ê 1 Otl'9.~ 

das juntu so1iia4u; 3) p.OUiibii1 i-~~ ~ ç(Hifl»lr'iWio c-11111 ti.;";. 'r'eiultà" 
-dos numeri c os. Os exteo5Õm~trQS 1~~ 'i.ub 1 fdos em ~~~-~ b f/"4:; 
e os ef'ettos. da el ,evaçã:o da tempe--tatWl"a foN'm .c.ompu:t~dos a iP"'tJi" 
da c-al1bracão f'orn,edda pelo seu fal;)t"'i~-a::n~e-. As· deforu~.Q.e·s- t.o;r-.t<l]l 
l fdas .atravã<s 6e uma ponte coll!ercial 11!:01'lelD Vt.st~a~ BAK-iiB au~tHt'~ .. 
da por um c;onector d-e- 10 canais de mddelo' V1s&<âf ss..,. oJlh t~­
met~os e tres. tet<mo .. par-es for-am utitt~aff.o~ p~r;a a 1e1Wra ~ telJill:! 

r a t ~"a da igua e ch-s j?a !"e de'$ ·do du to 'em potitos p~Õ.lC fmó,s iq:uel ês on 
~e estavam inshl'ados os q-t~n$i .. etros elitt'ie.os. A tem~e11'atttra ela 
âgua no reserntõ.rio hi a:umntada l&n~ent:t f!. ~s,l~ f9i ~ir-n~t1ada 
atravês da bo.mba. A.s- 1f!.f'llura.s das defó.fl'llÚlçÓ'U apa"('ej)~e"s ·:for-am tei.­
tas. entio ~ a J1verosas tem~eraturu com ·q abjétivo- f1na1 de.s.e ~011! 
trtHr uma curu e: x t. As deformações ~ai.:s- IJOS ft4J\tf~ estucü.dôt f~ 
.ram obtidas subtratndo-se das deformaçpes Hlh·~ no· .,apa-i'elho a$ de­
formaç.-õês (e temp.-rà~U..-1'8.) c:au-sad.as nos .1!-Xt&rtS-ÔmetroiS p.e1 os incr-e..: 
mentos de temperatura e pela expansão (eon~racão) diferenç1al en­
tl·e os extens~m-etr-os e o material dos dutos. 
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Fi9ura 8 . lnst&laçitJ para med1c:io eQ-m •xtensôm~ti"'s elitricos 
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Os nlvei& de deformacio obt1dos foram bastante aqui~ dos r~ 
sultados encontrados p,elo~ estudos numéricos ,e fo.t.otermoelist1c..o. 

Apenas tres exte11sôm:etros (n9s 1 , 2 & 5) aprésen.taram nT.veh ;4l .fi~. 

fol"l!lacão substancialmente maiores. q~e ~tqueles. c~uu.~t peJa expM­
s.io diferencial d~vido ã temperatura parll. os .oito ,pol'lt.O$. e&tuda!llos. 
Afn4a ass1m as deforaaçóes rea1s para estes três pontos. 1nd1ca~am 
taxas de deformação reais com a temperatura (ó&/ll.T) mu1to baixa-s ern 
relaçáo aolii re&ul ta dos obtfdos dos mêtod,os oufltér-1 cos. Para estes 
pontos. cons1d~rando~se T • 79°, uma comparacio apresenta resu1-
tados diserepantes como ind1cado abafKo: 

PONTO STAAlH-GME HHODO Nl.tMtR! CO 

--fHi 
m 970 m u- u-11'1 m 

-65 m "286 m 
).1- }1-

111 m 

-85 m 125 m u- u-m (TI 

Embora os re~ultados. experimentais devam ser encarados como reais, 

vários pontos devam ser examinados e discutidos DO qu• se Yefe~e ã 
validade da s1mu1açio experimento-análise numêr1ca. Uma lista des­
tes pontos esti ap~esentada abai~o e acredita-se que todos tenham 
contribuldo com ~m peso ma1or ou uenor para o 1nsucesso da st•ula­
cão. 

1. O ades.ho utl 1 izado não se revelou bom para tem~t~raturas 

superiores a 6t 0 c, e,mbora o fabri~ante indique uma h .iKa 

de uti li zacão segura atê 6~~C.. 

l. O mod&lo do duto teve sua '~igide:t llruito aumentada. pêlO$ co_! 

dões de so1da . Isto sa Qeve ao ~50 ~e chapa5 de O . S~m pa­
ra a. fe.bricaçeo· do <luto tn:endo dific:ul dades para ~ sua 
soldagem, tanto 1'10 sentido l!>tJgitud:inal {~fecção do f-or 
mato t:ul>ul ar) ~uanto l'la so1<1ageii'I ~.as , diversas seca:e:s go.m! 
das. A espessura do cordio ~tingiu e~ tlgons pontos espe! 
suras de até 2mm. 

3. O nio enriject~~rento do r-eJtOT por anêh, q-<~e existem no 
protõtip-o e o fato que as outru •·oo1hes consideram o re! 
tor é o vaso colllo rigldos. 
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CONCLUSUES 
Em vista da convergênda do' resu1 tad·o~· &n~ontrad~s para os 

métodos de elementos finito'S utilh.ados e fototermaelist1c~ e re&u)_ 
tados dhcrepantes en~ontrados pa-r11 o ennjo realizado com o fD~de­

lo reduzido resoh.eu--se considerar o e~tudo de Tensões Térmica~ no 

duto ainda em aberto e que este seja refeito e ampltado. Os segui_!! 

tes 'Hens de 11111 pr-ograma de pesqu1sa mJ h int.enso, ainda que de fo! 
ma geral, estã~ descritos abatxo l 

.· 

1. Pesquisa de um nov& adesivo para trabalho a tem~erat~ra 

~ais elevadas qu~ 60°C. Tsto teri~ consequências imedia­
tas no testa de ~m novo modelo l"'edui!ido e no oso posterior 

no campo quand~ dá execu~ão de- med1 nçõés -por extensõmetr-os 
elêtrico$ n.o ó1.1t~ real, -objetivo desta pesqu1 sa. O ad~ho 

MM 8on.d-t610 jã f-:01 $~l_ ee1onaâ., co;n esta f1Aa.1 idade e sua 

te~peratura ~~im~ ~e trabalnó e 31S°C, bastanté acima da 

tupe rrtara. ·tri..~e iP de ope r~-cio do dutQ ( 7~C) .• Sua.s ma i o­

res d<esvantageM ·si-o· o tenwo 9uto e as co-flo1ções espe-

ciais oeussi1'1as para seo ~trdurecfmenh e- poster-1 ot c.uf"a. 
Uma soiucio para este pro~lem~ ~er1a ut1lizi-to para a c~ 
lagem d& Uténsom-etN>s e1et-rieos em placas finas (0.1mm) 

no lá.horat;Õrh. Estas placas seriam posteriormente solda­
da$ (por po~tos. ut;11~ando-se têcnica ~5pec{al) no duto 
rnl ~t~-anQo do clese'lvolvim-ent~ dos testei llQ campo. E~te,!l. 

sômetros e1êtrie:os so.ldãve."'ls comercia h tam·bêm poderão ser 
ut1lllados ell). vez de ser em desenvol v1dos no 'hboratÕl"io. 

2. Um est\jdo comparativo dos result.ado·s dos diversos mêtodos 

empre-gados (elementos f'initos, fototemoelastiddad.e e e!. 
tensametros e1etr1eo~ em ~ode1oa) poderia ~er melh&r &nw 
tendido e ~ealizado caso modelos mais simp l e§ (b,sicos)p~ 

dessem ser estod~dos. Uma corrclusã~ segvra da çonfíab ' l~ ­

dade destes me"todos podér1a entÃo ser mllh facilmente o.l­
c-an.çada. Um t<r.áb:al~ 'fai i ,t'liciado eo.m ute -objetfvo uti1.! 
zando Ulll módelo tubahr em C que pode sei" mais fDeflm.fHite 

111-0deledo atr~vis d".e eluentos fin1tu ('asimetrU deste m~ 
dele ajudar ta a redu-çã-o de custos <te computíiCi:o) . ~ste rn~ 

de1 o s-erã cgnstrutdo ~ MC!\la adequada e t .e-st.ado n·ó hb2 
ratório , ·pooe&do ser <:arT<egadO ·por- e l evaciu de temperatu ­
ra e tambrim p.or me1o de uma mãqu1na de ·ensaio'ti Ul'l i versa l 
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onde serã ap' i ca.do coll\.pressào aos fi'"'~' is r-e tos do C. ten­
dendo a fecnã-1o. E \nteressante notar-se qu~ resultados 
analiticos podem ser der ivados tanto para curvu 1isasqua~ 

to para curvas gomadas em C. 

3. Um modelo do duto em maior e.scala deverá ser construido e 
carregado apenas com o au~~nto de temperatura, êlfminando 
se neste easo o reatar e o vaso. As sfmul ações por e leme_!! 

tos finitos serão 'reformadas fl.ara este modelo nio se con­
siderando, então, os desloGamentos impostos aos bocais.cay_ 

sados pelo reatar e pe1o vaso. 
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INTRODUC~O 

Em pr-ojetos de tttbul acões e colllUm o uso de reduções concêntri 
cas. mas em cel"tas configurações e aconselhável a utilizae.ão de r! 
ducões el\cêntricu. que em vãrios casos apresentam alguus vanta­
gens., tais co.mo. maior (ac1ltdad·e· de 4r·enagem da linha em ,para.das 
para manutenção, ou então para s1mpltffcação dos svportes. 

O nlvel. á ói~tl"~bu1cia e os p~ontas d·e COflc:entraci~ d·e ten­
s5es ~io 1mport~nt~s no ~ilculo de flexibilidade de t~buloe~es, e 
neste estudo mostra-se a.s difere·ncas entre a distribuição de ten­
sões em redu~ões conc:êntr1 c as e u.eêntri cu . CQIII esta fina 1f d:ade • 
se rã ca1 cu lado um fato r F. que considera a relação ~e tens~es como 
a tensão t"eal atuante em um ponto . divid1da pela tnsão no.m1nal C! 
so não houv·ess.e a descont1Auidad.e estrutu·ral geométrica . 



A. necessidade íté .ugurançe: em qUíl1qU;er 'ttpo dé çofl!p.on~fnt~ nu­
clear. e em nosso caso a fa l ta de hfor111u:õe·s sobre as red:uc.&es e.! 
cintricas s~o os princ1pats est,mulos para a rea11zaçio do presen­
te tr-abalho. 

Uti 1 i za-se o mêtodo de E1 ementas fiinttos. comparando o compo!_ 
tataento quando e formulado com elementos de cas-ca e com elementos 

sólidos. ! empregada ~rma redução DN 500 x 400 para ambos os tfpos de 

reduções e ut i 1 fza-se o STÀROVtU: (4 ,&] pera obtenção dits tensões mi 
ximas a que o m~delo esti sujeito. 

São cons idera~s dois tipos de car'regamento: Pressão Interna 
Unitária e Momento Unttãrio e compa~am-se as tensões máximas obti­
das Yia computador com as tensões nomtnais. 

SEOMETRIA 00 MODELO 
· Neste estudo considera-se uma redução DN 500 x 400 de espcessE_ 

ra constante. tanto para P$ dois tub~s quanto para a porcão cônic~ 
da redução, não obs.tantf;!, serem as espe!lsuras diferentes de uma r_! 
gião para outra em muitos casos ~eats. 

Assumindo e parte cô·nica da reducio de comprhtent o ''ll>. são 
adiciooados comprimentos de "tO L 11 em lutbos os lados da redu cão com 
a. final idade de s·e.re.rn despt-ezados os efe1tos lo.cah de ponta 'qu.e sur. 
git'iam face a aplicaçãO de Cargas OU a~ I"Utl'içÕes ~mpost.o$ &O mo­

de)o. Como compr1mentos da reg1io ~ônica são !IS~tdos 408mm e 267llllll. 
respectivamente para U reduçõu Ci:lf!Cêntrtcas e excentricas • Ji que 
estes representam comprimentos reai1 comerciais . Uma mel hor visua­
l izacão da geometria proposta ê dada na tabela 1 e nas figuras 1 (a) 
e 1 ( b). 

Tabela 1 

RED~O OH Do do t t a 

Concêntrica 500 X 400 508.0 4(}6.4 7.1 408.0 7 ,,o 

Excêntrica 500 X 40~ 508.0 40_6 .4 7., 267 .o. l0 ,8o 
' 
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figu~a 1(a). Reducão concêntriéa 
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Figura 1(b). Reduçao e~cêotrica 

MODElO DE ELEMENTOS FINlTOS 
São usa.dos para estudo doiS tipos de elementos: O elemento de 

casca definida por 4 pontos nodais com 5 graus de liberdade por n~ 
(três translações e cluas r""Otacões} e o elemento :>Õl ido isopar-•mê­
tri co defini do por 8 pon.tos nodais tendo 3 graus de 1 i bel"dade. por 

nõ {três translações~ não permitindo ~otações nestes pontos). 
Na direção longitudinal (x) a divisà'o é formulada conforme as 

figuras 2(a) e 2{b) e a tabela 2. utilizando-semaHtasmals finas rtas 
regiões de descontinuidades geométricas. com o pro~slto de obten­
ci~ de um perfil mais refinado de tensões. 

Esta formulacâo e usada nos dois tipos de reduções e para em 

bos os tipos de eleme(ltos emP._regados, obtendo ~ se um 1;ota1 de 30 f'~.!. 

xas longitudinais. 
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Figu~a 2(a). Redução concêntrica 
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Ffgura 2(b). Reduçio excêntrica 
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Tabela 2 - Divisões ao longo do eixo 1ongitudfnal (x) 

FAIXA RAMO MAroR f'AlXA REGl,-0 CONlCA FAIXA RAMO ~EffOR 
Comp ... 1 O l CQmp. = l C.omp. "" 1 O t 

-

f I. 45L 13 O; 125L t9 o. 12 5l 

2 1 .27L 14 0.1~5L 20 O. 12SL 

3 1.271. 15 0.25L 21 O. 25L 

4 1.27l 16 0.25L 22 0.25l 

s t.27L 17 o. '251. 23 O.SOL 

6 1. 09L 18 0. I 2Sl 24 1. 09L 

7 1. 09L - 25 1.09L 

8 O.SOL 26 1..27l 

9 0.2SL 27 1. 27L 

10 0.25L 26 1.27L 

11 O .125L 
I 

29 1. 2 7L 

12 0. 12 6L 30 L46L 

A secão reta do tubo ê divi-dida igualmente em ãngulos de 30°. 
Quando da utilitacio do elemento s51ido , a espessura~ dividida em 
2 faixas . 

São obtidos um total de 372 pontos nodais nas anãlisescom el!:_ 

mentos de casca e 1116 pontos ,noda1s com elemento s6lido. 

1'abe1a 3 - Resumo do modelo ut'il üado 

Elemento N9 Ptos. N9 Ptos , NQ Ptos. ~9 Total I NQ Total 
Considerado l.ongit. Sgdo. ·tsp. Circunfe'l". Ptos. Elementos 

casca 31 1 12 312 ! 3'60 

sólido 31 t 1 3'6 1116 l no 

PROPRIEDADES DO MATtRIAl 
O material empre.gado e o aç~ WSTE~36 li tern~eratura ambiente 

(20°C). com as seguintes propriedad&s. 

litÕdulo de Elasticidade - E " 2 . 12~e tD ' N/mm• 
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Coeficiente de Poiss&n -
Tensão de Eseo~mento 

Tensio de Ruptura 

'\j .. 0.3 
Sy • 355 fi/mm' 
s~,~ • 550 N/mm• 

CARGAS CONSfDERAOAS 
Neste trabalha sio estudadas as dtstribuiçSes de t~nsaes pa­

ra reduções concêntrica-s e ucêntrfcas .sujeitas ii pressão i nterna 

e ã momento fletor, nã.o séodo consideradu cargaS tirmica.s, ou qual 
quer out ro carregamento, em uma primeira avaliaçõ~ das re lações de 

tensões. devendo se ... em feitn anâlhes a p()sterio ri, para outros ti 
pos de carregame~tos . 

Pressio I ntetna Un1 tiria 
Para este carregamento a tubulação é sub~et1da a uma pressão 

interna un1til"ia (P•1 . 0 R/mm~). fuendo-se ainda a modelagem da 
tensão lohgi tlJdina.l pela aplicação de fol"e:as no terminal direito do 
tubo. Para tada nõ desta seçio ê aplicada u~ força longitudinal na 

seguinte forrna: 

PliA 
fx • ----=---~-

M de Nõs da Seçio 

Um resumo das forcas para mode lagem da te nsão longitudinal e 
apresentado na tabela 4 abaixo. 

Tabela 4 - Forcas longitudinais por nõ no termin~l direito (N) 

li1po de Elemento N9 de t'ros Força. I NÕ 

Casca 12. 10 067.55 

í 
Sõl ido 36 3 355.85 

Como o STARDYNE [4,5) não permite a aplicado de pressão in­
terna diretamente em elemento~ sõlidos~ hã necessidade de formula~ 

cão de plac&s retangu1ares superpo-st.as i face intern.a dos elemen­

tos sõl idos. A modelagem destas placas ã apenas um ert1f1cio par~ 
a entrada de dado$ do progrJllla emprlliJada. Estas placas devem ter e.! 

peuur-a mui to peq~;~ena tais que causem r1g1dez despre:z.ivel. e aqui e 
considerada como 0.0000 imm. 
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Momento Un1t~rio 
A tubulacio ~ sujeita a um mom~nto fletor unitirio pela apl! 

cacio de forcas conce ntradas nos pontos nodais do ter~lnal direito 
do tubo. Segue-se o cálculo de'!.sas forcas nodais para o elemento de 

cHca. sendo aná l ogo o procedi«teoto quando da uU l izacão do elemen 

to sóltdo. 

y 
y 

Fl 
·r -· 

-E 

z X 

/ _.,. 

Figura 3. Ap l icação de momento unlti r io 

Oa figu r a 3: 

f. 
1 

(I I 

Analisando a parte supe r ior: 

( 2) 

Com (I) e (2) e fazendo: M• 

1 
c-

2 2 

2 r H~ 
1 

( 3) 
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Calculando t 1-li: 

(4} 

t H~ • 82580.48 
:1 

( 5) 

Com (S) em (3), obtem-se: 

(6) 

Com (6) e (4) em (1): 

F:z = 10 .• 650x 10-10 

Como nas altur1H t1 1 e Hz existe111 dois p>Ontos nodais1 estas forcas 
devem ser tomadas como a metade, logo: 

Para o elemento sõli do, usa-se o mesmo procedimento, com a dj 
ferença de haver a necessidade do cãlc~1o d~ um número maior de P! 
rimetros H1 , j~ que nesta formulacio a espessura da tubulacSo i di 
v1dida em z faixas, fornecendo um numoero maior de pontos nodais por 
secâo reta do tubo. 

CONOlÇOES DE CONTOR~O 
São usadas as mesmas condições de contorno em ambas ~educões 

e nos doiS tipos de eloementos. As fi.guras a se-guir mostram as res. 
trições impostas ao modelo, onde as setas 1ndicam as direções nas 
quafS o movimento e impe:dfdo . 
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figura 4(a). Carga~ pres~ão interna Fig~rra 4(b) Carga1 momento fl.etor 

RESULTADOS 
Para cada c~sQ de carga analisado, sio obtf~os os desloca~en 

tos de todos ns p-ontos nodais~ obte~do-s e · .. illda u com ponentes das 

tensões (S~· s~~ s~ . ~~y · ~xz• Tyx ' 'yz • tz~ e ·~y no centrõide de 
cada elem·ento sál 1do} e (Sx• SY e '<1Cy nas faces externas e internas 
de cada elemento de casca}. O output do STARDYNe: fornece . . afn<.la cU 

tensões n~rmai-s m(x.inias e mlnimas e as tangenciais mãxt!ilas. Nos gr! 
f i cos se~\lintes, es linh~s de contorno foram determ1oadas a partir 
dos valores obtidos para os pontos nodais pór i nterpolação linear. 
Graficos de tens ões são elab~rados para as regiões mais críticas. 

Pressão lnterna 
o fato.r de 1nte.n.s1Hcacão de t ensõe.s mãx)mo ê baseado M t-en 

são Mminal cricunferenc1al ou Noop Str;ess (Sn0111 • PD/2t). 
Na região cónica da . redução e cons'idetlído o diametro llledfo do 

elemento. j.ã Que o STAROYNf fornece as tensões ne.ste pt>~:~to . 

Analiundo a tu.bulacão no sent1do longHudin•l nota~se~utrem 

pontos distant~s da reduçio as tensaes rnixi~as aprOximam- se da ten 
são nominal. aumentando nos pontos de ma ior des~ontinu)dade g~o~ê­
tri.ca. 

Pelas figuras 5 e 6 e tabel a 5, tem-se a dfstrib~ ic~o de ten 
sões no sent\do l~n~itud 1 na1. 
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FaJ-.o 13 

Figura 6. Fai~as longitudinais 

Ta bel a 5 • Rela cão de tens.ões ~ F • S111.lli/Sno10 ( P·r ·eU . 1nt,) '-

(Tensões em N/mm 2 ) • 

PI!E·SS~O lN TERNA IJill TllR IA 

Red. Concênt-r,c• .Red, Ellcêli'tri ca 

El. CUc4 El. Sõltdo El. C a$~ n. sõliclo 

.Sifln F S._ f 

3~.50 1-(l.Q 34.41 1.00 

29.82 0,88 t8.73 0.85 

Fe.i~te l.o.ng. 32. 09 1.16 ' 31:97 1.15 

IHC 400 27.Z! 21,~ 1.01 27.36 1.00 

. 
Pela ind1caçãl) da figura 7~ a análise no sentido circ:~nf'~J! 

cia 1 mostra que para a re~ução concêntrica as ten~ões mi)Ci-1$.& \e:m 
um comporta_mento homog&neo (figuras 8(a) e 8(b)). P:ara rectu~ão ~~­
cêntrica. esh anã.1 h1l mostr·a que as tensões miximas a·pa:reced ... na~ í';! 

g1ão superior da tubulação (& • 0° o.u 360°}(fil]Uras 8(a) e 9tbH. 
Momento Un,târ1o 
A.s tensões mãx fmas são colllparadu corn a t~asãio de flexão (S~· 

= MC/l) variâvel no'$ seot~dDs loogitt~d:i.nal e. ct:rcunfer~tncia1, Pe­
las figuras 6. 7 e 9 ana l isando 1 elentento. tem-s.e o va lor de fie~ 

para cada elemento. 
. 
i· 
I 
I 
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Redução concênt rica Redução eKcentrica 
f1gura 7 

""-.. ./· 

""' I _ _ _ ____ _____ - - - -~- - -- - S...4li(C01>0) 
-.::....:=. . -·-·- . - . - . -- -- . s~-. 

.ao .. o- •~o· 

Preasõo Interno - Folxo Long..- Elem. Casoo 

' figura 8(a) 

90" 

Pressão Interno- Faixo long.IS- Elem. SólidO 

figura 8(b) 
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F1gura 9 

c~ RcosfÍCOJ""• 

o<', ,.15"' , .. ~' 75
6 

Segve-se gráficos e tabela~ P,ara os fatores- ·de Concent ração 

de tensões p-l!r·a este carr-'E!gam·ento. 

Tabela 6 .. Relati~ de tens&es r ., SmaxiSnom (lltOmeoto unftãri o) 

(tens&es em N/ouna x 10- 7 ) 

MOMENTO UNITJI.R lO 

Red. Concêntrfca Red. Excentrica 

E I. Ca<ica El. Solido n. tasca t l. soli d'o 

Sma lt F Smax f S111ax f sllla.ll f 

DN 500 6.14 -6.96 1.03 7.35 l.09 6.95 1.03 7.31 1.08 

fai)(a Long . 13 6.91 7.96 1.15 8.09 1! .17 10.65 1.54 8.72 , .26 

Faixa Long. 18 10.3~ t4.98 1.45 14.10 1.37 24.90 2.42 19.6'9 1.9\ 

ON 400 10,63 10.85 1.02 11.20 1.50 10.82 \,02 11.04 L04 
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CQmpªração dO! ResultadO$ 
As maiores relações. entr""e tensões. sur·gem na troau'ição entre 

a parte cõnica e o tubo menor. tanto para a redução conc~ntdca qua!l 

to paro a excêntrica. 
Comparando- se o e1eml!ntó de .c.asca tom o elemento solido • no ... 

ta-se que foram obtfdos m~nores valores para o segun~o tipo de for 
mula cão. 

Na co,mparaçio entre u duas reduçõ-es. constata-se que para as 
excêntr icas são obt1dos m-aiores lndices- qu·e nas concêntricas~. o q.ue 
era de sé esperar JtOis. nas excintricas existe uma descont1ro1dade . 
estrutural maior. 

Um sumiria das maiores r-elações ~ntre a tensão mãxima e a tén 
são nom1 nal. e .mostrada na tabela ., • poar.a a-s diferentes fortll\llaçõe; 
propostas. 

Tab&la 7 

lted . Co:nc. fted. Exc. 

El. Cu c a 1 ~ \6 1.75 
J>reuão 

El. Sôlido 1.1 s \.60 

El. Casca t..4f 2.42 
Momento 

El. SÕ1ido 1. 37 1. 91 

CONCLUSGES 
O metodó de elementos ftnitos se III<IStra sa.tBfe.tõrio e 'útil 

no estudo dll distribuição de tensões em reduções CQncêntr1c·e.s e ~~"!. 

cêntrfcas de d;âmetro d-e tvbuHeõu, po.dendo ~t f<trmulaçãe proposta 

ser extendida ã outr-as geometrtas. peh. variJ..çâo dos diâmetrtOs, c o!!!. 
pr1mento da regi ão cõntca.. c:.omprimento das regiõe-s c1T1ndrtcas (ji 

que as pertu-rb,a.c:Q"es são, tambêm governadas p.e1 a relação 1 O L/O'). do 
ãngula de c~ne, ou mesmo pe1a variação da espess-ura nas reg1ões d~! 
tinhs que é o caso mais fre{;jU811te em co-nfigurações rea1s. 

Em 1,1ma extensão dest:e estudo, devem ser con-siderados o~ttros. 

carregamentos~ (cargas térm~cas. mo1nento torço.r, n rgas transver­
sais e longitudinais. càrgas concentradas em alguns pontos e cuos 
co.mbinad'os). 
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FISURACION DE TUBERIAS POR· 
TENSIONES TERMICAS PRODUCJDA.S 
POR APERTURAS OE VALVULAS 
G. Sáncbez SaTrtliento 
EmwE.>Sa Nudttar Argelltin.a de C&ntrale.s Eléctrica~ S.A. ·Argentina 

SUMARIO 

S~ p.tU~n.td en u.te. .tJt.a.ba.jo rMt<l .6o-tu-c..LÕn ge.ne.~a..t., l!.it ( ,iJt.m.inc de p~ 
11Áme..Vto6 dd.i.menA.tona..tu~ pMa t44 .te.;u.ton.u .tiu.Lca.-4 1J 4a.4 eouu­
pondi.en.tu 6ac..tOJI.U dt. ..ln.tt"-4-i.dad de .ten.4.ihnt..4 p~oducúd~U t.n a. ~ 
bo cu.ya .J.upelt /r[ c. .i. e in.te.JLna u e n6uado b-'!u.-6 cctmente du..tàn..te la. a.p~ 

tu..ta de una. vi.lvut4, de mant.Jul. qa:e. e.t 1!4llda.t de..l Uqu..Ldo a.W!Ie.n.ta. i..f 
~tea..lmente. Ut et. .t.(.Utpo. Empl.ru.mdo un c.ÕcLi.g o UI. e.le.J~tenta.t. 6.úú..to.l., 

H ca.lc.u.ta. t4 di.6tWI4c.lÕn upaê.la.l y .tllJ!IpttJt.a.l. de. J:.a.. tprp~ 

.6u.po ttú.ndo U;nd Vtt!Úac.Lõrt Unea.t e.n e.l ae.mpo de..t I'IÜmeM ·de 8.(.o.t P! 

.ta .ta 4upUJ6iele. ..l.M.tJuta., fJ eon.d.i.d.Õn a.dJ.o.b~c.a. P44« La: ..&upVt.6.(,úe 

e.út.Jtn.o.. Ve. u.to-4 4Uu.Uado6 gue..u.tu .6-e obU~.ne poUt.Jtio~tun-U 

pM ..l.n.te.glt.crc..l.Õn nu.mWea ta evo-laúÕn d~ l(W .tenA..l.onu tã,tm..Lc.M tUI'! 

lle.&pond..l.tn.tu , lj 4 t .t>abu,ta.n 4c:t.6 mCiU-mo4 va.l.·OJLU. F..l.na.tme..n.te., a Pti1 

.t.l.Jt. de. i4.t44 , poJL 1D1 JMO~t~.l.m.i.e.n-(<1 .d.e. -61LpVLpOA.i.e:.i..õn H e.o..lCJ.tta_ U 
~a.c..toll de. .in:te.n.6J.d(td de. .te.n4lO'ne.J. pt1.1ea. 6J.-6UAd4 ta.rai.o e.l.ttc.u.Jt8e.~ell­

e..l.a..tu co·mo aua..t.u, en 61J.MfÕn da .ta. pJto6c.tnd.<.da.d &e. la. lli.l..sma.. 
Lo.s Jtuu..l.to.do.s ad.tmuu..i.ona.t-M pJt•t 4 Ut . .t4d.o.6 .son d·e. va.Udu ge.n~a.l 

pa.Jta e.t '12.n.i.U.b.U dt eual.qc.úe..t pJI.Obltma. Jtt.o.l dd U.po c../..tddu . 

l'NTRODUCC I O~ 

En los Ülti~~to s anos se han pres e11tado numeroso$ casos d,e fi­

suraci.ones en t uberlas de reactores nuc l eares C1-9J. a j)'esar de .que 
el di seno y construc<:iÕn de estH componutes estrue>hra le.s nay(n 



estado basados en s()fist"1cadu: consi:Oera.danes d.e .--s·egul't·"daô y per­
formance. En reactol'eS nucl&.ares de pote:nc1a.. tales fallas pueden 
tener consecuenchs ca_tn·tr6f'i.cas por la 11be~a"tio n Je material r2_ 

d1oactivo al exteridr. 
Entre las causas pos1bles que prodocen fallas en ' tramos de 

uniõn de tuberias perteneç1entes a c \r:-~uito'S por los QUe c1 rcuhn 

liquidos a diferentes temperaturas , Ült1mamente se estân estudian­

do [9-11). dos tipos interrelacionados de so1ic1tacfones tirmtcas: 

a) Enfriamiento muy bl'usco de la supe rficie: inte-rna de la porciõn 
de tul>er"h considerada durante una apel"tura de vãl vula ( Jl shock 

têrmico~). l.o consigu1ente contl"acc\Õn de capas internas del t!!_ 

bo con respecto a 1 as exter-t~as pueile trnr aparejada la f1 sura- · 
c1õn del material desde dtcha superficte (9-10). 

b) Formaciõn de dos capas de liquido de elevada diferencia de tem­

peratura con interfaz horfzontal c~estrat1ficac1Õn tirmica") en 

los casos de ~equeõos f lujos de T1quido en porciones inclinadas 

de tubos cerca de la uniSn entre dicbos circuitos . 
La oscilaciõn de la interfaz puede iniciar fisuras por fatiga 
tê r-mica en h s paredes del tubo [ 1 n. 

La di Hribudõn de tens ~ones térmi-cas producidas P"Or un en­

fl""iamiento inste.ntin.eo de la superfície plana de un :;ólido o de la 

$Uperficie interw d~ un cilindro, es uo problema slfffcientelllente 

resue-lto en la 11teratu~á. Hei~1er (f953) presenta [\2J sol~1ones 
generales ad1mensionalh-adas !\)ara varia .c1ones i.(lstantá.n-eas de la 

temperatura del Hquido y hmt> i in para -v:adaç\one& d;e la mism.a. 1-i­

neales en el tiempo con coef1ctent-e <te transferencia tê.rmioa cons­

tante.- Emery en 1966 [i1) t~>mbiin .,..esuehe el pnblenta para un ~! 

ca l õ n de temperatura. y cooef'iciente <te trans-fe~encia térmica infiR.!. 

to. y presenta grã:ficos del factor' de in-tensida-6 de t&.nstones fru!.!!_ 

cido por dicha sol icitacfôn til"mka. Uh anãl is is bas.tan.t.e co.mp1eto 

para las hipõt~sfs mencionada~ p~de verse en refs . [12 y t3J, y ül 
timamente hk~uti y F'urukawa 1\an analhackl [14] el acophmiento e!!_ 

tre los campos termieo y de ténsiones . 
fn cuanto a la propagac:iõn de fisuras inducida p~r ·sol icita ­

cfones têr:mic&'$ transitarias, m~reçen citarse ~os tN~~jos de Nema! 

-Nasser y colab.(l-5- 18). de Singh y colab. [19 · 2,0] ., de. Stel'n rznL 
y de Tin~ y Jaco.bs [22]. 
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En el caso de un enfriamiento brusco de la superf1c1& de .~n 

tubo productdo por la apertura gradual de una vilvula. que deja ~! 
sar un llquldo con temperatura uniforme menor que l a inicial de a­
quél, puede suponerse con val1dez bastante general que el caudal del 
liquido aumenta l~nealmente con el tiempo. Para rêgimen turbulen­
to, las correlac•ones exper1mentales generalmente proveen relacio­
nes entre los números de Nusselt y de Reynolds que para los fines 
prãcticos pueden conslderarse lineales. Resulta entonces un aumen­
to del número de 61ot lfneal en el tlempo . En este trabajo se pre­
senta entonces una solucl5n genera l, en término de parimetros ad\­
mencionales, para el cantpo de temperatura y de las corr-e'spondientes 
tensiones tirmlcas en esa situac1&n. A partir de istas ie calcula 
el factor de 1ntensldad de tens1ones para fisuras tanto circunfe­
r enciales como radiales, en funci&n de la profundidad de la s mlsmas. 

CALCULO OE LA OISTRIBUClON TRANS!TORIA DE LA TEMP ERATURA 
Se trata de resolver el problema térmico definido en ta fig~ 

ra 1, gobernado por la ecuac15n diferencial: 

c aT • .1.-JK<lt)+.!._()T 
o n <Ir' 3r r rr 

con las coRdlc t ones de contor no: 

h(T - Tb) • K .2.!..._ ar 

y la condiclõn inicial: 

donde: 
T es 1 a temperatura; 

c es el calor especl fico del material 

p es su densidad; 

K es su conductividad térmica; 

t es el t1em,po; 

r es la coorde~da radial; 

en ri :5o r ~ r 0 
( 1. a) 

en r= r l t >O ( 1 . b) 

el'l r .. r 0 t >O ( ! . c) 

en r i ~ r s r 0 t • O ( 1 . d} 

del tubo; 

-~ 

-~ 

J 



r 1 ,r-0 son los radios 1nterior y e~terior del tubo respe'Ctivamal'lte; 

h es el c::oefic1ente de t,.~nsferench te,r-m1c·a ehtte ·el tubo y el 
fluido que circu'ta a traves del mhmo; 

Tb i!S la temperatura "ltulk" del Hqu1do• y 
T0 es la temperatura inicial uniforme del tubo. 

Se adoptan las s1gu1entes hfp5tes1s: 

a) la temperatura se supone independieote de las coord~nadas axial 
y circunferencial, lo que fue contemplado e~ la ecuaciSn (t .a ); 

b) c, p y 1<. se suponen constantes, es dedr. indepeodientes de la 
temperatura • 

c) El fluido circula por el inter-tor de\ tubo durante la apertura 
gradual de una >~ãlvula. de lilanera ~u& h ve1oeidi!d media v del 

mtsmo crece linealm~nte en el tiempo desde i • O para t • O. Es 
decir: 

h(T-Tb) .. K dT ~·~ .. o 
~ 
~ 

ar -; 
V CC t ~ 

8 j (6 -I) = o e de .o ~ 

1111 
"OR aR ~ 

~ 
;z .. 
~ 

r 
r 5 r; 

R· ...t • l r o r~ ,, 
ft • 'Ro 

+---· . _ ~t~ ~RWtG_u_u~RfS ___ ----....1+"-
Figura 1. Condiciones de contorno para el ce;mrpo til'\mico y 

red de elemeRtos ffn1to~ e~plead& 

(2) 
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A los fines de obtener resultados de valtdez genera l, ~e ad1 
mensionaliza el shtem-11 diferencial ( l. a-d) de la s1g-uien~'e: man~r~{. 

donde: 

~26 , 116 
• -+--

8R1 R SR 

a& 
BH&- t) .. ilR 

e .. o 

en 

en R .. I (3 . b~ 

en R • R0 
{ 3 .c) 

en 1 ~ R S Ro y t • O { J. d) 

T - T0 e(R ,t).. temperaturaadillJensional (4) 
To-Tb' 

R .. _!____ coordenada ad1mens ~ona 1 ( S} 
rs. 

K 
Ta---

Cl)r[t 
t iempo adtmens tona 1 (6) 

81 rr h , __ K_ Número de Bfot (7) 

( 8) 

Pera cada sttuacfõn particular, la relaciõn entre h y v, y 

por ende entre 81 y t , puede obtenerse a partir de correlac~one s 
conocidas eRtre los números de Reynolds (Re), de Nusselt (Nu) y de 

Prandtl (Pr): 

donde: 

Re • 
Pb v o 

\Jb 

pb • densidad del llqutdoL 

h O 
Nu .. -ç ( 9) 



~ ~ 

li~ • 
'\)b • 

.CJ'b • 

xb • 

diiÍilett'o i ntertor d·e\ tubo (O ., 2 R0 h 
viscosUad dl'lemãt1ca dêl liquido • 
visc osidad c1nemãt1ca. de1 llqu1dOi 

difusfvidad têrm1ca del liquido; y 

conduct\vidad iermi.ca del llquido. 

R~. R1q ct. <!l...elro, v. V,;,. s 

Todas las propriedades del ll<Wido se evaluan a la ternperaty_ 

ra con que c i rcula. 

Situaciones de sbocks térmicos se. prese·ntan sõlo -para gran­

des valores de la velo c tdad med1a del llqu1do, en que~l regimen es 

absolutamente turbulento. Para es& r'égimen las correlaciones expe­

rimenta.les generalmente proveen relaciones ·entre los números de Nusselt 

y de Reynolds que para los fines prâ cq,ticos pueden çon&iderarse li­

neale s ~ es decir, proporcionalidades erttre h y i. La hipõtesis c) 

i mplica entonci!-s un credmiento del niimero de Siot Tineal en eJ tlE!!!!, 

po (Bi ... AT). por lo cua1 consideramos en este trabajo solamente 

1.- si .guiente part1eularhaciõn de la condfciõn de contorno (3.b): 

AT(e- 1) ae .aR (lO) 

Los üni~os parãmetros adimenstonales del p~ob1~ diferencial 

{3.a~10-'2 . c-2.d) son el coeficiente A de (lO) yla relaciin en ­

tre el espesor del tubo y su rad1& interno. 

Una soluc1Õn anal'itica ~eneral d& este problellià po,rece 1mpo ­

Sible. En este trabajo se resuehe el mismo med1a.nte una hrmula~ 

ciõn en elementos finitos para fa variab1e espacial. yun e-squem.a en 

diferencfu fin1tu del tip~ CY'ank-N.icolsQn para la v'ar-iable tempE_ 

ral , similar al empleado en un programa anterior (CTR[25,26]). 

Se han ~onsiderado sôlo l os slguientes conjuntos ~1scretos de 

valore-s para los dos parãmetros A y 15: 

(11) 
y 

.s o o.sol o. to y 0.20 ( 12) 

qu-é prãctic.mênte cubrl!n las sftuadones qu:e se presentan e:n la real tdad. 

Se empleõ la ·ma11a unidfmens1oha1 mostr~da eh la figura t· .co! 

sistente en 100 elame·ntos ffn1tos toro1dal .es de Sltéciõn triangular 

y 102 nodos (51 nodos en la direcciõn r). 



En h figura 2 se muestra h variaciõn radial y temporal dt 
la te11peratura ad1mens•onal obtenida nu11ericaaente pera un caso pa!. 
ticular tlp1co (6 • 0.1 y A • 10•), tomando co110 absc1se la coord! 
nada radial. Alternat1va•ente, en el grãfico superior de la figura 
3 se representan las mismas var1ac1ones pero tomando como abscha 
la var1ab1e temporal ad1mens1onal. 

o o 

o 2 

o • 

0.(1 

08 

1.0 

• • oo· ' 

•••o·S 

1 t ••o,... 

.·- • • oo· • 

1 • oo · 4 

1.06 1.08 

Ó-0.1 
A • I o• 

1.10 

Figura 2. Dlstrlbuciõn espacial y te•poral de la te•peratura 
calculada para a • 0. 1 y A 2 10• 
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CALCULO O. E 1' ENS I ONE:5 TERMOELASJI CÁ(S 

Dada la exteflsi·(;n d~ los t'iempos en que yar'ían las t-emp.erat!_ 

ras calcu1adas ·en la see>c(!'fõ·o a-nter'í.or, n:à se preseotan ondaS· iner­

ciales y l·as tensi·on.es térm·iéa-s p~.tetlen calcular.~e a partir de la 

far-muhctõn c·uasi e·stãt.iça. , es: de·cdr, sin ·acoplarn:!en.to ·. ter-morn·ecâ·n.!_ 

co . Para un cilindro sin presie·n i :nt.erila y s)n restritciõn en el 

desplazamiento axial, ta1 que a h te.mperatura e ... O se en.cuentra 

líbre de tensiones, con una distri ·bu-ciõn d·e temperatura e(R,-r) e·n 

un dado instante 1: las c-orrespondientes tensiQaes térmicas pued.en 

calcularse a partir de las siguiente-s e~pression·es [27 , pa·g.412]: 

- -
2
-- fRo S(R' >t)R 'd'R ' - G'(·.R ,·t} 

R~-1 1' 
(14) 

donde E es el mõdulo de Young, ';1, el factor de Po·isso~ y a: el coefi 

ciente de dilataciõn térmica lineal del -material del 'J;u.ho . 
Con las distribu.ciones de te-rnperatt:Jra e('R,·d calculadas se ­

gün lo expuesto en B para ambos casos considerados, re-s.o1viendo n}i_ 
miricamente las integrales de (13) y (11} sé. obt~~ieron las corre! 

pond1entes distr~buciones espaciales y témporales· de. tensi.ones mo! 

tradas en las figuras 3 a 10. Los valores de.az.dHiere_n muypoco de 

los de cre , por lo cua1 s~lo se graficaron ~stas D1t1-~s . 

En la figura 3 se indica la vadadõn ~emporal de la tehsi~n 

ae adimensionalizada sobre ambas superficies del tubo y en cuatro 

puntos interiores uniformemente espaciados .. Int'er.esa fundame ntalf1!e!!_ 

te el máximo valor alcanzado ·sobre la sup.el'ficie inte.rn·a· (R= 1),en 

cuyo instante ( Tmu) se tendrâ may'Or pl"obabi 1 idad de p!"-opag,aciõn- de 

una fisura desde dicha superfi-c; .e hacia el interior 'del material. 

Para d4stintos valores del parãmetro A. la evoluci&n temporal de 

esa tensiõn se grafica e~ 1as figuras 4 a 6, respectivamênte para 

las siguient-es relaciones espesor/radio interno: ~=0.50,0.10 y0 . 20 . 

En las figuras 7 a 9, por s.u parte, se muestran la$ dtstrib_!! 

ciones de la tensiõn aa a traves del tubo para el instante en que 

ella es mâxim3. sobre la superfi<:ie interior y para los mismos va1~ 

res anteriores de los parã(lletros. la informaC'ii~n básica de t .ales 

fig~:t·ras estã sintetizada en la figura· ~o- . don'de se ha grafiçad/o en 

termino de dichos parâmetros solo el valor mãxinro de Oe en R = ~. 



Rw8rMec, RlodeJ•nelro, V. V, n9 3 

En la Tabla 1 se indica, ad'emâs ôe los valores numéricos de est.a 
última figura, los t1empos adimensionales Tmax correspon~1entes. 

o 1 

o l 

05 

o. 7 

o 9 

C1 

o 7 

o 5 

Ol 

o c 

·O I 

·0.3 

Ó • O. I 1 A • tO• 

• -·· ' i 

.... ~õ 
6 

+ .l .. :b 
5 

i, _ _!_ • _i ·" 
t i rj L.. : 1 ~ ~6 

5 -
Figura 3. VariacfÕn temporal de la temperatura t de la tensión circunferencial 

adimens1onalizadas sobre ambas su1)erhcies del tubo y en cuatro pun­
tos equidistantes, para 6 • O.l y A" 106 
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Figura 4 . Evoluciô n temporal de la tensi_õn circunsferencial sobre 1a superfkie interna 
del tubo para ~ "'0.05 y para distintos valores del par~metro A 
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ffgura 5. Evoluciõn temporal de la tensiõn circunsferencial sobre la superfície interna 
del tubo para 6 • 0 . 1~ y para distintos valores del parimetro A 
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Figura 6 . tvolucfõn temporal de l a tensiõn c1rcunsferencial sobre la superfich int-erna 
del t.ubo pu·a 6 • O.ZO para distint·os valol"es d&l par.ã·metro A 
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Figura 7. Olstdbudónde la tensión çl rcunsferencial a travêsdel espeS{)Tdel tubo 
para el instante en que es mâxtma sobre la superfic1e 1nter.na (&-0.06} 
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Hgura 8. 01str1bucfÕnde la tensiõn circunsfeJ'Iendal a través del e&pesi»"del till)o 
para e1 instante en que es mâxhna sobre la superficie intell'na (~.tO) 
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Fig.ul"a 10 . Tensiõn cirwnsferenc1al mãx.1ma sobte 1a superfTcie interna e.n ténn_! 
no de l os parâmetros A y 6 
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Figura 11. Factor de 1ntensidad de tensiones para una f1sura 
btdf·mens1onal de profundidad b en un sem\espac1o 
con carga distribuida a uniforme en una longftud 
a (de r e f. [ 11) ) 

CALCULO DEL FACTOR DE INTENS10AD OE TENSIONES 

1. 4 

Para el cãlculo del factor de intensidad de tensiones t:r de 
pendiente del tiempo para fisuras axiales y circunferenc1ales que 
se propaga o desde la sup&rftcie 1 nterna del tubo. s eg·uiremos u.n m! 
todo de superposiciõn empleado por Emery (13]. Este proced 1~1ento 
cons i ste en emplear una soluciõn ob ten ida por lachenbruch [28) pa-
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ra el p-rot>rema· de . una fhura de p.,rofundi·ltad b en :"'" semiespacio i!!: 
definido , sobre cuyas paredes act.u-a una p·re·siÕh constante a Êlll una 

profundidad a ... b1- :\: (ver figura 11). Esta soluciõn, aunque a.pcrQxi 

mada , es Útil por~ue ·perm:ite apli.carla al caso de un e~tado_ arbi ­
traria de tensio·ne~\ sobre lu paredes de la fisura . Emple.~ndo ahora 

el Teorema de DuhamJ) (superposiciõn Tineal). e l factor de intens! 

dad de tenstones para una d4strtbuc i õn arbitraria de 1a te~stõn so 

bre una fisura axial (~.Qr ejemplo) de praf.undidad b vale: 
' 

donde Rb .. 'i" ' b/Ri • 
Expresaremos a K1. er:~ términos-•. ~e 1a funciõn e(R >d calculada. 

Para ell ·o cambiamos la variable de integraciõn X por R. 

con lo cual 1~ {15) queda : 

K1(t) 

Ea(T0 - Tb)fi lb 
f - \1 

• JRb t- Z/Rs JRo e(R' X)R' dR' -t J_ 6(R t) 
R2 - 1 , • R • t . o . 1 . . 

(16) 

{ 17) 

( 18) 

ae J 
aR 

( 19) 

2 JR . a é] t r· J - -
3 

a(R' , 't')R''dR' -- l f ~R:'- 11 ) -.!:.... dR 
R 1 • .à~ . . . b 

•• - I . • ~ {aO) 



De una maner& anãlo9a resulta la expresiõn. de K1 para qna f1'surA ... 
circunfer~ncial (en un plano perpendicular al eje de simetrla) : 

__ ___;:__ ___ • + -- f (R- H -L dR K1(;) 1.1 aa(R .. ~) J·~ êle ~ r 1 ] 

Ea(T
0

- Tb) fi 10 Ea(T0 - Tb) l aR b 
( 21) 

1-v 1- v 

Se han calculado las expresiones (20) yHl} en base a las d i! 

tribuciones d~ temp~ratura obtenidas segün lo ex~oesto en 8 para 

los instantes en que se registran las mâx)mas tens.tones sobre h s~ 

perficfe interna y por cons1gu1e.nte , tam:bién los máximos va~ores de 

K1 . Dado que los valores calculados de ae y de aa son muy ,pareci ­

dos, sõlo se muestran calculados para fisuras c~rcunferenc1a l es(e! 

presiõn (20, en funciõn de la profundidad de las mfsmas. corres­

pondientes a los m~smos va1ores de los parimetros A y a de las fi­

gu ras anteriores. 
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Figura 12. 

I 
Factor de intensided de tens1ones calculado;ara ffsuras 
ax1ales o c ir cunferenci.,~les cu,ando la tensio.n !!S nth:ima 
sobre h su.perUcie iote'{ M de ~ • tubo , tm fvnd on de l a 
·profundtd'&d de h mi sma. 16 ... O. 06) 
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Figura 13. Factor de i ntenstdad de tensiones calculado para f1suras axfales o 

c1rcun!>ferencieles cuando la tensiôn e.s mixima sobre h. superfte1e 
interna del tubo. en func1õn de la profund1dad de la artsma (~ .. 0. 10) 
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Figura 14. Factor de inunsidad de tensiones calculado pal"l fisura.s axhles o 
circunsferenc1ales cuando 1a uns1Õrt es lllixima sobre 1a superficie 
i nterna del tubo. :en functõn ·de la p~fundfdad de h. Jl11sma (6•0 .~0) 



iábla 1 - Valoru 11liximos calculados pa:ta l .a te;ns:l~n a.0 
(~ict.i'cr:amen.te. 1$-Ual ·a o2<} sob·r.e ·la S41;Jt~'ti'lde 

im'tJernca d:el ttU bo. y 1 os t ·!l·eml)Os ad ime.I'I'JS;i~na l~.s 

T11a~ p:ara io'S que S·e. Qbt ~ne11 d 1teb.os ~l~~'~'ti: 

fJ •(i ~ 
cS A ~ 

e • . 
E«{T0 - TbJn1 "v} 

10.t 0.0110 0.01945 
11P 0,00!40 0.!)6010 

I 

0.05 10' 0.0:0238 0.18DB 
105 0,000810 0.3lP7 
10' 6.~~80 0. 61.\4~ 

107 O.OOlrP96 0.7&95 ! 

\02 0.0310 
' 

O.Oó.liJ1 
101 0.®99 O ... J675 . 1P,. .Q.,ooaa 0.3HS 

0.10 
105 -{1.001126 0.59&8 

I 'Oi ·0.000340 0 ... 7541 
~07 o.oa<»az 0.84&3 

iQI 0.0460 0. 1St1 
10! 0.0155 0,3434 

10" O.Do:P4 
.. 

0.568.1 n.zo 
105 0,00'180 0.·7364 
1or~ ~.O:OO'f91) {);8438 
10 7 

I O.OOOl96 o .9104 

CON(LUS ION-ES 

'· 

Por haberse obtantdo resu1 tad.os &f11mens1ona1 ·i~a4os para la 
tensiõn térmica mhima SO'bre l a superf1cie intJ.,..M.Y p:a.11a ·~1. fac,tc()t' 
d$. intensidad. de ten$1ol'les.1r,.duc.Jdo por:l la mH~~ . e~ t~r;mtno .Jttl los 
f.in~cos dos p-vhetrQS acHmel)s10t'r&~e.s A~ ,e, Q·el .pf'Qbhma. ·pl(,.,n.te.a.,!il); ;1 
el presente tra.bbjO prQ.vee 1n.fo,rm:aci6n comp-h.hmerrt.e ,~.lt~~1 ~r.{l 

I . 

ser aplicado a s1tuac1ones real&s ~ f'orJ;ia \nf.ll:t'di~~.,. LQs~. r.a·.ngot 
de varhciõn ele aa~bos parál!let..-o$ $-On ~ufic~nte111en~9> . .am.J~UêS çO:mo 
para contemplar · ap11c«.ci, ~nes. a~ nr-h:Q4s. I !;~"tis., Ul<>' ;t10] u 
describe u.n anã11s1s .coDC'r·Et-to ·<le- ~-t.e ... ti-p9.. r'efeu~ ·" l.à9 siJc:esi 
Vlts fal .l.a.s que ®UI"r~e.ror:t en · l;ln~ P~""o..t.õn .~l .... ~i"t'"t.U· t?f;.o- 1)1-0_~~r:-~o:r ~ 
1aCantral:Ntre1urA·~~I)a. J. ,., .,.. "" •,~,.... 
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SUMARIO 
Se pllU~I'ltam vt u.te. Otaba.jo t1t« õoJunu.tac.W~~ vMia.uorutlu p<VUt « aMt<.6.ú 
de una u.tw.c;tuJta d4 ma..te,'t..(Af. q,.ltUtoptá4tico .Lih4t cua.rtdo ./lome..tlda. a. urt p.Wc.uo 
de c.Mga c.onoci.da. Ert p<Vl.t.lcu.l.M mu.Ú-tJta.H que ta. 6o.IUIIU.laciór~ 11.11 .tê.IUII.uto-6 de ta 
./!tU de .te~tt..(OIIU C.OIVtUpoflde. a1 .ZJWno de. W1 6c.mclc114t q~ COI'I llUW.C.ei.:c 
~..) .Unt4lu, tJ ta 60JI.WIJJ.o.o.lé11 tn t~.-6 de vetocUdadu ooMe.6pondt. a.t Bllli.Píõ 
-' üt 'tU-!Jticc-ionu dtt. wt 6wtel.ona1 110 d.l~i!tt.nela.b~. Amba.6 _JoJuf'l.da.elcnu lldolec.M 
dei de 6eato que "-'' tl pltoc.uc de. evotJ.ro.Wn no Ue.va.11 -ÚIIptJ..elrt.o. .Ca cw~ dt 
qttt. 11.-l utD.da de .t~ionu de.ve. -lleA ~a.mente. adml4i.b.tt.. U1 .çe.Jt.a.vuz 60NIIId.4 
&Õ11 va..úa&cma1 -'I.Uu.Ua txpit.Ua.da tn ~und.Õ» d,e.t ut.ado de. .ttrú.ÚinU y CONt.U~ 
ponde. a. ww: .úttet.tacWit vair..l4cl.ol'la1 t.vo.lu.«va. f../lü éi.tUJ,q, 6~lD" :ti~ .ta 
ve.~a.ja .tlobltt tJU c.tJ!tU dc4 de que. l.tJ.4 lt.IU.tJúc.cúm.eA me~ ÚUtpitt ut4n 4« 
t{.66e.clt44. Po.ot ií..U<Rió JM.Ut~ot W1 ejtJIIP;(.o ú.mpt.e. a 6-{n d~ mc6tllalt d a.4J~ 
pa..-'la obter~eJt óo~!Ucnu apwx..úna.:úu de ta ..i.r~e.c.u.aclón vatt1ttwl'la1. 

SUMHARY 
T hlt e e va.M..a.t..i.otta.l doiiJIIU.t.aüoM doit .the eltU.tcpttU.tú. ana..ty;4.U. Mrt pitJU t~e.d bt 

.th..ú. po.pllll. One o6 .t,he,m ú ''-'!.l.ttte.d .t.o .the. IIM.e o6 .the -6-ta.tt o6 4.tAU4 tVI.6oJt 

6-fe.ld cmd coitJUUpottd.ó .to tht m.Ln.{múa.tion w.Uh Une.M co*'l4tJuUnú o6 a q~ 

álU1c..UonaL The M.comi orte U lltWed .to .the. ve.tccUy Metd a.rtd .U U.p!l~.ued a.6 

.th~ müumu.m w.d:.hou.t col'l6t.ltcúnú o6 a 1'10 1td.i.66Vtert.tiab.te áttnC..Uol'tdi. Thue &lo 

cl.a.6./l.i.ca.t va.!Ua.tlonal óol/JIIU.ta.ti.oM Mt unabte .to .tatu . ..Ln.to ac.c.ount .the. mechan.l.cal 

co~.t.'t.CÚrt.t4 tha.t the. b.tlte-66 M.eld IIIU4.t be pla.ó.tic.à:Uy ac:lJn.úaibte du>t:i.119 a.U .tht 

toadútg pwcu6 . The .tM..~d vaJÚa..t.ío.rutt 6o.llllltlla.tion .UJ U.p!UU4e.d .ól :tWM o6 .tlt.e 

4.t.ltU6U a.nd ma.th/l.lfta.tl.caUy coiVtUpcti<Ú .to a.rt evotu.Uorta~~.y v~nàl .lnfUlu.a.t!: 

ty. A b.lmp.(.e. pwble~~~ ü ah,q plt.e.H~ .in olt.di!t to ~ltow it.M. ~ól&Miult ·6o1t ':tlu. 

a.ppMIÚIIIa.te Mlt.r..t.Wn 6oll éh.e. la.6.t va'l..lttti..<ma.t 6~da.Uo11. 



1HTRODUCCION 

E1 objectivo de este trabajo es pres.entar 1~~ dife!'"ente~ for 
mulaciones varh.cionales para el anilisis de un cuerpo de materh1 

etastoplistico ideal somettdo a un proceso de carga conocido. Cada 
una de estas formulactones var1acionale$ puede ser ~esuelta a tra­

vis de diferentes algoritmos numiricos. algunos de los cuales tam~ 
biên seran discutidos en este tra!}ajo. 

A continua.ciõn exp11citamos a1gunas deffrt1c1onu y no tac1o.ne s 

que nos serin Titiles m~s adelante. 
Bis1camente. la def1nic15n del cGmpo~tam1ento elasto-plistt­

co 1deal dev& ser capaz de atertder a dos preguntu fundaraenta1es: 

Cuando 1 ts d~~tc f r. para que 1;e ns tone-s te11e:mos comporte.p~i ento 

elástico y para q..ue tenshnes podemos tener COIII!POrtamhnto plástico. 

Como? Es decir , ex1stiendo un e0111portamiento plistico, como 

se procen h deformaciôn plãsti ca. 
Asi tenemos que el COJ!JPOrtamfent-o de u·n ruteria1 elasto-plã! 

tico ideal queda definido una vez ca·racterizados los s1guientes el.!!. 

mentos. 

a) Criterio d~ plasttç id~d. A tr•vis del crtterio de plasti­
c1dad podem~s def1nfr para que estados de t.ens~ones el mawr\f.al se 

compo r ta como e1ãstico. C-om.o es c.omurl en h literatura. . e l cr1terio 

de plast1cidacf para un II~Ster1a1 el'asto-plis t1co 'fdeal iso"trÕpico 
esti dado ~or una f~;~'l'lciôn f de valor re.al. convexa, isotrõpica , def_i 
nfd~ en el espacto de la s tens1ones T y tal qu! t 

f(T) < O corresponde al dom1n1o .elasticõ 

f(T) ... O .corresponde a la frontera .dJ este dominio 

f(T) > O C(.lrre:sponde ~ li! reg1Õn inaccesible,. esto 
es. astl.dos cte ten51ones que no podrân 

exist1r en e1 cuerpo. 

Umitindonos a 1 1:aso -de cu.erpo& ~om.'Ogene~s. . podemos 1 ntrodu­
dr h deHniciõn de campos. de tensíõn p1asticamente admi$ibles, 

Definic:fõn 1. Oedmos que ~1 ca1(1po de ten.s1ones T es plisti­

camente admi.S 1 bte si para cada. punto x del c;:ue~pQ &-e' ver i fi ça. que 

f(T(x)) ~ O. Al conjunto dê todos los campos plâsticament.e adnthf-
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bles lo designaremos con P: .. 
P • (T; f(T(,x)) ~ O \'x del cuer:po} 

.. 
y en particular al conjunto de tensores T(x) tales que f(l( ~)) ' O 

lo designarem~s con C(x). Si en particular el 111ateria.' es ho111ogêneo 
resulta C(X) e C cualqutera sea e1 punto del cuerpo. 

b) Ley d! fluenct!. Esta ley establece la correspondencla en 
tre el tensor tasa de deformact~n D, el estado de tenstones T y la 
tasa de tensiones f . ·En particular vamos a limitarnos al caso de ma 

teriales llamados matertales "4.ta.ndo.JLd". Para estos materiales. sf 

v representa e1 campo de vel·ocidades en el cuerpo, Vel o.pera<lor gr! 
dtente en relaciôn a x , y fT(T) el gradiente de f(T): 

l 
O si f(T(x)} <O ~ o f(T(x}) .. O y fT(T(x)} • T(x) < O 

oP(x} • ),fT(T(K)), si f(T(x)) ~ o y fT(T(x)) . T(x) • o 

y con :\~ O indeterminado. 

donde D es el tensor de elasttcidad que supondremos en lo que si­
gue simétrico positivo definido ~ 

Tambtén nos resultarã útil la ecuación constitutiva Inversa: 

T(x) • lD (D(x)- oP(x)) 

O si f(T(x)} <O, o f(T{x}) =O y f'f(T(x)) • IDO(x) ~O 

f (T(x)) • V D(x) ( )) 
fT(T X Si 

fT(T(x)) • !DfT(T(x)) 

f(T(x).) c O y f
7

(T(x})· ~O(M} ~o 



Com·o podemos apreciar de las expresiones antetiores la tua 

de defor-mGcHin plástica 011 estã shmpl"'e orhntada seglin la normal 

saliente a la h1per'St.l'perficie f(T(-x}) .. o. A ~u ve.: estamos tal!ibien 

suponfendo que el criterio plastic1dad def1nido por la funciôn f es 
5ufh:ienteRJent~ r-ctguhr P41"ll: que su gt-ildiepte. ft• sea s1e:nrpre b1en 

d~ffntdo. Caso esto no oc~rre (eKfstenc1a de puntos angulosos) poa 
demos generalizar ' los conce·ptos anter1ol'"es s1 admiti·mos que h re ­
giõn e1âstica queda deftn)da po'l' la inte~secc1Õn de un numero f1n_! 

to de regiones convexas dtdas poP" funcione § f~. a. .. 1 ~2 ~ · •• ,n, suf.:!_ 

cientemente N!gulares~ De esta manera en IJI'I puhto ánguloso 1a tua 
de def'ormâciôn 'p liistica oP estará orientada segün una combinaciõn 
lineal de las Mrmales SalienteS a lU superf1cies f'l(l(x))• 0 que 
pasan por ese punto (Koiter [1)). 

Por otra parte Y tbmbtin como consecu~ncio de la ley consti­

tutiva es convenien-te 'lntrooucir e1 co ncepto de tasa de tensiõn plã! 

ticamente adm1sib1e. 
Def1 nfdõn 2, Dado el cempo d·e tens fones T, decimos que el 

• J. 

cam!X) de tasas de tensiones T es. plasticamente admis1ble para ese 

estado de tens1one-s T st se_ verif1ca q~e para todo x del cuerpo en 
el cual f( T( x)) • O resulta fT(l(x)) • T(x} ' D. En part icular al CO.J:!. 

j unto de todos lQs eam.pos de ta.s.a.s de ten~fonu plâst1.camente adm.! 
sibles relativos al campa T lo 8&s1 .gnarémos con P. Como resulta fã 
cil verificar~ es uoa r-eg1Õn conv&u. 

Una forma mis comp~cta para formul ar esta ecuac1õn constftu~ 

tiva cons1 ste en estable.cer que p,ara c-ada puntn .x de1 cuerpo y pa­

ra cada instante del proceso de carga se tiene 

(D(x) - m ·lf(.x)J(T*- T) :o o VT•(.x.) S C 

La expresiôn anterior no es otra cosa que e1 principio maxi~ 
mal de f.l111, (T(x) e C; y o·P • (T•- T):; O VP'(x) 6 C) y ei'l ella e_! 

tã imp1lcita toda la ioformaciõn de la ecuac1Õn constitutiva. En 

erecto s1 en on punto x del cuerpo 1 pi~a un instante t del proce­

so de carga el estado de tensiones T(x) ~s interior a la reg1Sn e­

lástica. tendremos que el único oP(x·) que sat1'sfãce el prine'lp1o es 
oP(x. ) • O, es dee ir en eu !}unto no . ter~;emos eom.portamiento plãstfco 

inci'J>ie-nte, si por el .contl"ario l(x) es tal ctue f(T(x)) • O podre-
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mos tener una tasa de defo-rmaeiõn p.list.tca nP.,. õl'1t&rt'l~d1 sagun 
normal saliente a la frontera del crHerfo de plas-t\c1d~d eo el 
to T(x) si es regular, o caso sea un pUllto . singr~hr. esta ri conte. 
nlda eo el cono positivo formado por las nor11Hlles adyacent'es al pu!!. 

to singular. ~ 

El principio de H111 escrito en la for111a anterior es una de! 
cripciõn local de la ecuaciõn const,tutiva, es decir. vã11do para 
cada punto x del cuerpo. Podem~s pUar a escríbir on princ:ipio de 
potência mixima global equivalente al local, establec1endo que pa­
ra cada instante t resulta: 

vr• e P 

donde: 

siendo n la regiõn ocupada por el cuerpo en la configuraciõn ini­
ci a1 (estamos admit hndo pequenas deforma-ci OinesJ. 

Oe 1a m1sma manera que hemos definido una ~cuactin constitu­
tiva global pasamos ahora a definir el concepto de equi11br1o ta~­
b1~n de una manera global. 

Para ello, haremos uso del principio de la potencia virtual. 
Germajn [2] , que establece. 

Dado el sistema de cargas definido por b· b(x~t) y a•a(x.t) 
donde: 
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b; dens i dad de fu•na s de c:uerpa 

a: densidad de fuerzas de superf1cié prescr1ptas en la parte r, de 
la frontera r de lá regiõn Qc::E"'~ cx:upadll · ~r e1 c:uerpo 

decimo s que el est~do de t~nsiones T estã en eq~ilibrio con dichas 

cargas si, supuesto restricc:1ones cinemiticas b1 l ate~ales , satis­
face; 

donde: 

<D(v) .T> "' L(~) 1/Q e Y.ar 
V' 

v campo de vtflloC'idades vlrtuale-s dnemãt1camente adm1si 
bles (es cfecir sat1sfacen condiciones hOm<Jgêneas en 1a 

part~ r ele 1"· donde el nrovimfen'to estã prescripto. Se 
v 

S upo~e ademãs que r 'ln r v • l9 Y f • f T U r v· 

Varv : espacio vectorial de campos dé veloci dades vfrtuales 

cine111itic«DU~nte admhibles. 

D(v) ... ('i1v) 8 
: campo de tuu de tlehrmaci~n virtual eompati­

bl!t en el sut1do q.~e exh te el c&.nrp.o v qu.e la déffne. 

L(v) •ln. b11v .dll+ Ir a•v dr : potencU externa virtual de las 
cargas act~a~tes asoc\ada al campo v. 

Ea h definiciõn anterior hemos omitido l ·os. térm i nos de inercia en 

v1rtud de consfdel"ar que hs cargas son aplicadas de tal manera que 

esta contr1buci~n s~a ~espreciable . En particular, el conjunto de 
todos los campos r que para e1 inst~nte t sat1sfacen el pri ncipio 
de la potincia v1~tual {P.P.V.) 1o d~s1gnaremos con Estt: 

Estt .. {T .. T(x,t); para cJ-da t satisfacen el P. P.V. } 

De h propia deHn'lc16n de &qu11fbr1&> y.emos que :si T1 y T2 perte­

necen a Estt r ·esul tat 

es decir, pat-a el instante t , Tt - t 2 es un campo de tensi.ones· ,auto ­

~quili b,-.ada o en otras palabNS·~ equ1l ibra.das c-o n la ca'1Ja nula. 
A 1 conjunto de todos los campas autoequi H brados 1 os de s 1gnuemoS' 
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con VarT que. como pcOdemos aomprobar faci l mellte. es ~ eS1pa'ô1ó•I.Y&E'I 
tor1al. 

Oe lo anterior se sigue también que: ) " .. 
con T'" e Estt , arbitratio. 

Es dec1r, (stt es una varledad lin~al del espac1o vec~orf•t 

Asl como de f1ntmos el equilibrio entre el estado de te'flsionu 

T y 1 as cargas ap11 c adas, b y a, también podemos definir e1 equ1H 
brio entre l a tasa de tens1ones f y l a tasa de las cargas ap11cada; 

b y á. De esta manera t estarã eA equ111br1o si: 

donde: 

L(v) • J l).ç do+ f a·v ctr 
n n,. 

En particular al conjunto de todos los campos f en equH1br1o 

con 6 y a lo designaremos con Êstt que también es una variedad 11· 
neal del espado vectorial de todas las tasas de tens~ones auto~· 

quilibradas. 
Por Ültllao, pc()de11os notat· que st v1 y v2 son dos campo~ arb_! 

trarios de velocidadu c1nemâticamente admisibles. es decir io n s~ 

fictentemente regulares y sat1sfacen la s restricc1ones a~ mov1mien:~ 

to en rv • t ·end r emos: 

lue go: 

v1 - v1 • v es un campo virtual de velocidades, arbitraria ya que 

tambien lo son v1 y v~ . 

En otras palabras, dadas dos tasas de defor~aciones compat1bles 

Ot•D(v 1 ) y Da * O(v2l. arbitra ria s, y para todo T autoequtlfbra­

do se verifica que: 

<0, ,T> • <Oa.T> 



PROBLEMA OE -i:VOtU.ClON OE \lN CU'ERPO DE MAT'ERl.P.L ELAStiPL.ASTICO lDEAL 

En esta sec~'iÕn primero forrnu1 aremos desde un ponto de vista 
mKãnieo e1 problema de 1:!Voludõn de- un c.uetJ)O de materta1 elasto­
plastfco ldea1 para. psteriormente. pasar a establecer las dtferen 
tes formulaciones variaCÍQflales. 

Para ello, consideremos nuestro cuerpo ocupando la regiõn 
nc::P. cons:tituido por t:m materhl ehstoplás.tico ide·al 14.4-U.ndaAdq 
{ecuac iones constitutivas discutidas en la secc1õn anter1or) cuyo 
estado inicial es ~onoaido. ~ s~metido a un programa de carga du­
rante( el intervalo [O~t~J caract&r1zado po~ las eargas ap1i~adas 
b .. b(x,t) y a,= a(x,t) definidas. l"espee:tha~&nte. en e1 :tuerpo y 
1 a parte rt de 1 a front.era r de (l • 

Luego. a cada 1nstante de t1empo t el estado de tens1ones T· 
= T(x,t) deve estàr en -tqu111brio {estit1ce) ço n las cargu aplic!. 

das. en otras palabru deveri satisfacer el principio de 1a poten­
cia vírtua1. 

Por otra parte dado que el meteri~l e~ elastopl6sti~o ideal 
el estado d,e te.ns1oMs para cada instant.e t deverã ser tall'lbiên pla! 
titaMente adm1sible, es decir 

r e P para todo 

A su vez, para cada instante t el campo de velocict,t.du v-v(lt, 
t) debe s-er cinemãt1ca.JIIente a<1misihle. es 4&c1r <Su:fi c1 e<nte.meflte r! 
gular en o y satisfaci~odo las :re:stl"içciones dnemi.Mcas impu:estu. 
en la parte rv de la frontera r ele n. 

Este ca~po de velocidades tambiên deberã estar asociado c~n 

la tens1Õn T y su tasa t de manera tal que la ecuaciõn c~stitut1-
va co'rrespondíente a este. m~ter1al su satl&fecha f.'R todo pLinto del 
cuerpo . En otras palabras para cada t deberã t ·eoer:se que: 

donde oP(x.t) esti definido segü,n ya expl1dtado en la lntroduciõn. 
En base a todo lo anterfor podemos dec1r que el problema de 

oluciõn de un ou.er'JHt de. material elas·tophsti co ideal c,ons'is.­
te en: 

Determinar para el intervalo [O.t
0

l la e\l~lilciin de los cam .. 
os de .ttnsiõn T y de vel~ddades v tales qCJ:e sat1sfagan las eonlf.! 
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clones 1ntciales, Teste en equ t ltbrio con las cargaa aplicadas b 
y a. v sea c1nemit1camente admisible y estên relactonad~• a ~~~i& 

de la ley constitutiva. 

INECUACIOH VARIACIONAL EVOLUTIVA EN TENSIONES 
A continuactõn vamos a mostrar que el probleea anterior pue­

de ser forMulado a través de una 1n~cuac1Õn varfacion~l evpluttva 
(Moreau [3]. Ouvaut-l1ons [4]} expresada únicamente en términos del 
estado de tensfooes. Esta formule o1Õn variactonal noa asegura la 
un1c1dad del estado de ten~lones a partir de un estado fnicialyp~ 
ceso de carga conocldos, y taMbfén define de una ftanera natural el 
algoritmo numêrt co para la obtenc1Õn de soluciones aproximadas. 

Para formular esta 1necuaclõn variaciooal, supongamos prtme­
ro que tenemos un cuerpo idêntico al de nuestro problema somettdo 
al m1smo sistema de cargas y a las mismas restr1cc1ones pero de m! 
terlal 111m1tadamente elistfco . Como ya es b1en co noc1do, la evol~ 
ciôn de este cuerpo f1ct1cio nos define un un1co campo de te~t1o~ 

nes que lo d1sttngu1reeos con rK . En otras palabras T1 es el este­
do de tensfones ~orrespondientes al proceso de carga dado y supu•! 
to el materia l puramente e l âstico. 

A su vez, el campo de t asas de deform~ctones 

será sfn lugar a duda un caepo de tasas de defor•ac1ones co~pett­

bles, es dec1r provtene de un campo de velocidades c1ne•itfcaeente 
adrnfslble va . solucfõ n dei problema ficticto anterior. 

Supongamos ahore que exista una soluciõn de nuestro prob1e-a 
de evoluclón pla nteado e n la secc1Õn anterior. Llame~os oon T al 
campo de tens1ones y con oP a la tasa de deforma c iõn plástica aso­
ciada con êste y sol~ciô~ del problema de evoluctõn plantea4o. 

Llamemos ahora r• a otro campo de tensiones arbitrar1o que 
sea estãt1camente admis1b1e . 

Como T y T* son campos estãt1camente adm1sibles, su diferen­
cia serã un campo de tens1Õn autoequflibrada: 

la tasa de deformac1ón tota l : 
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soluciõn del problema evolutivo eh.stGplástico ideal sera 11n campo 
de te.s.as de deformad·ones comp:atibli!S. 

O,e lo anter1or y aplicando la Ü1tima ig,ua1,dad .dJe h tntroduc 

ciõn, tenemost 

.su:miendo ahora que l'"' es 1 ademãs de equiHbrado, taoib1in pl~ 
ticam~nte admisible. y aplican·do el princ1pi.o de ,)Jotencta liiximaglg_ 

t»l, de la expr&s~õn enterior se deduce qae 

o sea 

donde 

es el conj unto de c&mpGs de tensiones estática y ptist1 calltente ad­

misible.s cG<n las car.g$s ap·licadas e-n .el instant.e t. Observemos q·ue 

P es convexo y Estt 11110. varie~oct lill&-al lueg.o Kt u convexo si no 
e.s vacio, Pu·ede rno$tra~se (Sa lencon (6]} qu:e Kt r11stlaa vado si P! 
r a el insto.nte t 1 as ca.rgu a.pl '~adas ·nn cargas n·o s·opo.rtab l es por 

1a estructura. 

Dado que tambien T S. Kc la inecuaciõn v a~iacional evo l utiva 
nos dice que para . todo instalfte el .campo~ 

donde V es et cono de (campos) no:rrnales exterioresalconvexo ,~enT. 

Vemos asf, que h so luciõn de-1 p-roble111-a de evoluciõn elasto­

plastica d·e un cuerpo es soluciõn de la in~ttaciõn varhdonal ev.9. 

1trtiva, a parti r de- 1a c:ondic1Õn inicial d~l problema. R:e.ctprocamen-



te podemos plantear que: 
La soluciõn del proble•a de evoluciõn elastoplastica 

consiste en detehminar el campo T tal que: 

En efecto: 

-l • • 
<lO (TE- T),T- T*> it O YT* G ~ 

para cada instante te (O,t0 ). y coo 
la cond1ciõn inicial T = T0 en t • O 

ideal 

1. Moreau (3) ha establec1do que si Kt es de interior no ~aclo exi! 
te una soluciõn de la 1necuaciõn variacional evolutiva anterior. 

2. S1 ex1ste soltlciõn es ün1ca y como la solucion del' probléma d,e 
evoluciõn elastoplastica vimos ara soluciõn de esta 1necuaci~n 

variac1onal te~dremos por tanto que ambas cotnd1den . Con esto 
queda demostrada la equtvalencia entre el problema de evoluc iõn 
elastoplast1co ideal y el problema variacional (1necuaciõn va~ 

r1ac1onal) evolutivo. Vea•os coMo probar la un1c1dad. Para ello 
suponga T1 y T2 dos soluciones de la inee11aciõn varhcional evo 
lut1va luego se verifica: 

y 

Somando miembro a miembro ambas inecuaciones, tenemos: 

o su equivalente: 

e introductendo la norma definida a través del producto esca1~r 
anterfor: 
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tendremos: 

De esta m~nera v~mos que la distan~ia entre l4s dos solucio­
nes T1 y T1 es una hnciõn decrec:Í~rlte en el Íitllllpe. Como en el 1ns 

tante inictal amba~ soluciones saiisfac~n J~ itsma condiciõn in1-:_ 
c'ial, l.a dhtanch e$ nula eo t"' O u C:OlltO l'P. ,puede ser neg,~tiva d! 
berâ ·éonti nu-ar rwl.a part. t~<lo t ,e tO •. t 0.}. ~s. lieci.- h solt~ ciôn es 
ii ni t-t. '' 

fORMUlAC10ti V.ARIACfONAL PARA EL ANAUSlS INCREMENTAL DE LA EVOLUClON 

HASTOPLASl I CJ\ 

S1 observamos la ecuJc1Õ.Jl coost1tut1-va del materi •1 elnto­
•. , ( J . 

plastice 1d$al p-odl)m·os notar que la misme. relo.eic:n1-a el estado actu 
al de tens fones T, la tas~ 'd.e te.nti ones T y la tua de deformaci o-:_ 

I 

nes o. Oe esta manera, resulta natura l pens~~ que la evoluciõn e-
lesteplestica 1a podemos bacer paso a paso es . decir~ cenocido T P! 
ra un $nstante t .. establecer una fo~"muladõn varhcional que I"'IS· per 

III t . -

~ita calcular T y O.Cono~1dos estos ca~pos podemos pasar a un nue-
vo instante T + "dt" donde l!'luevamente t'eJ1etirlamos el proceso. 

Esta fue la manera clisica en que se plantio el anilis1s e­
l~stoplastico ideal ~ que df~ or1gen a las llamadas formulactones 
var1acionales de la e1astop1asticfdad incremental (H111 (6),Kniter 
[t). Feijõo-Taroco (7]) . 

El problema incremental de la elastop.lastic1dad *<~ea .l consf! 
te por tpnt·o en lo s iguiente. Dado un cuerpo someticto a1 siste111a de 

~ .. ' . 
cargas . b"' b(x,t), a .. a.(x;tJ a parti r d'el estado inichl conoc1do en 
t" O y durante el per~edo t 6 [O.t0 l. suP'onga conocfdo el estado .en 
que e 1 cuerpo se encuentra en el 1 ns.tante ·t 1 uego, e 1 proble~~ta de 
~a e1astoplast1ddad increme~ta.l coRS1Ste en determinar los ca,mpos 
r. o y v tales que; 

f e Estt n ~ .. ~t es deci r t sea equit1 brado coo las tas as 
6 y â de las targas ap11 c adas, y taml>ién 
phstic~me·nt.e admis1ble para e1 .estado de 
tensiones T conocido. En particular sapue! 



ta la intersecci õn no vacla,kt es conve~o 
en virtud de que Estt es una varteded 11-

neal y P un convexo. 

v campo de velocidade~ ctnemãttcame nte admlsible,es dec1r S! 
tisface la regularidad oecesar1a y la re! 
tr1cc1~o ctnemitica v • ~ en la parte 1· v 
d• r donde esti prestrito el campo de vel~ 
cidades. 

O. {'lv) 8 compatfb1l1dad de la tasa de deformBC1Õn. 

T,O y T estén relacionados a través de la ecuac1ôn consti-
tutiva para el material elastoplastico 1-

deal . 

En base a lo anterior no resulte díficil planteer los prin~i 

pios de mln1mo enunciados en los items siguiente&. 

Principio de Mlntmo en Tasas de Tenslones. Supuesto conocido 
el estado en que se en• uentra el cuerpo en e1 instante t, de todO! 
l os campos de tasas de teosiones estãticamente admislbles con las 
tesas de cargas aplicadas y plãsticameote a~1sibles. y si 
i, a ritt n ~ es no vaclo <ir p~ede ser vac1o toda vez que el sis­
tema de canJaS actuantes sobre el cuerpo en el instante t corres­
ponda a una carga de ~o lepso o tnsoportable para e1 cuerpo {Zoualn 
(6}. Zouatn- FeijÕo-hro co (9)) luego. aquet campo T que hace que el 

funcional: 

alcance un mlnimo (absoluto) es la solución del problema de la e­
lastoplasticidad increm-ental. Por otra parte el campo f asl deter­

minado es ijntco. 
Oemostrac1Õn. Sea f soluclón del problema incremental de la elasto 

plasticidad luego: 

y sea f• un campo arbttrario de tasa de tenstõn en equ11tbr1o con 
la tasa de cargas 6. â y plãst1camente admisible para T. es dec1r: 
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En base a lo anterior se s1gU<e que T ~ T* es un canrpo ele tensiones 
autoequil1brado,lueg:o. llamando O a 1a tasa de deformaciõn solut:iõn 

del proble.ma ínc remental de la elastoplastic;idad ideal y en razõn 
del principi o de la potê.oc1a virtual resulta : 

<U,t- +*> • J (T- T*)n ·v dr 
r v 

donde n es e\ vector un1tario ~egun la normal sal i ente a ia parte 
r v de 1 a f·ronte r-a. 

Por otra parte: 

que segun la expresiõn anter i or puede reescrtbfrse como: 

; • , .t,: • , -lt ...... t t n-<r> - rr*H*> .. T <lD ~.r> ~. 2 <lO *' ,1 ~> - <Di - *> .., 

, -tf f. 1 -at . - 1 · r· • P f , • T <10 • > - T <10 * .,P'> - <ID T. - T"'> - <0 ' - T•> & 

.. -+ t n t - t· n· + z <011 • T> - 2 <Op • r-.> J 

.Ahora bhn; por ser oP y Í' so1utiones del problema incre.menta.l y 

por ser f• plistieamente admisible para T s& t i ene: 

luego: 
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:y dcH'Ide la 1gaaldad se verifica s1 y sõlo si T*' .: T~ Com& pco'Clemos 

aprec.h.r S1 e.xiste S"(lltiÜOII del problema <le llrlllirnOt esta U Unho~ 
y co1nc1de con la soluc16n de1 9roble~a de la elastoplastici~ad f · 

deal 1néT&mantal. 
Resumiendo, el prob1 ema de h el astoplasti cidad consiste en 

determ1nar h soluciõn del s1gufênte problema va'r1at;:1<lna·l. 

,mi~ <n*(T*) • ..!... <D - ~r•~T*>- J T"'n ·v} 
r•eKt 2 rv 

q~e como vemos se trata de encontrar el ~lnimo de un func i onal cua 
drãtieo con restricciones (l1neales) que def1nen e l ·convexo Kt. --

Pr1nc1p1o de Minimo en V~locidades. Oe la mHma manera que bl 
ctmos en el 1tem a..nt·erfor, supongamos conoctdo el $stado en quê el 
cuerpo se encuehtra en el instante t. 

Llame·mos Kinv al conjunto de todos los campos de ve1oc;dades 
cine111iticamente a<lmisible.s- para e1 instante t, en part1cuhr~ su­
pon1endo ...-estdcciones del tipo bilateral , l<inv seri una varie"Ciad 
1 ineat. lueg.o. el prablema d~ 1 a elastoplast1d~~ 'ld-ea.l i ncremen~ 

tal cons1ste en determ\nar al cam~o v G Kinv ta1 qaa haga que el 
func1ona1: 

TI( v*) ,. + <JDD(v*) ,'O( v*)> - + <D oP(T ,v•),D(v*)"> - l(v*) 

alcance un m1nimo en Kin~ , donde! 

D(v*) • (9v*) 8 

si f(t),;;O y fr(T) •DD(v-)· ~o 

Podemos notar qu-e el prob-lema. variaci .o.na1 consiste en·det.erminar ·el 
min1mo de un fu·ndonal M dHerenchble sabr~ una varhd&d ·un:e··aL 
llemostraciõn . Para mostrar el pr1nei.pio anteri4)·r thmemos nueva.men 
te v, O • D(v} y t a h so lu c1Õn deT probl&ma de la ellStG!pl\lstici: 
dad 1ncremental. luego : 

1 • ; • , 
n{v} - rr(v*l • T <T ,O> - T <l* ,D*> - t..(v - v*) 



ao 

donde o• • D(v~). 
Ahora b1ên. del pr1nc1pio d& la potincía vfrtual y por ser t S iitt 
y v- v* & Varv res1,1lta: 

que sustitulda e~ la expresiõn •nterior conduce •= 
~ • . t • t 

n(v)- n(v"') "+ <T ,O> - 2 <T* .. D*>- < .o- o•> .. 

1 • 1 • • 
c - T cT ,0> - T <T"' .o*'> + <T ,O*> 

donde con o"P"' estamos repres-en-t.a11do h t!ln de de·f~l"maciõn plãsti­
ca asochda al estado T de tensiol'les y a la. tasa· i'to. es IJ.ec.ir oJI"=­
oP(T ,T*). Ahora b1en. por- ser tuna te-sa de te.n.siôn plã-stto&ment.e 
admis1ble , f 6 P, s~ sigua que: 

De lo anteri~r se concluye: 

o n(v) s n'(V'*) 

y donde la igua1dad Ruevamente n verifi ta. ~~ y sõlo si f ~ tw. 
De~e~os reseltar a~n~ Que si b1~n uo prin~ipio de Mi n1mo es 

establecido, nO pOdé·m"OS concluir de este la t.ll'llCiclad de l campo <J.e 

velocidades. Las m1smas paeden diferir eri un ca;mpê de 'ie1oc1dadeos 

pura~ente plistico. es de~i r, l a tasa de def&rmat\an •soetad~ a la 

difer.enda de los campos de velocfdade·-s es cHta tau dt deforMciÕD 

pl'ãsHta . 
El fenõmeno de colapso pl ist1co . caracter izado pot la ooo~­

rencia de tasas de defonuciô!" (p 1,1r~mente pl ãstica) b~jo c11 r ga con.!_ 

tante es el ejenrplo mãs 1mp.o r t& nte de 110 un1cida.d . 



TECNICAS NUMERlCAS OE RESOLUCION 

las 

blema 

Algor)tmos para las Formvlaciones en Tasas. En 1ener al 
técnicas mbs frecuentemente utt11zadas para resolver el pro­
de la elastoplasticidad ideal consiste en la resoluci5n de 

los problemas variactonales planteados en têrminos de tasas. 
El problema en tasas de tensiones consiste en determ1 ·nar el 

minimo de un funcional diferenciab le cuadrãttco coo restricclones 
lineales que definen e1 cono convexo ~t· 

Si el espaclo de tenslones es de d )mension finita, co111o en el 
caso de los ejemplos tratados en este trabajo, este problema se r~ 
suelve por ul'l algoritmo de programHiÕn cuadrãtica (luenberger (10)}. 

Para el caso de dimens1Õn infinita tendremos prtmero que aproximar 
el espacio de campos de tasas de tensiones por métodos tales 
como el de los elementos finitos. 

la formuhciõn en velocidades consiste en la minimhaciõn sin 
restricciones de un funcional no diferenciable. Para evitar este 
problema de 1a no diferenc1abi lidad ge~ralmente se recorre a téc­
nicas iterativas en lu que el ful)donal se asume diferenchble en 
cada paso {lienckhtwfcz [11)), o bien técnicas de regular1zac1Õn 
(Glowfnskl et. el. (12]). 

Debemos resaltar sln embargo que ambas formulaciones ado l e ­
cen de un detecto comGn. En efecto . calculadas las tasas, los alg~ 

ritmos no proporc1o~n ningún criterfo para qarant1zer que al evo­
lodonar en el tlelftl'O la cond1ciÕn de admtsibilidad plástica sea S! 

tisfecha. 

Algoritmo para la Formulaciõn Variaciooal Evolutiva. la int! 

graciõn en el tfe~po de la fnecuaciõn variacional evolut i va en ten 

siones presenta~a ant.eriorm.ente puede realizarse aproximandn media~ 
te un operador en d1f<erenctas finitas la tasa de tensiones t en e1 
instante t + 6t: 

. 
T • 

T - T 
t+6t t 

t.t 

Sust1tuyendo esta aproximactõn, en la inecuactõn variaclonal evolu 
Uva se phnte&: 



Con la condiciõn inicial T • T0 en t ~O . 

Operando sobr~ h .expresiõn ant~ri. e.r t11-neml>s,~ 

{ 

Oado T t detenni na,r T t+ÔC e KE +àt tal que·: • 

<ll-
1
Tt+llt•TuAt-T"'>- <ID-J(M ~+~t+Tt) 1T~+J11: .. ~> ' O 

Apli cando lo.s re-sultados e-n~nci •ad.os en eJ a.péndiu se r·e~1le><:·e .qu-e 

lo onterior es la caracterfzac.iõn· del siguiel'!te Pf"Oblellt8 d-e ·m1 ·nimo: 

•E 
donde Tt+At y Tt son conoc1do&. 

Este problema tamb1in ettrresponde a min1m1:ur un funcional d! 
ferencfable cuadrãtic.o y colierc:ho (Ap~-lltl'ice) pero. àt\o'rJ .• con ré! 
tricciones gene<ralmente no l1nea1es que def1nên la reg.f<Õn oonY<exa 

Kt• llt' '· ' 
Para el .caso de rest:ric9io~s lineales- eS>t.e prob~ema .re.s·ulta 

formalm·ente idêntico ·al .algoritmo pa.ra t .discu.t·h:lo· eo la ·seccion a.!! 

te r for . Si n el!lba rge, t-anto para e 1 c~s-o de res.tri u 1 ones H •n'ea 1 es 

como no 11neales tiene la ventaja de que abora la formulaci~ -ga­

rante que la sol uciõn s1empre s&a plasticamente admi sible. 

EJEMPLO NUKERICO 
En esta sec·ciõn vemo-s a mostra'r, a tr>aves de un e-je111plo si.m­

ple, h. estruchra d·el problePI~ de p·rogf"amacion tna-temi·t ·i ,cs pl.mte­

ado en la secciõn anterior. Como el ej~mplo es de dimensign tin~~a 
haremos uso de la notaci5n mat~lcial . Es interesante resaltar aqut 
que para la obtenciõn de las matrices correspond1entes a problem,as 
mãs complejos podemos recurr1r a mêt.odos cnmo , pl)r ejemplo, el mê­

todo de los elementos finitos. 
Consideremos dos tubos conc;ntrlcos (Fig ura 2) cargado s axial 

mente por la fueru. f y d~s i gnemos con "-t, E i • Ti. • C:yt ,. para i =.1 ,2 

las ãreas, módul os de elnt(cidad, esfuerzo axial .Y tertS:1Õn llm-ite 



de plastic1dad de cada tubo. De esta mao~ra. los esfuerzos 
rtores de la estructura ast~n car acterizados por el vector 

dado por: 

i nte­
l 6 JRt 

CorRo hemos adoptad~ como esfuerzo interior la fuerza axia l so 
portada por cada cilindro. tendremos que e l tensor de e~astfc1dad 

v- 1 € ~~ .,. lR' que actuando sobre T nos proporcionará los alarga­
mientos (o acortamientos) que sufre cada cilindro, luego: 

A su vez, la respuesta ilimitidamente elist~ca para la carga 

F estã dada por: 

donde: 

Por otra parte, el esfuerzo interior T es estãttcamente equ~ 

librado con F(T 6 Est) si: 

sT T • F gT ,. [1 t) 

A su vez. diremos que T es plãsticamente admisible s~ Te P 
donde P estã representa.do por el rectãngulo de la figura 2 y carac 

terizado matemãticamente po r : 

donde: 



Figura Z 

La evoluci5n elastoplistfca de los c1li~dros debido al proc! 
so de carga F .. F{t} está caracterizada por el proble111a varlacional 
plal'lteado en la secciõn que t ·rata del algo·r1tnro. Llamando con t 
• O,t

1
, ... ,tn, ... e [ O, t ] cada uno de los instantes de tfempo en 

o 
que deseamos conocer la re spuesta de la estructura y des}gnando con: 

tendremos que el problema de evoluc1Õn elastoplistica puede ser co 
locado matrlcialmente de la sigufente forma: 

Conoc4do el estado 1n1cia1 T0 , determinar para n=0,1, ... la 

soluc1Õn del siguiente problem• de mlnimo: 

m1n 
T"+ 1eK 

n+t 

donde Kn+t estã caracterizado por las restricciones: 

(Tn+t plisticamente admisible) 



En particular, utilizando lo s siguientes valores numéricos: 

va111os a •os trar h respues ta de la es tructura para dos pasor. de c a! 

ga definidos por: 

T0 
• O , F0 

• O , óf 
1 

" 2 . 5 , õf
1 

• -I 

i) Primer Paso n• O. El proble1111 consiste efl deteratinar T soluclón 

de: 

con las restr1cc1ones: 

T1 • T1 • 2.5 

-1(1 1 ~\ l 

-2 ' T
1 

s 2 3 

En h Figura 3 hemos representado las curvas de nlvel de la fu~ 
ciõn objet1vo (clrculos concentro en (1.25, 1.25)). Como pue­

de apreciarse el 111lntmo en este caso es de frontera y correspo_!! 

de al estado: 

Obsérvese que la forn~ulaciõn pern~ ite, en un paso, realizar un 

camlno elistlco segu ido de un elastoplãsti co. 

1 I ) Segundo P as o n • 1 . C o n s 1 s te e n de t e rm 1 na r T' s o 1 u c 1 õ n de : 

con hs restrlcciones: 

T~ + T' I • 1.5 

-1 s r• 1 ló 1 

-2 s r: s z 



Figura 3 

Muevamente la figura- 3 muestra las curvas de nivel oara esta 
funci5n objetivo (clrculos con centro en (0.&,1)). En este caso el 
mTnimo es libre. o sea el punto crltico T1 es foter1or al convexo 
K2 y estâ dado por el punto: 

T2 • co.s nt 

Nõtese que esta fonnulac1Õn permite un proceso de descarga (elist1co). 
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CONCLUSIQ,NES 

Como ya ~ic1mos notar, el modelo para e l anllisis elastopli! 

ttco via una tnecuac1Õn variactonal evolutiva nos proporciona sie~ 

pre, caso exista, una soluciõn que sat1sface todas las restricclo­

oes mecãnlcas del problema. Contrasta de esta manera con los otros 

dos procedimlentos que durante h evoluctón pueden violar alguna de 

ellas. 

Si bien el ejemplo resuelto fue realizado de uo~ manara ex­

pllcita. para estructuras mã~ complejas el M.E.F. p~rmlte 1a cons­

trucciõn de ta func1Õn objetivo y la caracterización de1 convexoG8 

programaciõn matemática nos proporcionan los algoritm~s necesar1os 

para la obtenctõo de soluciones del prob lema de mhhto plant~ado 

que, para estos casos, son de mayor porte. 
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AHNDICE 
En este apiodice vamos a presentar eo forma resumida alguoos 

resultados matemiticos que nos proporctonan las condiciones para 
las cuales es posible estab1ecer la equivalencia entre la soluclõn 
de una inecuact~n variactonal y la so1uc1in del mlnimo de un fun­
cional. El lector interesado en más detalles deberã consultar las 

obras de Ouvaut et. al. y Qlowinski et. allt ya citadas en la Re ­
ferenchs y ta obra de J. Cea "{)ptimisation, Théorieel Algorithmes'' 
(Ounod. 1971). 

Considerem.os un funcional J: V ... IR, donde V es un es[lacio fia 
nach, y un subconjunto U de Y. 
De fi n i c t õ n 1 . 

i) Oecimos que J(Ü} es un mlnimo relativo de J en u si u eu y si 
existe una vecindad V(Ü) de ü tal que: 

J{ü) ' J(u) Vu e u n V(ü} 

ii} Oecimos que J{Ü) es un mfnimo absoluto de J en U si u B U y si: 

J(Ü) s J(u) Vu G U 

Teorema I. Si V es un espacto Banach reflexivo, si J es deb i lme nt e 
semicontinuo 1nferformente y s1 U es un subconjunto limitado y de­
bilmente cerrado en V luego, existe al .menos un mlniflloo absolutoenU. 

Observaciõn. En e! caso de ser V de dimensiõn finHa el teQrema nos 
dice que toda fu ,ncíõn conttnua sobre un conjunto cerrado y limitado 
alcanza al menos una vez su mTnimo. 

Teorema 2. Si V es un espac lo Bana eh refleK iyo .• J es débi lmoente se 
micontinuo inferiormente y s1: 

llm J(u) .. . .. 
11 u 11->-+ ... 

luego, existe a l menos un m1nimo absoluto. 



•• 
r,oreru 3. Sea U un at>ierto de V 
i) S1 u 6 U es un mTnfmo relativo de J en U y si J es Gateaux-df­

ferenchble, luego: 

J • (u.•> • o 

ii) S~ J ·~ conveKO y una vez diferenciable, luego: 
todo mlnlmo local es un mlnimo global 

. las dos expres1ones slgulentes son equivalentes. 

J(u) s J(u) Yu 6 V u G V 

J'{Ü,~)-0 v~ e v ü e v 

s1 ademis J es estrictamente convexo las dos expres1ones an­
teriores adm1ten una única soluciõn u.· 

Vamos a presentar ahora algunos resultados correspond1entes 
al caso dtl mlntmo de un funcional convexo cuando las varfables es 
tãn somet1das a restrfcclones tambien convexas (pocos resultados se 
conocen cuando no existe convexldad). 

Teoreaa 4. 

i) Si J es Gateaux-d1ferenc1able en U, si U es un subconjunto con 
vexo del espaclo Banach v y si u e U es tal que: 

J(u) S J(v} Vv 8 U 

Juego: 

J'(u,v- u) ~O Vv 6 U 

H) 51 J es convexo lu dos expresiones anteriores son equivalentes. 
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EXPLICIT IEXPRESSIONS FGR' 
NATURAL FREQUENCIES Of SIMPl Y 
SUPPORTED CYLIND~RICAL SHELLS 
Luis A. Godoy 
Departamento de Estructuras. F.C.E .F.N. 
Vnh•ersidad Nacional de Córdoba. Argentina 

SUMM:A~Y 

Th.ü. tto.te. .{ttc.tudu b..tmpt.qüd Utte.a.lt. d!Jn~tm.ic. e.qu.a.t.<.on~ and M.ta..ao~ 

~o.ll e.l.gttt6·Hquudu a.rtd e.ia u•áu11cHoM o6 6~ply <~u.ppoJt.t eyl. .i..radJt.ic.a.l. 

6 h e.! .V.. F.\o111 thue. ~.i 111p!.l6.ü.d e.qua..t..to 11<1 .i..t ü 6 hown how upUc.i.t 

up.H46.<.o n.b rrH11J bt ob.ta.lne.d 6oJL tta.tu..llal 6~ttquenc..i.u and 111odu o 6 

v.ibJLat.ion, wk.lch <J o1tld be. conve.rl.ün.tl.y uH.d .i11 de.6.ig11. 

lhe evaluet1on of the free v1bration character1stlcs of. th1n 
cylindrtcal shells h of great fmportance in engioeertng dutgn due 
to tbe frequent app1 4cetfon of sucb shell forms 1n the aerospace 
and, more recently. '" the marine off-shore industries. Early work 
on the subject was presented by Arnold and Warb~rton (1] , from 
which most of the follow1ng research has been deve1oped. 

Two simpllfications are commonly introduced in the analysts1 
(a) a s1mplified shell theory (i.e . Donnell' s theory) is used; and 
(b) tangenttal fnertta is neglected. Dymm [2], and El-Raheb and 
Babcock (3] gave detailed discussions on the errors associated to 
those approximations. lhe adoption of both simplifying assumptions 
(a) and (b) will be here shown to derive in simple expresstons, 
and expltc1t forms for modes of vibration and natural frequencies 
w111 be obtatned for the case of s1mply support boundar1es. Such 
expliclt equations are similar in form to those obtained by Croll 
and Batista [4) for buckl 1ng loads of axially loaded cy11nders. 
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The dynamie equilHt 'h'~· ".fq~"lt1~~ .f~r- ~a. ~Jtl ollr1qa1 s~1 
m_ode11ed by Do~~\.1 !~ the.or)' VJ9 e_g\eç,til\9 ~b~99Jit1o.:l \'lef'"tia may 

• ' ) f ' • • ,. J 
be writun as 

, •,.f' 

r ~ + .....:L:.L ~ + -1.:!:..1!_ ~ + IJ. ~ • O 
ax2 2r lle• 'l Qxae ax 

(1') 

in wh1ch u . v and w are the d1splacement components tn the in plane 

(x. 6 ) and the out~of~p_lane (radial) dir,ect1oí1S~ E, 1.1 and p are 
the modulus of elasticity, Poi$Son'S rat io and dens1ty of the 
c,onstitutive ·materi .al; h, r 1\Dd · R. are ttte t'hicknns, radius and 

~enght .of the shell~ and t is the time. 
For a simply supported ~o~~ry cond1 t ion. the fo l lowi ng 

dhp1eç·elllent field satisfi&& eq. ( 1): 

u • u1 j oos 18 coes j11X/R. cos .2vft 

v • vtj s1n i B s~n jwx/t cos 2nft 

w 10 wi.j coes 1 e sH1 jm<Jt. aos 2llft 

" +n which uij • vij a ·nd Wi j u•·e the amplitudes of the medes of 

( 2) 

vib~ation. wi th ~ the n~mbe~ of ci~cunferên~~al fu 11 waves and j 

the nlftnb<er of me r id1orr&1 hal f waves; aod. f 1.s th~ n.atu.tal 

frequency ~$sociàted to mod• f1 , j). R~~l acêmBftt of (a) t nto ( 1) 
a.llows ttle tangenthl cómponel\h of th.e modal amplitude to be 
upressed H 

(3) 

wbeN >. = wj /'l. l e J,f r am:t R e; r f h. The natura 1 frequetlcy h 
obta1rutd fr'om the hst of eq ·.(l) ., an.d may b~ wr 1tt&.n as t 



R...e.Mec, Rio de JMeh, V. \4M<3 

[ 'ij • -4-,.;.~ :..r_k_p_ 

lhe 1 owes t v alue of na tu r a l f requency, f min • 11111y be 
obtatned from eq.(4) by ~nspection . However, f min may a~so be 
calculated by eK trem1zt ng eq . (4) wtth respect to (i,j} . The 
mi nimum frequency nas bi!en shown to occur for j • I 1 n 1 sotrop•~ 
cyltndrtcal s hells [\), so that by equat1ng to zer~ the ftrst 
derivative of (4) wtth respect to variable i, the fo11owing ts 

obtained: 

( 4) 

(6} 

Notice t hat tn very th1n s he11s , or for medtum to long cyltnd~rs; 

R
1
/ 2 » 1/ L, and eq.(6) reduces to 

( 6) 

Since t bas be-en talten as a <tonti nuous varhble, eq.(S) wtll 

not r esutt in tnteger values, and t~e moGe associat&d to the 
lowest natural frequency will be given by the closest tnteger to 
t•. An a ppro~tmate expression for t he l owest natural frequency 
fmin w~l nut be obta'ined by rep laci ng eq.(5) tnto eq.(4): 

f' • min 
E h 

pr t 1 

[,3( 1- ~:~•) r lfz 

·I 4 

For a steel shell (IJ • 0.3). eq.(7 ~ reduces t o 

I E h t•. • 0.1& 
mLn prtll 

or else 

f . 
llll.n 

2000 

.t(m) llf 

(7) 

(8} 

Equatlon {7) is an approximatlon to the mt nimum of (4} in the 
sence that the continuou& (real) mintmum t* has been used, instead 
of the di screte (1nteger} value. The error i nvo lved tn th1s 
simplif1cat1on 1s 1ess than JS fo r shells i n whtch L ~ 1. Due to 



R•~.flio. Jln*ot V, '4119'~ · 

thefr s1mplicity, equatiMs (5) and P1 may be eonvenféntly used 

ts dttsign. 

It is fnterest1ng to not i ce that for an axlally loaded 

cylinder. t ·he c:lass1cal crit1çal stress. ac1 • is given as 

lhe expliçit ex ~pression for the lowes~ na'btu:-al ·freqU;ency , eq.(7) , 
ma y be collipared w.itb ecq. ( ~} , lo tbat · the fo 11 owi nq r&l!:'t i on 

results: 

(10) 

Eq.(10) reh.tes the 1owest natural frequency ot an on1oaded 
cyl i ncier wi-th Uu~ a.xH\ stress · necessar~ to i'elfu ce lts. nat.u r a 1 

frequency to zero. The ar:1alogy b:etwee.n th·e f.ree ·'iib,rat.ion$ and the 

static buckl1ng of a cy11ndr1cal shéll ~às b~en pOinted out by' 

Dymm [2] . Th.is ana l ogy. l:loweve.r, h only o-f ttreoretical i nterest, 
dueto t h"S fact that a l though fmin h not very sensitiva to srna1i 
imp-erfeç-ti.ons, bucklfn-g 1:s a hi.gh-ly htperfect1on-se-nsitive 
phenomenen and c:rel is 1lever acnieved "ln practice, 
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