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EDITORIAL 

Prezados Colegas, 

Estamos iniciando com este número uma nova fase da ABCM. Os altos custos edi­

toriais, as incertezas e demora dos financiamentos tornaram inviável o nosso acordo com 

a Editora Campus. Assim, nós mesmos produziremos a Revista, contando com a partici­

paçA'o da Editora J. Di Giorgio & Cia Ltda., na impressa-o da mesma. Além dtsso tive· 

mos de apelar também para a soluça'o de angariar fundos através de anúncios a serem in­

seridos entre os trabalhos apresentados. 

Gostaríamos de receber maior número de trabalhos a partir deste primeiro nú­

mero, desta nova fase, a fim de que tenhamos condíçOes de assegurar uma publrcaç!o 

com maior regularidade. 

Agradecerfamos o pronunciamento mais imediato por parte dos revisores dos tra­

balhos com o fim de tornar o processo mais dinêmico e de posse dos respectivos parece· 

res nos possibilitar o julgamento mais rápido da qualidade dos mesmos. 

Dessa maneira teríamos condiçOes de prever um possfvel aumento do número de 

revistas a partir deste ano, desde que recebamos logo os referidos pareceres emitidos. 

Verificamos no último COBEM um progresso no nfvel da maiori~ dos trabalhos 

apresentados o que vem demonstrar a capacidade da nossa comunidade cientifica em 

manter uma Revista como a RBCM. 

Entretanto, é consenso que a comunidade cientifica nacional atravessa momentos 

dif iceis, com o aviltamento dos salários. falta de incentivo à pesquisa, tnadequaç:Jo das 

bolsas de pós-graduação nA'o só em número como em valor, etc. 

Esses fatores adversos poderA'o certamente influir na produção cient ffica, mas, 

ainda devemos fazer um grande esforço no sentido de que nA'o percamos tudo aquilo 

que conquistamos. 

Acreditamos porém que apesar de todas as dificuldades que o nosso país atravessa, 

nA'o podemos prescindir da esperança de que com o nosso trabalho melhores dids 

virA'o ... 
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USE OF PHOTOPLASTICITY TO PREDICT 
LARGE STRAINS lN FORMING PROBLEMS 
José Luiz de França Freire 
Departamento de Engenharia Mecânica - PUC/RJ 

Jorge Dias Lage 
Instituto Tecnológico- PUC/RJ 

Ronaldo Domingues Vieiera 
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SUMMARY 

5 

The unlo~ded photopla6tic method .i..b de6cAibed and 6eve~al impo~ 

top.i.C6 (m~te~ial 6etect~on, mechan~cal and opt~cat p~ope.~t~e6 , mo~ 

ett.i.ng, accu~acy , a.dva.nt~ge6 and .U.mit~t~oM l ~e dúcuued ~a!UÜttg 
.i.t.b a.pp.U.c~t.<.on to p~edú.t iMge .btJLaÚt6 .i.n ~oilm.i.ng p~obtem6 6uch 
a6 e~tJLu6.i.on , 6oJLg.i.ng, and ~otting. 

SUMARIO 
O método 6otoplÍÜ.t~co que ana.l.üa. modetat. de.6oJtm~do6 p!aõt~ca.me.n.te. 

e a.pÕ6 H.u de.õcaJtJte.gamento é deõciL.i..t.o. VÍÍJt..i.o<. tõp~co6 impoJLtan.te6 

{6ele~ão de. m~.t.e!L.i.aü, piLopiLüda.deó me.câll~ca6 e át..i.ca6 , õim.i..U.tu.de. , 
van.tagen.b e t.i.m.i..ta.cõe6) hão d~6cutido6 envolvendo 6ua a.pt.i.cacão na 

p~edicão de ca.mpo6 de gJLande6 de6o1Lma.cõe6 em p~obtema.6 de con6oJLm~ 
cão mecânica de ma.teJL.i.a.i6 t~.i.6 como: e.xt~uõão, SoJLjamento e lamina 

cão . 

INTRODUCTIOH 
The use of different birefringent material s and analysis 

procedures has generated different photoplasticity techniques to 
predict distributions of plastic st rains in small or large regions 
of models , which are or were stressed beyond their elastic limit 
[ 1,2]. The development of these application techniques and the 
attempt to give an analytical and exp erimental explanation to the 
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mechanical and optical resp onse of th• birefringent polymers have 
been the main objectives of photoplasticity and non-linear 
photomechanics (3 , 4] (see Ta ble I for general references) . Research 
1n these two fields has bee n di re c ted to: 

1) fully understa nd t he optica l and mechanical behaviors of 
birefríngent po l ymers ; 

2) use these polymers as model materials to verify newly 
developed or t he exten s ion of established non-linear 
analytica l or numer i cal methods; 

3) determine stress and stra in concentration factors is 
small strain elast oplastic structural problems; 

4) predict finite strai n d i stributions in metal forming 
processes like upse t - forging, piercing, extrusion and 
rolling. 

Tab1e l. Selected re fer ences on photoplasticity 

S U B J E C T R E F E R E N C E S 

- Photoplasticity and Non linea r Photome Freire 1
, Burger2

, Doyle 3
, Toughi et al~. 

chanics Genera l References - Freire et al . 5
, Javornicky6 , Unksov & 

- Application of Unloaded Photop lastic­
ity to Forming Problems 

- Upset-forg1ng 
of cylinder 
of ring 
of bar 

- Extrusion 

- Hot-rol l ing 

- r ndenta ti on 
of bar by symmetrica l punches 
of semi- i nfinite pl anes 
ball indentation 

- Compression of Wedge 

- 4-point bending 

- Diametric Compress ion of Discs 

Safarov 7 

Dally & Mulc 8
, Freire?, Freire et a1. 10 

Oyinlola 11
, Gomide & Burger12 

Freire & Vieira 13 

Burger & Koenig14 , Freire et a1. 15 

Oyinlola 11 , Gomide & Burger1" 

Freire9 , Freire & Lage 17 

Freire & Lage 17 

Freire & L age 17 

Nisida et al. 18 

Zachary & Rileyl9, Freire et al . s 

Freire et al. 5 , Gomide & 
Burger & Koenig 14 

Burger12 , 
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The objective of this paper is to p~esent in a very simple 
manner a whole field and three-dimensional photoplastic technique 
attempting to cover the fourth point mentioned above. lt has been 
called unloaded photoplasticity and some of its application 
references are listed in Tab 'le 1. Unloaded photoplasticity employs 
mi~tures of polyester resins as model materiais which are unloaded 
after having been permanently deformed. The models are then sliced 
(if it is a 3-D study) and analysed in a polariscope. The 
permanent fringe distribution is then related to the true principDl 
strain differences through the isochromatics and to the principal 
strain directions through the isoclinics [5). 

POLYESTER HODE L MATERI ALS 
Polyester resins have been widely used in photoplasticity 

since they are cheap a nd easy to obtain, to cast and to machine . 
They are comercially available both as a flexible resin {Laminac 
4134, USA- Crystic 279 , Brazil) andas a rigid resin {Laminac 
4116, USA - Crystic 199 , Brazil). These resins are mixed in pre­
-determined proportions to match desired properties at room or 
test temperature, such as low or high elastic modulus, toughness 
and ductility. lhe finàl products are identified from their 
propo rtions of rigid and flexible resins. For example, a 70-30 
mater ial means that it constains 70~ of rigid resin. 

Casting and Machining. Plates of mixtures of polyester 
resins sizing 280 mm x 200 mm and with tickness ranging from 4 to 
12mm have been easily cast in vertical glass molds. For each 100g 
of the viscous mixture of rigid and flex ibl e resins are added 0.2 
to 1.0ml of the liquid curing agent methyl-ethyl-ketone-peroxide 
(MEKP) and 0.~5 to 1 .O ml of styrene monomer. Additions of 
naphtanate or octonoate of cobalt are avoided, since rigid res i n~ 

are generally furnished .pre-accelerated by these components. Tne 
amo unt of MEKP depends on the volume anà on the thickness of the 
desired plate. Thick plates tend to harden very fast and generate 
large amount of heat if high proportions ( 1.0 ml/100 g) of MEKP are 
used. A hardening time of about 8 hours seems to be reasonable 
and indicates a low exothermic reaction. This extended hardening 
time allows the expulsion of air or gas bubbles and it is adequated 
for obtaining plates with good surface finishing, similar to the 
glass mold surfaces. Adheren ce to the mold surfaces is prevented 
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by polishing the glass surfaces with a releasing agent such as 
W0-40. Correct spacement of the glass walls is achieved by 
aluminum or wood spacers wrapped by masking tape. Pressure to 
c1osely and partially sealing the molds is obtained with C-clamps. 
Externa] final sealing is obtained with any type of molding clay. 
The viscous mixture is poured i~to the molds vertically positioned 
after 10 minutes of slow mixing to homogenize it and to prevent 
the formation of bubbles. The plates are taken out from the molds 
after a 8-hour hardening at room temperature and submitted to final 
curing for 24 hours at 80 to 90°C. 

Polyester resins are easy to machine if compared to other 
photoplastic or photoelastic materials such as for example, 
polycarbonate. Specimens may be easily routered, milled or turned. 
Slices 1 mm thick or thinner may be cut by milling using circular 
saws and abundant cooling. 

Mechanical and Optical Behavior, Strain-optical Law. Expe! 
imental observations have revealed important points on the 
mechanical and optical behavior of polyester mixtures. These are: 

1) Young's modulus, proportional limit, yield strength, 
brittle or ductile behavior are dependent on temperature, 
strain-rate and mixture compositoin [5,20]. 

2) The material viscoelastic behavior may be mathematically 
represented by a model proposed by Brinson and OasGupta 
[5 ,21 ,22]. 

3) Compressive and tensile strengths, C and T respectively, 
are different, the ratios C/T varying from 1.5 to 4.5, 
depending on mixture composition, test temperature and 
strain-rate [21 , 22] . 

4) The initial yield locus fot these materials is wel l 
predicted by a modified von Mises criterion [21]. 

5) The sum of true principal plastic strains, (r.l + E2 + e: 3 )p, 
may be assumed to be zero, as compared to some small 
expected experimental e rror [9,12]. 

6) The loaded relationship between the total true prin cipal 
strain d1fference, r. 1 - e: 2 , and isochromatic fringe order, 
N, is multivaluated and dependent on temperature and 
strain-rate [5-19] . 

7) From tension, compression , 4-point bending, and 
diametrically compressed disc specimens, the unloaded 
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relationship between E 1 -c 2 and N was found to be linear; 
at most weakly dependent on mixture proportion; independent 
from strain-rate or test temperature where plastic 
deformation took place; independent from temperature 
observa.tion if strain recovery does not take place, i .e., 
fringe order is the sarne for after-unloading (at the temperature) 
and for after-cooling (room temperature) conditions [1 ,5,19]. 

The strain-optical law in unloaded photoplasticity is then 
rationalized in the followingway: if the isochromatic fringe order 
ata point of an unloaded specimen related to the elastic residual 
strains, Ne, is negligible as compared to the plastic fringe order, 
Np, then Np may be considered approximately equal to the total 
remanent fringe ~rder, N. Therefore, the principal true plastic 
strain difference at the point is determined in the following way: 

where N = Ne + Np a Np, t is the specimen thickness at the point being 
studied and fcp is the plastic fringe value obtained from 
calibration tests which generate plots as the one shown in Figure 
1. The plastic fringe value is determined for each cast plate 
using 3 to 5 diametrically compressed discs which have small 
circumferences inscribed on their centers [5]. This calibration 
procedure is illustrated in Figure 1. 

6 0 C:AL18II AT1011 DISCS 
• T[MI'I:IIATU II( llf;COV(II[D 

Figure 1. Data to determine the 
unloaded material fringe 

values,fcp• for a 100 ~ 

rigid polyester r·esin model . 
Tests were performed at 

IAI 80°C. Fringe orders and 
• ! strains measured after 
k o L-----L-----4-----~--·--~ 
"- o 10 20 X> 40 unloading and cooling to 

TRUE STRAIN OIFEERENCE. t 1• t~•t. ) room- tempe rature 
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Evidence on the achievement of low or negligible residual 
elastic isochromatic fringes is presented in Figure 2. This figure 
shows a photograph of a meridional slice of a plane strain 
compression specimen (1] broken during the slicing process atroam 
temperature, 24 hours after its indentation by symmetrical punches 
ata test temperature of 80°C. Novariation can be seen of the 
fringe orders, due to the possible releasing of residual elastic 
strains. A possible explanation for this is that at high 
temperaturas, the elastic fringe value is ve r y high, the material 
presenti ng very low elastic birefringence. When the specimens are 
cooled, a higher elasti c birefringence is achieved but, at the 
sarne time, very low residual elastic strains are necessary to · 
mantain force or momentum equilibrium, since the material elastic 
constants are much higher at room temperatura than at test 
temperatura (Young's modulus ratio s may range from 3 to 15, times 
(22,23] depending on test temperatura) . This makes test 
temperatura a very important parameter, concerning the 
interpretations of unloaded birefringence at room temperatura and 
the material mechanical behavior at test temperatura. 

Figure 2. Picture showi ng a broken slice of a 100S rigid 
polyester resin plane strain compression model . 
(1,9] . Th e re is no cha n~e of the fringe pattern 
near the ruptured zone dueto a possible release 
of r~sidual elastic st rains 

An important topic to be mentioned when unloaded 
photoplasticity ,s focused is th~ strain recovery (also ca lled 
springback or reJaxat ion) [12,16] effect wh ic h happens during the 
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unloading process and after the deformed model is unloaded . Strain 
recove~y during un.loading depends on the rates at wich the loading­
-unloading procedure takes place and, ideally, in the case of an 
unloaded photoplastic study, it should be related only t~ the 
elastic strains induced by the loading process. Strain recovery 
after unloading depends on the specimen temperature . Experimental 
observations revealed that total strain recovery can be achieved 
if the specimens are kept at test temperature for a few hours or 
for less time at higher temperatures . ln contrast, strain recovery 
may be very low or negligible if the specimen is cooled to room 
temperature right after having been unloaded . Minimum strain 
recovery is achieved if: 

1) the unloaded specimen (or 'part of it as it is the case 
of an extrusion process) is rapidly cooled to room 
temperature. 

2) for the sarne loading-deflection behavior at test 
temperature a more rigid material is preferred [22] . The 
reason for this is that test temperature will be higher, 
thus impl~cating in a large differential relating test 
temperature (easy to deform plastically and easy to 
recover) and room temperature. 

While the mechanical strain recovery had been already 
quantified [1 ,9,22,24], isochromatic fringe recovery was measured 
for only one material (100% rigid) by means of a 4isc specimen 1 

which was ínítially loaded and unloaded at 80°C to a true principal 
strain difference (e: 1-e: 2 )p = 36% at its center [5,22]. The specimen 
was again placed in the oven under no loading and ata temperature 
of 80°C. After some time the specimen was cooled to room 
temperature and the strains e: 1 and e: 2 for the inscribedcircumference 
were measured together with fringe order . This procedure was 
repeated four times . The resulting data points relating to 
remanent fringe order and principal strain differences are plotted 
in Figure 1. It can be concluded that plastic strains can be 
recovered after exposing the specime·h a certain time to a 
temperature sufficient to activate the recovery mechanism and that 
the true plastic strain differe~ce recovery, ~(e:1-e:2)p ' is related 
to the recovered isochromatic fringe order, ~N. by the plastic 

fringe values, f e: p· 
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MODELLING 

Good modelling in photoplasticity is very difficult to be 
achieved, once microstructures of model and prototype materials 
are generally different. Besides, the mechanical macrobehavior of 
polyester materials presents some difficulty to quantitative 
analysis as they are strain-rate dependent and have different yield 
limits in compression and tension. llowever, these drawbacks do 
not prevent the extraction of numerical results from qualitati ve 
studies if similitude laws are relaxed [9]. The only similitude 
conditions that have been adopted are: 

1) geometric similarity before deformation [9]; 
2) similar parametri c loading-deflection curves for model 

and prototype, when possible [12]; 
3) sarne final unloaded deformation for one irnportant and 

controllable geornetric dimension for cornparison purposes. 
For example, in the cases of the upset-forging of 
cylinders [9,10], rings [12] and bars [13], the final 
height deforrnation was chosen as the cornparative 
pararneter; 

4 ) sarne loading and unloading histories [9], identical 
displacernent constraints [9] and sarne friction coefficient 
between contacting surfaces [10,13] . 

Still other points deserve attention , when the best 
possibility of modelling a specific problem is being st udied. 
First, experirnents have to be performed to decide wether it is 
possible to model the problem and what is the ideal testorwork~ng 

temperature. This test temperature will be the one which (9,22]: 
1) generates negligible residual elastic fringes in the 

unl oaded model; 
2) better approaches the loading-deflection curves of model 

and prototype; 
3) generates minimum possibility of strain recovery while 

and after cooling the rnodel to room temperature; 
4} generates minimum C/T ratios (ideally , C/T ,. l. O). 
Examples of the influence of test temperature on the 

mechanical and optical response of photoplastic models are shown 
in Figures 3 and 4. Figure 3 shows different responses of two 
deformed and unloaded 4-point bending specimens [15] tested at 
temperatures of 30°C and S0°C. These speoimens had transversal 
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slices cut to show the influence of test temperature on the 
generation of elastic residual fringes. ln contranst to the lower 
temperature one, the higher temperature specimen does not show any 
elastic fringe variation due to the slicing cuts; its plastic 
region spreads over a large region due to the material rubbery 
behavior; unloaded fringe spacing is almost uniform and fringe 
distribution is symmetrical with relation to the neutral axis 
(zero fringe arder), showing little influenc~ of strain-rate and 
of the C/T ratio on the unloaded fringe distribution . 

Figure 3. Unloaded and sliced 4-point bending specimens 
[5]: var .iation (above) and no variation(below) 
of fringe p~tterns due to release of residual 
elastic strains after slicing 

ln Figure 4, different behaviors are presented by two large 
plates loaded in their planes by prismatic punches [17,23]. The 
differences in fringe distributions presented in the two pictures 
are due to 50-50 material tested at 50°C (above) and 70-30 material 



14 RevBrMec, Rio.dt J intiro, V. VI, n<? 1 

te~ted at 50°C (below) . The 50-50 material test picture shows a 
specimen worked in its rubbery state, unloaded elastic and plastic 
deformations spreading far from the indentation region. A careful 
a~alysis [23] of the ' 70-30 material test indicated that plastic 
strains occurred only near the indentation zone and that only 
little residual elastic fringes were generated in this region. 

Figure 4. Indentation of plate'S by 'cylindrical punches [23] . 
Pictures show specimens after unloading and cooling . 
Above: plastic deformation spreaded in a large region 
of specimen tested in its rubbery behavior (50-50 
material tested at 50°C). Below: small zone of plastic 
deformation for a specimentested ata relati vely lower 
temperature (70-30 material tested at 50°C) 

ANALYSI S ANO ACCURACY OF PHOTOPLASTICITY RESULTS 
The unloaded photoplasticity technique can be employed in a 

large variety of applications, such as plane stress, plane strain, 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI , n9 1 15 

axisymmetric and general 3-0 problems . Depending on the type of 
~pplication, different sets of results may be obtained , for 
example: distributions of plastic strain differences [8,9 ,15], 
principal strain directions (isoclinics) [9,15,25], slip-lines 
directions [9,18,25] and elastoplastic boundaries [9,17 , 23] . This 
section of the paper is intended to present a few examples of how 
the accuracy of photoplastic solutions can be or have been verified. 

Example 1 . Comparison of overall displacements calculated 
by integration of strains determined by photoplasticity, with 
displacements measured by a micrometer directly over the models or 
slices analysed [1,9,10,12,13]. Figure 5 shows the isochromatic 
fringe distribution of a meridional slice cut from a cylinderwhich 
was permanently deformed to 84% of its initial height [ 10] . Since 

(E + Ee +E ) = 0 z r p 

for the Z symmetry axis, and 

then 

along the Z symmetry axis. The distribution of Ez along Z is 
plotted in Figure 5. If Ez is integrate d along Z the total 
displacement upset of 16% must be found. Care should be taken in 
this integration, since it is performed over the final deformed 
length [1 ,9]. Using the natural logaritmum definition of strain, 
the total final displac-ement t:. Z may be foud in the following way 
(see Figure 5 for notation). For each small segment dz1 or dzf 
along Z, 

E = z 

M z dzf - dz; • ( 1 -~) dzf = ( 1 - e:z) dzf 

t:.Z = J t:.dz = J(1 - e!z) dzf 
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The integration of Ez along one final height gives 16%, deviating 
only 4.3% from the micrometer measurements. Comparisons using 
this procedure in the plane strain indentation of bars, plane 
strain upset of bars and the upset of cylinders indicated a mean 
error of 7S with a standard deviation of 5l in about 50 models or 
slices . 

• l 
I 

1 
1 d zo -r 

I 
I 

·i 
z 

lO 20 40 

dzf 

Figure 5 . Initial and final shapes of a cylinder submitted 
to a compression test (10] 

Example 2. Point by point comparison of displacements 
determined by photoplasticity and by a non-linear finite element 
program (1,9,10,22]. Such comparisons were made for the 
indentation of bars ~9] a~~ for the upset of bars [22] and 
cylinders (9]. Small .deviations were found in cases where large 
strains but small disp1acements occurred. Large deviations were 
<?btained in cases wh ere the shapes of t he models changedvery much, 
probably dueto the non capability of the finite elementprogramof 
reforming the initial geometry. Attempts to compare overall 
deformed shapes suffered from this sarne limitation of the finite 
element code used (22]. An example of this type of comparison is 
given in Figure 6, where differ~nt C/T ratios and yield criteria 
were used by the finite element program [22]. 
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~----INITIAL SHAPE 

~--VON MISES 

~------. C/T • 1.0 • 
C/T• 1.1• 

~-----.FINAL SHAPE 
OF SPECIMEN 

\/C/T • 2 .0• 

I 
1 

• DRUCI<ER- PRAGER 

Figure 6. First qua'drant of transversal section ofa rectangular 
bar submitted to a plane strain compression test. 
Final shape of the 70- 30 specimen i s compared to final 
shapes predicted by a nonl inear finite element program 
employing two different yield criteria [22] 
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Example 3. Point by point comparison of strains determined 
by photoplasticity and by other e~perimental techniques applied to 
the sarne specimen [ 1 5]. Figure 7 s11-ows the resul ts for a plane 
strain extrusion specimen [15] . The unloaded but deformed specimen 
was observed in a transmission polariscope and the isochromatic and 
isoclinic fringe patterns were recorded, respectively determining 
true principal strain differences and principal strains directions. 

Surface permanent ' strains Ex, and Yxy were determined from 
measurements over the deformed grid made with a micrometer 
adjustable XV table mounted in a 10x magnification optical 
projector . Principal true strains and thejr differences, E1 -E 2 , 

together with an angle a analogous to the isoclinic angle, were 
computed using the strains Ex' EY and Yxy and the expressions 
derived by Brill [26] for finite strains. The three plots in 
Figure 7 present values of (e 1 -e 2 ) and a computed from 
photoplasticity and from the grid method for two chosen directions 
of the extruded specimen . A very good agreement can be notised. 
although photoplastic results are rel}tive to the wh~le specimen 
thickness, while the grid method furnishes results determined only 
for the specimen surface. 
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Figure 7. Plane strain extrusion example showing validity of the 

strain- optical law. Principal strainsand their directions 
were determined by photoplasticity and by measurements 
over the grid cemented to the specimen 

Example 4. Qua.l itative comparison of photoplastic solutions 
and analytical or exper imental solutio ns applied to other model 
materials [1 , 9,14 , 22,23]. Two examp les for this comparison are 
shown below. The first example refers to the indentation of blocks 
by spherical punches [17,23] (Brinell Hardness). It can be seen 
from Figure 8 that the isochromatic fringes (loci of constant 
(c 1 -c 2 )p)ha~e comparable shapes with the isostress and isotra in 
1 ines of references (27] and (28], r espectively. The sarne observation 
is valid for the elastoplastic boundaries predicted by the thr~e 
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different solution methods. The second example refers to the plane 
strain indentation of a bar by symmetrical punches with a ratio 
widt~ of the punch, h, to thic~ness of the bar, b, equal to 1.0 
(Figure 9) [17,23]. For this geometry, the theory of plasticity 
[29] predicts two straight slip lines int~rcepting orthogonally at 
the center thickness of the specimen and joining the opposite 
corners of the symmetrical punches . Very concentrated regions of 
plastic strains are shown by the sequence of photoplastic results 
localizing the zones where slipping took place. These regions 
tend to spread as indentation continues and h/b becomes large than 
1, as Siebel (30] predicted using steel models and visualizing 
slip lines by Fry's reagent (Figure 9). 

ISOCHROMA TIC 
FRINGE OROER 

PLASTIC STRAIN. tzt•t.l 

4.0 8 .0 12.0 16.0 p 

a o 
.-----+-·~-i 

PUNOl 

REF. 27 

ELAS TO - PLASTIC 
BOUNOARY 

REF 28 

UNES 

Figure 8. Brinell hari:lness example [17,23]. Distributionofplastic 
strains along z axi·s determined by photoplasticity . 
Qualitative comparison of shapes of elastoplastic boundaries 
and curves of constant stress (Ref.[27]), constant strain 
(Ref. [28JJ and const,ilnt principal strain difference 
(isochromatics) . 
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Figure 9. Plane strain compression of slabs (~,9]. Progression of 
left to the right shows increase of plastic strain dif­
ferences (isochromand) with indentation depth. Notequa..!_ 
itat iv.e similarity of these pictures with slip-lines and 
elastoplastic boundaries determined by Siebel (30] using 
Fry's reagent in steel specimens 

CONCLUSIONS 
The objective of this paper was to present the unloaded 

photoplasticity technique as a simple tool to predict finite strain 
distributions for some manufacturing processes. From the optical 
response analysis , distributions of true principal plastic strain 
differences and other types of results may be predicted with good 
accuracy for the employed model materials. The exte nsion of these 
results to metal prototypes is intended to be only qualitativa due 
to differences in microstructure and mechanical macrobehavior 
be~ween polymers and metals. However, these qualitativa resu l ts 
ma,y be very useful to designers and researchers once no other whole 
field and 3-D technique is available in that field of plasticity . 
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SUMARIO 

23 

A a.nátü e não .U.nea.A g eométJt.ica. de uma. toJt.Jte 11.e 6oJt.ça.da. com ca.boJ> pil~ 

te.ndido6 é Jtealizada atllavi6 da. técnica. da. mini mização do 6unciona.l 

potencial total. O plt.obl.ema JteJ>uttante. é de ot.<.müação Jte6.tJL.<.ta não 

lineail JteJ>ol.v.i.do com um atgoJt.i.tmo Qua.J>e.-Newtonea.no. O compoltta.melt 

to 6oJtça/de.J>locamen.to i obt.<.do 6·üa.ndo o deJ>toca.men.to e achando c 

val.oJt da 6oJtça d.i.Jte.tamente do vetOit de mul.tiptica.doJte.J> de LagJta.nge.. 

1mpeJt6eicÕe.4 .<.nicia.ü J>ã.o .também l.e.va.daJ> e.m coMide.Jtação. 

I NTROOUÇJI:O 
Uma solução eficiente para pilares esbeltos onde o indice e~ 

trutural P/L 2 assume valores muito baixos é a torre da Figura 1 . a 

(7,11]. t fãcil verificar que o sistema cabos/montantes restringe 

elasticamente as deformações do eixo aumentando assim sua carga cri 

tica, quer a flambagem se dê no modo simétrico como no antissimétr~ 

co, Figura 1.b , c. A pretensão dos cabos ê essencial pois fi!Z com 

que os cabos aliviados também contribuam para a rigidez da estrut~ 

ra. 

Análises do tipo bifurcação linear são conhecidas para es ­

truturas semelhantes, tanto com montantes articulados ao eixo [2], 

comorigidamente ligados ao eixo [1,13,14] . Aqui, o comportamento 

de uma torre com a forma da Figura 1.a, construi da no DEMEC/UFPE P! 

ra suporte de sistemas senso~es e geradores em energia eõlica [6], 
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é analisado para situações imediatamente pós-criticas. Devido agra!!_ 
de esbeltez , tanto os cabos como o eixo permanecemliriearmenteelã~ 
ticos. Assim sendo , apenas não linearidades geométricas são leva-
das em consideração. 
trutura é suficiente 
dois cabos [11] . 

r possivel mostrar também que, para esta as ­
estudar deslocamentos num plano que contenha 

cobo 
oliviooo 

Figura 1. Torre reforçada com cabos · 

A técnica de anãlise empregada e a da minimizaç~o direta do 
funcional potencial total [10] . Sua eficiência ê reconhecidaempr~ 
blemas de pequeno porte, com gra nde grau de não linearidade (8]. A 
técnica e não incremental , não necessitando do conhecimento da ma­
triz de rigidez tangente, apenas da soma escalar instantânea da e­
nergia de deformação ·dos elementos componentes. Pode assim acomo­
dar mudanças bruscas de configuração do tipo bifurcação de barras 
ou inatividade de cabos ( 12]. 

FORMULACAO DO PROBLEMA 
Seja uma estrutura de volume não deformado V, sujeita a de~ 

locamentos finitos definidos por ~· onde se prescrevem esforços ni 
porção S1 do contorno, e deslocamentos na porção s2 . O funcional 
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potencial total. n. ê dado por: 

JfJcu<~) + $(~lJdv + JJ~<~)ds ( 1 ) 

v s, 
onde: 

U ~ energia de deformação 
~ + potencial das forcas de volume 
~ potencial das força s de superfície. 

( possível mostrar que [15]: 

• dentre todos os deslocamentos geometricamente admissíveis 
aqueles que tornam estacionãrio o valor de n satisfazem as condi­
cães de equilíbrio e as condições mecânicas de contorno ; 

• configurações para as quais n assume um minimo local, são 
de equi líbrio estãvel. 

Aplicando ao caso em apreço notamos primeiramente que as fu~ 
côes U e o/ existem pois o materia l permanece elãstico e o carrega ­
mento externo e cons~rvativo . Utilizaremos quatorze graus de li­
berdade pa ra definir a conf iguração da estrutura , Figura 2. Os cin 
co primeiros prov êm do desenvolvimento em série de Fourier do des 
locamento do eixo, e os demais são deslocamentos nodais. 

1 
I 

I 
I 
I 

\ / . 
0 \ /0 

\I 
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x1- x5 : desenvolvimento tm airle elo 
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n6 

I 
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3 
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!! 

u I ., 
- I -.. I .7_ 

-

I - •• 
•• • .!l!...__ ... I •,a 

rolo~õo do nó 2 do elem. 5 

ratoeóo do nó 2 do ele m. 6 

Figura 2. Graus de liberdade 
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Conclui-se que a anãlise da torre e um problema da forma: 

( p} Mi nimizar 
Sujeito a: 

A função objetiva 1 f 1 vale: 

f(x} 
h. (x) 

J -
O, j 1 1 ••• 1m 

( 2} 

sendo U. a energia de deformação do i-êsimo elemento . As restrições 
~ 

h . impõem condições de compatibilidade de deslocamentos: 
J 

( 3} 

h 1 impõe a igualdade dos deslocamentos laterais do ei xo e do nó 2. 
Para deformações nos modos simétrico ou antissimetrico, os un1cos 
de real interesse [6], o deslocamento vertical do no 2 ê a metade 
daq~ele do nÕ 3. Isto e o que i mpÕe h2 . No caso de montantes ri­
gidamente soldados ao eixo, acrescentam-se: 

( 4) 

A solução ~· do problema (P} acima ê uma configuração de e­
quilÍbrio estãvel da estrutura correspondente a aplicação da carga P. 

ANALISE DE SENSI BIL IDAD E 
Como a intenção e acompanhar o comportamento pós - critico da 

estrutura, convêm fixar o deslocamento vertical, ó , do nõ 3, e de­
terminar a configuração de equilíbrio e a carga P correspondentes. 
Para este fim, as alterações necessárias na formulação anterior são: 

• eliminar da função f em (2) o termo em PI pois o nõ 3 pa~ 
sa a integrar a porção s2 do contorno; 

• adicionar a restrição: h 
1
(x} 

m+ -
o. 

O valor de P na solução do problema acima ê dado pelo multl 
~licador de Lagrange, Àm+l' correspondente ã restrição adicional 
hm+l" De fato , considere o problema perturbado (PP} do problema (P): 
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{PP) Minimizar 
Sujeito a: 

f{~) 

~(~) = c 

27 

onde~ é o vetor de perturbação. Chamaremo s x(c) a soluçãode(PP) , 
notando que ~(Ql = ~*, solução do problema (P) original. Pelo teo 
rema da sensibilidade [g]: 

3/3c . f[x(O)] = -À. 
J - J 

( 5) 

Aplicando ao presente caso, e fazendo uso do primeiro teorema de 
Castigliano, cuja validade independe do principio da superposicão, 
vem: 

P • - 3/3x8 U(x*) = À 
m+l 

ALGORITMO QUASE-NEWTONEANO 

( 6) 

O algoritmo empregado na solução de (P) é devido a Han (4]. 

Abaixo segue uma descrição muito breve do algoritmo. Detalhes po­
dem ser encontrados na referência [5). Considere a detinicão do 
problema (Q} antes da enumeração dos passos do núcleo do algoritmo: 

(O) Minimizar 
Sujeito a: 

~1f(~)~ + 1/2 ~T~~ 
dT'ih .(x) +h.=O, j=l, ... ,m 
- - J - J 

(1) Forneça o ponto inicial x e uma matriz B 

(2) Ache a solução d de (Q) . O novo estimador da solucão é 
X X + d. 

m 
(3) Se lf(x) f(xll + L l>..h.{xll s TDL, pare. 

Í a I l t 

(4) Atualize B obtendo !L Isto e feito utilizando a técnica 
Quase -Newtoneana de modo a aproximar a matriz Hessiana da funcão L! 
grangeana do problema (P) . Faca ~ ... ~, ~ ... ! e volte a (2) . 

Na solução~·· os multiplicadores de Lagrange do subproble ­
ma quadrãtico (Q) são idênticos ao de (P). Portanto a obtenção da 
carga P na equação (6) não envolve qualquer esforço numérico adi ­
cional. Foi tomado para TOLo valor de 10- 10 • 

A FU NCKO OBJETIVA 
Resta agora construir as expressões das energia de deforma -
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ções dos elementos, Ui(~) . SÕ serao consideradas pequenas deforma 
cões e a formulação empregada ê Lagrangeana. 

y 

1 
I 

(o) 
y 

y,v S -----~ ___ _.;-- .... ......-\, ' ( b ) 

---- ~---- \ \ • ,u ,.,...,..., \ _.A:~' 

__...- \ \ z' __........-

·' 
I 

CABOS BARRAS X 

Fig ura 3. Cabos e barras 

Cabos 
Sejam L e Ac o comprimento e a ãrea originais do cabo, Fig~ 

ra 3.a. Sendo S o comprimento deformado, e t a deformação ini ­
pt 

cial de pretensão , tem-se: 

e: " Ept + ( S/L - 1) 

Se ;: >O, então: 

Barras 

N E A c 
c c u 1/2 E A L e2 

c c 

(7) 

( 8) 

Para o cãlculo da energia de deformação das barras a confi ­
guração inicial é o estado de corpo rigido da Figura 3.b, a partir 
do qual são medidos os deslocamentos u e v. Admitindo que: 

• o deslocamento v seja da ordem da altura da seção , as ro­
tações em relação ã corda sejam pequenas e que a hipÕtese de Ber­
noulli-Euler seja satisfeita, vem [15]: 

Ex= u' + 1/2(v') 1 
- zv" ; N = EA[u' + 1/2(v') 2

] (9) 

• não haja carregamento externo paralelo ao eixo da barra en 
tre as extremidades; tem-se que N' • O [ 15]. Portanto: 
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k u' + 1/2(v') 2 =constante ( 1 o) 

Sendo constante ao longo da peça, k e igual ao seu valor media: 

( 11 ) 

Portanto, ê necessãrio estabelecerem-se funç ões de interpolação uni 
camente para o deslocamento v. 

Mon tantes. Devido a sua rigidez Yoi tomado para interpolar 
v um polinômio do terceiro grau. Impondo as condições de bordo, e 
sendo e a rotação , em relação ã corda, da extremidade ligada ao ei 
xo central, vem: 

s e2 

k = <r - , > + Tõ ( 12) 

- -e ~ ( ) Eixo. A interpolaçao neste caso v = r x sen r r x/ t . Lo-
r• I r 

go, para deformações nos modos simétricos ou antiss imêtrico , vem: 

( 1 3) 

RESULTADOS NUMtRICOS 
O método discutido acima ê utilizado na anãlise do protóti­

po construldo no DEMEC/UFPE (6]. O eixo ê um tubo DIN 2440, ~2· 

(A= 6,627cm 2 ; I = 26,326cm"; E s 21 x 10 5 kg/cm 2 ), com 10m de altura. 
Os montantes, rigidamente soldados ao eixo, são do mesmo tubo com 
50 cm de comprimento . Os cabos são cordoa 1 h as de 7~ 1 /4 "(Ac = 0,232cm, 
E =19,5x10 5 kg/cm2 ) . 

c 

Eixo Inicia lme nte Reta 
A Figura 4a mostra curvas forca/deslocamento para diferen­

tes valores da protensão, e pt" Observa - se que: 
• Em todos os casos a flambagem se dã no modo simétrico . 
• Para e = 5 x 10-" hã dois pontos angulosos. O primeiro re 

pt -
sulta de bifurcação, jã o segundo ê devido ao afrouxamento de ca-
bos. A mesma observação ê vãl i da para cpt = 1 O x 1 o - ~ . 

• Para os dois maiores valores de cpt o ponto de bifurcação 
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ocorre quando ó atinge o mesmo v a 1 o r de O ,295 cm . Em ambos os casos, 

portanto, o eixo estâ sujeito ao mesmo esforço normal. 
A ultima observação e explicada notando que o ponto de bi­

furcação se da quando o eixo, considerado como simplesmente apoia­

do com uma mola no centro, flamba no modo simétrico. A mola resul 
ta da ação dos cabos, sendo sua rigidez , k: 4E A / 'l. senBsen28, onde c: c: 
B e p ãngulo dos cabos com o eixo . A carga critica neste caso e da 
da pela equação: 

tg z = - ( cz3 - z) ( 14) 

onde z = :;2,P/EI, e c= 16EI / U 3
• Resolvendo a equação chega-se a 

Per: 4100kg. Este ê tambêm o valor mãximo de carga verti cal que a 
torre pode suportar. Corresponde a uma protens io que se anula ex! 
tamente quando P atinge o valqr m~ximo. Esta protensio, que a li-
teratura denomina de "Õtima" [3]. vale neste caso t; = 2,9 ><lo-·. 

pt 

Eixo com Imperfeição 
A curva mais externa da Figura 4b representa o comportame~ 

to da torre, considerada inicialmente reta, para o valor "Ótimo" de 

~ pt, acha do na seçà'o anterior. Nota-se que a estrutura atinge a 
carga mãxima de 4100kg. Porém, a grande falta de dutilidade pós­
critica sugere que imperfeições podem diminuir a capacidade porta~ 

te da estrutura . 
ConsidereMos agora que o tubo central contem uma imperfeição 

inicial de forma senoidal: v {x) =v senrrxn . . Sejam: o o 

( 15) 

As deformac6es que geram energia são, de acordo com (9): 

r; = (u' -u ') + l/2((v')~- (v') 2
)- z(v"-v") f. = Ef - o f o f o f o ( 16) 

que, com o uso de (15), fica: 

c u' + 1/2[2v~ v'+ {v') 2
)- zv " ( 17) 

Utilizando para v expansão idêntica a anterior , conclui-se 
que a única alteração na analise para consideração da imperfeição 
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.senoidal e a mudança de k na expressão ( 13) para: 

xs lT2 
k =- + - [2v x + 

R. 4R.~ o 1 

5 

z: 
r .. l 

( 18) 

Os valores iniciais das coordenadas nodais devem ser também ajust~ 
dos. 

Plkg l 

4000 

3000 

2000 ~ 

1000 

o.o 

Eoxo sem lmper11oi~s EiJ<o com lmperfeiç.5es 

0 .2 

(o} 
l 

I 
- 1 

0.4 0 .6 0 0 I 0 .3 

6 , DESLOCAMENTO VERTICAL (cm l 

Figura 4. Curvas força/deslocamento 

0.5 0 .7 

Como se vê na Figura 4.b a redução de capacidade na proten­
sao "Õtima" pode ser substancial. De fato, para v

0
/R. • 1/1000 a r~ 

dução e de 33%. Resultados experimentais, em condiçÕes excepcio­
nais onde a pretensão ê ajustada diretamente Relo valor da tensão , 
indicam que a menor redução obtida e de 24% [ 3). Como e patente da 
Figura 4 . a para c pt = 10 X 10-' a dutilídade pós-critica e bem maior. 
Resultados da análise com imperfeição de mesma ordem indicam, nes­
te caso , uma redução de 8% em relação ã torre inic ia lmente reta . 
( interessante notar que a força mãxim~ correspondente e 24 % maior 
que a da torre imperfeita na pretensão "Õtima" . 
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CONCLUSO"ES 
A torre reforçada com cabos pretendidos, com montantes rigi 

damente soldados ao eixo, e uma solução eficiente para pilares com 

valores pequenos do indice P/L 2
• Devido ã falta de dutilidade pÕ~ 

-critica a carga admisslvel e o nivel de pretensão não devem ser 

baseados unicamente na carga critica mãxima. t necessãrio uma anã 
lise que leve em conta passiveis imperfeições do eixo. 

A técnica da minimização direta se comportou de forma enco­

rajadora acomodando, sem problemas de convergência, pontos angulo­

sos de bifurcação e inatividade de cabos. 
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E&.te t~abatho t~ata da m ed~cão do to~que út~i e do to~que de at~~­

to e.m modelo& de. ca.tavento-6. Pa~a a med~cã.o do- . .toJtque. Útil 6o.t d~ 

&e.nvolvi.do um to~qulme.tJto paJta a 6aixa .de 3-50 g~ama 6oJtça-ce.n.tZme . -
.tJto I 2, 9 x I o-~ a 4, 9 x 1 O-s Ne.w.to n- metJto) . Na med~ção do toJt.que de 

a.tJti.to apl.ica-.6e um método qtte. de.te.Jtmi.na o .toJtque ~e6~.6ten.te do!> 

mancaü do ca.ta.ve.n.to. Ta.ü .técn.<.ca.!> de. me.di.cão ~;ão ut.il.i.zadu na 

de.te~m.<.nacão da cu~va Coe6i.c.ten.te. de Po.tênc~a veJtl>ul> Razão de Vel.~ 

c~dadu de. um mode.l.o de. ca.ta.ven.to, demon!>.tlt.ando a ap.Üca.b~.l.i.dade do 
i.n.6.tltume.nto e do método. 

IIHROOUÇJ{Q 
A potência gerada pelas pãs de um catavento não pode ser ut_! 

lizada integralmente, pois parte dessa potência ê perdida por atrj 
to nos mancais do eixo do catavento. 

A modelagem de cataventos tem por objetivo determinar a cur 
va adimensional do Coeficiente de Potência versus Razão de Veloci­
dades e atravis desta curva prever o comportamento do cataverito em 
escala natural. Para o levantamento desta curva ê necessário a me 
dicão do ~orque gerado pelas pãs do catav~nto. No entanto, analo­
gamente ã potência, este torque ê composto de duas parcelas: o to~ 
que de atrito e o torque útil. 

Para medição do torque de atrito desenvolveu-se um processo 



36 RevBrMec. Rio de Janeiro, V. VI. n'? 1 

indireto que consta do levan~amento da curva de desaceleração ang~ 
lar do catavento e, pela aplicação da 2~ Lei de Newton, determina­
-se o torque de atrito em função da rotação do catavento. Neste m! 
todo, faz-se ~simulação da carga de arraste sobre is pis do cata­
vento , onde te nta-se aproximar as condições de funcionamento dura~ 
te a obtenção da curva de desaceleração angular do catavento. 

O torque úti 1 ê medido por um torquimetro que mede torque na 
faixa requerida pela modelagem. O Micro-Torquimetro Dinâmico como 
foi denominado, e um i nstrumento de pr i ncipio de funcionamento me­
cânico e de fãci l manuseio. 

O MICRO-TORQU!METRO DINAMICO 
O Micro-Torquimetro Dinâmico ê um instrumento destinado ã me 

dição de torques em eixos girantes e estãticos. Seu principio de 
funcionamento ê mecânico e baseia-se na torção de uma barra de to~ 

cão de secão retangular (Figura 1 }, a qual guarda uma proporciona­
lidada linear entre o torque aplicado e o ângulo de giro. 

O acoplamento do instrumento com o eixo ê feito pelo Siste­
ma de Atrito mostrado na Fi gura 1. Este sistema possibilita o ac~ 
plamento sem adicionar carga axial e radial ao eixo onde estã sen­
do medido o torque, isto não altera as cond ições de f unci onamento 
do mecanismo ao qual pertence o eixo, durante a medição. Além dis 
so, este acoplamento permite frenar o eixo du rante a med i cão, va­
riando o torque resistente. Isto ê feito pela variação da distân­
cia "d" (Figura 1) po~ simples ajuste dos parafusos vistos no Sis­
tema de Atrito. D ~eumento do torque resistente ê proporcionado p~ 
lo aumento da distância "d" e vice-versa. 

O va l or do torque ê obtido diretamente pe l a leitura da esca 
la, a qual fornece valores de 3 a 50 gramas forca-centímetro com dj_ 
visão da escala de 1 grama força- centímetro. 

Calibração do Instrumento . A calibração do instrumento e 
feita estaticamente com a aplicação de torques através de um sist~ 
ma de alavanca-peso e determinação do ângulo de giro. Tal procedl 
mento ê feito enrolando-se uma linha de seda em redor do eixo do 
Sistema de Atrito ( Figura 1) e pendurando-se pesos nesta linha,até 
completar-se o ângulo de giro de 90°. O to~que aplicado fica de­
terminado pois conhece-se c diâmetro do eixo e .o peso aplicado. A~ 
sim, determina-se a constante de proporcionalidade (k) da barra de 
torção. O valor obtido numa média de medidas feitas nos dois sen-
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tidos de giro foi de K • 0,164 g · cm/grau. 
Conhecida a constante de proporcionalidade da barra de tor­

ção, constrói-se a escala de torque (Figura 1) por simples conside 

racões geométricas. 

I 

-+'-o.t»mm 

COftTE A·A 

F 

TOIIQU( • f • f 

Figura 1. Mi cro-Torquimetro Dinâmico 

Figura 2. Micro-Torquimetro Dinâmico (comprimento: 174 mm) 
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Os limites da escala são determinados pelas limitações do 
sistema Ae fixação da barra de torção e pelo torque máximo que o 
Sistema de Atrito pode transmitir. O sistema de fixação da · barra 
de torçao possui uma folga necessária ã contração da barra durante 
a torção. Esta folga fornece um giro em torno do zero daescalaque · 
limita o torque mlnimo lido na escala em 3 g.cm. 

r importante notar que a calibração estática garante o fun­
cionamento dinâmico do instrumento. Isto porque o termo "Dinâmico" 
refere-se a propriedade do Micro-Torquimetro Dinâmico de medir to! 
que em eixos girantes, porem â cada tomada de leitura do instrumen 
to e necessário que a velocidade de rotação do eixo seja constante. 

GRANDEZAS CA~ACTERlSTICAS DO CATAVENTO 
Na análise de um modelo de catavento sao envolvidas grande­

zas que definem sua curva caracteristica Coeficiente de Potência 
versus Razão de Velocidades [4], os quais serão definidos a seguir. 

O catavento utilizado para a demonstração das técnicasdem~ 
dição J a definiçã~ da Razão de Velocidades são vistos na Figura 3, 
bem como o va lor da velocidade do vento no túnel de vento usado du 
rante os testes. 

Este catavento possibilita a análise do comportamento das 
suas caracterlsticas de funcionamento com a variação do ângulo de 
in<;linaçio das pâs da hélice (S). Isto ê Útil para o projeto de C2_ 
tavento de pãs mõveis, os quais variam o ângulo das pãs para poss1 
bilitar o mãximo rendimento do catavento nas diversas velocidades de 
rotação e para virias velocidades do vento. 

As grandezas medidas · são: o torque útil (Tu), o torq.ue de 
atrito (Ta) e a velocidade de rotação (w) . Observe que a veiocid2_ 
de mêdia do vento (V) e estipulada constante (10 m/s), para possi­
bilitar a .comparação dos resultados das medidas feitas para os dois 
ângulos de incl~nação das pãs da hélice. 

As grandezas calculadas são: potência útil (Pu),potência de 
atrito (Pa} e a potência total absorvida (Pt) pelas pãs dos cata­
ventos. Assim , 

Pu " Tu•w] 
-+ Pt = Pu + Pa 

Pa Ta•w 
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As grandezas adimensionais são: Coeficiente de Potência(CP) 
e Razão de Velocidade (À), sendo: 

Pt 
CP 

toar A V3 

onde: Par - densidade do ar no túnel de vento 
A - área gerada pela rotação da hélice do catavento (nR 2

) 

V - velocidade do vento (10 m/s) 

v .. 
E 
E 

~ 
I 

o: 

-+----- HÉLICl 

CILINORO 

I 
I 

R • RAIO MÀXIMO DO CATAVENTO 

W • VElOCIOADl OE NOTAdo 

VOLANTE 

V • VElOCIDADE DO VENTO !lOm/si 

À • RAZÃO OE VELOaDAOES 

À . .... 
v 

Figura 3 . Catavento 

EIXO 
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O Coeficiente de Potênci a representa o rend imen to do ca t a­
vento. No entanto , o seu va l or mãximo e de: 

16 CP ~ ~ = 59 , 3% 

Este valo r e dete rm i nado teoricamente [5] . 

MEDIC~O DO TORQUE DE ATRITO 
O processo de mediç ão do torque de atrito co nsta basi camen­

te de duas partes . A primeira ê o levantamento da cur va de desac! 
leracão angular do catavento ( Fi gura 4) . Para i sto e leva- se a rot~ 
ção do catavento a um valor determinado e mede- se o tempo que ele 
leva para parar , uma vez livre para girar. As pãs da s hélices são 
postas em ângulo de inclinação nulo, o que não oferece resistência 
significativa ao giro, pois as pãs são duas l âmir.~a s delgadas . A sua 
finalidade e de, apenas, simular a carga de arraste sobre a hélice 
em funcionamento [9]. Tal simu l ação requer ainda algun s aperfe i ­
çoamentos, como pre c isar o erro pela existênci a do t or qu e adicio­
nal gerado pelas pãs da hel ice com ângu l o de i ncli nacão nulo [ 2] . 
Este procedimento pode ser vi sto na Figura 5, onde o apa r a to par a 
o processo e mostrado. o si s tema acoplado ao catave nto proporc i o­
na a implementação da veloc idade de rotação dese j ad a . 

• .. 
.: 5000 
a: 

i 4000 z 

ó. L~-
0 - •• 15' 

I'-. 
~ 

~ 
~ 3000 

~ 
2000 

f-~ 
""~ 

'~ I" .......... 

~ 1i -o:--~ ../j_ 
.......... ........ 

I CXX) 

l. -.. -Q._ ~ -........ 
h... r--- t--.. 
l w u -

o lO 15 18 

TEMPO ( Set. l 

Figura 4. Curva de desaceleração angular 
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Figura 5 . Aparato para o levantamento da curva 
de desaceleração angular do catavento 

41 

A forca de arraste ê previamente medida por um sistema com­
posto de um dinamômetro, um carro de fixação do cataventb e um si~ 

tema de freio que regula a velocidade de rotaçiQ do catavento. Es 
te sistema pode ser visto na Figura 6 . O freio permite a obtenção 
da força de arraste para diversas velocidades de rotação (Figura 7). 

Figura 6. Medição da força de arraste 
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Par a o processo , u ti 1 i z a-s e a f o r_ç a de a r r as te m ê d i a , a q u a 1 

e simulada sobre o catavento regulando-se a velocidade do vento no 
túnel de vento, durante a obtenção da curva de desaceleração do c~ 

tavento. A adoção deste va.lor mêdio da forca. de arraste mostrou­
-se satisfat5rio no proces~o adotado (2) . 

• • • 10 

! .. 60 .., 
.... 
~ 50 c 
I c 40 

v -<..) -vr-
~ 
c 30 

1\ " " r e 20 

..., -(J 

lO Ll · ll •4&• - f--
0-11• 15• 

i 
o 1(00 20(X) 3000 4000 50(X) 6000 

VELOCIDADE ANGUU.fU r.p.tal 

Figura 7. Força de arraste sobre a helice do catavento 

A segunda parte ê o tevantamento da curva do torque de atr1 
to versus Razão de Velocidades. O torque de atri~o fica determin~ 
do, uma vez conhecida a curva de desaceletação angular (w(t)) e o 
momento de inércia das partes girantes do catavento (I), assim: 

Ta= I~ 
dt 

O resuJtado ê uma curva como as das Figuras 8 e 9. 
E importante notar~ que o Volante da Figura 3 tem a finali­

dade de ampliar a escala de ~empo da curva de desaceleração do ca­
tavento, possibilitando o aumento dos valores da escala de tempo. 
Isto facilita na medição do tempo. 
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O Micro-Torquimetro Dinâmico e o instrumento destinado a me 
dir o torque útil no modelo do catavento . Sua utilização êsim!fl~s . 

Pela Figura 10 vê-se que o instrumento adapta-se ao eixo do cataven 
to sem perturbar, significativamente , a forma do es coa mento em tor 
no do modelo . Além disso, sua fixação não requer nenhum aparato s~ 
fisticado , podendo até ser us ado manualmente. 

Ass im, com a regulagem do torque. resistente no Sistema de A­
trito, obtém- se a variação do torque útil com a velocidade de rot! 
ção e, cons equentemente com a Razão de Velocidades. O resultado p~ 
de ser visto nas Figuras 8 e 9 . 
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Figura 10. Medição do torque Útil com o Micro-Torquímetro Dinâmico 

ANALISE DO MODEL O DO CATAVENTO 
A análise do modelo baseia-se no levantamento da curva Coe­

ficiente de Potência versus Razão de Velocidades. Para verificar­
-se a eficiência e aplicabilidade do método de medição do torque de 
atrito e do Micro-Torquimetro Dinâmico, foram feitas medidas para o 
ângulo de inclinação das pás da hélice do catavento (B) de 45° e 
15°, tal ângulo estã definido na Figura 3. 

Resultados para B & 45° . Seguindo a metodologia descri t a, 
mede-se primeiro a força de arraste e, simulando seu valor médios~ 
bre as pás da hélice com B = 0°, determina-se a c~rva de desacele­
ração angular do modelo do catavento. Os resultados são vistos nas 
Figuras 7 e 4. A variação de forca de ar~aste é pequena, não po­
dendo ser detectada pelo método usado, isto porque para B ; 45° a 
velocidade de rotacão é baixa não causando grande obstrucão do ven 
to pela hélice do modelo. · 

Em seguida determina-se o torque de atrito, o qual não a pr! 
senta variacões sensíveis, por causam também, da baixa veloc idad e 
de rotação do catavento (Figura 8) . 

Finalmente cow estes resultados, levanta-se a curva do Coe­
ficiente de Potência versus Razão de Velocidades do modelo do cata 
vento (Figura 11). A curva obtida possui o formato tipo das cur­
vas e ncontradas na literatura, no entanto para fins de comparação 
dos resultados, repetiu-se o procedimento para a= 15° [4]. 



RevBrMec, Rio de Janeiro , V. VI, nC? 1 45 

1.8 

~ 1. 4 • 
CL 
u 

1.0 

0 .6 

~ l'tl.. 
.t \ 

\ 
. 

\ 
J 

0.2 

o 1.5 1.0 1.5 À 2 .0 

Figura 11. Coefic iente de potência para B 45° 

Resultados para s. 15°. Com o mesmo procedimento us ado, 
determinou-se as curvas de força de arraste (Figura 7) e da desace 
leracão angular do modelo (Figura 4}. Em seguida obteve-se a cur­
va do torque de atrito (Figura 9). Neste caso observou-se tanto a 
variação da força de arra ste como a do torque de atrito. Isto e e~ 
plicado pela alta velocidade de rotação que o modelo atinge, ca u­
sando um aumento na força de arraste , pela obst rução do escoamento 
pelo catavento, e o aumento do torque de atrito, o qual e funçãodl 
reta da carga gerada pela força de arraste e da velocidade de rota 
cão do catavento. 

Assim , determina-se a curva do Coeficiente de Potência ver­
sus Razão de Velocidades (Figura 12). Como era esperado, o valor 
mâximo do Coeficiente de Potência e a faixa da Razão de Velo cida­
des aumentaram em comparação ao resultado de B = 45°. Deve-se este 
aumento a maior absorção de energia pela hélice do catavento, uma 
vez que o aumento da velocidade de rotação aumenta, de uma forma 
geral, a potência total absorvida pelo catavento, alem de aumentar 
a faixa da Razão de Velocidades na qual o catavento opera . 

Nesta anãlise do modelo do catavento ficou demonstrado a e­
ficiência e aplicabilidade do método de medição do torque de atri­
to e do Micro-TorquTmetro Dinâmico como instrumentação para a ob­
tenção da curva ca racteristica de tais modelos. 
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Figura 12. Coeficiente de potência para B • 15° 

CONCLUSA"O 
A anãlise de modelos de cataventos requer técnicas de instru­

mentação capazes de medir torques de pequena magnitude. O método 
de medição do torque de atrito e o Micro-Torquimetro Dinâmico de­
monstraram ser de grande aplicabilidade em tal anãlise feita com os modelos. 

O Micro-Torquimetro Dinâmico ê um instrumento capaz de me­
dir torque na faixa requerida pela modelagem. Além disso, pelo seu 
principio de funcionamento mecânico e sua calibração estãtica, ele 
pode ser visto como padrão na medição d~ torques de pequena magni­
tude em eixos girantes ou ~stãticos. 
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SUMMARY 
Ba6ed ttpott tlte cctt&e·'lvat.<.otl eqtta.t.<.ot~ ~OJ!. paJt.t.<.cu.tated .6if.ó.tem.t. , 6o!!:_ 
mula.t.<.on.l o~ vu • .tic.a.e and ho.~t.<.zo t1Ca.t .tJtanapullt .<.n vo..üabte .óec.tio/16 

we4e acltieved. SoLut.<.on.t. c6 theae eq uationa we11.e obta.<.ned 6oJ~. un~ 

5o·'l.m attd >l C•t-uH.<.)oiLm concentJLat.<.on and ve.tocity pJ~.c6ite.o. soo.e.at.útg 

,)eve,al ~te~ cor:S.<.gulla.t.<.cn.t. , axial pJ!.o,ile& o' local velocity o6 
iluid and pa4t~cle6, pono6i.ty and pJ~.e6.ou~e we11.e obtained . 

SUMARIO 
Com ba~e naa equaç5e.t. de con.oe!Lvacio em .t.i.t.tema.t. pa4ticutadoa , 6o­

'l.aM ~ealizada.t. aa ~ o 4mulac5e& pa4a o .t4anapc4te hoJ~.izon.tal e veJ~.t~ 

cal de pa4tZculaa em aecio va4.<.ivet. FoJ!.am obtLdaa aoluc5ea do.t. 
a.<.atema.l de ~.qua çÕe.6 paJ!.a 06 ca.6o6 de pe46ia un.<.So4me6 e r:ão ttn.<.­
SoJ~.me6 de ccncentJ~.acic e vetocidade6. Com a 6imulaçio de vi4ia6 
C.Otl ~igu-'l.acõ".6 do e6coamento 6oJ~.am o b.tido6 0.6. pe11.6i.ó to tlg i tudinaü 
de vetoc.<.dade6 lccai6 do 6luido e da pantZcula , de poJto.t.idade e de 
pJLe6t>ã.o. 

NOMENCLATURA 
A ârea da seçâo transversal 
D diâmetro da tubulação 
dp- diâmetro médio da particu l a sólida 
g aceleração da gravidad e 
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L comprimento do medidor 
m forca resistiva sólido-fluido 
P pressão 
R r a i o 

u velocidade local do fluido 

v veloci dade local do só lido 
VM - velocidade da mistura 
wf - vazão mãssic a do fluido 
u* 

v* 

velocidade adimensional do fluido 
velocidade adimensional do sólido 

E porosidade 
Pf - massa espec1fica do fluido 
Ps- massa especifica do sólido 
~ v iscosidad e do fluido 

u/VM 
v/V':-1 

Os 1ndí ces 1 e 2 se referem ã entrada ·e garganta do Venturi, respec tivamente. 

INTROOU ÇAD 
Para um melhor entendimento das equações que regem o escoa­

mento simultâneo de flu ido e particulas , é importante o estudo de 
fenômenos onde ocorram os t ermos de aceleração nas equacões do mo ­
vimento, como consequência da variação da secão transversa l does­
coamento . 

Uma aplicação importante para esse tipo de estudo e a form~ 
lacão matemática de um medidor Venturi, no qua l tem-se a acel eração 
da mistura devido ã vari ação de ãrea. o objet ivo principal e a o~ 
tenção dos perfis longitudinais de porosidade , de velocidades lo ­
cais e também de p;essão, o qual permitirá ainda a predição da qu~ 
da de pressão. 

MODELOS UT ILI ZADOS NA FORMULAÇ~O MATEMA TICA 
Com a suposição de um escoamento isotérmico , as equações bá 

sicas para a simulação consistem das equações da conti nu idade e da 

quantidad e de movimento para o fluido e o sólido, obtendo-se um si~ 
tema de quatro equações ordinárias. 

Com relação ao posicionamento do dispositivo, foram estuda­
dos, neste trabalho , os casos horizontal e vertical. E necessári.o 
distinguir entre es1es casos, o efeito da uniformidade ou não dos 
perfis em cada secão transversal do medidor, devido ã acão do cam­
po gravitacional. 
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Mode l o Uniforme 
Considerando o caso de um Venturi vertical, no qual o campo 

gravitacional atua uniformemente em cada secão, pode - se supor uma 
distribuicâo uniforme de concentração em cada uma daquelas seções. 

Supondo ainda um escoamento unidimensional e permanente,te~ 

-se a conservação da massa, para o caso de área veriãvel: 
Para o fluido: 

Para a particula: 

d -[o (1-dAv) =O dz s 

(I) 

( 2) 

Para as equaçoes do movimento, foram adotadas as formas pr~ 
postas por Telles [1], as quais tem sido utilizadas com êxito na 
f o r~vlacâo de vários fenômenos em sistemas particulados (2) , em a­
plicações onde os termos de aceleração são nulos e serão aqui apl~ 
cados para uma configuração onde ocorrem os termos de aceleração d~ 
vido ã variacão da secào transversal de escoamento. Assim, segun­
do esses autores , as equações do movimento se apresentam nas segui!.! 
tes formas, para escoamento unidimensional e permanente: 

Para o fluido: 

dP 
- dz - m + 0 f 9 ( 3) 

Para o sõl i do: 

( 4) 

Nessas equações, pf e p
5 

são as massas especificas do flui­
do e do sólido, respecticamente, u e v as velocidades locaisdoflu~ 
do e do só l ido, A a ãrea da secão trans ve rsa l , t a porosidade , P a 
pressão em a forca resistiva sÓlido-fluido. 

As equações ( 1) e (4 ) formam o sistema de equações diferen­
ciais a ser resolvido para a obtenção dos perfis longitudinais em 
um Venturi vertical. 

As formas explicitas nas derivadas das variá veis u, v, e- e 
P podem ser obtidas por eliminação entre as 4 equações e são apre-
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sentadas a seguir: 

dv m + ( 1- c)(p5 - Df )2 
dz = o9 ( 1-e:l v 

de: ( 1 - €: ) dA m ( 1- E}( p5 - Of )g 

dz " ---- +-- + 
A dz o8 v2 Ps vz 

dP • _ m- p EU _ ~ [(1 - e:) dA+ _m __ + (1 - c)( p5 - Pf)g] _~dA+ Pf g 
dz f e A dz p5 V 2 Ps V 2 A dz 

Por considerações geométri cas , podemos escrever a ãrea 
riivel A, em termos da coordenada axial z: 

( 5) 

( 6) 

(7) 

(7) 

v a-

( 9) 

Para a resolução do sistema de equações diferenciais (5) a 
(8), ê necessirio ainda adotar uma expressão para a forca resisti­
va sõ l ido-fluido , m, em funcão das propriedades dinâmicas do sist! 
ma. Massarani e Santana [3] desenvolveram recentemente expre ssões 
adequadas da forca resistiva para sistemas particulados de porosi ­
dade elevada. Essas expressões jã foram ap licadas com bons resul­
tados ao transporte hidráulico com secão constante e foram adota­
das neste trabalho devido ã lacuna existente na literatura sobre ex 
pressões da força resistiva que incluam a depend ê nci a da acelera ção 
de fluido e part1culas. 

Para e: < 0,75, 

; " {-18_11_( 1_-_e::_l .:..[1_+_(_1_-_d_
1

_h.::!..] _e-=-01.!..::6e::~e:: + Pt _44_(_1_-e:_>_ 
E d2 d é ,74E: 

p p 

( 1 o) 

Para e: > 0,75 e Re = 
1~-~l o f d 
~--~-.!:.P < 7 0 , 

m 
.. ... 

(u- u) 

( 1 1 ) 
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Para c > 0,75 e Re > 70, 

; ,. { 44 Pr<1-E:l 1 ~ _~I} Cii _ u> 
d • e4,14c 

p 
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( 12) 

Nessas equaçÕes 11 U- v 11 "' U- v e dp e o diâmetro medio da partic~ 
lasõlida. 

Res ultados Obtidos com o Modelo Unifor•e 
Foram utilizados na simulação dados experimentais da liter! 

tura obtidos por Shook & Masliyah [4] e também pelos autores deste 
trabalho [5] , para escoamento de suspensões de chumbo, areia, qua! 
tzo e alumina, cujas caracteristicas são colocadas na Tabela 1, a 
seguir. 

Tabela 1 - Caracteristicas das particulas utilizadas 

Elemento Massa Especifica Diâmetro Médio 
(g/cm3 ) (nlll) 

Chumbo 10,92 2,03 
Areia 2,45 o ,43 

Quartzo 2,45 1,08 
Alumina 4,00 0,44 , 

O sistema de equações (5) a (8) foi resolvido pelo método n~ 
merico de Runge-Kutta de 4~ ordem. Nesse tipo de resolução são n! 
cess~rias . as condições iniciais, ou seja, condições i entrada do 
medidor para as vari~veis u, v, e e p. Esses valores foram calcu­
lados pela formulação pro posta por Santana [ 6] , jã comprovada exp! 
rimentalmente por Restini e Massarani [7] . Dessa maneira foram ob 
tidos os perfis longitudinais para as velocidades locais do fluido 
e do sÕlido, a porosidade e a pressão. Um quadro tipico de resul­
tidos i mostrado na Tabela 2. 

A partir dos valores da pressão ~ entrada e ã garganta dom! 
didor, obtem-se os resultados da queda de pressão (óP)sim• obtidos 
pela simulação. Esses resultados foram comparados com valores ex­
perimentais da queda de pressão, apresentando desvios aleatõrios e 
com um valor médio e desvio padrão de 27% e 0,20, respectivamente, 
para 80 condições experimentais verificadas. 



54 RevBrl.'vlec, Rio de Jane iro, V. VI, nC? 1 

Tabela 2 - Simulação do Ve;turi vertical-suspensão de chumbo 

z v u P·1o-& 
(cm) (cm/s) (cm/ s ) e; (bária) 

0,000 192 ,94 264,26 0,9420 2,030 

0,792 202,40 486,22 o ' 9401 2,024 

1 ,584 312,37 310,82 0,9384 2 'o 1 7 
2,376 226 '13 338,31 0,9368 2,008 

3 ' 160 240,93 368,87 0,9354 1 ,997 

3,960 257,97 402 , 65 o '9 34 2 1 ,983 

4. 7 52 2 2 7 ,41 439,64 0,9333 1 '966 
5,554 299,31 479,72 0,9326 1 ' 945 
6,336 323,66 522,54 0,9322 1 ,921 

7.128 350,32 567,57 0 , 9319 1 ,893 
7,920 379,05 614 ,04 0,9320 1 ,861 

As Fig·uras 1 e 2 mostram perfis adimensionais de velocida­
des, u* e v* , obtidos com a simulação do Venturi vertical. 
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u• 
VM • 280.29cm/s I 
Et • o 88 I 
I 6Plup• 2.538 ~ IO!!boho 

ou 
v• 

2.0 _1 6Plsim • 2 451 • IO~bo'rio -+--,,c.:..._....j,.o~---! 

... u• e v• colculodos pelo 

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Z/L 

Figura 2. Perfis de velocidades no venturi vertical 

Modelo Não Uniforme 
Para o caso de um Venturi horizontal, não podemos conside­

rar perfis uniformes em cada seção transversal, devido ã influên­
cia do campo gravitacional. 

Uma possibilidade de adaptação das equações diferenciais o~ 
tidas no modelo uniforme, consiste na utilização de valores médios 
a partir de perfis locais em cada seção. De acordo com essa linha 
de idéias, pode-se estabelecer: 

( 13) 

( 14) 

ws 
v=--~--

Pr A( 1- ~) 
( 1 5) 

Necessita-se, portanto, calcular a média de uma distribuiç.ão 
de porosidades não uniforme na seção. Utilizando as distribuições 
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de porosidades e velocidades propostas por Gandhi [8], foram cale~ 
lados numericamente os valores de €, Ü e v. O mesmo sistemadeequ~ 
ções diferenciais (5) a (8) foi resolvido, utilizando agora as pr~ 
priedades medias descritas acima, obtendo-se os perfis longitudi­
nais de( , Ü, v e p. 

Re sul tados Obtidos com o Modelo Não Uniforme 
Utilizando-se a queda de pr essão no Venturi como variãvel de 

comparação, foram verificados 63 pontos experimentais, obtendo-se 
um desvio médio de 13% e um desvio padrão de 0,11. 

· Na s Figu ra s 3 e 4 são aprese ntados alguns dos perfis adime~ 
síonais obtidos para o escoamento bifãsico em um Venturi horizontal. 

~v~-----------------------------------------. 
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Figura 3. Perfis de velocidades no venturi hori zontal 
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Figura 4. Comparação entre os valores calculados e experimentais 
para a queda de preisio no venturi vertical 

CONCLUSOES 
Na verificação dos resultados obtidos com a .formulação mat_! 

mãtica, foram cobertas as faixas de concentrações volumétricas de 
3 a 24S e números de Reynolds, Rer-:11 • V~l ~~ Pf de 6,0x10" a 2,0x10 5

• 

A comparação entre resu l tados obtidos com a simu l ação e da­
dos experimentais foi feita através da queda de pressão no medidor, 
( t.P) M' 

Pelos desvios apresentados e pela complexidade do sistema . 
os resultados obtidos são satisfatõrios, podendo as formulações ser 
utilizadas para obtenção dos perfis u(z) , v(z), dz) e P(z), sendo 
necessários apenas os valores das variáveis ã entrada do medidor e 
propriedades fisicas do fluido e da particula. 
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SUMARIO 

59 

E 6e~~a uma anál~4e da ~~oca de ene~g~a. ~ad~ante ~ê~m~ca d~6u~a e~ 

~ILe um a11.~anjo ~~mêt11.~co 6o~mado po~"N"~upeiL{Zc~e~ c~nza~ ~~otéiLmi:_ 

caA ptana4 e alongada4 e o meio amb~e.n~e. Se~ã mo.6~~ado que o ~~ 

tema de equaçÕeA ~ntegiL~A que gove11.na o 6enômeno pode 4eiL ~eduzi­
do a uma equação .i.ntegiLai de F~edhotm de Segunda E.6péc.i.e com keiLnet 
A.i.mê.tlr.~co. Siio 1r.e~otv~do.6 atgun~ ex.e.mpto~ at)La.vê~ da u~~tüaçiio de 
um p~.i.nc~p.i.o va~~ac~onal. 

SUMMARY 
Th.i.A wo~k i~ an anaty4~A o6 the. d.i.óóu~e ~ad.i.ant ene11.gy .i.n.te1r.change 

&e.tween "N" elongate.d p.tane. 4u~óacu, d.i.Apo4e.d 61Jmmetlt..i.catly, and 

.the env~Jt.onme.n.t. It witl be 6hown .tha~ .the 4!f4.tem o6 ~~e.giLai e.qu~ 

t.i.on6 .tha.t gove11.n~ .the phenornena can be ~educed to a F~edhotm ~nt! 
g11.at equa.t~on o 6 Hcond lú.nd w~th A ymme.tiL~cai kelt.nei. Some. e.x.ampl.e.A 

a~e ~ol.ved by u4.i.ng a va11.ia.t~onat p~~ncipie. 

I NTROD UÇAO 
A troca de calor por radiação entre superficies que emitem 

e refletem energia difusamente ê um fenômeno ~e transferência g~ 

vernado por sistemas de eq uações integrais . Qua ndo conhe cemos as 

distribuições de tempe r aturas sobre as superfícies envolvidas este 

sistema de equações ê linear e pode ser representado em termos de 
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operadores lineares compactos auto-adjuntos. 
Em particular se a troca de energia radiante se processa e~ 

tre "N" s uperftcies reais, dispostas de tal forma que o efeito ex­
terno sobre cada uma seja o mesmo, temos que o sistema de equações 
integrais pode ser reduzido a uma 'única equação integral a qual po1 
suirã kernel simétrico e continuo. 

De~tro da classe de problemas simétricos estudaremos aque­
les onde temos "N" superftcies reais planas e alongadas (infinitas 
numa certa direção) as quais, quando prolongadas, formam poltgonos 
regulares de "N" lados. Alêm das hip~teses atê aqui feitas supor! 
mos também que as superficies reais são cinzas, possuem todas a me!_ 
ma temperatura Tw e a mesma emissividade ew. 

Alguns arranjos tipicos são apresentados na Figura 1. As li 
nhas cheias representam as superftcies cinzas (reais) e as linhas 
tracejadas representam as aberturas (superftcies i maginãrias) que 
serão tratadas como superftcies negras a uma temperatura efetiva de 
de corpo negro Te . 

Figura 1. Arranjos tipicos 

Para a determinação da troca de calor local sobre cada uma 
das "N" superficies reais ê necessãria a solução da equação inte­
gral que representa o balanço de energia . 

Esta solução em geral não pode ser obtida analiticamente e 
sendo assim ·é necessãria a utilização de métodos numéricos para a 
obtenção de uma solução aproximada. 

Em geral, na literatura , problemas desta natureza são resol 
vidas por diferenças finitas [8] ou por métodos variacionais onde 
são propostas soluções contlnuas [2]. 

Apresentaremos um método simples e eficiente para a obtenção 
de soluções aproximadas das equações integrais que surgirão nos pr.2_ 
blemas aqui estudados. Este método consiste em se supor que a fun 
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cão incógnita e formada por degraus, que serão determinados atra­
vés da utilização de um princípio variacional. 

ANA LI SE TE OR 1 CA 

Basearemos nosso estudo em arranjos geométricos formados por 
"2N" superJ1cies , sendo "N" superflcies cinzas e "N" superf'lcies 
imaginãrias, estas Últimas tratadas como negras. Na Figura 1 temos 
situações tipicas para N = 3, N" 4 e N" 6 onde as superficies cinzas 
são representadas por linhas cheias e as aberturas para o exterior 
(superf'lcies negras fict'lcias) são representadas por linhas trace­
jadas. 

Vamos supor que as superfícies emitem e refletem energia r! 
diante térmica difusamente, o que faz com que não se possa distin­
guir energia emitida de energia refletida. Desta forma torna - se CO_!! 

veniente trabalhar com a radiosidade, que e uma medida de toda a 
energia radiante que deixa uma superflcie, num certo ponto, por un_! 
dade de tempo e de ãrea. Representaremos a radiosidade no ponto 
r ; sobre a superfície "i" por B;( r i) . 

Se o espaço compreendido entre as "2N" superficies não par­
ticipar do processo de transferência de energia temos que toda a 
energia que deixar a superflcie "i" atingiri is "2N" 
que compõem o arranjo . 

superfícies. 

Mais especificamente falando temos que a energia radiante in 
cid ente sobre a irea dA; da superflcie "i " e dada por 

2N I dA. H.(r .) = Í B.(s .)dA. dFdA dA 
1 1 1 ja 1 A. J J J j- i 

J 

( 1 ) 

onde H;( r i) e a energia incidente, por unidade de tempo e irea, no 
ponto r ; da superflcie "i" . Bj(Sj) e a radiosidade no .POnto Sj da 
superficie "j" e dFdAj-dA; i o fator de forma diferencial de dAj 
para dA;. Deve ser notado que r ;= s;, para todo "i", sendo a le­
tra "s" utilizada para as variiveis de integração. 

o fator de forma diferencial e defi nido como 

Energia radiante que deixa dAj e atinge dA; 
dFdA·-dA· = -----------~----...:._ 

J 
1 Toda energia radiante que deixa dAj 

e, pela primeira relação de reciprocidade [1] 

( 2) 
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Assim concluimos que a .energia incidente, por unidade de tem 
po e ãrea, no ponto r ; ê dada por 

2N 
H1(r i) ~ Í JA. Bj(sj)dFdAi-dAj 

j=1 J 
( 3) 

Voltando agora ã definição de radiosidade podemos escrever que 

( 4) 

onde estamos supondo que a temperatura T1 , a reflectãncia P; e a 
emissividade e

1
, para a superflcie "i", são constantes. Combinando 

(3) com (4) temos o balanço de energia, em função das radiosidades 
locais, dado por 

2N J B
1
.( r 1.) .. €

1
. ar,.~+ P· í B.(s.)dFdA·-dA· 

l j=1 Aj J J 1 J 
1 ,2N ( 5) 

onde "a" é a constante de Stefan-Boltzmann. 
Uma vez que as temperaturas são conhecidas, o sistema (5) é 

um sistema linear de equações integrais o qual tem como incógnitas 
as funções Bi( r i) (ou B;(s ;)), para "i" entre " 1" e "2N" no cas o 
mais geral. 

Para as "N" superflcies cinzas temos que 

1 ~ s N (6 ) 

(7) 

e para as "N" superflcies negras fictlcias 

( 8) 

onde em (6), (7) e (~) Tw é a temperatura das superficies cinzas, 
€w a emissividade e Te a temperatura efetiva de corpo negro das s~ 

perf1cies imaginãrias. Tw, Ew e Te são supostos constantes. 
Assim, como a radiosidade é conhecida para as superfic ies 

"i", · com N+1 :> i ~ 2N, o sistema de "2N" equações integrais pode ser 
reduzido para um sistema de "N" equações integrais onde as incõgni 
tas serão exatamente as radiosidades locais sobre as "N" superfl­
cies cinzas. Cons~derando (6), (7) e (8) escrevemos (5 ) como 
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, N r 
B. (r .) .. e (j T + ( 1 - ew) L J B. (s.) dF dA. -dAj t 

1 1 w w j=1 A. J J 1 

2N J 
+ ( 1 - e ) ) f o T ~ d F dA . _dA . ; i = 1 , N 

w J=~+ 1 Aj e 1 J 
( 9) 

Pela "conservação" do fator de forma num espaço fechado te-
mos que 

2N 
.L J dFdA;-dAj 
J=1 Aj 

para todo i ; 

A equaçio (10) nos permite escrever (9) como 

. N f :s.( r .)- oT ' )=e o(T'- T ") + (1-€w) L (B.(s . ) - oT ')dFdA ·-dA· 
11 e w w e . 1 A J J e 1 J 

J= j 

ou ainda, como ew, o, Tw e Te sio constantes 

Bi( r i) -oTe' 

€ o(T" -T') w w· e 

N J B. (s . ) - o T ' 
1+(1 -e) L J J e 

w · j=1 A· e o ( T' - T ") 
J w w e 

dFdAi-dAj 

( 1 o) 

i= 1 ,N ( 11 ) 

i = 1 ,N ( 1 2) 

Uma vez que as superf1cies sio alongadas podemos escrever a 
radiosidade sobre cada superficie como funçio de uma variável esc! 
1 ar. 

Vamos utilizar então as variáveis x; no lugar de r; (ey; no 
lugar de s;). Estas variáveis terão s ua origem na interseção dos · 
prolongamentos de cada duas superficies consecuti'vas, como mostra 
a Figura 2. 

' 

~""- _/ _/ 'v;::, 
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O sistema de equações (12) passa a s~r dado por 

Bi ( xi) - o Te' 

ew o <T..; -re'l 

Bj(Yjl- o Te' 

€w o (Tw~ - Te') 
dFdAi-dAj i " 1 ,N ( 13 ) 

onde a integração sobre "Aj" i na verdade uma integração sobre ap! 
nas uma variãvel. 

Estamos interessados em determinar as funções B1(xi) que sa 
tis fazem ( 1 3). Não e necessário no enta nto resolver um sistema de 
equações integrais para isto . Uma vez que , pela simetria, cada su 
perfi c i e e sujeita ao mesmo efeito exte rno, a radiosidade local so 
bre cada super fi c i e e também a mesma, ou seja 

o que nos permite utilizar a notação Bw(xi)(ou Bw(yi)) para a ra ­
diosidade sobre a superflcie " i" . Tomando então uma das equaç5es 
que compÕeM (13) (a primeira por exemplo) escrevemos que 

N 
B~(x1 ):1+(1-€wl Í. J B~(yj)dFdA,-dAj (15) 

j .. 1 Aj 

onde poderlamos ter escolhido, ao invés da superflcie "\",qualquer 
outra como referência. Deve ser notado que qualquer superflcie p~ 
de ser escolhida como a nQ 1. 

A função radiosidade adimensional B~ ê dada por 

Bw( x) - o Te' 
( 16) 

E cr(T'-T") w w e 
Resolvendo a equação (15) temos a função B~, que e a mesma 

sobre todas as "N" superflcies cinzas . O conhecimento desta função 
nos permite determinar a troca de calor local, por unidade de tem­
po e ãrea. Esta taxa liquida de troca de energia ê exatamente a dj_ 
ferença entre a radiosidade e a energia incidente, por unidade de 
tempo e ãrea, ou seja 

( 1 7) 

Considerando as hipóteses jã feitas e as equações (3), (4), 
(7) e (14) temos o calor trocado localmente dado por 
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€w 
qw(x) = ( a r:- Bw(x)) 

1 - ew 
( 1 B) 

Podemos definir também o calor trocado adimensional como 

+ qw(x) 
q (x) = _ ____:.:_ __ 
w cr(T " -T") w e 

( 19) 

O calor total, por unidade de tempo, trocado por cada supe_!: 
ficie é dado por 

Q =o(T 4 -T 4
) J q+dA 

~~ ~~ e A ~~ 
(20) 

onde "A" é a área da superf'icie em questão. Deve ser notado que d~ 
vido ao fato das superficies serem alongadas se estã em geral inte 
ressado no calor total trocado por unidade de comprimento . 

O FATOR DE FORMA DIFERENCIAL dFdA,-dAj 
Pelo fato de estarmos considerando apenas superficies alon­

gadas podemos expressar o fator de forma diferencial dFdA,-dAj como 

dFdA,-d.Aj = K}x1,yj)dyj ; j = l,N (21) 

onde a variável Yj aparecera nas equações sempre como variãvel de 
integração. 

Para duas superficies alongadas, como as que sao esquemati­
zadas na Figura 3, o fator de forma diferencial é dado por [1 ,2). 

(22) 

(o) ~+I< j ~ N 
2 

. N 
(b) I <j "2 +I 

Figura 3 . E~quema para o cálculo do fator de forma 
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Dois lados de um poligono regular inscrito num circulo de 

raio R podem ser vistos sempre como duas s~perficies alo ngadas dis 

~ostas simetricamente. Assim . sendo se o prolongamen to das superfl 

cies cinzas, no arranjo geométrico considerado, formar um poligono 

regular de"N"lados ins crito num circulo de r aio R, o "espaçamen t o 

minimo" hj e o ângulo 41j serão dado s por 

2R sen(.Jif -:~ ) j e~ (23) 

< j ~ N (24) 

I

, , .

1 •j = 2 + 'N - ~ (25) 

Deve se r observado que K1(x 1 ,y 1 ) e nu lo jâ q uea energia que 

deixa uma superficie plana não pode atingi - la diretamente. 

Depois de efetuados alguns cálculos podemos escrever as fun 

ções Kj(x 1 , yj), utilizando (22) , como [7] 

onde 

Kj(x1 ,yj) = 
PJ(x1 ,yJ) N . 
Qj(X1,Yj) 

1 <j ~ 2+ 1 

Kj(x1 ,yj) • 
R/x1 ,yj) 

!:!+l<j ~ N 
Sj(X1 ,yj) 2 

as funções p j, Q j. Rj e sj são dadas por 

Qj(x1 ,yj) = 2(hj + (L- x1-y)
2 

+ 2hj(L- x1+yj )senfjlj + 4(L-x
1 
)yjsen2 1jlj)% 

• ((L-x1+yj)senfjlj + hj) 

(26) 

( 27) 

(28) 

( 2 9) 

Rj(x1 ,yj) = (hj + 4(L-yj)x1 (L-yj+x1 )sen,fjlj + 2hj((L-yj )
2
+x; + 4(L-yj)x

1 
)sen2 1jlj + 

+ 3hj(L-yj+x1)sen$j)cos 2 41j (30) 
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( 31 ) 

A equação (15) pode ser então reescrita como 

· N J~2 
s:<x1> = 1 + (1 -Ew) í s•(y.)KJ.(x1,y.)dy. 

j :2 ~l w J J J 
( 32) 

Uma vez que os "y." são variiveis de integração podemos es-
- . J crever a equaçao ac1ma como 

+ N !'2 + B(x)=1+(1-€w) L B(y)K.(x,y)dy 
w j · 2 f;l w J 

(33) 

onde x pode rep~esentar a posição sobre qualquer das "N" superfl­
cies ci nzas consideradas, e Kj(x,y) é dado por 

Das equações (26),(27),(28),(29),(30) e (31) temos que 

j" 1 ,N 

o que implica em 

N N 

J
._I_

2 
K.(x,y) = I K.(y,x) 

- J j:2 J 

Uma vez que o somatõrio comuta com a integral temos que 
kernel da equação (33) é ~imétrico e dado por 

N 
K(x,y) • K(y,x) • í K.(x,y) 

j-2 J 

( 34) 

(35) 

(36) 

o 

( 37) 

e a equação (33) é uma "Equação Integral de Fredholm de Seg unda E~ 

picie" com Kernel simétri co [3,4]. 
r importante observar que pa ra os casos estudados h. e sem­

J 
pre maior do que zero o que implica na continuidade do Kernel da 
equação (33). 
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-l~ 
FJJ 

Figura 4. Um arranjo tipico formado por 5 suoerficies 

UM PRI NCIPIO VARI ACIONAL PARA O PROBLEMA 
A função que satisfaz ã equação (33) é a que torna extremo o 

funcional n, onde 

n = + + f~2 + f~2 + 2 KJ.(x,y) B (x} B (y}dx dy + 2 B (x)dx- (Bw(x)) dx 
w w ~1 w f;l 

O espaço de funções admissíveis ê o L2 [E,; 1 ,E,;2]. 
( 38} 

Tomando a primeira variação do funcional n e levando em con 
ta que o kernel da equação ê simétrico ficamos com 

ón = f' 2 [(1-€ >f' 2 I KJ.(x,y) s•w(y)dy - B+(x)+1] ôB+(x)dx =o 
E,;t w E; l j=2 w w 

(39) 

logo, como ôB+(~) é arbitrário, recaímos em (33). 
w 

SOLUÇAO FORMADA POR DEGRAUS 
A forma mais simples de se obter uma solução para o tipo de 

problema estudado, utiliLando o principio variacional apresentado 
na· seção anterior, é supor que a radiosidade adimensional s:(.x) é 
uma função formada por "M" degraus de mesma largura (5,6] . 

E;l + (i-1)6 ~ X< E;l + ió i= 1 ,M (40) 

onde 

( 41) 
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Figura 5 . Esquema de solução 

Para este tipo de funcão o extremo do funcional 11' e ob tido 

por 

( 4 2) 

ou seja 

i = 1 ,M ( 4 3) 

que e um sis tema algébrico de equaçÕes que tem os s:, 's como incõ.s. 
nitas. 

Podemos escrever uma exp res são para a integral dupla de ca ­

da pa r cela Kj(x,y) do kernel utilizando o método de Hottel ou meto 

do das "cordas cruzadas " [1] . 

onde 

... 
Definindo o vetor v1j como 

V; j ~ [ R cos 2 ( j ~ 1) 11' - (C 1 + ( i -1 ) t. ) sen (2j-1) '1 J ... 
N ex + 

+ [ Rsen Z(j~1) 11' - (~ 1 + (i-1}t.)cos (Zj~l)TT J ;Y (44) 

... 
e • 

X 
(1,0) e ey = (0,1) podemos escrever que 

f
C1+it. fC t+kt. 

I = t( . ( X ,y) dx dy " 
ikj Ct+(i -1 )6 Cl+( k-1 )6 J 

.. ~ 01 vi+1 j - vk., , 11 + 11 v, j - vk 1 11 

- 11 vi j - vk+1 1 11 - 11 v,+, j - vk 1 11 ] (45) 
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Figura 6. O método das cordas cruzadas 

O indice "1'' surge por ter sido escolhida a ~uperficie "1" 
como referência. Na equação (44) "R" i o raio do circulo no qual 
o poligono que contêm o arranjo é inscrito. Na equação (45) a no­
tação "li 11" representa a norma do vetor . 

Uma vez que a determinação das integrais duplas pode s~r fa 
cilmente realizada através da equação (45) o problema estã pratic! 
mente resolvido jã que se resume na solução do sistema algébrico 1 i 
near abaixo 

o i= 1 ,M (46) 

onde "M" i o numero de degraus que forma a solução B+(x) e "N" o nu w 
mero de superficies cinzas. E interessante ressaltar que a matriz 
de coeficientes do sistema (46) ê simétrica. 

SOL~CAO PO R DIFERE NÇA S FI NI TAS 
· Uma vez que o kernel da equação i uma função conti nua no i~ 

tervalo considerado este pode se r calculado ponto a ponto. Assim e~ 
te problema pode ser resolvido por um método de diferenças finitas. 
O método ê simples e consiste em se discretizar a integra l que SU! 

ge na equação (33) armando um sistema algébrico de equações onde as 
incógnitas são os valores da função rad i osidade adimensional nos 
pontos correspondentes ã discretizaçãó [7). 
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a• w r 1,4 

I 

[e.~ -

I, 3 - ' ' I 
I I 

' ' 1,2 I I - I I 
I ' I ' ' 

I, I - J 

1,0 -

I 
o 0.5 

' -
: I 
I . 
I ' 
' -:-

I -

\ -

I 
)l -- -

{//1)//1/1/J 

I I + r;., I 

r - I I 

----~·~ 1.0 
X 

Figura 7 . 3 superficies, solução com 3 e 7 degraus- Ew = 0,5 

1,6 f- -

_I 

0, 118 0,5 1,058 

Figura 8. 5 supe~ficies, solução com 5 degraus - €w 0,5 
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TA BELA 1 . Resultados obtidos para um arranjo s i mitrico 
formado por quatro superficies ci nzas com Ew = 0,5 

NQ DE s:(x) INTERVALO DEGRAUS 

1 1358 0,00 < X < 0,33 
3 , ,51 o 0,33 < X < O,ó7 

-------_!I IIII/ I II/ I Jl í / //f , ,57 6 0 , 67 <x< 1,00 
~ I 

, • 331 0 , 00 <X< 0,25 ~ I 
I 

1 ,4 72 0 , 25 < X < 0,50 /' I 

4 ,. I 

1 ,541 0,50 <X< 0 , 75 ~ I 
I 

1 • 584 0, 75 < X< 1 , 00 ' ~ •' 

1 • 31 3 0 , 00 < X < 0,20 ' s 1 ,442 0,20 < X < 0 ,4 0 s 
5 1 ,513 0 ,4 0 < X < 0,60 ~ 

1 ,556 0,60 <X< 0,80 ~ ~ 
1 ,588 0 1 80 < X < 1 , 0 0 :. r 1 ,301 0,00 < X < 0,17 : X ' 1 ,417 0,17 <x< 0,33 l :' 
11489 0,33 < x < 0,50 I ~ 

6 1 • 5 34 0 150 < X < 0,67 : Ew•O.S - I ~ 

1 • 565 0,67 < x <0 183 
1mlu 111 ~~~~~ nn.

1

----- - > 
1 ,591 0,83 < X < 1 ,00 

1 , 291 0 100<x<0 , 14 ~ v. -~ , , 396 0 ,14 < x <0 , 29 
1 , 468 0 ,29 < X < 0,43 

7 1. 514 0,43 < X < 0,57 
1 ,546 0,57 < x < 0,71 
1 ,571 0,71 < x < 0,86 
1 1593 0,86 < X < 1 ,00 

" " ' "'"' 

I 
,,,,, ,,,,,, 

O. I 0.5 --~ 0.9 

Figura 9. 6 superfi ci es, solução com 7 degraus - Ew o. 1 X 
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RESULTADOS TIPICOS 
As Figuras 7, 8 e 9 e a Tabela 1. apresentam resultados ob­

tidos para arranjos formados por 3, 4, 5 e 6 superflcies cuja posi ­
ção relativa é mostrada em ca da figura e na tabela. 

Foram obtidos r esu ltados supondo que a f unção radiosi dade 
adime nsional s:(x) era formada por 3 , 4, 5, 6 e 7 degraus. 

Resultados com um nümero maior de degraus e para outros ar­
ranjos podem ser facilmente ob t idos com o método apresentado na se 
cão s. 

COMENT~RIOS FI NAIS 
O aumento do numero de degraus faz com que a solução aproxj 

mada se aproxime mais da solução exata, a qual e sempre uma função 
contl nua. 

Os re s ultados foram apresentados em termo s da radio s idade a 
d1mensiona l l ocal . Para a determinação da troca de calor local a­
dimensional utilizamos (19) 

1 :i i :í M (47) 

o que mostra que, a pr oximando a radiosidade por degraus, temos oca 
lor trocado local dado também por degraus. 

A formulação apresentada ne ste trabalho pode ser estendida 
de forma a ser ap licada a arranjos s imétricos formados por s uperfl 
cies não cinzas e não isotérmicas. Para que esta extensão seja po~ 
sível e necessário que possamos garanti r que o que ocorre sobre uma 
superfíc ie oco rrerã sobre todas as outras , 
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CNPq FAZ CADASTRO NACIONAL DE DESENHO INDUSTRIAL 

O Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico 

CNPq, está promovendo o cadastramento nacional de profissionais de 

Desenho Industrial. 

Esta iniciativa tem por objetivo fazer um levantamento da disponibilidade 

de recursos humanos da área, bem como a quantidade e tipo de projetos 

desenvolvidos nos últimos anos. O resultado deste cadastro, inédito no 

país, será amplamente divulgado por meio de uma publicação especial, dis· 

tribu ída aos principais sindicatos patronais, instituições de pesquisa e 

entidades públicas e privadas, ofertando à indústria nacional de recursos 

humanos capacitados a desenvolver e aprimorar nossos produtos. 

Até 30 de março de 1984, os profissionais da área poderão encontrar for­

mulários específicos nas faculdades de desenho industrial associação de 

classe, no DETEC/CIESP e no próprio CNPq (sede e agências regionais de 

Recife, São Paulo e Rio de Janeiro). 
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