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EDITORIAL 

Prezados Colegas, 

Com muito atraso saiu o primeiro númeto do volume VI de 1984 da nossa Revista 

e agora está sendo publicado o segundo. 

A demora decorreu, principalmente, de três fatores: 1<?) a publicaçlo ainda do 

terceiro número do volume V de 1983, pela antiga editora; 2<?) recislo do contrato com 

a referida editora, Campus Ltda .• em face dos pequenos recursos da ABCM para cobrir o 

alto custo da impr~o e distribuiçlo da revista; 3<?) demora do recebimento dos pare

ceres emitidos pelos revisores dos trabalhos e no pronto atendimento, por parte dos 

autores, na efetivaça'o de corr&ÇOes e modificaç6es sugeridas para aceitaçlo final dos 

referidos trabalhos quer do primeiro como deste segundo números. No presente mo

mento ainda estamos dependendp da devoluçlo dos trabalhos com os respectivos 

pareceres para montagem do próximo número. Dessa maneira, a tarefa fica bem diHcíl e 

dificulta a publicaç!o da Revista em perfodos regulares. 

Necessitamos urgentemente que os revisores remetam os respectivos pareceres, 

para que possamos manter a regularidade desejada. 

Nesta nova fase da revista, publicada pela Editora Di Giorgio, estamos atendendo a 

pedidos de inúmeros associados quanto a vol~a do antigo desenho e cor azul da capa e o 

nome colocado por extenso . . Esperamos que todos procurem divulgar ·entre os colegas, 

estudantes e empresas a nossa Revista, a fim de ampliar o número de associados. 

Ficaremos muitos satisfeitos se conseguirmos publicar em Janeiro o primeiro 

número de 1985 e para isso dependemos também de recebermos maior número de 

trabalhos. 

Todos os associados da ABCM estio convidados a remeter no mrnimo um trabalho 

para a Revista, pois, desejamos aumentar a nossa produçJ'o cientrtice, envolvendo todos 

os setores da engenharia do pars, empenhados em projetos e pesquisas. 
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PROGRESSOS RECENTES NA ANÁLISE 
GERAL DE TUBULAÇOES 

Carlos Alberto de Almeida 
Departamento de Engenharia Mecânica 
Pontifícia Universidade. Católica, RJ 

SUMARIO 
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Ne.~te tlt.abalho ~õ.o ap.u~entada.6 a.6 6oJtmulacõe.~ de doü mode..to~ de. . 

elemento~ 6·trti.to~ Jtece.n.temen.te p.ltopo~.to.6.. o~ e.leme.n.toó dücu.tidoó 

quanto a aplicabilidade. na antilüe ge.Jtat de .tuboõ .6Õ.o oó ~eguin.te.6: 

um elemento viga-tubo com 0.6 deõlocamen.toõ ax.<..a.e., de .toJtcõ.o, de. 6l! 

xõ.o e da ovalióacõ.o vaJtiando cubicamente ao longo do tubo e. um e.l! 

me.n.to de placa, plano com .tJtê4 nÕ4 onde aó deóoJtmacõe4 de me.mbJtana 

4iio con6tan.te6. Uma a.ná.tiõe onde aó Jte.~po~.ta..6 deó.te~ elemento~ õiio 

compaJtadaó ã.4 da 6oJtmuta.cão g eJtal de ca.ó cu iluõ.tJta. a. qua..l-ida.d e dM 

6oJtmuta.cÕeó e o6e.Jtece uma. ava.lia.cõ.o da.ó modi6ica.çÕe4 Jt.e.centemen.te 
pJtopoõ.ta.õ à 6oJt.mulacão do elemento viga- tubo. 

INTRODUCAO 
Sistemas de tubulações, largamente usados em oleodutos, ce~ 

traís nucleares e trocadores de calor são de importância relevante 
~onsiderando-se a segurança e os custos de tais instalações . Rece~ 

temente uma maior atenção tem sido dedicada ao desenvolvimento de 
modelos que efetivamente preveem os princi~ais modos de deformações 
em tubos: basicamente,as deformações de viga e as deformações de 
ova 1 i sação. 

As pr~meiras observações experimentais dos efeitos da oval .i 
sação em tubos mostraram serem os modelos analittcos para vigas cur 
vas inadeq uado s â anâlise estrutural de tubos sujeitos aos efeito~ 
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da ovalisação (1]. Em 1g11, utili~ando métodos de energia , von 
Kãrmãn mostrou fisicamente os efeitos da ovalisação em tubos e pr~ 
pós um modelo analltico que elucidou os resultados experimentais P!! 
blicados [2] . No modelo proposto , von Kãrmãn considera um compri
mento diferencial de tubo curvo em que o momento fletor interno e 
constante; assume-se portanto ser a ovalisação da seção reta cons 
tante ao longo do tubo. Assim, os sistemas de tubulações em que a 
carga momento ê variável ou o. fato de não haver ova 1 isação em uma 
das extremidades do tubo ou ainda os efeitos da interação entre tu 
bos curvos e retos não podem ser analisados utilizando-se o modelo 
proposto por voh Kãrmãn. 

Devido as limitações acima, algumas soluções utilizando a 
teoria geral de cascas tem sido apresentadas para descrever o com
portamento do tubo [3]. Apesar de remover algumas das hipóteses 
simplificadoras de von Kârmãn, tais soluções não são efetivas na! 
nãlise geral de tubulações. O grande potencial para a análise ge 
ral de tubos estã no· uso do mitodo de elementos finitos [4,5]. At!! 
almente tubos são analisados utilizando-se basicamente três mod e
los [6-8]: (a) elementos tri-dimensionais, (b) elementos gerais de 
cascas, e (c) elementos especiais do tipo viga-tubo. Considerando 
o nümero de graus-de-liberdade env olvido e o custo do processamen 
to numérico para a anãlise tipica de um sistema de tubulações, os 
dois primeiros modelos estão alem do estado-da-arte dos meios decom 
putação atuais. 

O objetivo deste trabalho ê apresentar um estudo comparati
vo das formulaç ões de dois elementos recentemente publicados. Pri 
meiro, o elemento especial viga-tubo com quatro nõs onde as defor
mações axial, de torção, de flexão e da ovalisação variam cubica
mente ao longo do eixo do tubo [g), A formulação do elemento ê uma 
extensão natural do modelo pioneiro de von Kãrmãn modificado para 
acomodar os efeitos da interação entre tubos (10). O segundo ê um 
elemento de placa, trianguÍar, com três nõs e seis graus-de-liber
dade por nõ [11). A formulação isoparametrica deste elemento ba
seia-se na teoria de placas com deformações de cisalhame nto trans
versal (teoria de Reissner ou de Mindlin para placas [13]),e utilj_ 
za ordem de integra ção reduzida. 

Na próxima Seção são apresentadas as formulações básicas des 
tes dois elementos e discutidas quanto a aplicabilidade a analise 
geral de tubulações. 
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FORMULAÇ~O DOS ELEMENTOS 
A anãlise geral de estruturas utilizando o metodo de eleme~ 

tos finitos consiste basicamente na formulação das equações de equ_! 
librio para cada elemento e posterior solução do sistema de equa
ções independente dos tipos de elementos envolvidos. Neste proce~ 
so geral de discretização da estrutura , como na anãl i se de Ritz, 
funções de interpolação aproximam os deslocamentos em todo o domi
nio do elemento. Uma vez estabelecido o Indicador Variacional 

onde~ e r são respectivamente a energia total de deformação e o· 
potencial total das ' cargas externas, a solução e obtida invocando-. 
-se o Principio dos Trabalhos Virtuais (ou Principios da Energia P~ 
tencial Miníma) [5]. Assim, com 6.!/=0 obtem-se a equação de equi
librio, 

K U .. R ( 2 } 

onde K e a matriz de rigidez da estrutura associada aos graus-de
-liberdade listados em Q, 

( 3 ) 

e ~ e o vetor das forças externas referidas aos nõs dos elementos. 
Na Eq.(3) ~é a matriz de transformação geométrica deformação-des
locamentos e f e a matriz de transformação tensão-deformações . Na 
solução da Eq.(2) e necessario estabelecer apenas a matriz B de ca 
da elemento e proceder a integração numérica da Eq.(3). 

O Elemento Viga-Tubo 
Considere-se in _icialmente o elemento de viga na Figura 1 (a)c~ 

ja seção reta circular não se deforma em seu plano ou fora do seu 
plano. Na formulação do elemento são usado s basicamente os deslo
camentos axial, de flexão e de torção e, portanto, o campo dos des 
locamentos referido ao sistema global de coordenadas ê 

1 ,2 ,3 ( 4 ) 

com 
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onde, 
r, s, t 

hk(r) 
k 

ui 

e ~ 
1 

ak 
Ovk 
-ti 

.. 
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e Vk = 61<. Ovk 
-t - X - t 

coordenadas isoparamêtricas [5] 

funções de interpolação isoparamêtrica [9,10) 

deslocamentos associados ao n~ k 

rotações associadas ao nõ k 

r a i o externo da secão reta associada ao n~ k 

componente do veto r unitãrio ovk 
- t na direcão 

saciado ao no k 

componente i do veto r unitãrio Ovk. 
-t na direção 

saciado ao no k. 

( 5 ) 

t . as 

s. as 

A parti r da Eq.(4) as deformações totais referidas ao sist! 
ma global de coordenadas ( 0x1 , 0x2 ,0x3) são transformadas ao siste
ma local de coordenadas (r,s,t). Apenas as deformações importan
tes do modelo de viga são _então inclttidas, especificamente: a de 
formação normal Err e as deformações de cisalhamento yrs e Yrt' As 
equações de deformações assim obtidas formam a matriz de transfor
mação geométrica B· do modelo de viga. -v 

Para incluir os deslocamentos da ovalisação da secão reta, 
Figura 1(b),assume-se que o tubo ovalisa segundo os seg uintes mo
dos de deslocamentos, 

w!;(r ,cp) = ! ( f hkc~ sen 2mcp + Nf hkd~ cos 2mljl) 
k.=l m:l m=1 

( 6 ) 

onde a hipótese bãsica ê w!; = -dw~;/dljl; c~ e d~, k = 1,2,3,4, são os 
deslocamentos generalizados da ovalisação do tubo. Dependendo do 
tip~ de carregamento e d~ geometria do tubo , ê suficiente incluir 
-se apenas o primeiro ou os dois primeiros termos de um (ambos) d~ 
ploi-somatõrio(s). Na implementação do elemento Nc e Nd podem as
sumir os valores O (sem ovalisação), 1 ,2 ou 3 . Os deslocamentos to 
tais do elemento são a soma dos deslocamentos presentes nas Eqs. 
(4) e (6). Portanto, um nõ tipico do elemento viga-tubo possui in 
c~gnitos os seguintes deslocamentos 

( 7 ) 
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Extrodos 
( 1/J • 180°) 

(a) Geometria e discretização do elemento 
de viga de secão reta circu lar 

(b) Desloca~entos de ovalisaçio considerados 
na formulação (1Q modo de Kãrmãn;wl; neg . ) 

Figura 1. Deslocamentos associados ao elemento viga-tubo 

89 



90 · R~vBrMec, Rio de Janeiro: V. VI , nQ 2- 1984 

As deformações associadas a ovalisação da seção reta, no si~ 
tema local de coordenadas, possui as seguintes componentes 

wR [ ( 1 )
2 

d
2

Wç J (&nn) .. - --2- ç 
ov R-a cos 4> R-a cos 4> de 

( 8 ) 

(y ) .. ( 1 ) ~ 
nE.: ov R-a cos 4> de 

( 9 ) 

( 1 o) 

O segundo termo na Eq.(B) e a Eq.(9) representam as modifi
cações na teoria de von Kãrmãn para incluir os efeitos da interação 
entre os elementos . Basicamente estas modificações representam as 
componentes da flexão e do cisalhamento incluídas no estado bi-a
xial de deformações devido as mudanças de curvatura da superfície 
mediana durante a deformação do tubo. A matriz de transformação ge~ 

métrica do elemento i obtida adicionando-se a matriz transformação 
geométrica a partir das Eqs.(S) a (10) ã matriz !v do modelo de vl 
ga . A continuidade nas derivadas dos deslocamentos radiais na su
perficie mediana do tubo i imposta através de uma matriz de pen~ 
lidade adicionada ã matriz de rigidez do elemento [10]. Esta con
dição e equivalente a imposicão da continuidade das rotações na fo_!: 
mulação geral dos elementos de viga. 

O Elemento de Placa 
O elemento triangular DKT (Discrete-Kirchhoff-Theory)mostr~ 

do na Figura 2 possui três nõs nos vértices com seis graus-de-libe_!: 
dade por nõ; o elemento i plano e, uma súperfiçie de casca como em 
um tubo curvo i modelada em uma montagem de "facetas planas". O ob . -
jetivo primeiro do desenvolvimento deste elemento foi o de obter-se 
um elemento simples e de precisão como uma alternativa ao elemento 
isoparamêtrico de cascas: A matriz de rigidez do elemento DKT i 
constituida da seguinte forma [14]: 

( 1) o comportamento ã flexão segue uma generalização da for 
mulação de Kirchhoff inicialmente desenvolvida para vigas e exten
dida para a formulação de placas: "qualquer segmento inicialmente 
normal ã superficie mediana do elemento permanece reto mas não ne
cessariamente perpendicular ã superflcie mediana deformada". Com e~ 
ta hipõtese, as componentes dos deslocamentos devidos ã flexão e re 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI. nC? 2- 1984 

feridos ao sistema local de coordenadas x,y,z, são 

v • -zã (x tY) 
X 

e w .. w(x,y) 

' 91 

( 11) 

onde u,v,w são respectivamente os deslocamentos no plano e transve!. 
sal, w ê o deslocamen to na superficie mediaria e ex e ey são as ro
tações da normal a superficie da placa nos planos y-z e x-z respe~ 
tivamente . Na anâlise linea r as deformações devido a flexão obti 
das a partir das equações acima são imediatamente identificadas, 

X,u 

z.w 

zãy,x 

-iã x.y 

z(ãy,y - ex,x> 
-w +e ,X y 

w,y +ex 

Figura 2. O elemento triangular u~1 

( 1 2) 
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(2) o comportamento de membrana i obtido a partir dos d~slo 
camentos na superficie mediana do elemento. As deformações, assu
midas constantes atravis da espessura da placa, são 

m 
Exx" u,x 

m -
Eyy • V ,y e ( 1 3) 

Na formulação do elemento triangular DKT as deformações sao 
referidas apenas aos deslocamentos na superficie mediana. Assim, na 
implementação do elemento polinõmios de Hermite interpolam os des
locamentos nos tris nõs e a matriz de transformação geomitrica de
formação-deslocamentos i obtida substituindo-se o campo de desloc! 
mentos obtido nas Eqs.(12) e (13). A integração reduzida da matriz 
de rigi"dez i efetuada no dominio da superficie mediana do elemento. 

AN~LISE COMPARATIVA DOS ELEMENTOS 
Os exemplos apresentados nesta Seção foram analisados na Ref. 

[9] e a solução analitica apresentada em [3]. Entretanto, nestas 
anâlises , os efeitos da interação não eram considerados . Na Figu
ra 3 as respostas do elemento viga-tubo ,considerados os efeitos da 
ovalisação pa r a diferent~s condições de contorno nas extremidades , 
são comparadas com as respostas do elemento triangular DKT. Nas coE_ 
figurações I e II foram usados 5 e 7 elementos viga-tubo respecti
vamente enquanto que com o eleme nto de pl aca, meio-tubo foi model! 
do com ma l has de 216 e 288 elementos r espectivamente. As respostas 
dos elementos nas anã l ises com flanges mos t ram a boa concordância 
das soluções comp.aradas com as do elemento isoparamitrico geral de 
placas [15]. ( notãvel a variação nas soluções quando os efeitos 
da inte ração e dos flanges são considerados: a diferença entre as 
soluções gerais de cascas e as apresentadas pelo elemento viga-tubo 
representam apenas 3% do erro cometido quando não são consid~rados 
os efeitos da interação na anãlise de tubos com flanges. 

CONCLUSOES 
As formulações de dois elementos efetivos para a anâlise g! 

ral de tubulações são apresentadas. Uma an~lise comparativa dos e
lementos demonstra ser o elemento viga-tubo bastante efetivo na a
nãlise geral de tubulações considerando-se o número de v ar~ãveis de 
elementos finitos envolvidas. A boa concordância dos resultados de 
most ra que as modificações introduzidas no modelo de von Kãrmãn re 
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presentam os termos importantes da teoria de cascas necess~rios P! 
ra acomoda~ os efeitos da interacão entre tubos. 

16 

14 
w• 
~ 

12 

lO 

8 

4 

2 

Ref. [ 9 ] , ConfiQ. lI sem flonQeS 

EI wr w•. ( --)-'-r Ma 11 
........- • SoluçÕo vogo-tubO ConfiQurosxio I 

., • 0 .3 

0~~--L-----~-+--~--~--~--~--~--~--~~~------------~ .so .25 .10 .20" .30 
TUa:> RElO X/R J e .[GRAUS) 

.40 .so .60 

TUBO CURVÇl 
.70 .80 .90 

Fig~tra 3. Resp_ostas dos modelos nas anã.lises sob diferentes condições 
de contorno da ova 11 sacio, Nc = 2 e Nd" O. · (w, medido a !P = 90°) 
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A 6oltmu.taccio do e.te.me.n.to v.i.ga-.tubo .tece.n.teme.n.te. pltopol>.to pa..ta a an! 
tüe. ge.11.a.t de. .tubutacõu i nu.te. .tllabatho ·mod.<.6.<.c.ada pa.ta ac.omodall 
06 e.6e.~o6 da plte.66ão .<.n.te.ltna. A nova 6oAmutação c.onl>e.ltva a6 h.i.p~ 

.te.~>e.4 bá6.i.c.a~> do ~e.me.n.to e. i aplte.6e.n.tada c.omo uma e.x.te.n~>ão ~ 

do modelo de. Ba.the.-Alme..<.da. SoluçÕe.4 num~lt.i.c.a~> de. alguma!> a~u 
do modelo c.ompa.tada6 c.om ltt6ul.tado6 e.xpe.llime.n.ta.<.~> de.mon6.tltam a e.6! 
t.<.v.<.dade. e. apt.<.c.ab.<..tidade. do e.te.me.n.to. 

SUMMARY 
The 6oltmula.t.i.on o6 a lte.c.e.n.tly pltopo~>e.d p.i.pe.-e.lbow e..te.me.n.t .i.~> now 
modi6.i.e.d to ac.c.omoda.te. .the. .<.n.te.llna! plte.66Uile. e.66ec..tl> .i.n plping "Y! 
.temi>. The mod.i.6.i.c.a.t.i.ortl> .i.rt.tlloduc.e.d alte. 6uc.h .tha.t .the. e.le.me.n.t ba~>.i.c. 
a66ump.tion4 alte ke.p.t and .the. 6oltmula.t.<.on bec.ome6 a na.tullat e.x.te.n-
6.i.Ort o6 Ba.the.-Al.me..i.da'6 mode.!. The. c.ompaltúon be..twe.e.n nume.ll.i.c.al 
60lu.t.i.on6 and publ.i.~>héd e.xpe.ll.<.me.n.tal 1te.6ul.t1> de.monl>.tlta.te.6 .the. e.l.e.
me.n.t6 appl.i.c.ab.i.lU!J and e.66e.c..t.<.ve.ne.66 ln .the. a•t«ltfi>Ú o6 p.i.pLng I>IJ! 

.te.m6. 

I NTRODUC~O 

Em publicações recentes a formulação de um elemento de viga 
modifica da para a anãlise geral de tubulações ê proposta utilizan
do o mêtodo de elementos finitos [1 ,2]. Como ingredientes essen-
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ciais dest.a formulação tem-se a hipótese da cinemática dos desloc! 
mentos utilizados e as ccmponentes de tensão e deformação incluídas 
na obtenção da energia de deformação do elemento. 

Os campos de deslocamentos admitidos no modelo de viga-tubo 
são, primeiramente , deslocamentos longitudinais, de torçãoede fle 
xão (eq.(4), Ref.[3]), e correspondem a cinemática de uma viga cu 
ja secão reta inicialmente plana permanece plana mas não necessa
riamente perpendicular a linha central do elemento. A segundacla! 
se de deslocámentos considerada no modelo ê que a seção reta pode 
deformar - se em seu próprio plano segundo modos de deslocame.ntos CO,!:. 

respondentes a duplo harmônicos, (eq.(6), Ref.[3]). Estes modos 
correspondem a ovalisação da secão, onde a hipótese básica ê que as 
deformações no plano da seção reta são devidas ã flexão da superfi 
cie mediana do tubo. Obtem-se assim uma relação entre os desloca
mentos radial e circunferencial de casca, respectivamente wt e w~, 
da forma 

( 1 ) 

o deslocamento total do elemento e a soma dos campos de. de! 
locamentos de viga clássica com 6 graus-de-liberdade (3 translações 
e 3 rotações) e de deslocamentos de ovalização (6 graus-de-liberd! 
de), com um ponto nodal tlpico k apresentando as seguintes variá
veis de estado, 

c~ c~ c~ d~J ( 2 ) 

A formulação implementada em computador mostrou ser simples 
e efetiva nas análises de tubulações onde os efeitos importa~tes 

consistem da variação da ovalisação ao longo do comprimento do tu 
bo e da interaçio entre: tubos curvos de diferentes curvaturas, t~ 
bos curvos e retas, e tubos curvos e flanges [2]. O objetivo des 
te trabalho e mostrar como a formulação do elemento viga:tubo pode 
ser extendida para incluir os efeitos de enrijecimento da tubula 
ção devidos ã pressão interna. Observados experimental e teorica
mente, o_s efeitos da pressão interna na rigid~z de um tubo curvo p~ 
dem ser substanciais quando tubos com paredes relativamente finas 
são considerados [S- 9]" Na apresentação que se segue , apenas os 
termos adicionais ~ecessãrtos para incluir estes · efeitos na formu -
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lação do elemento sao apresentados, admitindo-se portanto que o le..!_ 
tor esteja familiarizado com os resultados publicados as Refs . (1-3]. 

MODIFICAÇOES INTRODUZIDAS NA FORMULAÇAO 
Considere-se o elemento de tubo na Figura 1, Ref.[3], suje.!_ 

to aos efeitos da pressão interna . Na deformação do tubo pressur.!_ 
zado, o trabalho realizado pela pressão interna atuante contra a v~ 
riação de ãrea da seção reta deve ser considerado. Assim, ao Indi 
cador Variacional do elemento viga-tubo. 

( 3 ) 

em que ~e Jf são respectivamente a energia total de deformação e 
o potencial total das cargas externas, adiciona-se o potencial da 
pressão externa na forma 

Wpr = -f+1 J2n p (R-a cos ~)e dA(r,~)dr 
-1 o 2 

( 4 ) 

onde pi a pressão interna, (R-a · cos ~)e i o comprimento longitud..!_ 
nal do arco de elemento na superfície mediana do tubo e dA( r,~) é a 
variação diferencial da ãrea da seção reta dévido a ovalisação. E~ 
ta quantidade diferencial pode ser convenientemente calculada uti 
lizando-se as posições final e inicia) de dois pontos na superfície 
mediana do tubo como mostrado ã Figura 1. ·considerando-se os seg
mentos diferenciais A-B e A'-8' , respectivamente antes e depois da 
deformação da seção reta, a ãrea compreendida em termos dos veta
res que definem as diagonais do quadrilátero ABB'A' e avaliada pe
la expressão 

dA = + I;:;; X AB I I ( 5 ) 

e, que referida ao sistema au~tliar d~ coordenadas ~ - y fornece 

( 6 ) 

onde se definem 
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dA( r,liJ } 

I ~ 
. f-

18 
. I ~ 

Su 1>4 rf~c•e me<ltono 

1
. ~ 

cSo seç.ao reiO cuwlor Vi 

·- ·- ·+ 
Fi gura 1. Variação de ãrea da seção- r eta do tubo ovalisado 

a 

a cos d~ y8 = a sen d~ 

( 7 ) 

e a e o raio da superficie mediana do tubo. 
Substituindo os resultados da Eq.(7) na Eq.(6) e eliminando 

os termos diferenciais de ordem superior resulta 

( 8 ) 

Na equação acima a parcela TERMO não contribui para o tra 
balho Wpr porque a integração de wt sobre o domlnio da variãvel ~ 

no intervalo [0 , 2n] ê nulo devido a hipótese de simetria dos modos 
de ovalisacão. A p ~rcela TERMO 2 e nula devido a condição de ze r o 
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deformação na superfTcie mediana do tubo pela condição expressa ã 
Eq . (1) . Na avaliacão da parcela TERMO 3, de seg unda ordem para os 
deslocamentos locais de ovalisacão, usamos _tambem a condiçãodoco!!! 
primento do arco A-B ser igual ao do arco A'-8' mas agora incluin
do termos atê segunda ordem. Com esta condição obtêm-se 

( 9 ) 

que representa a segunda parcela do termo não nulo na Eq.(8). Este 
substituldo na Eq . (4) fornece o trabalho da pressão interna em fun 
cão do deslocamento circunferencia l de ovalisação do tubo 

( 1 o) 

Observe-se que na expressão acima Wpr estã escrito em função 
da potência segunda dos deslocamentos circunferenciais de ovalisa
ção, caracterizando a natureza flsica de potencial elástico do tr! 
balho da pressão interna e indicando a participação deste no aumen 
to da rigidez global do elemento, como veremos mais adiante. 

A NOVA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO 
A matriz de rigidez do elemento viga-tubo que permite incl~ 

ir os efeitos da pressão inte r na ê obtida substituindo-se na ex.pre! 
são do trabalho wpr os deslocamentos circunferenciais apresentados 
ã Eq.(6), Ref.[3] e, incluindo este trabalho no potencial total d 
quando invocada a sua estacionaridade. Este procedimento e equiv! 
lente ao de adicionar-se ã matri~ de rigidez do elemento viga-tubo 
(1,2] a matriz resultante da operação variacional õWpr • 

;,r. t r: CT [ ~1 ~1 - ~2 ~2J[(R-a c2os pleJd~ dr . ( 11 ) 

onde temos, 

( 12 ) 

com 

e 
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í -k 
~2 • L: .... al 

com 

:-kb· .tcb C'k 
1 2 11 3 • 

ik ,• hk sen 2m~ 
m 

·J ( 13) 

A matriz .!Spr fica entio definida com referência aos graus - d!_ 
-liberdade de ovalisaçio 

l • [ ... . c~ c~ c~ ( 14) 

e as equações de equtllbrio completas do elemento expressas por 

( 1 s) 

onde .!Sl ê a matriz de rigidez do elemento sem os efeitos de pres
são interna e de continuidade entre os ele~entos, como definida na 
Ref . [1], .!Sp é a matriz de penalidade definida na Ref.(2] e utiliz~ 
da para impor os efeitos de continuidade da ovalisacão entre os e
lelllentos e Fé o vetor das forcas · externas nodais equivalentes (3]. 

RES ULTADOS E COMPARAÇOES 
Para indicar a aplicabilidade e efet ivi dade da formulacão! 

cima são apresentadas nesta Seção anãlises com as estruturas tubu
lares de~critas i Figura 2. Nest~s anãlises~ devido a candição de 
simetria foram utilizados modelos que representam apenas a metade 
da estrutura global, com três elementos (dois curvoseumreto) além 
das condições de continuidade impostas entre seções curvas e retas. 
As flexibilidades calcul~das são comparadas ã Figura 3 com os valo 
res experimentais correspondentes, publicados na Ref . (6). Note-se 
que os resultados obtidos numericamente tom o elemento estão em boa 
concordância com os valores fornecidos experimentalmente. As dife 
renças observadas para as ma1ore~ pressões são prova velmente devi 
das ao fato de haverem sido desprezadas na formulação bãsica do e
lemento viga-tubo as deformações circunferenciais na superflcie me 
diana do tubo. 
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PARJIMETRO 
TUBO 

R ô a 

1 45,0 0,5 15 .o 
2 14,25 0,016 1 ,5 

3 12 ,4 0,020 1 • 75 

4 10,0 0,0 16 1 • 5 

(a) Parãmetros geométricos dos tubos (di
mensões em polegadas) 

CONOIÇÓES OE CONlORNO : 

NÓ 1: 

• roto~ do sec6o reta -r1 • o 

d w( 
· --a-x-- · 0 
NÓS 4 e 7 : 

• cont inuidades do ovolisoçõo e do 

derivada do ovoliso.,OO . 

Elemento 3 

8 

(b) Modelo de elementos finitos utilizado 

-

Elemento 2 

Figura 2. Anãlises de tubos submet i dos a pressão i nterna 
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14 

• Exf*' • Ex per 
-- ADINAP 

f 
ADINAP 

12 
R T . 3: o T. 30 

R 
lf • 9.5 

ã 
T•94 

lO 

À • o. 105 ~ - o. 106 

8 

6 

4'Yz a3e'6 
f • -R-M 

4 

Roto~õo do seçõo reta do ponto -rz 
nodal T • 

2 
TUBO I TUBO 2 

o 
200 400 600 800 I (XX) 1200 o 50 100 150 200 250 

p t psi, p (psi) 

16 • Exper f • Ex per 
-- ADINAP -- ADINAP 

14 

R • 7. 1 
"i ; f. 87 12 6 .7 ; { ·94 

Â - 0,084 lO 
>. • o. 0745 

8 

6 

4 • 
TUBO 3 

2 TUBO 4 

o 
50 100 150 200 250 o 50 100 150 200 250 

p { psi l p ( psi) 

Figura 3. Efeitos do enrijecimento em tubos devidos 
a pressão interna (X • R6/ã2 ) 
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CONCL USOES 
A formulação apresentada ãs Ref.(1,2] foi modificada para 

acomodar os efeitos da pressão interna na resposta do elemento vi
ga-tubo. Estes efeitos foram inclui dos de uma maneira sim!)'les e e
ficaz que permite ao elemento apresentar variações sensiveis da fl! 
xibil idade nas faixas normais de operação dos tubos pressurizados e 
em boa concordância com resultados experimentais publicados. 
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SUMARIO 
Et.te. tJta.ba.tho de.mon4.tJI.a. .te.oJt.i.ca.me.n.te. qu.e. o cêitcu.lo da. Funcã:o Ve.CJt! 
me.n.to Ale.a..tÕA.i.o (FVA) 4obJte. a. llll.4po4.ta. a.le.a.tÕJtia. de. um t.i4te.ma. me.
cân.ico li.ne.a.~~. , conce.n.t.lta.do e útva.Jti.a.n.te. no tempo, 6oAne.ce. a. t.ua. llll.! 
po4.ta. !LvJte.. At.t.i.m, a. FVA .i.de.nti.6i.ca. de. 6oJtma. malA t.i.mple.4 e con-
6i.êive.t o t.i.t..tema. , do que. 04 m~todo6 ctêi4t..i.cot., Funcã:o Ve.n4i.da.de. E~ 
pec.tJta.t, Funcã:o AutocoJtJte.ta.cão e, Funcâo Coll.lte.lacão CJtu~a.da.. S.i.mu 
ta.cõu .teÕJt.i.ca.t. de um t.úte.ma de. "l" gll.a.u4 de libe.11.dade. 6oJLa.m 6ei
ta.4, 4endo a VFA ca!cuta.da., a.na.túa.da. e. de..teJtmi.na.dot. ot. 4tu.4 tim.i.
tet. de con6ia.nca, o que. pot.t..i.b.<.tL.ta. ve.l!.i.6i.ca.l!. u . o t.ú.te.ma. u.t4 ou 
não e.m boa.t. cond.i.cõe.t.. U.ti.t.l.zou--4 e. um plt.ogJta.ma. FORTRAN qu.e gll.lt.a. Cl4 

II.Upot..ta.4 do t.ú.te.ma. incluindo .ta.111b~m cur 6-i.t.tJI.o paua.-ba.ixa.. O pll.!!_ 
glla.ma. calcula a.i.nda a FVA, t.e.u de.t.vi.o pa.dll.ã:o e. ot. mi.todo4 cli44~ 

co4. 04 ll.e.t.ulta.do4 mo4.tlla.m qu.e a. FVA i ma.i.4 t.~mple.4 e. que. comple
Za de. 6oll.ma Ü.ti.t e4.te.4 mitodo4. 

SUMMARY 
Thü wo11.k de.mon~.tlla.tet. .theolle..ti.ca.Lty .tha..t Ra.ndom Vt.cll.e.me.n.t Function 
IRVF) ob.ta..i.nt. 6Jtee. llupon.~>e. when a.ppti.ed o .. ~~ 11.andom II.Upont.e. o6 
!JIIl.Cha.n.i.ca.l, Une.a.IL . tumpe.d a.nd ti.mt. inva.l!.i.a.n.t "yt.te.m. r he.lt.t. 6 O I!. e. .the 
4!/4.te.m i.de.nti.6i.ca..tion .i.t. moll.e. 11.e.liabte. u6i.ng RVF , .tha.n cla.44i.ca.l 
me..thodt., t.uch a6 Spe.c.tJta.l Ve.nt.Lty Fu.nctiont., Auto a.nd CJtot.~ Coll..lte.
la..t.i.o n F u.nc.t.i.o nt. . A .the.oll.e.Uc.a.l t.i.muta..tio n 6 OJt 4 y4.tu o 6 "l" de-
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9~~~4 o6 6~~~dom wa~ d~v~lop~d and ~h~ RVF wa4 calculat~d and ana
tyzed. Th~ conóidenc~ L~m~~4 w~~~ d~~~am~n~d to · v~~~6Y th~ h~al~~ 

~n~44 o6 ~h~ 4y4t~m. A FORTRAN p~og ~am wa4 d~v~loped wh~ch cang~ 

e~a~~ th~ 4y4t~m4 ~e4pon4e4, w~ch ~nctud~ a ~andom ~~cLtat~on w~th 
a Low- paA4 6~lt~~. Th~4 p~og~am calcutate4 th~ RVF, Lt4 4tand~d 

d~v~~~on and cla44~cat m~tho d4. Th e ~e4u~4 4how that1 th~ m~od 
~ 4impte and compl~men~4 ~n u4~6ull 6o~m th~ cta44~cal m~thod4. 

INTRODUÇXO 
A FDA ê um método de análise de vibrações estruturais, ap11 

cado principalmente em grandes estruturas . Originalmente o método 
foi devido a Cole, sendo utilizado inicialmente em medidas de amor 
tecimento, problemas de fadiga e detecção de falhas [7,8). 

Uma das vantagens na utilização da FDA seria o fato de po
der ser aplicada em estruturas que estão em regime permanente de o 
peração , sendo estas sujeitas a excitações aleatõrias desconheci
das tais como vento, trãfego de cargas etc . Isto porque ela nece! 
sita somente a medição da resposta dinâmica da estrutura e não da 
excitação, possibilitando uma monitoração automática e continua. 

Existem'outros métodos para anãlise das vibrações estrutu
rais, tais como: função densidade espectral, funçjo autocorrelacio 
e funcão correlação cruzada, apresentando cada um limitações que,em 
muitos casos, são super~das pela utilização da FDA. Através da FDA 
jã foram determinadas caracterlsticas de um sistema montado em la
boratõrio, onde com a utilização de um computador HP5451C verifi
cou - se a consistência dos resultados, pela função de resposta em 
frequência [12] . 

A resposta aleatõria ~e um sistema contêm toda a informação 
para identificã-l o, mas encontra-se mascarada por ruido. A utili
zação da FDA sobre a resposta permite esta identificaç.ão [1 ,7 ,9] . 
Ela e definida como. a estimativa do valor médio estatlstico de um 
processo aleatõrio subtràldo do nlvel de selecão. Onde o processo 
~léatõrio é constitu~do pelos diferentes trechos retirados desta 
resposta e o nivel de selecão ê a amplitude de retirada destes tre 
ch.os. 

O objetivo deste trabalho ê desenvolver teoricamente a FDA, 
determinar os seus limites de confiança e utilizi-la na identific! 
cão de um sistema mecânico simulado sujeito a excitações aleatõrias. 
Comparando-se a seguir D resultado, com as caracteristicas ji co-
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nhecidas do sistema e com os resultados encontrados pelos mitodos 
clássicos . O trabalho utiliza um pro~rama da ÍBM para geração de 
gráficos . "VS APL GRAPHPAK-SH20-9199-1", e para o processamento um 
programa FORTRAN [9] . 

O sistema foi considerado linear, concentrado e invariante 
no tempo tendo pequenos a'mortecimentos . Assim as equações difere_!! 
ciais que o representam podem ser desacopladas pela análise modal. 

Inicialmente serã apresentado a interpretação e descrição gr! 
fica da FOA e a seg~ir o seu desenvolvimento teõ~ico e anilise. A 
determinação dos seus limites de confiança, que servem para verifj 
car se o sist~ma estã ou não em boas condições, os mitodos clássi
cos e a comparação entre os resultados serão feitas como um passo 
seguinte, apresentando-se finalmente a conclusão e sugestões. 

INTERPRETAÇ~O E DESCRIC~O G~FICA DA FDA [7] 
A aplicação do mitodo da FOA sobre a resposta aleatória no 

tempo de um sistema mecânico de um 'grau de liberdade indicaqueela 
pode ser interpretada como a sua resposta livre, tendo como valor 
inicial a origem. Se o sistema tiver mais graus de liberdade ela , 
ainda assim, pode ser interpretada como o somatório de suas respo~ 
tas livres relativas aos modos normais [9]. 

A FOA tem a mesma dimensão da resposta aleatória e pode ser 
obtida fazendo-se a media sobre trechos retirados desta resposta . 
Estes trechos devem ter sempre a mesma amplitude inicial, devendo
-se subtrai-la da media encontrada, o que ajuda na sua padroniza
cão, isto i, independentemente da excitação ela iniciará sempre na 
origem facilitando assim o seu uso na detecção de falhas [7,8,9] . 

Supondo conhecida a resposta aleatória no tempo do sistema 
y(t) , a FDA i obtida graficamente utilizando-se o procedimento aS! 
guir, mostrado na Figura 1. Considera-se para o exemplo que o si~ 
tema tenha um grau de liberdade . 

Para começar ffxa-se a amplitude inicial ou nivel de seleção 
"A". A cada passagem da resposta y( t) por este nivel, um trecho 
yn(t') de tamanho t~ax i retirado, onde t' = t - tn i a variável i!). 
dependente . Subtrai - se dos trechos Yn(t-')(n•1,2, .. . ,N) onivelde 
seleção "A". Faz- se a media sobre estes novos trechos encontrando 
-se a DFA, assim: 

1 N 
dyc(t') =- L (yn(t')- A) 

N n•1 
(Ost'~t' ) max ( 1 ) 



108 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI, nQ 2- 1984 

onde "N" ê o numero de trechos retirados d~ y(t) para um dado nivel 
de selecio "A" t' ê o tempo total da ~uncio e o lndice "c" 1n• max 
dica valor calcu l ado . 

(a) Distribuicio da retirada de trechos da resposta, y(t) 

Tt!t') - A 

o 
- A 

+ Yt ( t'l· A 

o 

· A 

~ 

o 

-· 
+ 

o 

• A 

(b) Desenvolvimento para obtencio da FDA 

Figura 1. Processo grãftco para obtencão da FDA 
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DESENVOLV IMENTO TEOR I CO E ANAL ISE DA FDA 
A ·equação matricial que representa a forma geral de um sis

tema mecinico discreto, linear e invariante no tempo de "&" graus 

de liberdade e [2]: 

(mJ{q"(t)} + [c]{q'(t) } + [k]{q(t)} • {Q(t)} ( 2 ) 

onde [m], (c) e [k) são matrizes simétricas reais (& x .t), chamadas 

de massa, amortecimento e rigidez , sendo {q(t)} e {Q(t)} vetares ! 

-dimensionais representando as coordenadas e forcas generalizadas . 

Considerando-se pequenos amortecimentos e ut i 1 i zando- se a a
nãlise modal para desacoplar as equações representadas por (2), en 

contra-se um conjunto de ".t" equac~es da forma, [2,9): 

(i : 1 , 2 . ... ,R.) ( 3 ) 

onde wi(t)(i c 1,2, ... , .t) e a resposta do sistema relat iva ao i 'esi 

mo modo normal, N1(t) • .f b~i) Qj(t)(i•1,2, . .. ,.t) a suaforcaa~ 
(.) J=1 

saciada, bj 1 (i • 1,2, .. . ,.t) o j 'êsimo elemento deste modo e n; w1 
{i= 1,2 , .. . ,R.) o fator· de amortecimento e a frequência associados. 

Considerando-se o caso de subamortecimento onde (O< ni < 1) 

(i= 1,2, •.. ,1), sabe - se que (3) tem como resposta geral a expres

são, [2,9]: 

t 
_,;<tl • J

0 
Ni(t) h1(t-t) dT+ h1(t) wi<o) + (1·- wi 9i(tl) wi(O) 

( 4 ) 

(t ~ O) (i= 1 ,2 • ••• • ) 

onde hi(t) e gi(t)(1 •1,2, ... , R.) são respectivamente a resposta 1m 
pulsiva e ao degrau do i 'esimo modo normal do sistema e ~;(O)wi(O) 

(i= 1,2 , ... ,.t ) as condiç~es iniciais de deslocamento e velocidade. 

Da expressão {f) vê - se que a FDA ê _uma estimativa do valor 

médio estatistico da resposta de um proc~so aleatõrio . No caso a 
j 'esima resposta do sistema representado por (2), {q~n)}(j "'1,2. .. 

. , R.)( n .. t,2, ••• ,N), assim a FDA pode ser expressa por: 

(OH'St' ) max (n • 1,2, . .. ,N) 
í s· l 

(j•1 , 2 , .. . , R.) 
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Sabendo-se que a resposta da j'esima massa do sis tema é da
da por, [2,9]: 

qj(t) • Í b~i) w (t) 
i .. 1 J i 

(no) (j • 1,2, .. . ,.t) ( 6 ) 

substituindo-se (4) e (6) em (5) , comutando-se a operação de media 
e de soma e lembrando que (.pi(O).,A•tll;(tn)), (i•1,2, .. . ,1)(n• 1, 
2 , ... ,N), tem-se; 

(Ost':íit' ) max (n=1,2, ..• ,N) (j. 1,2, ... ,1) 

Para um "N" determinado E[ljli(tn)) = 6e onde lim 6e = O e 
E [ ljl i ( t n l ] = Tjl; ( O ) , ( i • 1 , 2 , • • : , 1 ) ( n • 1 , 2 , • • • , N ) , c o n s i itrã n do - se " N " 

suficientemente grande pode-se supor E[ tlli( tn)] ; O. Comutando-se 
a operação de media e integração no termo forçado de (7), fazendo
-se t = t '--r e supondo que os "N" trechos retirados formem um pro
cesso estacionário, tem-se: 

(OH' S t' ) max (n=1,2, .... N) 

( 8 ) 

(j .. 1 ,2 , ... ,R.) 

tendo o processo estacionário média nula E[N1n(t')] =O, (n = 1 ,2, 
... ,N)(i • 1,2, . .. , .t ) e (8) pode ser vista como o somatório das re~ 
postas ao degrau dos modos normais do sistema. 

Substituindo-se a expressão da resposta ao degrau, g1(t') = 

"(- ljl.tljl i(O)(t') + lji 1 (0)) I (ljli(O) wp (i= 1,2, ... , .2.) em (8) onde 

•.t • .P;(O)(t') é a resposta livre ao deslocamento inicial do i 'ésimo 

modo tem-se: 

( 9 ) 

(n ·1 ;2, •.. ,N) (j .. 1 ,2 ••.. ,i) 

sendo o processo ergÕdico, E[N;n(t')J = N1(t), (n•1,2, ... ,N) (i 
= 1,2, ... ,1) e 
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~ t' 
qj(t) = .Í bj(i) Ni(t) X J h;(t)dt 

1=1 o 
{j • 1 ,2 •• •• • ~) • 

substituindo-se em (9) esta expressão~ a da resposta livre ao des 
locamento inicial ~~ . wi(O)(t'), [9], tem-se: 

dq.(t') • Í b~i)[ ~i(O~/ e-n;w;t' >< cos(w~t·-~1 )-~1 (0~+qj(t) 
J i=1 J (1-nil 2 

• J . (10) 

(O H' H' ) rnax (j .. 1 ,2 •.. . ,1) 

~ 

onde qj(t) • I bJ(i) ljii(t) (j • 1,2, . .• ,R.) e os ângulos de fase e 
i= 1 

as frequências das vibrações livre amortecidas dos modos normais são 
dadas por: 

( 11 ) 

(i .. 1 ,2 , • •• , R. ) 

Sendo as excitações ruídos b.rancos gaussianos ergÕdicos ou 
coloridos ergÕdicos de media nula, Ni(t) • O (i .. 1,2, •.. , .t ) e (10) 
pode ser vista como o somatório das respostas livres ao deslocame~ 
tos iniciais dos modos normais, subtraidas destes deslocamentos. 
Mas mesmo desconhecendo-se a excitação basta anular-se a média te~ 
poral da resposta q;m .. O {j " 1,2 , .• . , t ) para obter-se o mesmo r! 
sultado. 

Em qualquer dos casos anteriores a função estã padronizada 
pois inicia na origem e oscila em torno de -A • qj(O) (j• 1,2, . ..• .t) 

t' estando os termos 10 h1(t)dt cancelados . Se a escolha do nivel de 
seleção fosse A= O, então tji ;(O) • O (i= 1,2, ...• ~ ) e (10) poderia 
ainda ser vista como o somatõrio das respostas livres aos desloca
mentos iniciais dos modos . 

Uma relação entre a FDA e a estrutura pode ser obtida quan
do considera - se a média temporal da excitação nula, tijTtT .. O (i = 

" 1,2, ... , .t ), isto é, estrutura com carregamento de média nula,ne! 
te caso qj(l',. O (j • 1,2, . . . ,R.) e (10) indica que a FDA oscila em 
torno de E b~i) (-~ji 1.(0)) terminando com este valor. Em termos 

i- 1 J 
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estruturais, isto mostra que a estrutura não estã carregada, osci
lando então em torno de seu ponto de equilibrio estãtico . 

Considerando-se um sistema mecânico de um grau de liberdade 
(10) pode ser reescrita como: 

d (t') • y(O} e-n,w,t' cos(w~t·-~1 )-y(O)+y(t) Y ( 1 - nP i 2 
(O H' H~ax) ( 12) 

onde y(t) e a resposta do sistema, y(O) a sua condição inicial de 
,deslocamento e YTtT a sua mêdia temporal. 

Simulou-se pelo método Runge-Kutta um sistema mecânico (ma~ 
sa-mola-amortecedor) de um grau de liberdade excitado por ruidobr~ 
co de banda estreita (colorido), calculando-se sobre a sua respos
ta a FDA, programa FORTRAN, [9] . 

Utilizou-se como frequência mãxima de anãlise fmax *' 500 Hz, 

sendo então o intervalo de amostragem no tempo 6t = (1/2 fmax) 
• 0,001 seg. A seguir '171ostra-se um trecho inicial do ruído branco 
Gaussiano de excitação no tempo. 

!la) 

o 
• !KX) 

· 1 <XX> 

0 .20 

. t[at] 

Figura 2. Excitação inicial - ruido branco de banda larga 

Antes do sistema ser excitado áplicou-se sobre o ruTdo bran 
co um filtro passa-baixa tornando-o de banda estreita (ruido colo
rido). A banda do filtro ê suficiente para . excitar a frequência n! 
tural escolhida para o sistema [9] . 

EXCIT~ INICIAL· RC ( • lO, 
200 

100 

o 
·100 

·200 

0 .20 
t[at] 

Figura 3. Excitação inicial - ruido branco de banda estreita 
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As caracteristicas consideradas para o sistema foram a fre
quência natural f .. 46,9 Hz e o fator de am6rtecimento n=0,001, a 
sua resposta no tempo ao ruido branco de banda estreita ê: 

RESPOSTA SISTEMA [ xl] 
&00 

0 .20 

t [xl] 

Figura 4. Resposta - ruido branco de banda estreita 

Depois de diversos testes simulados os parâmetros escolhidos 
para a FDA foram: nível de seleção A = 300, número de trechos reti 
rados N " 700, número de pontos da FDA n1 = 64, assim o temp.o to
tal da FDA serã t~ax = n1 • ót = 0,064 seg. Sendo ainda o seu pe
ríodo de oscilação 0,021 seg., ela terâ em torno de 3 periodos,ten 
do cada periodo 21 amostras o que e suficiente para o cãlculo das 
caracteristicas [7,9] . 

Com os parâmetros dados acima calculou-se a FDA sobre a res 
posta do sistema ao ruído branco de banda estreita. Sendo fTtT a 
media temporal da excitação para o sistema de um graudeliberdade, 
tmax = n•ót o tempo total da sua resposta e n = 8069 o número de 
pontos necessãrios. ~ 

No caso da Figura 5, fffi ;a0 O e a"'oscilação da FDA ocorre em 
torno de [-A+ y(t)] onde y(t) .. f(t) X rrh(t)dt " 1000. 

FOA [ x 1] 
1!8! 1372 1!81 

1'100 

I (XX) 

-A• jTii 
600 

200 

0 .00 0 .02 0.()4 0 .06 t[•l] 

Figura 5. FDA sobre a resposta do sistema ao ruído branco de banda estreita, 
A= 300, N = 700, f(t) otO, y(t) "'O, tmax = 8,069 seg 
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Em ~ma situação prâtica onde não e preciso co nhecer-se a e! 
citação anula-se a media temporal da resposta -do sistema , y(t) "'o. 
o que padroniza a FDA fazendo-a oscilar sempre em torno de (-A} . I! 
to e feito no pr ograma com a utilização da swbrotina ZMED [9] . 

-200 

·A"' 
·400 

-600 

-~.1 ·&.1 1 • 7. 71 

Figura 6. FDA sobre a resposta do sistema ao ruido branco de banda estreita, 
AD 300 , N = 700 , f(t~ ~O, YTt) =O, t~ax • 7,766 seg 

Com "A" e "N" escol~idos corretamente a FDA pode ser vista 
como a resposta livre ao déslocamento inicial d~ sistema subtraida 
de "A", Figura 6, o que permite obter-se as caracteristicas pelo m! 
todo do decremento logaritmico. Utilizando-se A"' O e mantendo- se 
"N" a FDA se apresenta deformada impossibilitando o cã lculo das ca 
racterist i c as. 

A FDA da Figura 7 apresenta uma grande componente de ruido 
podendo ser minimizada aumentando-se "N" ou "A". 

Figura 7. FDÀ sobre a resposta do sistema ao ruido branco de banda estreita, 
A • O, N = 700 , f(t) ~O, Y1t) • O, tmax 7,306 seg 

A Figura 8 apresenta menor componente de ruido mas nesse ca 
so ocorreu um aumento no processamento , isto e, deve haver um com
promisso na escolha de "A" e "N" , [9]. Pode-se observar das figu 
ra s anteriores que tma x varia em função dos parâmetros da FOA, po -
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dendo tambêm variar com as caracterlsticas do sistema. 

20 

o 
-20 

-A • 
-60 

-100 

VAUIIIU(+I 
FDA 

116 

Figura 8. FDA sobre a resposta ~o sistema ao ruido branco de banda estreita , 
A= 50, N .. 995, f(t) " O, y(t) = O, tmax • 10,399 seg 

Definindo d* (t') • dy (t') 
~ Yc c 

cremento logar 1tmico pa r a pequenos 
+ A e usando as fÕrmulas do de
amortecimentos: 

onde 

d* 
Y1 

n--
2TI'r 

r 
fc ·--6t I 

d* 
y1+r 

(r=1,2,3) ( 13) 

(r= 1 ,2 ,3) ( 14) 

d* (r= 1,2 ,3) e a amplitude dos picos positivos seguintes 
Y1+r 

r e o número de picos entre as amplitudes tomadas 

6t' o intervalo de tempo entre d; 1 e d;
1
+r' 

calcula-se o fator de amortecimento e a frequencia para cada osci
lação da Figura 6, tendo-se a tabela: 

Tabela 1. Caracterlsticas do sistema - FDA 

r 1 2 3 

nc 0,00219 0,00164 0,00139 . 
fc 47,6 47,6 47,6 

Considerando-se o valor assintõtico de nc( r .. 3), tem-se como 
valores para as caracteristicas nc = 0,00139 e fc • 47,6 Hz. 
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Para um sistema de vãrios graus de liberdade a determinação 
das características deve ser feita pelo método de largura de banda 
e tendo o sistema frequências naturais muito prõximas, pelo método 
dos mínimos quadrados, (9,10]. 

DETERMIIACAO DOS LIMITES DE CONFIANÇA DA FDA 
Sabe-se que devido as condições iniciais, a FDA e uma esti

mativa do valor medio estatístico de um processo aleatório não es
tacionário com regularidade estatlstica, menos o nível de seleção 
"A" . Sendo "A" constante, (5) pode ser reescrita como: 

d (t') • E[q(n)(t'}]-A 
qj j 

(O H' H' ) max ( n • 1 ,2, .•• ,N) 

onde o valor médio do pro~esso ê dado por: 

(OH' H' ) max (n • 1 ,2, . .. ,N) 

(j .. 1 ,2 ... . ,.t) 

(j • 1,2 , ... , R.) 

( 15) 

( 16) 

sendo q~n)(t') e p(q~n)(t ')) (j.1,2, .. . ,.t) (n•1 , 2, ... ,N) respec
tivamente a função amostra e a função densidade pela j 'êsima res 
posta do sistema. Assim te11-se para a variãncia do processo a ex 
pressão: 

o~.( t') 
J 

(O H' H~ax> 

• E[((qj(n)(t')- A)- d (t')) 2
] 

qj 

(n=1,2, ... ,N ) (j=1,2, ... ,t) 

( 1 7) 

substituindo -se ( 15) e (16) em ( 17) a variância pode ser expressa 
por oqj(t') = E[(q~n)(t')- ~qj(t')) 2 ], ou ainda como o~ j(t ') = 

E [ ( q~ n) ( t ' ) )2 ] - ~~ j ( t ' ) , (j ,; 1 , 2 , ... , R.) ( n • 1 , 2 , ... , N ) , assim o de s
vio padrão do processo ê dado por: 

( 18) 

(n= 1,2 , ... ,N) (j = 1 ,2 . ... ,.t) 
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Sendo "N" a quantidade de funções amostra, V.qj ( tk) ( k = 1 ,2 , 

••• ,K) as "K" médias amostrais estimadas , os "K" desvios padrões da 

amostra serão estimados por: 

o (t') · [(l r (q(n)(t')) 2)-)J2 (t'~llt 
qj k N n=l j k qj k:J 

( 19) 

(O Hk HK) (k= 1 ,2 , .. . , K) (j = 1,2, ... ,t-) 

Para N ~ 30, os limites de confiança para estimação da media 

do processo serão llqj(tk)±p•oqj(tk) (j=1 ,2 , ... , .t)(k=1 ,2, .. . ,K). 

Da mesma forma estes limites para a estimação ~a FDA serão dador 

por: 

(20) 

(j = 1 ,2, ... ,R.) (k= 1 ,2, ... ,K) 

onde dqj(tk) (j = 1,2, ... , R.)(k = 1 ,2, ... ,K) são as "K" amplitudes cal 

culadas da FDA referentes a ~ 'esima resposta do sistema quando se 

tem "N" . elementos ·amostrais e "p" um valor positivo constante que 

depende do nivel de confiança desejado. Se ocorrer situações onde 

N < 30 a aproximação ê 
quenas amostras .[3]. 

com N » 30 podendo - se 

insuficiente devendo-se usar a teoria da~ P! 

No caso o algotitmo indicou bons resultados 

usar (20). 

Considerando-se um nivel de confiança ,de 80% e um sistema de 

um grau de liberdade, (20) pode ser reescrita como: 

( 21 ) 
(k=1,2, ... ,K) 

onde dy(tk) (k = 1 ,2, .. ·. ,K) são as "K" amplitudes calculadas da FDA 

para um sistema de um grau de liberdade, sendo os "K" desvios pa

drões dados pela fõrmula: 

(O H ' S t') k K (k·1.2, ... ,K) 

(22) 
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e 1J
2 (tk) (k a 1,2, ... , K) os vald r es médios ao quadrado. 
y -

Os limites de confiança da FOA sao importantes para verifi-
car se o sistem_a estã ou não em boas condições indepe-ndentemente da 
excitação aleatória. 

A seguir, mostra-se um trec~o inicial de uma nova excitação 
no tempo do sistsma de um g~au de liberdade, sendo a frequência m! 
xima de anãlise e o intervalo de amostragem no tempo os mesmos an
teriores. 

Da mesma forma anterior, ~ntes do sistema ser excitado, aplj_ 
cou-se sobre o ru1do da Figura 9 um filtro passa-banda , tornando-o 
de banda estreita. 

NOVA EXCITAÇÃO RB ~105] 
1<Xn 

500 

o 

-500 

IOCX> 

0 .20 

t(a1] 

Fig~ra 9. Nova excitação - ru1do branco de banda larga 

NOVA EXCITAÇÃO RC [x1o5] 
150 
tOO 

50 
o 

-50 

- 100 
- 150 

Figura 10. Nova excitação - ruido branco de banda estreita 

A região padrão apresentada abaixo e uma representação grã
fica da fÕrmula (21), onde dy(tk) (k•1,2 , .. . ,K) e a FOA inicial, 
Figura 6, considerada agora como valor mêdio padrão, sendo os des

·vtos padrões calculados por (22) atravês da subrotina REGIAO, pro
grama FORTRAN, [9]. Como pode-se observar das Figuras 11 e 12 a re 
gião apresenta-se estreita nos extremos da FDA da Figura 6. 

Neste caso para o mesmo ponto do sistema e com a nova exci
tação, calculou-se uma nova FDA mantendo-se as caracter1st1cas do 
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sistema e o n1vel de selecão da FDA inicial . Observa-se da Figura 
11 que a nova FOA não se alterou significativamente em forma e es 
cala, bastando para isso estabelecer-se um novo número de trechos 
retirados "N". 

·A 

FDA [~IJ 
ICXXl 

o 

-I (XX) 

·2CXD 

Figura 11. Região padrão. FOA inicial, N • 700, tmax = 7,766 seg. 
variação na excitação, nova FOA, N ,. 800, tmax • 9,025 seg 

o 
· A 

·ICXX> 

-2CXXl 

IIEGIÀO PAOIIÃO 

Figura 12. Região padrão, FDA inicial, N = 700, tmax ~ 7,766 seg. 
V a ria cão na frequência, nova FDA, N .. 50 O, tma x = 2 5 ,84 seg 

No caso da Figura 12, manteve-se a ex~itacão inicial do si! 
tema e variou-se a sua frequência natural pâra f = 111,41 Hz . Obse.!_ 
va-se neste caso que a FDA tem alguns pontos fora da região padrão. 
Na prãtica o nivel de confiança dependerã do tipo de estrutura uti 
lizada. 

Das Figuras 11. ~ 12, conclui-se que não ocorrem mudanças sis 
nificativas na FDA quando a excitação varia, sõ se alterando quan
do as caracteristicas do sistema mudam. Assim o uso da FDA perml
te detectar estas alterações independentemente da excitação. Em uma 
situação prãtica isto significa que a FOA tem seu maior potencial 
de aplica cão em sistemas que estão em r·egime permanente de opera cão. 

Para mel~or visualização das alterações sofridas pela FDA, 
a Figura 13 a seguir apresenta a superposicão da FDA inicial co~ a 
nova FDA q~ando a excitacio varia· e quando a frequência varia. Ob-
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serva-se que nos dois primeiros casos uma aproximação muito boa o
corre. 

o 

·A 
· <4 00 

·600 

Figura 13. 

r-r-- MOVA •00. ( VAIIUI(ÃO 

* EXCIT"'ÃO I 

HOY.l FOAI VAIIIAÇ}o NA 
Fllfl)UENCIAI 

Superposição da FDA inicial com a nova FDA 
devido a variação na excitação e na frequência 

Em medidas de amortecimento de sistemas de um grau de liber 
dade, a região padrão pode ser usada para especificar um comprime~ 
to de registro necessãri~ na obtenção de amortecimentos de determi 
nada precisão. Para sistemas de vãrios graus de liberdade, a si
tuação apresentada pelas Figuras 11 e 12 não se modificaria porque 
a FDA não se altera significativamente com a variação na excitação, 
mesmo quando a amplitude não tem variação linear com o periodo de 
oscilação (7,9] . 

Para o caso apresentado, considerou-se como modificação no 
sistema uma variação brusca das suas caracteristicas. Em uma situa 
cão real, modificações nas caracterlsticas implicaria em falha na 
estrutura. acarretando uma série de considerações prãticas para sua 
detecção através da FDA . Algumas das principais seriam que, para a 
detecção de uma falha especifica na estrutura seria necessãr1o uma 
boa escolha para a banda do filtro aplicado sobre a sua resposta e 
também uma boa locali zação para o transdutor [7,8]. 

Ainda na pritica, a FDA teria uma grande utilização no est~ 
do da deterioração, podendo prever passiveis falhas antes da rupt~ 
ra tota l da estrutura, o que otimizaria o problema da segurança . 
Também o fato de .poder detectar estas falhas quando a estrutura e! 
tã. operando normalmente traz vantagens econõmicas muno grandes [7 ,8] . 

· METODOS CLASSICOS E COMPARAC~O ENTRE OS RESULTADOS 
Considerou-se para os métodos c l ãssicos o processo ergÕdico, 

sendo o numero de pontos da resposta do sistema n . 4096 e o inter-
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valo de amostragem no tempo ót • 0,001 seg. As excitações utiliz! 
das foram ruidps brancos de banda larga, pois sõ neste caso os me
todos são representativos do sistema. 

A função densidade espectral de potência da r~sposta da j '! 
sfma massa do sistema representado ~or (2) , pode ser ~btida direta 
mente de um conjunto de medias do valor absoluto quadrãtico da tran_! 
formada de Fourier, dos "N" trethos retirados desta resposta, de 

tamanho tmax~ assim [7,9): 

N 

1

2 

sq (w) • lim ~ I t 
1 I Q~n~ (w) 

j H-- n•1 "lllax • max 
(j • 1 ,2, . •• ,L) (23) 

ou se~do o processo ergÕdico: 

2 

S q ( w) • 1 i m t 
1 I Q j t ( w) I (j • 1 ,2 , ••• ,.t) ( 2 4 ) 

j tmax....., 111ax ' max 
.t (i) ( o • -

onde Qj ,tmax(w) • 1 ~ 1 bj '~'i , tm!x w) (J • 1,2, ••• ,.t) e a transform! 
da de Fourier da resposta da j ' esima massa do sistemadetamanho tmax · 

Assim, a função densidade espectral calculada referente a 
resposta da j'esima massa do sistema ê dada por: 

1 I ~ cn 12 sq (w) .. T t. bj 'I' i T((j)) 
j,c i• 1 . ' 

( j • 1 ,2 •••• ,.t) (25~ 

onde "'I'; ,T( w)" (i .. 1 ,2, ... ,.t) ê a tra~sformada rãpida de Fourier de 
um trecho de comprimento T • n • ót .. 4,096 seg da resposta do sis -
tema referente ao· i 'ês.imo modo normal . 

Sendo o sistema de um grau d• liberdade a funão 
espectral calculada da sua resposta "y(t) ê dada por: 

SYc(w) =t lvr(w)l 

2 

densidade 

(26) 

onde "Yr(w)" ê a transformada rãpida de Fourier da resposta "y(t)" 
de comprimento T • n • tit • 4,096 seg. 

Utilizou-se um programa FORTRAN para simular a expressão 
(26), sendo a excitação do sistema o ruido branco de banda larga, 
Figura 2. Um trecho inicial da função densidade espeçtral em esca 
la monolog estã apresentado a seguir, Figura 14. 

A frequência natural ê encontrada diretamente e para o fa
tor de amortecimento, usa-se o método de largura de banda par-a o 
ponto de meia potência, sendo nc • 6fc/2fc onde ófc ê a largura de 
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banda para o ponto de meta potência (-3dB), os valores encontrados 
para a Figura 14 são nc • 0,0026 e Afc a 47,9 Hz. 

1 EB 

1~ 

I (XX) 

tO 

0 .1 

109 DENSIDADE ESPECTftAL 

Figura 14. Função densidade espectral da resposta do sistema 

A função densidade espectral var ia com a excitação aleató
ria do sistema, o QUe prejudica o seu uso na determinação das modi 
ficações de suas caracteriS.ttcas. Para sistemas de virios graus de 
liberdade com frequências naturais muito próximas, a determinação 
das caracterlsticas, principalmente do fator de amortecimento, se 
torna muito imprecisa . 

A . f~nção autocorrelação da resposta do sistema, sendo o pr~ 
c~sso ergÕdico. ~ definida ~orno a transformada inversa de Fourier 
da função densidade espectral desta resposta (5). 

Como a resposta do sistema de "1" graus de liberdade ~ dada 
pela sua j'~sima massa )ode-se escrever para a função autocorrela
ção a expressão: . 

(j=1,2, ... ,.t) (27) 

ou usando (25) em (27) a função autocorrelação calculada~ dada por: 

Rq (t) .. ar-11-f I~ · b};)'l'i,T<w>l2f 
j ,c l i-, . 

(j .. 1,2, ••. ,1) ( 28) 

Sendo as excitações dos modos Ni(t) (i • 1,2,.· .. ,.t) ruidos 
brancos, as suas respostas '!'i ( t) (i • 1 ,2, ... ,R..) serão estati-sti ca
mente independentes e as correlações cruzadas entre elas se anulam, 
p,pdendo-se escrever (28) como [4.,9]: 

(29) 
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onde o segundo termo a direita da igualdade em (29) ê a transform! 
da inversa de Fourier da função densidade espectral da resposta do 
i'esimo modo s'i',· (w) (i =1,2, .. . ,t), isto é, a função autocorrela ,c -
cão Ro/;,c(t). 

Sendo o sistema de um grau de liberdade e utilizando-se(26) 
em (27), a função autocorrelação calculada da sua resposta "y(t)" 
é dada por: 

/ 

RY/t) = §-1 )t [vr(w) ~ 2~ (30) 

Utilizou-se um ~rograma FORTRAN para simular a expressão(30), 
sendo a excitação o ruido branco de banda larga, Figura 2. 
cho inicial da autocQrr.elacio normalizada Ryc(t)/y 2 (t) estã 
sentado abaixo: 

AUTOCOR RELÁÇÃO t ( x 1) 

, .o ·- .990 .98& .919 .972 .969 .910 .910 .969 

0 .5 

O .O H-+-t-t--U-.Y.-t-+-~+--1--E-+--+-H_u---~ 

-0 .5 

-1.0 

Um tre 
apre-

Figura 15. Funcão autocorrelação normalizada da resposta do sistema 

Usando-se as fÕrmulas do decremento logaritmfco (13) e (14), 
sendo neste caso dy1=Ryc(O) = 1 calcula-se o fator de amortecimento 
e a frequência para as cinco primeiras oscilações da Figura 15,te~ 
do-se a tabela: 

Tabela 2. Caracteristicas do sistema - Autocorrelacão 

r 1 2 3 4 5 

nc 0,000800 0,000802 0,000813 0,000866 0,000898 

' 

fc 47,6 47,6 47,6 47,6 47,6 

• 
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Considerando- se o valor ass1ntõtico de nc(r • 5), tem-se co
mo valores para as caracteristicas ncz0,00090 e fc"'47 , 6 HJ . Fo
ram utilizadas para o cilculo somente as ~inco primeiras oscil~

ções porque a partir da quinta o amortecimento apresenta-se distor 
cido . 

Para sistemas de um grau de liberdade excitados por rui do 
branco, a função autocorrelação tem escala diferente mas forma i gual 
a FDA , existindo pequena diferença no fim do registro. Esta dife 
rença se acentua se o sistema tem mais gra us de liberdade diminuin 
do em ambo's os casos se o registro for aumentado . Uma compa r ação 
entre a Figura 15 e a FOA normalizada (dyc(t') +A) I A, estã apre
sentada a seguir, Figura 16 . 

Sendo a excitação um ruido branco de banda estreita , a cor
re'lação cruzada entre os modos de (27) se fariam sentir e a autocor 
relação não seria representativa do sistema . 

1.0 

0 .5 

t (at] 

0.0 IH+t#'H-# ":--l-j..-JJL...t...-4-u....----i 
0 .~ 

• 0 .5 t (a1] 

-1 .5 

Figura 16. Comparação entre a FDA (64 ~ontos) e um trecho 
inicial da autocorrelaçio (4096 pontos) 

Para sistemas de vários graus de liberdade o método para se 
parar os modos aplicados na autocorrelaçio ê mais dificil que o dos 
minimos quadrados [11). 

A autocorrelação é útil para determinar modificações nas C! 
racterlsticas do sistema, mas depende da intensidade das amplitudes 
da excitação. Assim uma mudança nestas intensidades causaria alte 
r ações na autocorrelação e erros na dete r minação das caracteristi
cas ocorreriam [7,9). 

A função correlação cruzada entre a excitação e a resposta 
do sistema, sendo o processo ergõdico, é definida como a transfor
mada inversa de Fourier da sua função transferência multiplicadap! 
la função densidade espectral da sua excitação [5). 
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Como considera-se que a excitação do sistema de ".t" graus de 
liberdade e "H;(t)" (i •1,2, ... ,.t) e a sua resposta "qj(t)" (j • 
• 1, 2, . . . ,1) pode-se escrever para correlação cruzada a expressão 
[6]. 

( 31 ) 

(i·1.2 , ... ,.t) (j .. 1 ,2 .... ,R.) 

Como as excitações dos modos Hi(t) (i!' 1,2, ••. , .t) são ruidos 
brancos e não tem correlação entre si, (31) pode ser escrita como: 

~ q (t) • ~ IJI (t) • -
1
{H1{w) SN

1
(w)} 

1 j 1 1 (32) 
(i•1,2, ••. ,.t) (j = 1,2 .... ,1) 

onde RH;tP;(t) (i • 1,2, . .. ,1) e a correlação cruzada entre a excita 
ção e a resposta do i 'esimo modo. 

Sendo o sistema de um grau de liberdade a correlação cruza
da entre. a excitação do sistema "f(t)" e a sua resposta "y(t)" e d!_ 
da por: 

(33) 

onde "Fr~w)" i a transformada r~pida de Fourier da excitação"f(t)" 
.de comprimento T .. n • t.t • 4,096 seg . 

Utilizou- se um programa FORTRAN para simular a expressão 
(33) , sendo a excitação o ruldo branco de banda larga,F1gura2. Um 
trecho inicial da função correlação cruzada estã apresentado a se
guir: 

CORRE~ CRU~ [•10 10] 
400 'li& '$2 '~ :MI JDI !47 3 14 " ' $1 2 ,..2 

200 

o 
• 200 

-400 

o.~ 

t [•1] 

Figura 17. Função correlação cruzada da resposta do sistema 
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Usando-se as fórmulas de decremento logarltmico {13) e {14), 
sendo neste .caso dy1 • Rfyc(O ,008) calcula -se o fator de amorteci
mento e a frequência para as cinco primeiras oscilações da Figura 
17, tendo-se a tabela: 

r 

~"~c 

fc 

Tabela 3. Caracteristicas do sistema 
Correlação cruzada 

1 2 3 4 

0,00108 0,00262 0,00214 0,00043 

47,6 47,6 47,6 47,6 

5 

0,00073 

47,6 

Como os valores de nc não são assintõticos, considerou-se o 
valor médio das 5 primeiras oscilações, assim tem-se "c= 0,00139 e 
fc•47,6Hz. 

Para sistemas de vãrios graus de liberdade, excitado por ru.! 
do branco de banda larga. a função correlação cruzada serã propor
cional a soma das resposta impulsivas, podendo-se usar o métodos dos 
minimos quadrados para separar os modos (9,10]. Mas se a excitação 
tiver yma banda estreita de frequências ela não serã representati
va do sistema. 

A correlação cruzada, como a autocorrelação, ê útil para de 
terminar modificações nas caracterlsticas do sistema, mas também va 
ria com mudanças nas intensidades das amplitudes da excitação , o 
que pode produzir erros na determinação destas caracteristicas. 

O problema principal ao aplicar-se a correlação cruzada na 
identificação ê o fato de precisar-se co nhecer a excitação do sis
tema, significando que em situações prãticas ela não pode ser usa
da para identifi car sistemas que estão em regi~e permanente de op~ 

ração. 
A comparação entre ·os resultados pode ser feita analisando

-se a tabela a seguir. 
A Tabela 4 confirma o resultado para a frequ~ncia. Para o f! 

tor de amortecimento observa-se que o erro percentual encontrado na 
FDA ê comparãvel ao erro da autocorrelação e da correlação cruzada, 
apresentando-se todos, bastante consistentes. 

Para densidade espectral o fator de amortecimento apresent! 
-se inconsistente, devendo-se isso ao baixo numero de amostras uti 
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lizadas (4096). Em um sistema mont.ado em hboratõrio utilizou-se 
um analisador de Fourier HP5451c e calculou-se a mêdià de 50 fun
ções densidade espectral de 4096 amostras, o que melhorou bastante 
o resultado [12]. 

Tabela 4. Caracteristicas do sistema- comparação 
entre os resultados 

SISTEMA FDA DENSIDADE AUTOCORRELACA'O CORRELACA'O 
ESPECTRAL ÇRUZADA 

n f · c "c fc "c fc "c .~C nc fc 

D,001 46 .9 0.00139 47,6 0,00260 47,9 0,00090 47,6 6,00139 47,6 

CONCLUSAO 
O desenvolvimento teõri~o demonstrou que a FDA i a resposta 

livre ao deslocamento de um sistema mecânico excitado aleatoriamen 
te. Q que em resumo ocorre, i que ao ser utilizada uma forma sis
temãtica, considerando-se condições iniciais, de retirar o sinal que 
compõe o proce~so a1eatõrio, a resposta ã velocidade inicial i eli 
minada. Sendo também anulada ~ resposta forçada ao zerar-se a me
dia temporal da resposta do sistema, restando então a resposta li
vre ao deslocamento inicial . 

Através da FDA calculou-se as caracteristicas de um sistema 
mecânico simulado de um grau de liberdade, verificando-se os resul 
tados pelos métodos clãssicos. A FDA mostrou - se muito útil porque 
alem de completar estes métodos na identificação, permitiu através 
de ~ma região padrão, verificar passiveis a·lterações do sistema i.!)_ 
depe~entemente da variação na excitação . Assim. na prãtica a FDA 
pode ser aplicada com ixit~ em sistemas que estão em regime perma-· 
nente de operação. 

Porém, um dos principais interesses da FDA na identificação, 
seriam em sistemas de vãrios graus de liberdade apresentando modos 
que ocorrem prõxtmos d• mesma frequincia natural, pois o uso dom! 
todo dos minimos quadrados permite a separação e identificação de1 
tes modos. Alem do que, a anãltse da FDA sendo feita no dominio 
do tempo minimiza o processamento . 
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SU&ESTOES 
Uma s ugestão interessante seria a anãlise estatistica da FDA 

com objetivo de otimizar seus parimetros, o que poderia ser feito 
também atra~es de um processo iterativo, reduzindo assim o tempo de 
processamento . 

Este trabalho foi desenvolvido considerando-se o sistema li 
near, em uma situação mais geral poderia-se considerar apl~cacões 
da FDA em sistemas não lineares . Para aplicações em situações pr~ 
ticas de forma "on- .U .ne", seria também interessante o desenvolvime~ 
to de um programa em microprocessador para o cilculo da FDA. 
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SUMI{RIO 

131 

O p~~~~nt~ tAabalho ap~~~nta aLgun~ a~p~cto~ hid~odin4mico~ ~ ~~
~u.tu~a..L6 ~o b~e. o 6 ~nôm~no v.i.b~atõ~io em tuJtbinu F~anc~, junta
mente. com a!gu.mct~ pJLov.i.dênc.i.u qu~ pod~m ~VI. tomadu paJU1 e.v-Ualt. .tJt..4! 
ca~ poJL 6ad.i.ga no~ pJLê-d.i.~tJL.i.bu..i.doJL~~ d~~~a~ tu.JLb.i.na~. São cita
da~ a~ ~xp~IL.i.incia~ de GJL~.i.n [I) na Eu1Lopa ~também do CEPEl !25]~ 

CHESF no BJLa~.i.l, JL~lacionada~ com ~~paJLo~ ~ modi6.i.caçõ~~ qu.~ pod~

JLâo 6~~ JLeaL.i.zada4 quando da ocoMinc.i.a d~644 t~inca6. No 6inal do 
tJLabalho, apJLe~~n.tam-~e c44~~ de ocoJLJLinc.i.a~ d~ tJL.i.ncct6 ~m piLe-di~ 
tJL.i.bu.idoJL~6 de vã~.i.u U~.i.na~ H.i.dJL~lêtJL.i.cct~ do BJLa~.i.l 

NOMENCLATURA 
fA - frequência de excitação 
fE - frequência natural 
t - tempo 
S - numer o de Strouhal 
U - velocidade de fl wxo 
Usv - velocidade de fluxo ·no bordo de f uga da pã ·estacionãria 
O - dimensão transversal do bordo de fuga da pã 
dA - espessura media da pâ 
P - potência de saida da pâ 
E amplitude de deformação 
a - largura da pã 
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E - mõdulo de Yo-ung 
p - densidade do material 
v - mõdulo de Poisson 

OM - tensão media 

OA - amplitude de tenslio alternada 

Oy - tensão admissivel 

INTRODUÇA'O 
O tamanho fisico das mãquinas aumenta com o crescimento da 

potencia unitária, levando o projeto estrutura l a estruturas rela
tivamente grandes, porém, mais flexiveis. · Isto aumenta o risco de V.:!. 
braçõ~s induzidas por fluxo, visto que a freq uência natural da es
trutura geralmente decresce com o aumento de peso e pode coincidir 
com a frequência perturbadora, especialmente com aque las provoca
das por võrtices de Von Kãrmãn. A proximidade dos valores _das fr! 
quências de excitaçã.o e natural pode resultar em gran_des amplitu
des de vibrações e deformações, que resultariam em falhas por fad..:!.. 
ga dessa estrutura. Est~ fenômeno ê encontrado particularmente nos 
pré- distribuidores de grandes turbinas Francis, e tem causado si
tuações bastante criticas [1]. Os engenheiros de manutenção deUs..:!.. 
nas Hidrelétricas no Brasil tem sido surpreendidos com uma "epide
mia" de pré-distribuidores trincados. 

No Brasil , um dos primeiros casos dessas trincas foi ob-
servado na Usina de Xavantes . De 1975 a 1979 apareceram os mesm.os 
problemas em Ilha Solteira, Marimbondo ,São Simão, Agua Vermelha etc. 
Temos noticias também de problemas semelhantes nas turbinas russas 
em Capivara, Sobradinho, e nas italianas em Funil Paraiba [2). 

ASPECTOS HIDRODINA'MICOS 
O fluxo em volta de um obstãculo pode l evêlr a uma formação 

de um tipo de võrtice estãvel a sotavento desse obstãculo. O fenõ 
meno e auto-excitado (3], e, geralmente sem consequências drãsti
cas, a não ser aquela provocada pelo · fenômeno da ressonincia. Qua! 
do isso ocorre podem aparecer as fissuras provenientes da fadiga . 

A frequência fv desse võrtice depende da velocidade de flu 
xo .Y._, da dimensão transversal_ Q do · bordo de fuga da pa lheta e de um 
fator adimensional ~. denominado numero de STROUHAL (4] 

S•U 
fv = -0- (1) 
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Segundo os pesquisadores [5 a 16] de vibrações induzidas por 
fluxo em placas planas , podemos afirmar que: 

-O numero de Strouhal e uma função do numero de Reynolds, 
mas permanece aproximadamente constante para RE :S 10 5~ veja 
Figura 1 [17]. 
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Figura 1. Numero de Strouhal x numero de Reynolds [17] 

O numero de Strouhal e influenciado pelo comportamento vi 
bracional da pã, e apresenta repentino aumento quando a 
ressonância e alcançada. Quando a velocidade do fluxo e 
aumentada ou diminuída tai que a frequência de circulação 
aproxima-se da frequência natural da estrutura , o vôrtice 
circulante subtamente sincroniza-se na frequência da es
trutura . 

A sincronização das oscilações ressonantes perto da esteira 
fornece energia ã estrutura, tanto que grandes amplitudes de vibr! 
ções podem ser produzidas . As vibrações torcionais de uma placa PE. 
dem ser vistas na Figura 2 [18], e as vibrações de translação de um 
cilindro são mostradas na ~igura 3 [18], para dois nlveis de amor
tecimento. Um grande pico de resposta indica a sincronização dos 
vôrtices circulantes . 

- A espessura da camada. 1 ifl!ite deve ser considerada como par 
te da dimensão transversal da pã. 

- A geometria do bordo de fuga tem uma grande influência so 
bre os esforços dinâmicos atuantes na pã e induz vibra
ções n.ela [19]. 
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Figura 2. Vibrações induzidas por võrtices de uma placa [17] 
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Figura 3. Ressonincia de um cilindro circular rlgido 
com vórtices circulantes [18] 
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A Figura 4 [ 20 ,21) mostra a variação do numero de Strouhal 
x Reynolds para vãrias geometrias de obstáculos . 
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Figura 4. Números de St r ou hal para seções não circulares 

Çonsiderando dgora as pã s estacionárias de um pré-distri bui 
dor de turbina é Óbvio que uma cauda de vórtice ocorrerã atrás de 
cada pã, induzindo forças periódicas transversais. A amplitude do 
vórtice será influenciada pela velocidade do fluxo Us, a qual de
pende da potência da turbina, pela geometria do bordo de fuga e P! 
lo número de Strouhal ~ (0,18<$<0,24) . Em oposição a linha de 
cor rente livre, para a qual o numero de Strouhal ~e referido, a V! 
locidade do flu xo Usv deve ser levada em conta para a grad e rad ial . 

Os vórtices de Kãrmãn atrãs de tada pã , l~va a uma vibração 
auto-excitada [22] , e , particularmente, a uma exc itação dinâmi ca do 
fluido com uma frequência perturbadora longe da frequ ê nc ia natural 
da pã . Na ressonância, ocorre uma excitação elãstica do fluido quaD_ 
do a vibração da pã alcanÇa grandes amplitudes e o fluxo oscilante 
é acopl ado ã estrutura, ou seja , fluxo e estrutura pas sam a os c i 1 ar 
conjuntamente . 

Isto é mostrado na Figura 5 [1]. onde as coincidências de 
frequências de excitações com as frequências naturai s dos primeiro 
e seg und o modos são repre sentados. Em consequência, as amplitudes 
correspondente s ãs deformações em pontos do pré-di stribuidor são 
mostrados esquematicamente na Figura 6 [ 1] . 
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Figura 5. Vibrações nas pãs estacionãrias 

I 
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~ 

Figura 6. Vibrações nas pãs estacionãrias 

A Figura· 7 , apresenta o p.rimeiro e o segundomodes de vibrar 
de uma pã estacionãria do pré-distribuidor. O modo 1 corresponde a 
uma vibração flexional e o modo 2 corresponde a uma vibração tor
cional da referida pã . As frequências naturais das pãs estacionã
rias podem ser calculadas, com suficiente precisão, usando o mode
lo de uma placa retangular. M. VET [23). publicou ~ãrias curvas p~ 
ra determinar o parâmetro~ da fÕrmula: 

( 2) 
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Figura 7. Primeiro (a) e segundo (b) modos de vibração da pã estacionãria 

Esta fÕrmula e usada para calcular a frequência natural de 
placas finas engastadas, engastada em uma extremidade e em balanço 
na outra, e simplesmente apoiada. A influencia da massa fluida de 
ve ser levada em consideração, pois a massa hidrodinâmica reduz a 
frequência natural em torno de 30%, dependendodomododevibrar[11]. 

Para termos ide i a dessas frequências. observemos Q quadro da 
Tabela 1 [2]. 

Tabela 1 

FREQU~NCIA NATURAL FREQU~NCIA NATURAL FREQU~NüiA OE EXC! 
USINA DA PA NO AR DA PA NA AGUA TACAO PREDOMINANTE 

Hz Hz Hz 

Ilha Solteira 99 69 39 

Marimbando 119 83 48 

Paulo Afonso III 179 . 125 63 

Itajubã 292 204 61 

Agua Vennelha 92 64 39 

São Simão 107 75 36 

Itaipu 161 112 32 

Tucurul 101 79 30,5 
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A incerteza no cãlculo exato das frequências de excitação e 
natural e insignificante , visto que o ponto de interseção de ambas 
as funções somente terã influência naquela potência da turbina na 
qual a ressoRância ocorrera . 

ASPECTOS ME CANI COS 
A ruptura por fadiga em uma estrutura inicia-se prõximaaos · 

locais submetidas ãs max1mas tensões dinâmjcas. 
o processo inicial de fadiga e o aparecimento de trincas, 

quase invariavelmente em uma superficie livre, seguido por um len
to crescimento ate qu~ a seção remanescente não possa suportar a 
carga e ocorra então uma sep,aração catastrõfica. O processo de rue 
tura envolve deformação plástica por fadiga de alto ciclo, e a qua!:!_ 
tidade de deformação plãstica necessãria para a fratura não preci
sa ser grande; e em muitos materiais as falhas podem ocorrer bem~ 
baixo da tensão de escoament~ nominal do material. Heterogeneida
des na estrutura da viga permitem q_ue ocorra deformação plãstica em 
ãreas com enfraquecimento local . Essas ãreas contribuem assim pa
ra um decréscimo na resistência ã fadiga, embora elas não afetem a 
resistência elãstica de maneira significativa. O processo da fadi 
ga em um metal ductil inicia-se por uma trinca, o crescimento des 
sa trinca culmina-se quando ela atinge um tamanho critico. 

Nos pré-distribuidores , estes locais são os bordos de fuga 
das pãs onde estas são mais finas por razões hidrodinâmicas. 

A ruptura principia-se, na maioria das vezes, nesses pontos. 
Um caso que pode ser ~itado ê o da Usina de Funil que estâ 

localizada no Rio Paralba, prÕxima i cidade ·de Rezende . Esta Usina 
possue três máquinas de 72 M\11 , tipo Francis' [24]. 

Cada pré-distribuidor possui 18 palhetas, sendo 12 grandes 
e 6 pequenas, conforme mostrado nas Figuras 8 e 9 a seguir. 

Nessa Usina, na inspeção realizada em Setembro de 1976, em 
todas as 3 máquinas foram encontradas trincas, localizadas na re
gião de fixação das palhetas aos anêis, sendo que algumas delas e
ram bem antigas, conforme foi observado pelo aspecto da região se~ 
cionada. 

Na máquina 1 havia trincas em todas as 6 palhetas pequenas; 
na mãquina 2 , em 4 palhetas pequenas; na mãquina 3, em 4 pequenas 
e em uma grande. De um modo geral elas ultrapassam 60% da seção, 
sendo que algumas quase cisalharam totalmente a palheta . Em alguns 
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casos ocorrerilm trincas simultaneamente na ~arte superior e infe

rior, conforme pode ser visto na Figura 10. 

. .... 

Figuras 8 e 9. Corte mostrando as palhetas do pré-distribuidor 

e vista da palheta pequena. A palheta grande é 
semelhante, tendo o comprimento de 1 ,60m 

As pãs, uma vez trincadas alteram suas condições de vibra-

cães. A formação e propagação das trincas são influenciadas por v! 

rios parâmetros, entre os quais, os mais importantes são: 

- Distribuição ~e cargas e amplitudes de tensões. isto é, o 

espectro de cargas dinâmicas. As frequências correspon 

dentes aos picos de cargas sãogeralmente as mais prejudi

ciais. 

As amplitudes de tensões nas condicões de ressonância cor 

respondem aos piores casos. 
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10 12 

Figura 10. Mãquina 1- Trincas encontradas na primeira inspecão 

- Propriedades de amorteci•ento dinâ•ico. Os pré-distribui-
dores de grandes turbinas Francis projetados levando-se 
em consideração apenas as tensões estãticas e os aspectos 
hidrodinâmicos, não oferecem um bom indice de amortecimen 
to estrutural dinâmico. 
Distribuição de tensões médias na secão da pã . E sabido 
que o aumento das tensões medias reduz as tensões altern! 
das permissiveis. 6 nivel de tensão media considerada 
deve incluir não apenas as tensões devidas as pressões i~ 

ternas na caixa espiral, mas tambem as tensões residuais 
devido a soldagem. 

- Efeitos de concentração de tensões. Deve-se evitar fato 
res de concentração elevados, utilizando raios de adoça
mentos, sempre que possivel. 

- Meio ambiente corrosivo. A fadiga do aço é consideravel -
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l z a 

mente agravada pela corrosão. Uma proteção permanente e 
perfeita contra a corrosão do pré-distribuidor ê fundamen 
ta 1. 

- Modo de vibrar. Os locais de m·âximas tensões alternadas 
em uma estrutura vibrando, (biengastada), são as linhas n~ 
dais. Duas delas sempre se localizam nas junções das pãs 
com os dois anéis estacionários (superior e inferior). 

-Comportamento relativo ã fadiga do Material. Veja Figura 
11. Sabe-se que os aços de melhor resistincia ã tração 
também possuem melhor limite de resistência ã fadiga fle
xional. vãrias pesquisas, tem mostrado que a superposição 
de influências . residuais, tais como corrosão durante os 
testes de fadiga. reduzem as propriedades de aços de alta 
tensão com relação aqueles de baixa tensão. 

- Rigidez da estrutura . E evidente que pré-distribuidores 
rlgidos com fr~quincias naturais relativamente altas, es
tão muito menos sujeitos as trincas que aqueles menos rl
gido~ com frequências naturais relativamente baixa. Isto, 
naturalmente. é também vãlido para pás sob condições de v_! 
bracões forcadas. 
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Figura .11. (a) Dia9rama de Goodmam p/placa plana de St.E36 com 
filete soldado transversal enrigecedor baseado em 
uma probabili~ade de falha de 50% 

(b) Curva esquemãtica. de vida ã fadiga, influenci! 
da por ãgua, baseada sobre testes de fadiga comGS-40.6 
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CASO HISTORICO 
.As palhetas do pré-distribuidor da USINA DE FUNIL foram co~ 

faccionadas em aço carbono ASTM A 283-GC e soldadas com eletrodo clas 
se AWS - 7018. Quando aparecera~ as trincas nesses pré-distribui
dores foram tomadas as seguintes providências: 

Procedeu-se a recupe r açã.o das trincas· por solda . Devido ao 
fato dos extremos das palhetas estarem engastados em pontos rigi
dos, foi tomado especial cuidado para evitar tensões residuais em 
consequência da soldagem, sendo o serviço executado em funcão de um 
roteiro pré-fixado [24]. Quando as trincas ultrapassaram em 70 % da 
seção das palhetas, estas eram totalmente seccionadas e, em qual
quer caso, as soldas eram executadas por parte e em filetes . 

Apesar do cuidado na execução dos reparos, com o objetivo de 
evitar problemas fisicos e metalGrgicos, diversas palhetas volta
ram a trincar . Desse modo, deixou-se ~e lado a hip5tese de que as 
trincas eram decorrentes de falhas nas soldas de fabricação e pas
sou-se a pesquisar duas outras passiveis causas, ou sejam, impro
priedades do material utilizado na confecção das palhetas e eleva
da amplitude de vibração, causadas por ressonância. A realização 
dos ensaios necessãrios , foram executados pelo CEPEL- Centrô de Pes 
quisas de Energia Elétrtca - Eletrobrãs [25] . Este Orgão de Pes
quisa constatou que a excitação pelos vôrtices de Von Kãrmãn era a 
causa das trincas. 

PROVIO (NCIAS CONTRA. TRINCAS POR FADIGAS 
- Med idas de restauração para pãs com falhas. Uma vez desen 

volvida a trinca, é Õbvio que ela deve ser solda.da da melhor mane.!, 
ra possivel. Entretanto , é necessário prevenir a formação de no
vas trincas. Isto deve ser obtido pela mudança da frequência e/ou 
intensidade das forças de excitação, ou ainda por alteração das fr! 
quências naturais e/ou amortecimento . Fabricantes de mãquinas hi
dráulicas tem aplicado quatro métodos diferentes de restauração. 

- Modificação dos bordos de fuga das pâs alteram a formação 
de võrtices. De acordo com Y.N. CHEN, P. BEURER [12] e outros au
tores, a aplicação de um bordo de fuga de DONALSON '[7] , reduz as 
vibrações de uma maneira bastante efetiva. O simples chanframento 
das bordas ê também muito usual, veja Figura 12. Esta modificação 
não i cara e também não tem influência significativa sobre o rendi 
mento total da turbina. 
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Figura 12. Redução da amplitude de deformação pelo 
chanframento do bordo de fuga das pãs de 
pré - distribuidores (medidas em protótipos) 
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- Como pode-se ded'uzir da equação (2), a frequencia natural 
de uma pã estacionária, ê alterada por um fator igual a 4, cortan
do-se longitudinalmente a pã , ou seja, dividindo-a em duas partes . 
Isto pode ser feito faci\mente e não influencia muito o rendimento 
de mãquina, com a condiçãf> das aberturas serem bem- pequenas. Não hã 
melhoria no amortecimento •• ·mas este médodo pode alterar a frequên·
cia natural de maneira que a resso'nância seja evit-ada, ou seja, a 
faixa de sintonia ê' mudada. 

- · Substituições das pâs danificadas por outras mais rlgidas, 
feitas possivelmente para deslocar .sua. frequencia natural de .modo a 
prevenir ressonância. Este método ê uma "ideia genial", mas tam
bém i a solução mais onerosa. As tampas superiores e inferiores da 
turb~na, podem comprimir as pãs devido a contração da solda , . mesmo 
se os anéis estacionários concretos forem cuidadosamente calafeta
dos a parte durante a sol~agem. O calor proporciona consideráveis 
tensões térmicas que podem ser desenvolvidas, somente em uma certa 
extensã~, por calor localizado . Consequentemente, tensões resi
duais são geralmente observadas. 

-Por Gltimo , hi a possibilidade de dividir os canais entre 
as pisem dois, pela instalação de placas amortecedoras no plano mê 
dio da espiral , Figura t3. As frequências naturais das pãs são fo~ 
temente desintonizadas, e o amortecimento de toda estrutura, ê co~ 
sideravelmente aumentado. Quando uma pã vibra no modo torcional 
mais perigodo, os pontos de mãximos movimentos são os pontos cen
tra is de ambos, ou seja, os bordos de entrada e de fuga das pãs, v~ 
ja Figura 7. Esses pontos devem ser apertados contra pontos de m~ 
bilidade relativa nas linhas nodais nos centros das pãs vizinhas. 
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A subsequente instalação de placas amortecedoras é muito menos on! 
rosa que a solução usando pãs rig1das, po~êm do mesmo modo, ef1cie~ 

te. O calor imposto durante a· soldagem, não i muito importante, e 
a contração pode ocorrer somente no plano médio menos sensitivo. O 
recebimento de calor e as subsequentes contrações podem assim serem 
reduzidas pela soldagem somente na metade (ou atê menos) na largu
ra das placas de amortecimento. A influência sobre a eficiência da 
turbina i duramente perceptivel. 

1- Placa de amortecimento 
2- Estrutura suporte 
3- Pã estacionãria 
4- Superficie espiral 

Figura 13(a). Anéis estacionãrios equipados com placas 
de amortecimentos e elevação lateral 

Figura 13(b). Chapa de reforço soldada entre duas palhetas. 
Modificação na Usina de Funil. 
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CASO HISTORICO 
Na Usina de FUNIL-FURNAS, após identificada a causa das trin 

cas, quatro soluções passaram a ser consideradas: 

r a 
por 
da. 

Limitação da faixa operativa das mãquinas que, embora não 
solucionasse o problema integralmente, permitiria de ime
diato contornar a causa e manter as mãquinas em servi
ço . 

- Interligação das palhetas pequenas ãs gr~ndes por uma pl~ 

ca de aço para reforçar a estrutura. 

-Modificação do bordo de saida das palhetas, para alterar 
a influência da frequência de excitação e reduzir a ampl~ 
tude de vibração. 

-Substituição das palhetas por outras, possivelmente com as 
mesmas caracteristicas, porem mais longas. 

A primeira solução foi ado ta da de imediato, dando tempo pa-
estudo das duas seguintes . Quanto ã substituição das palhetas, 

se tratar de solução mais d ifi c i 1 e onerosa, ela foi abandona-

Os valores obtidos apõs a modificação do bordo de saida da 
palheta e colocação da placa de reforço, Figuras 14 e 15, mostra
ram que as grandes amplitudes de vibrações existentes onde ocorria 
~ssonânçia foram reduzidas a valores equivalentes aos encontrados 
nas demais condições de carga . 

Constatou-se, por outro lado, apõs mais de 4.800 horas de o 
peração fora da faixa critica, que as palhetas não apresentaram 
mais trincas, pelo que f~i decidido adotar como solução a modifica 
cão do bordo de saida da palheta, conforme a Figura 16. 

A limitação da faixa operativa, como solução transitõria, 
permitiu manter a Usina em operação; a modificação do bordo de sai 
da da palheta, agora adotada, deve evitar a ocorrência de novas 
trincas. No caso de insucesso ter-se-ã, contudo, a soluçãodeu s ar 

placa de reforço [24]. 



146 

)4 lrma 

!15 

!lO 

15 

tO 

RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI, n<? 2- 1984 

-!14.5 

/' 
I\ 
I I 
I I 
I \ 
I I 
I I 
I I 

I \ 
I I 

I \ 
I I 
I \ 
I I .............. ;~, \ 
I I / 

. I \ I 
I I I 

..... I I I ..,.. .... ' I .. 
........ ' I • ........ ', 

................. ", ) 
......... ' / ,.. ,...._ ~'." ......... .., 

lO 20 o 70 MW 

Figura 14. Palheta 2- Amplitude relativa de vibração antes 

e apõs a modificação . Usina de Funil 

,~· 
/ '--- .. -~iooci! 

I \ 

// \ 
......... \ 

--;~~ ~-
__..__..--- 15 - .... -.o~-~ --

o 10 50 10 

Figura 15. Palheta 6- Amplitude relativa de vibração antes 

e apõs a placa de reforço. Usina de Funil 
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Figura 16. Modificação efetuada no bordo de saida da palheta 2 
da máquina 1. Modificação na Usina de Funil 

PROJETO DE ESTRUTURAS RESISTENTES AS VIBRAÇOES 
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Hã duas possibilidades principais para projetar pãs estacio 
nãrias resistentes ãs vibrações para grandes turbinas. 

- Fazer a seção transversal das pãs de tal modo grandes, que 
o perigo de ressonância seja muito remoto. Dois limites, 
entretanto, tem que ser observados: A passagem hidrãulica 
entre pãs e a mãxima espessura da lâmina em relação a sol 
dagem . 

- No projeto de pãs muito de l gadas, devem ser usadas as pl! 
cas de amortecimento. 

Em ambas as possibilidades acima, cuidados devem ser tomados 
no sentido de que o projeto dos bordos de fuga seja conveniente (na 
segunda possibilidade, isto se aplica tambem aos bordos de fuga das 
placas de amortecimento). Todas essas alternativas tem efeitos so 
bre o rendimento da turbina. Contudo, uma operação com segurança 
tem prioridade sobre_o rendimento . 

Geralmente, conforme o crescimento da potência de demanda da 
mâGJuina podem ocorrer dois modos predominantes de vibrações, con
forme Figura 17, com suas frequências caracterlstica~. 

Apôs quaisquer modificações, devem ser usados strain-gages 
colocados nos pontos prõximos ãs origens das trincas, Figura 18. 
As medidas das tensões devem ser registradas para serem comparadas 
com as admissiveis. 
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Figura 17. Potência - Modo de vibrar 
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Figura 18 . Resultado de medidas com St ra in - gage sobre uma pã 

do pré-distribuidor de uma t urb ina Francis de 184MW 

OUTROS CASOS HISTORICOS 
Casos de Ocorrência de Trincas em pré-d ist ribuidores de al

gumas h1drelétricas do Brasil . 

CHESF 
Usina: Sobradinho 
NQ de mãquinas: 06 
Potência nomi na 1: 17"5 MW 

Queda nominal: 27 ~ 
Rotação: 75 rpm 
Tipo: KAP LAN 
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MAQUINA HORAS OE OPERAÇÃO N9 DAS PAS TRINCADAS 

02 
03 
04 
04 
05 
05 
05 
05 
05 
05 
06 
06 
06 
06 
06 

* Modificado o perfil do 

CESP 
Usi na: ~gua Vermelha 
N9 de mãquinas: · 06 

72 
5800 
1600 
7700 

72 
1600 
4500 
8000 

100000 
141000 

1600 
5200 
8000 

11700 
15400 

bordo de 

Potência noroinal: 310.000 CV 

09* 
06* 
08 
09 e 11 
os e 06 
05 e 09 
05,06 e 09 
05 e 09 
05* e 09* 
06* e 12* 
06* e 12* 
05 
05 e 08 
05* e 08* 
05 

fuga. 

Queda nominal: 57 m 
Rotação: 94,7 rpm 
Tipo: FRANCIS 

MAQUINA HORAS OE OPERAC~O N9 DA PA TRINCADA 

01 '307 1 . 24 
01 11755 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 , 9 , 

11, 12, 13, 14, 17, 18, 
19 , 21, 22, 23, 24 

02 602 24 
02 5738 4 
03 5954 2. 6. 12. 

20, 21 
13. 14. 17 

03 9857 14 
05 3129 14. 15. 16, 20, 21, 22 
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CESP 
Usina: Xavantes 
NQ de mãquinas: 04 
Potência nominal: 144.000 CV 

Queda nominal: 78,78 m 
Rotação: 128,6 rpm 
Tipo: FRANCIS 

MXQUINA HORAS DE OPERAC~O NQ DA P1i TRINCADA 

01 39 . 284 
01 40.243 
02 41.151 
03 37.700 
03 39.292 
03 39 . 539 
04 39 . 724 
04 41 • 301 

CESP 
Usina: Capivara 
N9 de mãquinas: 04 
Potência nominal: 225.000 CV 

18, 19, 20, 21, 22, 24 
20,21,24 
20, 22. 23 
11, 12, 16, 18, 21, 22 , 24 
11 ;12,16,18,20,21,22,24 
11, 21 
16, 20, 21, 22, 23, 24 
22 

Queda nominal: 50 m 
Rotação: 100 rpm 
Tipo: FRANCIS 

MAQUINA HORAS DE OPERAC~O N9 DA P1i TRINCADA 

01 73 16, 21,23 
01 5465 18,19,22, 23 
o 1 8774 4. 18, 19 
01 14880 18, 22 
01 20558 18, 19. 22, 22 
03 8735 16, 22 
03 13847 1 7 
04 1388 20 
04 4730 14, 15 
04 10435 24 

COMENTXRIOS 
Em todos os casos foi utilizado o processo normal de restau 

ração, ou seja, esmerilhamento, soldagem com todo controle poss1-
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vel de temperatura (inclusive com eletrodos de estufa), alivio de 
tensões com martelamento a cada passo e com controle para evitar 
passiveis microtrincas em cada passo de soldagem. Foram processadas 
tambem, modificação nos bordos de fuga das pãs. Porem em a 1 guns casos, 
mesmo ap5s a modificação dos bordos de fugas, voltara~ a ocorrer 
trincas. 
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V APOUR-COMPRESSION SOLAR-ASSISTED 
11&\T PUMPS EMPWYING PHASE-CHANGE 
MATERIAIS FOR HEAT STORAGE 
José Alberto dos Re.is Parlse 
Dept<? de Engenharia Mecânica - PUC/RJ 

SUMMARY 

153 

The p~e4en~ pape~ ~ev~ew6 ~ecen~ p~og~e44 on vapou~-comp~e44~on 4~ 

la~ a64~4~ed hea~ pump4 (SAHP). An accoun~ o6 ~he developmen~ and 

appl~ca.t~on o6 vapou~-comp~U6~on 6ola~-aHü.ted hea.t pump4 ~ha.t 

have been developed in .the pa4~ yea~4 ~4 p~e4en.ted. A~ .the end o6 
~he pape~ ~ypica.t ~e4u.t~ 6~om an analy~ica.t 4.tudy .o6 ~he4e 4y4.t~ 
Me p~uen~ed. 1n ~hü ·pa~~icu.ta~ ca4e , pha4e-change mc:t~e~~al4 6o~ 

he~ 4~o~age we~e u~i~zed. 

SUMARIO 
O p~e4en~e ~ltabalho ~evê o p~og.ll.e440 6ei~o Jtecen.temen.te em bomba4 

de ca.to.11. po.11. compll.e44iio de vapoJt.. a64üUda.4 polte.n~gia .6o.laJr. (SAtiP). 
Uma pe4 q tú.4a biblio g.ll.éi. 6ica ·ne.4.te. 4 en~ido é ap~e.6 e n.tat(a. Ao 6-i..nal 

do t.Aa.ba..tho 4ã.o apJte6e.n.ta.do6 Jte.4u.l.ta.do4· de um e6~udo àtla.i.LU.co de 
um 4Ü.te.ma. SAHP ~2.pú.o. Ne4~e ca.4 o em palt.~ié.ula!t. e e.l.~udada a 

u~~l.i.zacã.o de. ma.~e.IL~a.i.6 com mudan.ca de. 6a4e. pa~a. a~.maze.na~n.to de 
e.ne.11.g.i.a. 

I NTRODUCTION 
A heat pump can be considered simply as a heat engine in 

reverse . The heat engine removes heat from a high temperature 
source and discharges part of it into a low temperature sink, thus 
delivering some work. The heat pump requjres a work input in 
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order to 'pump' heat from a low temperatura beat sou r ce and 
deliver to a higher temperature heat sink. The heat energy 
delivered is equal to the sum of the heat extra c ted from the low 
temperature source and the energy of work input. The fact thõt 
the heat pump is capable of delivering more energy as heat than it 
in fact consumes as input work means that the heat pump can be, in 
principle, more thermodynamically attractive than any of the more 
conventional heating systems. Figure 1 shows a vapour ~ compression 

heat pump with its basic components: compressor, condensar, 
expansion valve and evaporator. 

CONDENSER 

EXPANSION VALVE 

COMPRESSOR 

EVAPORATOR 

Figure 1 . The vapour-compression heat pump 

Much has been written on heat pumps. Complete studies on 
the various aspects of heat pumps can now be found in recent books 
such as from Reay and MacMichael [1], Von Cube and Steimle [2] and 
McMullan and Morgan [3] . A large number of articles have also 
been published. 

A number of different heat sources have been utilized in 
heat pumps. They include external air, soil, grou.nd and surface 
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water, and solar radiation. Some of these sources, and that 
incluqes solar collectors, have the inconvenience of presenting 
large temperatura oscillations during the heat pump operation 
period. Such oscillations are detrimental to the heat pump 
efficiency. An efficient way of stabilising the temperatura of 
heat extraction is to combine a thermal energy storage system(TES) 
to the heat pump . ln TES heat pumps the evaporator is placed 
inside the store, extracting heat at store temperatura. Thermal 
energy can be stored either as sensible heat (water} or latent 
heat (phase change materials} . 

ln the presen t paper a brief account of the development and 
application of solar-assisted vapour-compression heat pumps that 
have been developed in the past years is presented. Although not 
considered in the present survey, absorption heat pumps are 
sometimes considered more appropriate to the use of solar ene rgy 
than vapour-compression systems [1]. This is particularly true in 
areas where electricity to drive the compressor is not available. 
A comprehensive list of solar assisted absorption heat pumps is 
available in the liter&ture [6] . Rankine-Rankine · heat pumps [1] 

are also an alternativa . 
At the end of the paper typical results from an analytical 

study of vapour-compression solar assisted heat pumps, employing 
phase change materials for heat storage , are presented. 

SOLAR ASSISTED HEAT PUHPS 
Solar energy has been regarded as one of the most prom1s1ng 

amongst the so-called alternativa energies. It did not take long 
for solar energy to be considered as a worthwhile heat source for 
heat pumps. The obvious advantage of the solar heat source is 
that a temperatura higher than most other heat sources is 
available. Since the heat pump overall coefficient of performance 
(COP) is strongly dependent on the heat sink (end-use) and heat 
source temperaturas, solar assisted heat pumps are expected to 
perform at higher efficiencies. On the other end, ~Y l ooking at 
the problem from the solar energy utilization point of view, the 
use of a heat pump, upgrading solar heat to the desired · level 
helps keep the solar collector ata lower temperatura, thus 
improving its efficiency. Solar energy can also be used to 
supplement heat to systems running on different heat sources. 
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Solar assisted heat pumps can be classified into three 
basic categorias, according to Freeman et al [7]: directly solar 
heated, solar-assisted series and solar-assisted parallel heat 
pumps. 

Directly Solar Heated Heat Pumps 
ln this arrangement, shown in Figure 2, the refrige rant 

circulates through tubes wíthin the solar collector. The collector , 
this way, works as the evaporator. The main advantage of this 
system is that energy is transferred to the refrigerant in t he 
most effective way. With no water loops or heat storage devices . 
the temperatura difference 
between the solar collector 
(heat source) and the 
refrigerant (evaporating 
temperatura) can be kept as 
low as possib l e. The absence 
of secondary water/air 'loops 
eliminates the necessity of 
pumps or fans which would 
affect the overall heat pump 
performance with parasitic 
energy consumption. These 
advantages, however, are 
easily surpassed by the 
problems that arise from the 
direct circulation of 
refrigerant through t he 
collector. Two heat pumps 
are reported to have used 

t Evoporotor) COMPRESSOR 

EXPANSION VALVE 

WATER 
SUPPI,.Y 

CO N O ENS E R 

HOT WATER 

Figure .2. Directly solar heated heat pump 

such scheme: one in Franca, by Cordier et al [8] and other in 
Australia, by Charters and Dixon [9] . Not surprjsingly, in both 
works a large variation i~ the co l lector-evaporator heat load was 
reported. ln strong sunlight the solar radiation wa5 found to be 
so strong that the thermostatic expansion valve could not cope with 
the evaporator heat load. The r·esult was that the superheating 
zone cover-ed a large proportion of the total collector surface . 
The heat pump performance obviously suffered as a result of 
excessiva superheat at the compressor inlet. Although not 
reported, it is believed that much more se~ious complications 
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arise when the system operates under light insolation (cloudy 
days). A low heat input will require from the expansion valve a 
refrigerant flow rate below its minimum capacity, leading to 
incomplete vaporization and thus reducing compressor life. Despite 
general belief, intermitent (on - off) compressor operation would not 
eliminate the problem. Instead, it would be aggrava tted by liquid 
accumulation in the compressor and evaporator before start-ups. 

Understandably the directly solar heated heat pump did not 
find many applications. It would probably become more viable 
should inertial solar collectors be used. Such collectors are 
made up of tubes set in a slab of concrete [8]. The mass of 
concrete would act as a small solar energy reservoir, smoothing 
out the large variations one can expect from solar radiation 
during the day. These collectors , however , are less efficient 
than the light metal collectors due to increased radiation losses . 

Solar-Assisted Series Heat Pumps 
In a solar-assisted series system, shown in Figure 3, a 

solar heat storage is used as the heat source for the heat pump 
(7]. Heat from the solar collector is transferred to the storage 
by means of a 'primary loop'. The heat pump extracts heat 
from the store and delivers it through water or air-cooled 
condensers. The evaporator is in the storage tank . The heat pump 
may be by-passed when the temperatura of the heat storage is high 
enough to supply heat directly to the load . Several performance 
analyses on solar~&ssisted ser ies heat pumps have been carried out 
[10,11,12,13,14]. 

PRI MARY LOOP WATER 

PUMP 

CO MPRESSOR 

EXPANSION VALVE 

CO N D EN SER 

WATER SUPPLY 

Figures 3. Solar-assisted series heat pump 

HOT WATER 
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Broadly it was concl uded that: 

i } storage capacity and collector area were the most important 
design variables; 

ii ) on a therma l performance basis, t his system was more 
attractive than the solar-only heating system; 

i i i } the systems studied were able to supply from 40 to 80 
percent of the total heat load, an additional heating 
system being required, and; 

i v) it was not economfcally feasible to utilise SASHP systems 
to supply the entire heat load. 

Successful domestic applications of solar - assisted series 
heat pump have been reported in U.S.A. [15] , Britain [16] and 
Sweden [17] . Westinghouse has made such a system commercially 
available under the trade name of 'Solar Assisted Templifier'[18] . 
Although water has been the most used storage me dium, isolated 
attempts have been made to utilise the ground [19], a phase-change 
material [4]. or pebble bed [20] t'o store the heat from the solar 
collector. 

Solar-Assisted Parallel Heat Pumps 
ln this last group, the solar energy is not actually the 

heat source. The heat pump extracts heat from the outside air, or 
any other heat source, with the solar collector/heat storage 
combination acting as a back-up system to the heat pump . This is 
shown , schemati cally in Figure 4. A small number of solar-as~isted 
parallel heat pump applications are found in the literature [20, 
21]. The fact that, in the parallel system, the heat pump does 
not benefit from the high temperatura of the solar collector , 
would suggest an overall performance generally lower than that of 
so l ar-assisted series systems . Freema n et al [7], however , showed 
that the parallel system was the most practical solar heat pump 
configuration, with a superior thermal performance for a given 
collector area. Bedinger et al [20], on the other hand , concluded 
that the use of solar-assisted para ll el heat pump was not 
justified in comparison with other more conventional systems,under 
the existing electrical tariff rate (U.S.A. , Feb . 1982). 
Differences in the heat requirement characteristics for both 
analyses probably explain this contradiction . 

Variations to these three basic syste~also exist [22,23]. 
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Figure 4 . Solar-assisted parallel heat pump 

Comparison Between Systems 

159 

A number of articles in the literature [7,24,25,26] present 
extensive comparisons of solar-a ssisted neat pumps against the use 
of conventional heating systems (gas, coa ·l, oil and electricity). 
The more important conclusions from these works can be summarized 
as follows: 

i) a considerable amount of energy can be saved in comparison 
with electric resistance heating systems or air-to-air heat 
pumps; 

ii) the initial cost of a solar-assisted heat pump is still 
high, usually 5 to 10 times the cost of a conventional 
system; 

iii) in the majority of applications the use of solar-assisted 
heat pumps did not prove economically attractive, when 
compared to conventional alternatives, on a life cycle 
basis. 
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The mass production of heat pumps and . solar energy 
equipment·, together with the inevitable increase on primary energy 
prices would certainly modify this situation. 

PE RFO RMAN CE ANALYSIS OF A LATENT HEAT THERMAL STO RAGE SOLAR 
ASSISTED SERIES HEAT PUMP 

The Department of Mechanical Engineering at the Pontificia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro has initiated a programme 
of development of solar-assisted series heat pumps. A prototype, 
rated at 8 kW of output, is now under construction in the 
Thermosciences Laboratory [27]. Water is utilized as the heat 
storage medium, in both the evaporator and heat supply sides. 

Concomitantly a computer code to simulate the behaviour of 
vapour compression solar assisted heat ·pumps has been developed . 
The model employs an algorithm in which steady-state operating 
conditions of the system at given compressor speed, thermal store 
temperatura and water inlet temperatura are determined. 
Computational details of the model are given by Parise [28,29) . 
This code, denominated VSAHP1, was employed to predfct the 
performance of a latent heat thermal storage solar-assisted series 
heat pump (as in Figure . 3). Results of the analysis are presented 
in the following paragraphs. 

Over the sensible heat thermal energy store, phase change 
systems have the advantage of a consta nt temperatura of heat 
extraction (ie, the melting point). Usually they offer a greater 
energy storage capacity per unit volume . ln the present analysis 
emphasis was put on the use of materials with low temperatura of 
fusion. Their use enables the storage of l ow-grade waste heat , 
otherwise unrecoverable. Also, the lower the melting temperatura 
in the heat store, the lower the solar- collector temperatura will 
be. Work on such systems has already been done [4,5) . 

Figures 5 and 6 répresent the perfo r mance of two systems 
rated at 15-60 kW, as predicted by the model. The two systems are 
identical but for the store material employed. They ~ere paraffin 
wax (Sunoco P116) and sodium sulfate decahydrate (Glauber's salt). 
The main objective was to compare the performance of paraffin wax 
and Glauber's salt as heat storing materials for heat pumps. The 
more relevant characteristics of these materials are given on 
Table 1. 
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Table 1. Characteristics of latent heat thermal storage materials 

Fusion Heatof Cost Material Temp. Fusion (US$/kg) (OC) (kJ/kg) 

Glauber's Salt 32 152.8 0.04 (NazSO~ 10H 20) 

Paraffin Wax 47 209 o. 15 (Sunoco P- 116) 

Table 2, below, lists the system basic characteristics. 
These values were fed into the model as input data. 

Table 2. System basic characteristics 

Prime - Mover: Electric Motor 
Electric Mo·tor Efficiency: 0 .85 

Compressor: . Reciprocating 
Displaced Volume: 443 CC 

Polytropic Index of Compression: 1.2 
Compressor Mechanical Efficiency: o. 75 

Condenser Cooling Fluid: Water 
Temperature of Water Returning 

to Condenser: 400C 
Condense r Overall Conductance: 1. 35 kW/°C 

Evaporator: I n-Series 
Heat Storage: Latent Heat 
Storage Material: Paraffin Wax o r 

Glauber Sal t 
Fusion Temperature: As in Table 1 
Hea t of Fusion: As in Table 1 
Evaporator Overall ·Conductance: , . 7 kW/°C (*) 

Expansion Valve: Thermostatic 
Evaporator Superheat: s0c 
(*) Taken from reference [33]. 

Jn Figure 5 temperature of heat distribution and heat pump 
coefficient of performance (defined as the condenser power 
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output to electric energy consumption ratio) were plotted against 
compressor speed. It has already been shown [30] that varying 
compressor speed is an effective way of controlling the heat 
output. ln fact, water temperatures from 45°C to 80°C were 
obtained wi thin a compressor speed range of 500-3500 rpm. A limit 
for higher temperaturas would be compressor reliability and 
refrigerant thermal stability [31]. 
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Figure S. Coefficient of performance and temperature of heat 
distribution against compressor. speed 

lhe lower fusion temperature of Glauber's salt evidently 
leads to greater input work requirements for a specified 
temperatura of heat distribution. This could be overcome by 
the utilization of a condenser of larger capacity. However this 
advantage of the paraffin wax becomes marginal when other factors 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI, nQ 2 - 1984 163 

are considered . They are: cost, storage CJpacity and waste heat 
recovery capability . 

Figure 6 shows that, for most of the power óutput range, 
60% less of storage volume is required by the Glauber's salt heat 
pump. Besides, a melting point of 32°C, if compared to 47°C for 
paraffin , means that more low-grade waste heat can be recovered . 
The preference for Glauber's salt becomes even more evident if 
costs are considered (see Table 1). Problems related to settJing 
of undissolved solids after repeated melt-freeze cycles and 
supercooling of the Glauber's salt may be solved by the use of 
additives . 
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ln both systems one component that requires special 
attention is the evaporator/storage combination. Reports on the 
constructional details and design problems of such systems are 
available in the literature [4,5,32,33,34] . 

CO NCLUDI NG REMARKS 
The number of recent publications on vapour compression 

solar-assisted heat pumps demonstrates the attention such systems 
have arisen. They can be an attractive proposition for hot water 
production. Their main advantages, when compared with the 
conventional solar collector-storage tank system, can be summarized 
as follows: 

1) Higher water outlet temperatures can be achieved; 

2) The solar co llector is allowed to work at lower temperatures, 
thus improving it~ efficiency and, hence, reducing its 
required area; 

3) The temperature of heat supply is less influenced by 
variations in solar incidence, as the heat pump is capable 
~f havi~g its output capacity varied; 

4 ) ln the absence of insolation (cloudy days or nights), 
electric energy consumption is less than in conventional 
systems. 

All these advantages are cou nter-balanced by higher capital 
and maintenance costs . An economical analysis will ultimately 
determine the best solution for each particular application. 

A numerical meth~d was employed to predict the performance 
of a vapour-compression solar assisted series heat pump using 
latent heat for thermal energy storage. The use of paraffin wax 
and Glauber's saltas phase-change heat storage _materials was 
studied . ln comparison the Glauber's salt syste~ performed better. 
Concerning the way heat is to be stored, it is believed that, for 
the near-future, sensible heat storage (water) will stil1 have 
preference over phase-change heat storage due, mainly, to problems 
of technological nature. 
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