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Atenção: Colar este lado em cima da pág. 236 da RevBrMec, 
Rio de Janeiro, V. VI, no 3, 1984 em face de ter havi
do omiss!o da figura 1 e respectivo texto. 

Note: Please insert the text and figures that follow by cove
ring p. 236 of the number 3, volume VI , 1984 publi
cation of the RevBr Mec with this síde of the paper. 
Figure number 1 and some text are missing in the 
publ ished article. 
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EDITORIAL 

Prezados Colegas, 

Estamos completando com este número 3, a série do volume VI de 
1984 e por isso queremos agradecer a todos que colaboraram, durante este 
ano, para que conclufssemos ainda em tempo, o que havia sido programado, 
logo que iniciamos a nova fase com a J . DI GIORGIO EDITORES. 

Está decidido que o volume V li será constituído de quatro números, 
que deverão ser publicados nos meses de Fevereiro, Maio, Agosto e Novem
bro, respectivamente, para o que necessitamos receber com certa urgência 
um número expressivo de contribuições. 

Gostaríamos que a revista fosse composta'de trabalhos de associados 
de todos os Estados do país, o que não vem acontecendo, havendo uma pre
dominância até o presente momento de certas regiões. 

Como o nosso Conselho Editorial é formado de 26 membros de todo o 
país esperamos que os mesmos se empenhem a fundo no sentido de que seja 
submetido maior número de trabalhos com o fim de proporcionar uma 
melhor distribuição. 
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LIGAÇÕES FLANGEADAS - UM ESTUDO COMPARATIVO 
ENTRE NORMAS DE DIMENSIONAMENTO 

Estevam Barbosa de Las Casas 
Joaquim Fernando Paes de Barros Leães 
José Augusto Ramos do Amaral 
Nuclen - Nuclebrás Engenharia S/ A 

SUMARIO 
O obje.t~vo de6.te a~.t~go ~ deóc~~ve~ 06 mê.todo6 de cátcuf.o de l~ga

çõ e6 6ta.n.ge.a.da.6 de. a.co~d o com a.~ n.oJtma.6 Vl NZ 5O 5 , AV- M e~ftbtaet.te.Jt 
87-88, 8$5500 e ASM E - Seçã.~J V111, e. compa~a~ 06 Jt.e.6uUado6 obt~

doó paJt.a uma amo6tJt.agem de 16 ólange.6. Ve6cJt.e.ve-6e inic~almen..te a6 

pM.te6 con6t.i.tuin.te6 de uma l..lga.cão 6tangeada. A 6e.gui.Jt., 6ã.o a.p~~ 

6en.tado6 06 a6pe.cto6 p.lt.incipai6 do6 mê.todo6 de cálculo, ~ 6inatme~ 

.te õã.o a.n.ali6ado6 Oó Jte6uttado6 ob.tido6 pa1ta. cada noJt.ma. 

SUMMARY 
Th.e objective o6 .th...t6 pa.pe.Jt. i6 .to dueltibe t.he ca.lcula.t.i.on. me.thod6 60.Jt 

6ian.ged cat1nec.ti..on6 o.cco1tding to .the noltm6 VIN2505, AV-Me~t.kbtae.t.t e.Jt 

87-88, BSS500 an.d ASME - Sec.ti..on VIII, o.nd co mpa.Jt.e .the Jt.e6ult.6 ob

.tai..ned 6oJt. o. gJt.oup o6 76 6La.nge 6pecimen6. A.t ~ilt6.t .the po.Jt.t6 o6 a 

6la.nged connec.t.ton ane. de6cJtibed. Than, .the ma.in cha.~acte.Jt~6t~c6 

o~ th~ cae.cul.a.t.i.on me.:thod6 a.Jte p.Jte.6en.ted and the ob.to.ined Jt.e6ul.t6 

a/ti?. commented. 

INTRODUÇAO 
Uma junta flangeada ê composta de parafusos, vedação (gaxe

ta) e flanges. Estes elementos devem ser dimensionados de forma a 
possibilitar que a junta transmita os esforços que ocorrem durante 
a operação, mantendo a estanqueidade. Serão considerados neste ar 
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tigo juntas flangeadas tipo "de pescoço com transição" (welding 
neck}, com gaxetas de face plana de amianto (lt} ou metãlicas em 
espiral com amianto (spiral wounded} e parafusos tipo "de mãquina" . 
Este tipo de junta ê largamente utilizado em equipamentosdeproce~ 
soe tubulações que requeiram uma fácil desmontagem durante sua vl 
da ütil. 

Pretende-se aqui demonstrar a i nteração entre os elementos e 
estudar os mêtodos de cálculo descritos nas normas DIN2505(Vornorm 
e Entwurf} [1,2], AD-Merkblaetter [3), ASME- Seção VIII [4] , e 
British Standard 5500 [5], atravês de uma anãlise da formulação utl 
lizada e de uma comparação por meio de alguns exemplos. Apesar de~ 
tes métodos haverem sido desenvolvidos hã pelo menos 20 anos, sao 
ainda hoje objeto de polêmica- (ainda não existe uma norma DIN de 
finitiva sobre o assunto}. 

ELEMENTOS DE UMA JUNTA FlAN GEADA 
Flange 
O flange tipo "welding neck" caracteriza-se por apresentar 

uma transição de espessura variãvel (pescoço) entre a casca cilin
drica a que estã soldado (tubulação ou equipamento} e o anel. 

Esta transição gradual de espessura minimiza as tensões de 
descontinuidade , aumentando a resistência do flange aos esforços 
oriundos do prê-aperto dos parafusos (condição de montagem} e da 
pressão interna e esforços externos (condição de operação). 

O flange deve ser suficientemente rigido para manter o par! 
lelismo entre suas faces quando sujeito a estes carregamentos. De~ 
ta forma, estarã assegurado um bom contato entre flange e gaxeta, 
minimizando-se assim as possibilídades de vazamento. 

Figura 1. Modo de deformação de uma conexão flangeada 
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Parafuso 
Os parafusos ou estojos da conexão devem ser submeti dos a um 

pré-aperto para que se efetue o "assentamento" da gaxeta , ou seja, 
a compressão que permitira a adaptação micrométrica entre as faces 
do flange e da gaxeta . 

Alem disso, os parafusos deverão ser dimensionados de forma 
a suportar os esforços devido ã pressão interna e eventuais carre
gamentos externos (p.ex . , fo,rças e momentos provenientes de tubul!_ 
cão), nas condições de operação mantendo sempre uma compressão m1-
nima sobre a gaxeta para que não ocorram vazamentos . 

Deve-se dar especial atenção ao pre-tensionamento aplicado 
aos parafusos durante a montagem, pois as imprecisões inerentes ao 
processo utilizado no pré-aperto (manua l , por meio de mecanismos 
pneumãticos ou hidrãulícos) podem sobrecarregar os parafusos e a 
junta flangeada ou aplicar uma carga aquém da miníma necessãria ao 
assentamento da gaxeta . Também as condições de lubrificação e ru
gosidade superficial entre porca e o anel do flange e entre paraf~ 
soe porca devem ser observadas, e através destas caracteristicas 
se definir os coeficientes de atrito a serem utilizados na determi 
nação do pré-aperto dos parafusos. Este problema e analisado det!_ 
lhadamente na referência [6] . Alem disto, o tamanho da porca deve 
ser determinado em função do diâmetro do parafuso, para se evita r 
ruptura da rosca por cisalhamento . 

Gaxeta 
A gaxeta ou vedação ê talvez o elemento mais importante de 

uma junta flangeada, pois de sua performance dependera a estanquei 
dade da mesma. O material da gaxeta deve apresentar propriedades 
muito especiais, plastificando-se na superf1cie de contato com o 
flange para se amoldar ãs rugosidades de suas faces e evitar assim 
vazamentos. Ao mesmo tempo deve ser suficientemente elãstico para 
não escoar quando submetido a altas pressões e flutuações de carga. 
Estas propriedades são õbtidas em muitos casos através da conjuga
ção de materiais elâsticos e inelãsticos (como aço e amianto). As 
gaxetas do tipo espiral com amianto são um exemplo caracter1stico 
desta solução para pressões internas elevadas . Para pressões men~ 
res, gaxetas planas de amianto (It) apresentam um comportamentoS! 
tisfatõrio . 

Outros fatores que devem ser levados em conta quando da se-. 
leção da gaxeta são: a possibilidade de ataque quTmico da mesma P! 
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lo fluido, a dureza do material da gaxeta em relacão ao do flange 
(flanges emborrachados devem ter gaxetas especiais). e as condições 
de operação , como altas variações de temperatura e ocorrência de 
forcas externas. Deve-se tambêm certificar se a pressão aplicada 
ã gaxeta não é excessiva para o material escolhido. A tendência 
atual é de se dar grande importância ao comportamento da gaxeta no 
cálculo de juntas flangeadas, e estudos estão sendo realizados na 
Alemanha (Ref . [7)), visand~ a atualização dos critérios de câlculo 
e a edição de uma norma DIN definitiva de projeto. 

M(TOOOS DE DI MENSIONAMENTO 
Do ponto de vista mecâ nico-estrutural, o cálculo das juntas 

flangeadas se resume ã solução de um cilindro com uma transição de 
espessura variável ou não e um anel de reforço. Como carregamen
tos tem-se a pressão interna e as forcas de lig acâo que são descri 
tas mais adiante . 

Ft 

CILÍNORO ANEL 

Figura 2. Esforços no flange 

Nas normas mais empregadas pode-se distinguir dois métodos 
de cálcul o: O método Taylor Forge, que originou as prescriçÕes das 
normas BS e ASME e o método alemão da DIN, no qual se baseia tam
bém a AD. Em ambos os métodos o efeito da pressão interna ê des
prezado em presença das forcas de ligacão a menos da forca Fi (Fi
gura 2). Estas forcas de ligação são representadas pelo seu momen 
to resultante. 

Método Tay lor Forge 
Este método baseia-se na solução "elástica" do problema. Ele 

envolve trabalhosos cálculos matemiticos que fogem aos limites de! 
te artigo . Tentaremos descrever o modelo de cãlculo e esclarecer 
suas hipóteses básicas. Informações mais detalhadas podem ser en-
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centradas nas refs. [8] e [9), nas quais nos baseamos. As soluções 
dadas, tanto para a casca cilindrica quanto para a transição, re
caem no problema anãlogo de viga sobre base elãstica. O anel é cal 
culado como uma placa anular submetida a um binãrio W (ver Figura 
3). Este binãrio e obtido a partir do momento de ligação M. A fo~ 
ça Fi é considerada no cãlculo do momento de ligacão, mas não é 1~ 

vada em conta no cãlculo da transição e da casca c1lindrica. Não ê 
considerada nenhuma redução de resistência devido aos furos dos P! 
rafusos. Tanto no cãlculo do cilindro quanto da transição, a su
perficie media ê tomada como sendo a face interna dos mesmos. Um 
elemento infinitamente rigido faz a ligação entre a transicâo e a 
placa que representa o anel. Como mais uma hipótese simplificado
ra, ê considerado que o deslocamento radial na juncão da transição 
com anel é nulo. 

CIL lN ORO 

(J~I) MoPo~P, H, 
4--,.-h-~p 

T RANSIÇÁO ANEL 

·---~-
Figura 3. Modelo de cãlculo - Taylor Forge 

A solução da parte cilindr i ca pode se r escrita em termos de 
duas constantes c1 e c2 a serem determinadas a partir das condições 
de contorno. Na transição a solução exata iria requerer o uso de 
funções de Bessel e envolveria 4 constantes de integração. Como, 
por hipótese, o deslocamento radial na ligação transição-anel ê n~ 

lo, e usando uma solução aproximada baseada na minimização da ener 
gia total de deformação (Ref. [10]}, é possivel escrever a solução 
em termos das três condiçÕes de contorno desconhecidas P0 , M0 e M1 
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e da forç a conhecida P1. Esta força e, por hipótese, a necessãria 
para produzir um deslocame nto radial nulo, sendo basicamente fun
ção da geometria e do momento M1• O anel ê resolvido com um mode
lo de placa anular submetida ao binãrio W-W em que foi transforma
do o momento de ligação. Com as condições de contorno pode-se en
tão calcular os momentos radiais e tangenciais na placa. No seu raio 
interno, eles atingem seus valores mãximos e são funções basicamen 
te da geometria, do binârio ~-W e da rotação 61 · [ possivel então 
iniciar-se as compatibil izações nas interseções. Na junção do ci
lindro com a transição, do lado da casca, tanto a flecha quanto as 
suas três derivadas são funções das cons tantes c1 e c2 ; na transi
ção estas mesmas relações podem ser escritas em termos de P0 , M0 e 
M1 • A constante c2 ê função de M0 , portanto o sistema fica deter
minado, podendo o problema ser resolvido em termos de M1 , da ge~ 
metria e propriedades elisticas. Pode-se definir uma "rigidez" v 
proporcional a e1;M 1 em função da geometria e que foi plotada para 
diferentes valores adimen s ionais g 1/g

0 
e h/IB·g 0 . Com estes mes 

mos parâmetros geométricos e definida uma função F proporcional a 
P1; M1. Na junção ·da transição com o anel, devido ao elemento infj_ 
nitamente rigido de conexão , o momento radial no anel pode seres
crito como: 

( 1 ) 

Com esta equação e o coeficiente F, a rotação na placa pode 
ser escrita em termos de M1 , W e dos coeficientes F e K (K - rela
cão entre os raios interno e externo no anel). Compatibilizandoas 
rotacões e sabendo que e1 .. vM 1• obtêm-se o valor de M1• Novamente 
este cã lculo ê facilitado empregando-se outras funções auxiliares 
T e U, dependentes de K. As equações continuam de di fi c i 1 manuseio 
e uma nova grandeza auxil}ar X função de T,U,F e V permite maiores 
simplificações. Assim, a tensão na junção da transição com o anel 
pode ser calculada por: 

f M • X 
h c 

B • gl 
No entanto, algumas vezes a mãxima tensão longitudinal 

ocorre na ligação da transição com o anel, mas sim na ligação 

( 2) 

não 
da-

quela com a casca cilindrica. Para corrigir esta distorção ê intro 
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duzido um fator corretivo f' (ver Ref.[14], pg.!66): 

M • X fh=f'· (3) 
B. gj 

A mãxima tensão radial ocorre na face interna do anel. Com 
os valores de M1 e P1 , ela pode ser calculada pela fórmula: 

f .. X • 14 [ 
B • t 2 

1 + 1 ,33 • F • ( 4) 

Da mesma maneira a tensão tangencial ê obtida utilizando-se 
duas funções dependentes da geometria do anel, Y e Z: 

( 5) 

Na formulação do ASME e empregada uma nova função L=X- 1 que 
permite maiores simplificações nas equações das tensões, as quais, 
para flanges de pescoço, resumimos abaixo: 

fh = f'·M 

L· gl · B 
(6) 

fr 
(4/3·t·e+1 )M 

L· t 2 
• B 

(7) 

ft 
y • M 

Z fr 
t 2 ·B 

( 8) 

Assim, tem-se as tensões no ponto mostrado na Figura 4. 

Figura 4. Tensões na ligação anel-transição· 
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No método Taylor-Forge admite-se certa plastificação, sendo 
prefer1vel que esta ocorra na transição e não no anel. Assim a mã 
xima tensão longitudinal é limitada a 1,5 da tensão admissivel (i~ 

to é, a relação entre o módulo resistente plástico e o elástico). 
Como temos um estado tri-axial de tensões na transição. devemos v~ 

rificar se esta margem adicional de tensão não causarã uma redistr.!_ 
buição de esforces de maneira a levar o anel â plastificacão. Um 
novo limite ê introduzido, aparentemente inspirado no critério de 
Tresca, restringindo a média entre as tensões longitudinais e ra
diais (ou tangenciais)(ver Figura 5). 

fh $ 1 ,5 f y (9.a) 

ft e f r s fy ( 9. b) 

fh + ft s f y ( 9 . c) 

fh + f :i f (9 . d) r y 

onde fy e a tensão admissivel do material segundo a Ref. (4]. 

Figura 5. Tensões admissiveis 

Aparentemente, pois nem sempre a mãxima tensão longitudinal ocorre
ra na ligação transição e anel, além disso o limite a ser comparado seria f /2, 

y 
transformando esta verificação mais num preceito de ordem prãtica que teórica. 

Alem disso, no trabalho de Taylor Forge ê sugerida uma fór
mula empirica para controlar o espaçamento dos parafusos . Este di~ 
positivo é incorporado pelo BS, mas não pelo ASME. Ele se resume 
basicamente em aumentar o valor de M por um fator corretivo (F.C.) 
dado pela fÕrmula: 
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F.C. 

Método Alemão 

espaçamento dos parafusos 
2 d t 

181 

( 1 o) 

O método alemão baseia-se no "teorema do limite inferior"da 
teoria da plasticidade. Segundo ele, qualquer estado de tensões e~ 
taticamente admiss1vel e que não viole as condições de plastifica
cão, conduz a uma carga menor ou igual ã carga ultima. Serã consi 
derado inicialmente o caso de flanges sem transição, e desenvolve
-se depois as fórmulas para o caso com transição. Temos então o 
cilindro com anel enrigecedor mostrado na Figura 6. submetido a um 
momento tangencial ~e a uma forca anular distribuída ~· ! defini 
da uma forca Pi e um momento M iguais ã integral da forca distri
buída p e do momento distribuído m, respectivamente . 

n (di + S) X p ( 11 ) 

M (di +da) n x m ( 12) 
2 

~ 
• 

Figura 6. MQdelo de cãlculo - método alemão 

O colapso é caracterizado pela formação de uma charneira plã~ 
tica na conexão do anel com o cilindro, bem como pela formação de 
rõtulas plásticas no anel. O momento resistente do flange é, pois, 
a soma algébrica da capacidade resistente da casca cilínd~ica e do 
anel de reforço. Inicialmente analisar-se-ã a ligação cilindro-a
nel. O diagrama de tensões ao longo da espessura do cilindro é i~ 
dicado na Figura 7. Um n~cleo s 1 da espessura total i responsive l 
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pela resistência ã forca anular distribuída R· O restante da es
pessura resistirã ao momento distribuído. Novamente integrando, 
chega-se ã expressão do momento resistente do cilindro Mcp' indi
cado na figura. 

- ---

Figura 7. Ligação casca cilindrica-anel 

s, = ___Q_ = 
p 

of n(di + S)of 
( 1 3) 

X 
s - s, 

( 14) 
2 

d s
1

+x (S+S
1
)/2 ( 1 5) 

S2 52 
- 1 

4 
( 16) 

( 1 7) 
4 

onde af=tensão admissivel do material, segundo a Ref. [1]. 

O momento distribuído map do anel gera, devido a sua antim! 
tria, nas diversas seções do mesmo, momentos fletores iguais a map 
x R. Igualando-se este momento fletor ao momento resistente plãs
tico e, novamente integrando, chega-se a expressão do momento Map 
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b da - di - 2dl ' 
2 

2 r. R· map 

'TI of 
Map = -

4
- ({da - di - 2dl' )h}> 

--.. X R 
r a 

-~ 

m • R r a 

~]hf 
1[ b J.. di 

d 

Figura 8. Momento resistente do a nel 
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{ 18 ) 

{ 19) 

(20) 

{ 21 ) 

A largura do anel conside rada é reduzida de um valor dl', 
ca lculado a partir do diâmetro dos furos dos parafusos. O momento 
tota l resistente é dado pela soma das duas parcelas. r definido en 
tão um módulo resistente. 

W = ...!!.__ = .!:... {( da- di - 2dl' )hf2 + (5 2
- S2

1 )(di+ S)} ( 22) 
0 f 4 

Nos flanges sem transição é introduzido um fator 0,9 consi
derando o fenômeno de concentração de tensões. No caso de flanges 
com transição , o que se altera é a parcela devida ã resistência do 
anel. r cons iderado como anel o enrigecedor e a transição (Fig.9) . 

Quando o enrijecedor tem ~ma largura muito grande seu com
portamento se aproxima mais de uma placa anular que de um anel. Por 
isso a seção CC da Figura 10 deve ser verificada. 
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Figura 9. Momento resistente do anel incluindo a transição 

i.i} 
d 0 J ~. 

Figura 10. Comportamento como placa anular 

Hcc = ; h} (da- 2dl') 

M = P
5 

• a1 

(23) 

(24) 

(25) 

Os esforços transversais nas ligações cilindro-transição e 
transição-anel têm pequena influência na resistência em comparação 
com o momento fletor, se~do por isso desprezados. No entanto tem 
como efeito iambêm uma redução no momento que age sobre o anel. I! 
to é desprezado até diâmetros nominais de 1000mm. Para diâmetros 
m~iores esta redução pode ser levada em conta através das f6rmulas 
dadas na Figura 11 (f6rmulas (26) e (27)) . 

A DIN 2505 é formulada de tal maneira que, uma vez conheci
da a geometria (W) e o momento atuante (M) , as f6rmulas nos fornecem qual deve
ria seratensio de escoamento que levaria à formação do mecanismo de colapso. 
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Figura 11. Influênc'ia dos esforços transversais 

w88 1,2 · 1r • [(da-di-2dl')e 2 + 0,2{di+S)(S2 -Sp + O,OSS{d+S)CA] (27) 

A AO-BB é formulada de outra maneira. A partir de simplifl 
cacões das fÓrmulas da DlN, ê calculada a espessura do anel para r! 
sistir ao momento de ligação. Para isso ê desprezado o efeito da 
forca Pi e sua espessura necessãri a s1 , efeito este quase sempre 
muito pequeno. 

Não são verificadas as tensões na seção CC. Por isso ê res 
tringida a espessura Sf a hf/3. Suas fÕrmulas sõ se aplicam a diâ 
metros de atê 3600mm . 

Como o método alemão se baseia no cálculo plástico da resis 
tência do flange, ele permite um melhor aproveitamento das caract! 
rísticas dos materiais e da sua geometria. Com isso obtêm-se flan 
ges mais flexíveis dos que os d i mensionados pelo método Taylor Fo! 
ge. Na Ref. [11] mencio~a-se trabalho de Bühner no qual teriam s1 
do comparados os métodos do código ASME e outros igualmente basea
dos na teoria da elasticidade com a DIN, tendo chegado com os pri
meiros a margens de segurança maiores que dois em relação aos re
sultados pela DIN2505. 

No método Taylor Forge so é permitida a plastificacão local 
na transicão. Isto por entender que o anel, estando em contato com 
a gaxeta, influirá diretamente na estanqueidade da junta. Portan
to, deformações exageradas do anel devem ser evitadas. Este proc! 
dimento é bem caracter1stico de métodos baseados no conceito das 
tensões admissíveis . Nestes, procura-se satisfazer concomitante
mente a .resistência e a funcionabilidade da estrutura, estabelecen 
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do-se tensões admissivei s que devem ser atendidas. Jã o método ale 
mão, se baseia no conce ito de estado limite último de resistência 
do flange. Constitui no entanto uma deficiincia deste mitodo, não 
existir nenhuma limitaçdc qu anto ã condição de serviço. Neste se~ 
tido foi sugerida na AD-HH de fevereiro/1977 uma limitação is rot! 
cões do flan9e. Igual prPscri cio foi também adotada na proposta de 
revisão da norma DIN de nove mbro/1972, com a vantagem de apresentar 
uma fÕrmula para esta avaliação, limitada a 10. 

No entanto, de nada adianta comparar-se os mitodos de cilcu 
lo sem se estudar as forças de ligação, definidas de forma diferen 
te por cada um deles. 

Forcas de Ligação 
Podemos resumir as fo rcas de ligação em conexões flangeadas 

nas apresentadas na Figura 12. Por comodidade, adotar-se-i a no
menclatura alemã para a definição destas forcas: 

Ps Ps = força no parafuso -
-Po Po forca na gaxeta 

pr forca de tubulação 

Figura 1 2. Forcas de ligação 

Por forca de tubu lação entende-se a forca P; devida ã pres
sao interna mais as forc as devidas ao sistema-forcas externas Prz· 
Aqui serão abordados os ca sos em que as forças externas podem ser 
desprezadas e portanto: 

{28} 

Basicamente temos a seguinte equação de equilibrio a ser sa 
tisfeita na conexão: 

{29} 

Nas condições ini ci ais de montagem {que serão indicadas pe-
1 o i ndi ce Q). a forca de t ubul a cão e nu 1 a, e portanto tem-se: 

{ 30} 
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A forca Pov da gaxeta i definida como a pri-compressio ne
cessãria nesta para que durante as condições de serviço seja gara~ 
tida a vedacão. Para gaxetas não metãlicas a força Pov pode ser 
mui to maior que a forca P58 de operação. Nestes casos , as normas 
alemãs permitem a redução da força de pré-compressão em função de 
Pov • P58 e do fluido sob re pressão: 

( 31) 

Nas condições de serviço a introdução da forca de tubulação 
Pr, alterarã o equilibrio de forças. A determinação de cada uma d~ 
las no entanto, sõ ê poss1vel através de cãlculos hiperestãticos , 
visto que o sistema i indeterminado (duas incógnitas: P58 e P08 , e 
uma única equação): 

(32) 

Para melhor compreensão do comportamento de um flange, ima
gine-se um exemplo mais simples em que não exista a gaxeta. lmag~ 

ne-se também que a força de tubulação seja concêntrica com a força 
do parafuso que por sua vez tem sua linha de acão coincidindo com 
as forças de compressão entre as partes, Figura 13a. 

Figura 13. Diagrama de forças - conexão con cê ntrica 

Na Figura 13b é apresentado um diagrama em que no eixo ver
tical é representada a forca no parafuso; no eixo horizontal, em 
seu quadrante ã direita, a deformação das placas unidas e ã esque! 
da, a deformacão no parafuso. A rigidez das placas ê muito maior 
que a dos parafusos, justificando-se assim a diferença de inclina-
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cão. Na condição de montagem a forca de prê-aperto causa um alon
gamento no parafuso e , ao mesmo tempo, um encurtamento das placas 
devido ã compressão. Ao aplicar-se a forca externa Pr, ela causa
rã um alongamento adic io na l no parafuso, bem como um alivio no co~ 

ta to entre as placas. Se i maginar-se que esta força não ê suficie~ 
te para descolar as pl at:as , deveremos compatibilizar as deformações 
do parafuso e flange. Como mostra a mesma Figura 13b, a forca ex
terna não e toda transmitida ao parafuso, sendo parte perdida da 
descompressão dos flanges. 'Apenas quando da perda do contato ê que 
toda a força externa ê transmitida ao parafuso. 

Na Figura 13c ê apresentado noutra forma o mesmo diagrama. 
Considerando-se novamente uma conexão flangeada, o problema 

se comp 1 i c a pe 1 a introdução da gaxeta e das excentricidades nas fo.!:_ 
ças. Mesmo assim um diagrama similar permite uma melhor compreen
são do comportamento do flange. Representa-se agora por uma sõ re 
ta, a forca no parafuso x as deformações do flange e parafuso. A
lem disso, com inclinacão inversa, ê apresentada a reta forca x de 
formação para a gaxeta. Nas condições de montagem as forças na g! 
xeta e no parafuso são iguais em mõdulo. 

FOR~ 

L-------,~------~~ 
ÔIF~ANGE• PARAFUSO! L:J. (GAXETAI 

Figura 14. Diagrama de deformação - conexão flangeada 
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Quando da aplica cão da força devida ã pressão interna P r, hã 
uma mudança da inclinação na reta forca x deformação do flange/pa
rafuso, pois aumenta-se o momento devido ao maior braço de alavan
ca. Hã, portanto, perda de rigidez do flange . A introdução deste 
esforço não signi fica, necessariamente, que a força no parafuso vã 
aumentar como no caso anteriormente apresentado. A compressão na 
gaxeta e a flexão no flange podem ser mais pronunciadas, havendo , 
ãs vezes, alivio dos parafusos quando em serviço. 

A força na gaxeta durante o serviço deve ser tal que esta e~ 
teja suficientemente deformada para garantir a selagem. Este va

lor, "PoBmin", bem como Pov são dados experimentais e bastante P.2. 
lêmi cos . 

Viu-se até aqui como se comporta a junta quando da introdu
cão dos esforços Pr. Hã ainda a influência da temperatura e defor 
mação lenta da gaxeta a alterar este comportamento. 

Na DIN2505 são apresentadas fãrmulas que permitem o câlculo 
da força no parafuso devida ã pressão interna e ã temperatura, a 
partir dos valores iniciais de montagem. Estas fãrmulas são basea 
das no comportamento elãstico da junta mas, segundo [11], os resul 
tados são satisfatãrios . No entanto, este cálculo sã pode ser re! 
lizado a partir do conhecimento da geometria, não se constituindo 
num método de dimensionamento. mas sim de verificação. 

Sã com o emprego de um diagrama força X deformação e possi
vel analisar-se completamente o comportamento de uma ligação flan
geada. Esta aná lise, no entanto. não e propicia ao projetista, P! 
ra quem ê mais conveniente tratar de maneira est~nque a avaliação 
das forças e o dimensionamento do flange. Assim e feito na AD, o~ 

de a seção 87 calcula as forcas no flange e dimensiona os parafusos 
e a secão 88 dimensiona o flange. 

Tal procedimento sã e possivel quando se reduz a influência 
dos elementos da ligacã~ sobre o comportamento da junta. Na medi
da que se refina o cilculo estrutural do flange torna-se necessá
rio o melhor conhecimento das forças de ligação. Esta ê a diferen 
ça bãsica entre o método Taylor Forge e o método germânico . Estu
dos de Happek e Griesser, ref.[11], relatam problemas com flanges 
de diâmetros maiores de 1000mm. Estes flanges teriam sido calcul! 
dos co rretamente pelas forças da DIN2505 e, no entanto, não era po~ 
sTvel aplicar-se a pressão de teste e, em alguns, nem mesmoadeser 
viço. Ao se verificar o valor da-s forcas calculado a partir do di! 
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grama força x deformação, a magnitude das forcas obtidas torna cl ~ 

ra a razão da falência da conexiio. O mesmo tema e abordado a pa!:. 
tir dos resultados obtidos no método Taylor-Forge na ref.[12]. 

No cÕdigo ASME o dimensionamento do flange para a condicão 
de montagem· e feito utilizando-se uma força determinada a partir 
não somente da selagem da junta, mas também da força mãxima adm is 
slvel para os parafusos. 

Uma importante diferença entre as duas filosofias de cálcu
lo estã no tratamento dado ao controle das forças a serem aplicadas 
no parafuso. Enquanto a DIN2505 explicita que e necessãrio se ga
rantir que as forças aplicadas ã junta correspondam àquelas deter
minadas no cãlculo, as normas ASME e B.S. contornam o problema com 
altos fatores de segurança e através da utilização na anãlise, de 
uma forca de pretensão igual i media entre a necessária e a mãxima 
que os parafusos podem transmitir. Assim sendo, o contro le deta
lhado da força de pretensão determinada pelas normas alemãs deve 
ser observado (controle de alongamento, utilização de torquimetro, 
etc.), e para tal uma metodologia e descrita na ref.[6]. 

Jã para as normas baseadas no método de Taylor-Forge, a aplj_ 
cação da força deve normalmente ser limitada apenas ã resistência 
do parafuso . 

COHPARAÇAO DOS RESULTADOS DO CALCULO 
Uma amostra de 16 flanges e utilizada para comparação dos crj 

terias de cãlculo. São calculadas as forças agindo no flange e ve 
rificados os requisitos impostos por cada norma. 

Descrição da Amostra 
Os flanges selecionados são do tipo "welding neck",podendo, 

devido aos requisitos das· normas técnicas (DIN), ser divididos em 
dois grupos: 

a) Nove flanges dimen!ionados de acordo com a norma DIN 2632, 
material St-37 . 2 (DIN17100), pressão nominal de 10 bar e di_! 
metros nominais variando de 25 a 2400mm. A superflcie de 
contato e do tipo C (DIN2506). A gaxeta ê do tipo plano de 
amianto (It 400), com dimensões dadas pela norma DIN2690. 
Os parafusos são dimensionados de acordo com a DIN13 e seu 
material 24 Cr MoS (DIN17240). A pressão de projeto adota
da é de 6 bar e a temperatura de 120°C. 

b) Sete flanges de acordo com a norma DIN2635, material C22(VdTUV 
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364), pressão nominal de 40 bar e d i âmetros nominais varian 
do de 200 a 500mm. A superflcie de contato é do tipo E (DIN 
2526). A gaxeta é do tipo metãlica em espiral com camadas 
de amianto (spiral wound gasket), com dimensões tomadas do 
Catãlogo Kempchen (Ref.[13]). Os parafusos são dimensiona
dos pela DIN13 e material 24 Cr r~o5. A pressão de projeto 
adotada e de 25 bar e a temperatura e de 120°C. 

Descrição dos Resultados 
Para a ilustração dos resultados adota-se, numa primeira e

tapa, um critério comparativo entre os esforços calculados segundo 
as normas DIN2505 Vornorm e o ASME. Compara-se as forças mínimas 
exigidas na gaxeta durante a montagem (P 011 e wm 2), as forças de op~ 
ração no parafuso (P56 e Wm 1), as forças mínimas exigidas na gaxe
til durante a operação (PDS e Hg), as forças no para fuso durante a 
montagem (P 50 e W), os momentos no flange na fase de montagem (MO) 
e durante a operação (M1). Os fatores provenientes desta compara
ção servem de parâmetro para ilustrar a relação entre as duas met~ 
dologias no tocante ã derivação dos esforços na ligação, e são da
dos nas Tabelas 1 e 2. 

Numa segunda etapa, procura-se comparar os resultados finais 
de cada método. Devido ao fato dos resultados das vãrias normas se 
rem apresentados em grandezas diferentes {Tabela 3 e 4), faz-se n~ 

cessãrio a adoção de parâmetros adimensionais para se estabelecer 
um paralelo entre eles (Figura 15). Neste sentido é definida a 
"margem de segurança" que nada mais e que a relação entre as gran
dezas determinadas por cada norma (tensão. rotação. rigidezes e e~ 
pessuras necessárias) e aquelas fixadas como limite por cada espe
cificação . Assim, quando a margem de segurança for menor que 1,si~ 
nifica que o flange não atende ã respectiva norma. 



Tabela 1. Comparacio dos esforços - Normas DIN2505 Vornorm e ASME- PN10 

PRESSJIO NOMINAL 10 

DIAMETRO NIMINAL 25 100 200 300 350 400 soo 1000 

Pov DIN 33523 106912 227477 339972 462664 535843 717079 1806188 

wm2 ASME 26762 80747 149011 206162 281097 316735 399178 896805 

PiJv1Wm2 1 ,25 1 ,32 1,53 1 ,65 1 ,65 1 ,69 1 ,80 2,01 

Pss DIN 3749 16607 44767 79896 111393 136922 199588 675415 
Wm1 ASME 5072 20658 50099 87398 118334 144656 205626 680329 

Pss/Wmt 0,74 0,80 0,89 0,91 0,94 o ,95 0,97 0,99 
~~~ :-=r~-.-

Pos DTN 2499 7827 16826 22991 36371 41111 55999 140925 
Hg ASME 3722 11231 20726 28675 39098 44055 55522 124737 

Pos/Hg 0,67 0,70 0,81 0,80 0,93 0,93 1,01 1,13 

Pso DIN 33523 106912 227477 339972 462664 535843 717079 1806188 
w ASME 31926 109077 149011 264745 356101 373920 469030 1515300 

Pso/W 1 ,05 0,98 1,53 1,28 1,30 1 ,43 1 ,53 1.19 
MO DIN 561507 2325332 5857520 8924268 14111254 17146977 24380697 85793943 
MO ASME 502451 1759024 3373294 6208829 8874378 9879320 13009000 46879505 

MO/MO 1,12 1 ,32 1 ,74 1,44 1 ,59 1 ,74 1 ,87 , ,83 

MI DIN 72689 473685 1529149 2901699 4702382 6107602 10139157 47028770 

MI ASME 90342 513502 1520162 2789471 4436214 5692052 9004199 4, 636587 
MI/MI 0,80 0,92 1,01 1,04 1 ,06 1 ,07 1 ,13 1 '13 

2400 

6546233 
2706706 

2,42 
3483718 
3413118 

1 ,02 
550246 
376478 

1 ,46 
6546233 
4803854 

1 ,36 
507333015 
266283862 

, ,91 
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Tabela 2. Comparação dos esforços - Normas OIN2505 e ASME - PN40 

PRESSAO NOMINAL 40 

DIAMETRO NOMINAL 25 100 200 300 350 400 

Pov DIN 51679 204203 486004 756495 918915 1110866 
Wm2 ASME 11364 142870 336297 505082 593392 695174 

Pov/Wm2 4,55 1,43 1 ,45 1 ,50 1,55 1 ,60 
Psa DIN 8368 49111 149128 291359 370323 470244 
Wm1 ASME 12083 63781 183369 341366 427488 535401 

Pss/Wmt 0,69 0,77 o ,81 0,85 o ,87 0,88 
Pos OIN 4031 15928 37908 59007 71675 86648 
Hg ASME 7748 30615 72064 108232 127155 148966 

Pos/Hg 0,52 0,52 o ,53 0 ,55 0,56 0,58 
Pso DIN 51697 204203 486004 756495 918915 1110866 
w ASME 23469 142870 457206 723916 878641 1038013 

Pso/W 2,20 1,43 1 06 1,05 1 05 1 07 
MO OIN 981904 6126101 19926163 40094228 55134905 79426935 
MO ASME 445915 4000360 18710938 38126552 48712728 73312179 

MO/MO 2,20 1,53 1,06 1 ,05 1 13 1 07 
MI DIN 188203 1825290 7385739 18474356 26501905 39717284 
MI ASME 255148 2165521 8262630 19315347 27444338 40918409 

MI/MI 0,74 0,89 0,89 0,96 0,97 0,97 

soo 

1549432 

915363 
I ,63 

710501 
791708 

o 90 
120856 
196149 

0,62 
1549432 
1482382 

1 05 
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1 03 
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Tabela 3. Margem de segurança pelas diversas metodologia de cãlculos - PN10 

PRESSAO NOMINAL 10 

DIAMETRO NOM INAL 25 100 200 300 350 400 soo 1000 

HF 14 17 21 22 22 22 24 29 
AD HFR 6,9 11 ,6 16,8 19 ,8 24,3 26,3 29 48.4 

HF/HFR 2,03 1.47 1,25 1 ,11 o ,91 . o ,84 o ,83 0,60 
a, 49,8 73,4 88,4 94,6 139,6 143,6 152,6 262,1 

DIN a2 7,7 17,8 27,7 36,8 55,5 61,2 75,8 195,9 

VORNORM 0 all 215 215 215 215 215 215 215 215 
0 a11/amax 4,32 2,93 2,42 2,27 1,54 1 ,50 1,41 1 ,22 

WRO 2896 11900 29803 45501 71331 86745 123122 432632 

~ 
WRA 188,4 1854 6697 14044 21958 29285 50236 246491 

Vl WR8 624,6 3950 12547 23969 38014 49507 82070 380178 DIN z 
L.J 
1- w 15729 42753 85352 129027 134697 162444 210693 469079 ENTWURF 

W/Wmax 5,43 3,59 2,86 2 ,84 1 ,89 1 ,87 1 ,71 1 ,08 

~lo e 0,04 0,12 0,22 0,25 0,45 0,44 0,36 o ,76 
old: 

25,0 8,3 4,5 4,0 2,2 2 ,3 2,8 1,3 a:<...> 1/e 
SH/1,5 49,6 51 ,5 58,5 78 ,1 106 ,8 101 ,2 127,4 172,1 

SR 65,2 69,3 51,4 67,4 83,2 84. 4 78,2 101,6 

ST 61 ,o 53,2 39,1 34,9 47,3 39,5 34,1 33 ' 1 
ASME (SH+SR)/2 69,8 72,7 69,5 92,3 121,8 118.1 134,7 179 ,9 

(SH+ST)/2 67,7 64 ,7 63,4 76,0 103,7 93,7 112,6 145,6 
Sf 85 85 85 85 85 85 85 85 

Sf/Smax 1,21 1 • 17 1 ,22 0,92 0,70 0,72 0,63 0,47 

2400 

56 
108,3 
0,52 

131 ,1 
124 ,8 

215 
1,64 

2551440 
2210574 
3262630 
3404577 

1 ,33 
o ,75 

1 ,3 
152,9 
88,0 
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158 ,7 
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Tabela 4. Margem de segurança pelas diversas metodologias de cãlculo - PN40 

PRESSAO NOMINAL 40 

DI~ETRO NOMINAL 25 100 200 300 350 400 soo 
HF 16 21 31 38 42 46 48 

AD HFR 8,8 17,9 27,7 33,6 36,9 41 '1 42,7 
HF/HFR 1 ,82 1 ,17 1 '12 1 '13 1 ,14 1 '12 1.12 

ol 69 ,o 127,8 133,2 110,2 124,5 113,9 87 ,6 

DIN 02 14 '1 40,8 52,9 54,4 81 ,6 61 ,o 57,5 

VORNORM 0all 240 240 240 240 240 240 240 
(j a n'0 max 3,48 1 ,88 1,80 2,18 1,93 2 '11 2,74 

WRO 4500 28078 91328 183765 252702 364040 1099033 

WRA 2687 21763 82130 191926 271930 463489 1249228 

DIN TENS AO WRB 1260 12223 49458 123712 177468 265964 387990 
ENTWURF w 20544 65440 192622 452892 599457 849174 1270191 

W/Wmax 4,57 2,33 2,11 2,36 2,20 1,83 2,33 

ROTACAO e 0 ,06 0,16 0,24 0,20 o ,21 0,23 0,51 

1/9 16 , 7 6,3 4,2 5,0 4,8 4,4 2,0 

SH/1 ,5 35,4 82,7 119,3 96,7 94,5 102,4 82,5 

SR 38,5 . 96,7 116,4 122,7 111 ,6 125,9 126,6 

sr 47,6 79,0 105,7 79,4 77 ,4 79,9 57 ,9 

ASME (Sii+SR)/2 45,8 110.3 147,7 133,8 126,7 139,8 125,2 

(SH+ST)/2 50,4 101 ,5 142,1 112,2 109,6 116,7 90,9 

Sf 105 105 105 105 105 105 105 

Sf/Smax 2,08 o ,93 o ,71 o ,78 o ,83 0,75 0,83 

::> 
·O 

w 
I 

<O 
(11 
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CONCLUSOES 
Dentro da amostra estudada, pode-se inferir as seguintes CO_!! 

clusões: 
a) As fÕrmulas para as forças, tanto na montagem quando em se! 

viço, são semelhantes em ambas as normas, embora diferindo 
nos valores empiricos caracteristicos da gaxeta. Assim, as 
forças de montagem segundo a DIN são sensivelmente maiores 
que as do ASME. Jã em serviço, as forcas do ASME são lige! 
ramente superiores as da DIN (não mais que 25%). As forcas 
de pré-compressão da DIN são muito superiores ãs do ASME, 
mesmo em se considerando a forca de pré-compressão reduzida 
{P0v> (Tabelas 1 e 2). 

b) Tomando-se por exemplo o flange PN 40, DN 400, onde os mo
mentos solicitantes para as duas normas são semelhantes,te~ 
-se que, para a norma DIN2505, as tensões admissiveis exce
dem as calculadas por um fator de 2,11, enquanto que para o 
cÕdigo ASME esta relação e de 0,75. Portanto, abstraindo
-se dos valores obtidos para as forcas, a margem de segura_!! 
ça implicita no método americano neste caso e de 2,8 vezes 
a da formulação alemã . Comparação semelhante para outros ! 
xemplos mostra resultados equivalentes. 

c) Os resultados globais {Tabelas 3 e 4) demonstram ser a nor
ma ASME a mais conservativa, seguida da AD-87, DIN2505-Vor
norm e DIN2505-Entwurf. 

d) A preocupação maior com as cargas atuantes no caso das nor
mas alemãs se justifica pelo modelo mais preciso, mais sen
sivel a desvios nas hipóteses de cãlculo, e com menores CO! 
ficientes de segurança. Dai serem recomendãveis procedime_!! 
tos mais cuidadosos na instalação, e a consideração de eve_!! 
tuais acréscimos de carga nos parafusos quando da montagem. 
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SUMARIO 
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P.\oblema6 envolvendo t11.oca de. e.neltgia 11.ad.ian.te. -têJtm.ic.a di6u.4a e.n

tlle 6upell61cie6 aLongada• d.i6poataa aime.tJt.ic.ame.nte. e. o meio amb.ie.n 
te Jtecaem lta 6oLução de equacõe.6 .inte.g11.a.i6 de FJt.e.dholm de. aegunda. 
e.apec~e.. Tai6 e.quaçÕe.6 em ge~taL exigem mê.todo6 apltox.imadoa palla a 
obtenção de 6oLuçõea . Ne4-te tJtabatho ê apJt.Uen-tado u.m método de a e 
obtell, de 6ollma muito 6.impte.a, a aolucão de. e.quaçÕe6 .integllai6 pll~ 

venie.nte6 de. plloble.ma6 de lladiacão . O método c.on•i•te em 6e pllopoll 
~unçõea lle6po6ta 6ollmada6 po11. degllau6, 06 quaia 6ão detellminado6 ~ 
tJtav~.6 da ut.<lüacão de um pllind.pio valtia.cioltal . 

SUMMARY 

P4cblem6 involving di66u6e. lladiant ene.11.gy intellc.hange. between eLo! 
gate.d 6ult6ace6 , düpo6 ed 6 ymmetlt.icatly, and an env.iltonmen-t need .the. 
60lution o6 a F1tedhof.m in.tegltaL e.qua.ti.o•t o6 6econd kútd. Theae. e.

quaticna gene.ltaliy ne ed nume.Jticat method• that aolve them appltoxi
ma-tety. 1n th-(.6 woJtk we. 4how a method to obtain , .in a aimpte way , 
the 60lution o6 i ntegllal equa-tionh coming 6Jtom lladia.tion p1toblem6. 
The. me.thod con6Üta .in pllopo6úrg 6unction6 6ollmed by 6-te.pa which 
alle. de-tellmine.d by the. U.6l o6 a vallia.tionat pll~nc.ipte . 
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INTRODUÇAO 
Quando dois pontos materiais, a temperaturas diferentes do 

zero absoluto, estão separados por um meio não opaco existe uma tr.2_ 
ca de energia por radiação térmica entre eles. Se agora pensarmos 
em superficies trocando energia por radiação teremos que cada pon
to, sobre cada superf1cie, receberã energia proveniente de outros 
pontos, que poderão pertencer a qualquer das superf1cies que partl 
cipam do processo de troca de energia. 

Sendo assim a transferência de energia por radiação térmica 
e governada por sistemas de equações integrais que levam em conta o 
efeito de todos os pontos envolvidos no processo de transferência 
de energia sobre cada ponto considerado. 

Neste trabalho trataremos de uma classe particular de probl! 
mas de radiação. Mais especificamente falando vamos fixar nossa 
atenção nos problemas de troca de energia r adiante térmica entres~ 
perf1cies alongadas cinzentas que emitem e refletem difusamente, 
possuindo mesmas propriedades tisicas e estando dispostas de manel 
ra simétrica, de tal forma que o efeito externo sobre cada uma das 
superfTcies consideradas seja o mesmo. Suporemos também que a tro 
ca de energia se dã no vãcuo. 

O fato de cada superficie estar sujeita ao mesmo tipo de e
feito faz com que o sistema de equações integrais a nteriormente ci 
tado seja reduzido a uma simples equação integral, jâ que a troca 
de energia em pontos correspondentes de superficies diferentes é a 
mesma. Uma vez que toda a radiacão envolvida é difusa, não haven
do assim distinção entre energia emitida e energia refletida, é CO!l_ 
veniente escrever a equação integral que representa o balanço de 
energia tendo corno função incógnita a radiosidade local, que é uma 
medida de toda a energia radiante que deixa uma certa superficie , 
num certo ponto, por unidade de tempo e ãrea, por reflexão e por 
emissão. 

O balanco de energià para o tipo de problema que será trata 
do aqui é então dado por uma equação integral de Fredholm de segu!l_ 
da espécie [4,5). Tais equações em geral não possuem solução ana-
11tica em forma fechada exigindo assim a utilização de têcnicas n~ 
mêricas para a obtenção de uma solução aproximada . Na literatura 
podem ser encontrados vãrios métodos destinados ã resolucão aproxi 
mada de equações integrais lineares como as que regem os problemas 
de troca de energia por radiação difusa, que são no entanto desti-
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pados a abranger a maior faixa possivel de aplicação . 
A ideia aqui é ~presentar um método simples e eficiente, des 

tinado a resolver especificamente problemas simétricos de troca de 
energia radiante térmica difusa entre superflcies alongadas. Este 
mêtodo é baseado fundamentalmente. ao contrãri o do que se costuma 
encontrar na literatura, no modelo fisico empregado. 

O método de solução se baseia em buscar o extremo de um fu~ 

ciona l supondo que a função radiosidade é formada por degraus. 
Para a obtençâodeste extremo é necessária a dupla integração do n~ 

cleo da equação integral, a qual num problema genérico deveria ser 
feita numericamente com o auxilio de um computador. Para o probl! 
ma aqui tratado, esta dupla integração pode ser feita analiticamen 
te com a aplicação do método de Hottel, ou método das cordas cruza 
das, o que faz C(,lm que o único uso do computador seja para a solução de um 
sistema algébrico linear, cuja matriz de coeficientes é simétrica. 

A titulo de exemplo é estudada a troca de calor por radiação 
entre duas placas planas, alongadas, cinzentas, isotérmicas e com 
emissividade constante, e o ambiente. São apresentadas soluções o~ 
tidas com diferentes números de degraus. 

ANALISE TEORICA 

Vamos basear nossa discussão em arranjos s imétricos forma
dos por duas superficies, convexas ou planas, alongadas que são r! 
presentadas na Figura 1 por linhas cheias . 

A análise de fenôm enos de troca de calor por radiação pura 
é em geral desenv o lvida sob a hipótese de que a transferência de 

I 

energia se dã num espaço fechado por vãrias superflcies, jã que a1 
sim temos que toda a energia radiante térmica que deixa uma certa 
superficie vai necessariamente atingir algumas das superflcies que 
compõem o arranjo. 

Devi do ã h i pÕtese de estarmos sempre 1 i dando com um espaço 
fechado suporemos que o ~mbiente atua como se fosse uma superficie 

negra que estã a uma temperatura Te• denominada de temperatura ef! 
tiva de corpo negro. Estas· superfícies fictícias são representadas 
na Figura 1 por linhas pontilhadas. 

Representando por Bw(x) a função radiosidade sobre alguma 
das superfícies reais que compõem o arranjo e sabendo que a radio

sidade sobre as superfic ies negras fictícias ê oT~ podemos escre
ver o balanço de energi~ como [1 ,2,6] 
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( 1 ) 

onde 

( 2) 

( 3) 

O domínio das fun ções envolvidas é o intervalo fechado (a, 
b] , uma vez que as superfi c ies são alongadas. 

Na equação (1) ~w(x) é a emissividade, pw(x) a reflectãncia 
e T (x) a temperatura, definidos em cada ponto da superfície consi w -
derada, sendo funções limitadas porém não necessariamente contí-
nuas. o é a constante de Stefan-Boltzmann. 

O fator de forma entre as áreas diferenciais dAx e dAy ê r~ 

presentado por dFdAx-dAy e é a razão entre a energia que, deixando 
dAx, atinge dAy e toda a energia que deixa dAx. 

No caso de superficies alongadas temos que (1 ,2] 

dFdAx-dAy "+ a~ [ sen e(x,y) Jcty ( 4) 

se assumirmos que a energ ia que deixa o ponto x pode atingir y di
retamente. 

Deve ser observado que a integração de dFdAx-dAy entre dois 
pontos e sempre uma grandeza positiva. 

Em (1),{2),(3) e (4) x e y são variáveis escalares como as 
que são mostradas na Figura 1. 

)( .. ':..._ _________ ·1---------! " b 

JI.:O Y•O 

Figura 1. Duas superfícies dispostas simetricamente 
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A equacio (1) i uma equacio integral de Fredhol~ d ~ · ~"~nda 
espécie e pode ser reescrita como [4,5) 

( 5) 

UM PRINCfPIO VARIACIONAL PARA (5) 
A equação (5), uma vez que possui niicleo simétrico, tem co

mo solução a funcio s:(x) que torna extremo o funcional I[B:) dado 
por 

I[B:] :I: I: K(x,y) s:(x) s:(y) dx dy-

J 
b 1 J b E: (X) o T* (X) 

4 

- -(-) (B:(x))
2 

dx + 2 w ( ) s:(x) dx 
a Pw x a Pw x 

( 6) 

onde as funcões cw(x), pw(x) e r:(x) sao prescritas e assumem sem
pre valores estritamente positivos. 

Em todos os problemas envolvendo troca de energia radiante 
térmica difusa, que podem ser reduzidos a apenas uma equação inte
gral, o niicleo K(x,y) i simétrico, pela prÓpria definição do fator 
de forma. 

SOLUCAO DEGRAU 
Vamos agora apresentar um metodo rãpido para a obtenção da 

solução de (5) [6,7]. A idéia é extremar ![B:] supondo que s:(x) 
i formada por N degraus de mesma largura no intervalo [a,b]. 

Assim procedendo temos o seguinte sistema algébrico de N e-
quacões 

N ra+in r+jt. ra+i6 1 * 
í K(x,y)dx dy S:. ---· dx Bw· + 

j=1 Ja+(i-1)6 a+(j-1}!1 J la+(i-1)6 Pw(x) 

+ 
r+iô ~(x) 

a+(i-l)ú Pw(x) 
0 r;(x)" dx o 1 ,N ( 7) 

onde 

t. 
b-a 

= -N- ( 8) 

s:(x) s* 
w; 

a+(i-l)ll. :; x < a+ill. ( 9) 
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Resolvendo o sistema (7) obteremos os s:i 's que representam 
a função incõgnita formada por degraus. 

Vejamos agora uma forma simples de efetuar a ~ntegraçio du
pla que aparece em (7) analiticamente. Definindo~ e l como os v~ 
tores posição sobre cad a uma das superficies P?demos escrever, uti 
lizando (4), que 

1 d [ }L- X d X] 
K(x,y)=Tay ll r-~ 11-·d~ ( 1 o) 

onde ·:11 11" representa a norma do vetar. 
Assim sendo podemos integrar duplamente o núcleo para obter 

A equação (11) ~conhecida como o mitodo das "cordas cruza 
das· ou mitodo de Hottel e pode ser ilustrada com o auxilio da Fi
gura 2 [1,3]. 

Em geral e:w(x), pw(x) e r:(x) são assumidos constantesoque 
torna desnecessãria qualquer integração numirica para a utilização 
de (7) na solucio de (5). 

li ~~ Xz ) ·!I Y2)11 

Figura 2. O mitodo das cordas cruzadas 
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A seguir e apresentado um exemplo para i lustrar o que foi de 
senvolvido atê aqui. 

TROCA DE ENERGI A RADIANTE T[RMICA ENTRE DUAS PLACAS PLAN AS E O MEIO 

AMBIENTE 
Vamos analisar a titulo de ilustração a troca de calor por 

radiacãõ difusa entre um arranjo formado por duas placas planas ci~ 
zentas, alongadas e isotérmicas, e o me io ~mbiente. 

As placas .possuem emissividade hemi s férica total e:w e estão 
a uma temperatura Tw. 

A Figura 3 apresenta um esquema do tipo de arranjo esttldado. 
Utilizando o sistema de coordenadas da figura temos que a radiosi 
dade no ponto y " a, sobre a placa superior, e a mesma que no ponto 
x" a, sobre a placa inferior. Assim representaremos a função radio 
sidade local por Bw sobre · amba s as placas. 

L 

Figura 3. Arranjo t1pico 

Podemos escrever a equacão de bal anco de. energia, para este 
caso, como 

. L 
B+(x) " 1 + (1- c ) J B+(y) K(x,y)dy w . ~w U w. 

( 12) 

onde a função a:(~) e uma medida adimensional da radiosi~ade,defi
nida como 

Bw(x) - o T~ 

& o(T~-T~) 
w w e 

( 13) 
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O núcleo da equação ê obtido através de (9) 

hz 
K( X ,y) c ---- --.,--

2((x+y-d) 2 + h 2 )% 
( 14 ) 

Nas equações ( 12) e ( 14) h e a distância entre os planos que 
contêm as placas, L ê a largura das placas e d a distância, medida 
na horizontal, entre as origens de x e y, sendo positivo se a ori
gem de x estiver ã esquerda da de y. 

Pode ser notado de (12) e (14) que o problema fica totalme~ 
te determinado se forem conhecidos ~w• h/L e d/l. Desta forma a
presentaremos todos os resultados baseados numa largura unitária 
(L= 1) jã que arranjos geometricamente semel-hantes (com mesma emis 
sividade) possuem a curva s;(x) com a mesma forma. 

Para este problema a equação (7) fica reduzida a 

(1-e:w)N ~ [Ji/N J j/N K(x,y)dx dyJ B~. +I- B+ =O i= 1,N (15) 
j=l (i-1)/N {j-1 )/N J W; 

onde N e o número de degraus que compõem a solução em [0,1]. 

Uma vez determinada a função radiosidade adimensional pode
mos calcular o calor trocado localmente por [6] 

( 16) 

onde q:(x) e definido aqui como o calor trocado adimensional e e da 
do por 

( 17) 

O calor total trocado, por unidade de profundidade, para ca 
da placa pode ser ca lcul~do por 

( 18) 

o que, com o tipo de solução proposta, equivale a 

Q= [J:._ I q+i ] o(T~-r'•) 
N i=l w e 

( 19) 

onde qi e o calor trocado pelo intervalo [i-1,i ] dado por 
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(20) 

A seguir apresentamos alguns resultados. As Figuras 4, 5 e 
6 mostram uma comparação entre soluções obtidas com diferentes nu
meros de degraus para a fu~ção s:(x). A Figura 7 apresenta diver
sas curvas para a função q:(x) obtidas utilizando-se 100 degraus. 
Devido ao pequeno tamanho dos degraus as curvas foram traçadas con 
ti nuas . . 

Bw r---; I''''~'(.''' 
~ ' -' ----, • 

' /1~/1111 Figura 4. Função 
1.3 ~ !...--., -

' s;(x) com 3 e 11 
~ 

1.2 ~ ' - degraus para : ......_____, 

.....___, i e:w =O . 1, h = o. 5, 
I, I - '--+----- - d =o. o .....__ 

I 

o O.!> X 

I 

8~ 
IIII /IIII - ' -

:------, • ' ' 177/,., 111/ Figura 5. Função ' ' 
1.3 - -

s:(x) I com 3 e 9 ......____. 
I - degraus I , 2 f- I para : ,______, 
I I 

e:w =O. 5, h = o. 5. 
1.1 f- ~ d = o. 5 

o 0.5 X 

. I 
Bw 

I ;:::::::::::::1 L-.:..; i -f-
I I 

li l i u...__., Figura 6. Função 
I, 8 ~ ';~tu;;~ I -~ I I 

s:(x) 1 
/),, 

com 5 e 9 
i degraus para : I, 7 

"""" I : -
I I e:w = O. 5, h = o. 1 , 
~ L..--.: 1.6 F d = I. O 

I 

o 0.5 X 



208 

o.s 

o 

RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI, n<? 3 -. 1984 

o.s 

d . -0 5 
h. o.s 
c •• 0.9 

X 

Figura 7. Curvas q:(xl versus x, para virias Ew' h e d 
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COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSOES 
Foi apresentado um método extremamente simples e eficiente 

que se presta ã solução de todos os problemas envolvendo troca de 
calor por radiação difusa que possam ser reduzidos a uma equação i!J. 
tegral de Fredholm de segunda espécie. 

o método pode ser aplicado a situações onde o nucleodaequ_! 
cão tenda para o infinito em alguns pontos, onde não podem ser apl_i 
cados métodos de diferenças finitas clássicos . 

Pela falta de resultados na literatura foram feitas estima
tivas de precisão através da comparação entre soluções obtidas com 
diferentes numeras de degraus. Em todos os casos estudados obser
vou-se uma ripida convergincia das soluções degrau para a soluçã6 
exata, com o aumento do numero de degraus, como pode ser visto nas 
Figuras 4,5 e 6. 

Em todos os casos, devido ã simetria do núcleo, a matriz de 
coeficientes do sistema linear (7) e simétrica. 

Para valores de d menores do que zero a radiosidade é uma 
função estritamente decrescente enquanto que se d for maior que L 
a radiosidade é estritamente crescente. Quando d estã entre zero 
e L temos que o mãximo da função ocorre sempre entre X= o e X: d. 
sendo que quando d " L, placas paralelas, o mãximo ocorre em xaL/2. 
A função calor trocado local se comporta de forma inversa ã função 
radiosidade, como pode ser visto pela equação (17}. 

Deve-se notar que o problema poderia ter sido formulado em 
termos do calor trocado local adimensional q:(x) utilizando no lu
gar de (12) a equação abaixo 

onde para todo x, d, h e L 

JLO K(x,y)dy < 1 

A equação (21) pode ser aproximada por um sistema similar a 
(6). 
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E n et p.u.s ente .tJtabaj o .H>. anatüa una e:(.ten.s.t.Õ n d el c o nce p.to de e 

conom~zac~Õn ai ca.so de polLnom~o .s de do.s vaJt.~abte.s P(x , yl, e.stan 

do lx,y J Jt.e.S.tJt.~ngido.s a un dom~nio '~"~to Q donde .se de.sea Jteali 

zan ta economizaci~n . 

En e.l ca.so de po.f.inom.i.a.s pI x I de .só to una vM~able., cuyo.s va.toJte.s 

4ea11 ca.lcu.f.ado..s poli. medi.o de ta llegla de. llecttii.Jtenc.t.a .i nvvt.oa , ta 

d.t .sm.üwc.i.Õn de ta c.omptej.i.dad de .su evatuac.iõn depend e diltec.ta.men

.te det g~ta.do de p. E.s enc.iatme,t.te., e-6ta e.o t a .t.d~a de conde.n.sac.i.Õn 

de La.nczo.s. TJtatã.ndoH de. pot.i.nom~o<> de do<> o ma.s valt.iabte.s .se. .t.i.~ 
ne una .si.tuaciõn di6e.Jt.en.te: la di.sminuciõn en la comple.j.i.dad de e

valuac.i.Õn no d~.pende l>oi.a.men.te de. una Jtedu.cc.iõn en -óu gll.ttdo .s~no 

ta.mbi~. n de. ltt e.stJtttctuJLa de to.s coe&.icien.te.s de p, pllobte.ma que e.s 

aqu~ con.sideJt.ado . 

Como l?jllmplo de. apt.i.cac.~Õn de ta técnica de e.c.onom.i.zttc.i.Õn .'leJtá an~ 

l.-i.zada i.tt ace.le.Jt.ac~Õn en ' la convellgen.cia de .sol.uc.i.onu numeJt.i.c.a..s de 

e.cuac~o ne.~ d.i. 6 e.Jt. l?.n c~a.f.e.s paJt.c..i.aleó . PaJta el ej emplo plte..oen..tado a

qu:Z 6ue ete.g ida la tou~Õn etã..s.Uca de baJt.Jta6 plt.ümâ.t.i.ca-õ, en Jt.azõn 
de exi.st.i.Jt. dive11..sa.s .soluc~onel> numé~ca6 de e.'l.te pJtobtema , ob.tenl

da.s po!t d~6eJt.e.n.te.s mé.todo.s. Lo<> JLe.sul.tttdo.s pJt.odu.cido.s mediante 

!tt técni.ctt de econom.i.za.c~Õn pll.e.Sen.tttn e.Jt.JtoJte.s menoJte.s, aun compa

~ttndo eom to• 4e.sultttdo.s obten~doa a t~ave.s del mitodo de coloca

ciõn de Chebv~hev . 
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SUMMARY 
ln .tiU.6 pa.pe lt we di..óc.u.66 .the e,x.te.nh.i.on o6 .the ide.a oó e.c.onom.i.. za..t.i.an 
.to po .f.ynom .i. a.t~ oó .two va~~ . .i.abte.6 P( x ,y), whe.11.e (x,y) a1L e. ILU.t1L.tcte.d 
to a 6i.n.i..te. domcún Q '.<.n wh.i.ch .the. pitoc.e.H o6 e.c.o nom.i.za..Uo n. ü 1Le.
qrú1Le.d . 
1n .the. caH. o6 potynom.i.a..t-6 p(x) o6 ont y one. va.l!..ta.b.te., .the. va.tu. u oó 
w~ch aJte. c.ompu..te.d by bac.RWa.Ad 1Lec.u.IL1Lenc.e, a. lLeduc.tlon .i.n .the. c.om
ple.x.i.ty o6 .the. e.valu.a.t .i..an ü d.i.l!.e.c..tly c.on.tl!.olte.d by a l!.e.du.c.ti.o n .i.n 
t he. degl!.ee o6 p. Thih, i.n e66 enc.e , .i.6 .the. .i.dea. oó Lanc.zo6' conde~ 

6a..t.i..o n p11.oc.e.6.6 . l n the. ca6e. o& potynom.i..alh o6 .two ol!. mo~e. v a.l!..i.a-
bteh , .the. 6.i..tu.a..t.i..on .i..6 d.i..66elten.t : a. 1Leduc.t.i.on .i.n .the. c.omple.x .i...ty .i.h 
not onty co n.tl!.o .U .. e.d by de.g 11.e.e 1Le.du. c..ti.on, .(.t a.uo de.pe.nd-6 on the. 
6.t1Lu.ctu.1Le o6 .the. c.oeóó.i..c..i.e.nth a6 P, pl!.obte.m .whlc.h .i.h d.i..6c.u..6 .6 he11. e. . 
A.6 an e. xample. o6 .the. appl.i.c.a..tlon oó .the. e.c.o nom.i.za.t.i.on te.c.hnlque. , 
we. dü c.u.-6.6 .the. a.ccele.lt.a.t .i.on o 6 co nv ·e.lLg e. nc.e. o 6 num e.1Llc.a.t .6o.f.u..t.i.o n.6 
o6 pa.lt..t.i.at d.i.66e1Le.nt.i.at e.qua.t .i.ol'!h . l n the e.xa.mple. p1Le..6en.ted, the. 
e.la.6.t.i.c. .to1t.6.i.on oó a. pi!.Ümat ic. balL i.6 c.on6.i.de.1Le.d .l>.i.nc.e. the.1t.e. a.lte 
he.v e.lLa.t nu.me.lL.i.c.a.t halu.t.i..o nh 6olt. .i.t, ob.ta..i..ne.d by d.i. 66e.1L e.n.t me.thod6. 
Ou1L 1LU u.Uh c.ompa.Ae. 6a.vou.1La.bl !f a.Uo w.i..th .the ve.1Ly a.c.cu1Ld.te. Che.b!J,!> he.v 
c.olloc.a.t.i.on me.t hod . 

IN TRODUCTION 
Let us assume that a polynomial P = P(x , y) takes values in a 

domain Q and let e:> O be a to l era nce parameter or. admissible erro r 
bound for the values of P in Q. 

I f P is expanded in a polynomial basis S, defined in Q, 
such that it reduces the magnitude of the coefficie nts of hig her 
powers of the variables at the expense of the remaining 
coeff i c i ents , then it may be possib l e to finda condensed 
representation P (x,y) of P in the sense that IIP-P~::II <e: , wh ile 
the computational effort required for the generation of values of 
Pe: is smaller than that reqoired for values of P. 

ln the case of polynomials p(x) of only one variable , the 
values of which are computed by backward r ecurrence, a reduction 
in the complexity of the evaluat i on is directly controlled by a 
reduction of the degree of p. This is , in essence , the idea of 
Lanczos' condensation (telescoping, economizat1on)process [9]. 

In the cas e of polynomials of two ( or more) variables, the 
situation is different: a reduction in the complexity is not 
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controlled by degree reduction alone: it also depends on the 
structure of the coefficients of P. 
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ln the second section {Condensation of Polynomials of two 
Variables) we consider the problern of the numerical condensation 
of P when B is a product Chebyshev ba9iS for Q. We introduce a 
coefficient matrix A associated with P and discuss different 
condensation strategies {vectorial, triangular and maximal) for 
the extreme cases when A is either a rectangular or an upper 
triangular matrix. ln third ~ection {Numerical Example) we 
illustrate those cases with a simple numerical example. 

Condition for these condensation strategies to be feasible 
are given in fourth section{Vectorial and Trtangular Condensation 
Processes) dire ctly in terms of the given polynomial P, without 
explicitely going into the representation of P in the basis B . 
These conditions are applied in sixth section {Numerical Example) 
t o the exa mple of th i rd section. An algorithm for the automatic 
implementation of the numerical condensation process in a computer 
is sketchly described in fifth section (An Algorithm for Polynomi~ 
Conde nsation ) . 

ln seventh section (Applications of Polynomíal Condensation 
to the Acceleration of the Convergence of Approximate Solutions of 
Par.tial Oifferential Equations) we discuss the application of the 
condensation techníque to the acceleration of the convergence of 
the numerical solution or partial differential equations. Our 
discussion is modelled on the equation which describes the torsion 
of a prismatic bar. A more interesting problem: the condensation 
of numerical solutions of the tensor equations which describe the 
plastic behaviour of the hydrostatíc extrusion problem for 
bimetallic ~omposítes, is considered in detail in [7). 

ln our example, an economy of 30.55% in the number of 
coefficients is achieved by condensation with an E"' 8x1o-~ on an 
approximate solution with a maxirnum errar of 5x10- 3 • 

The quality of our condensed approximate solution, which 
bel ongs to ~ 4 , is compared wi th that of 1 east squares and 
Chebyshev collocation approximate solutíons in the sarne subspace: 
the accuracy of the condensed approximate solution is four times 
higher than the accuracy of the other two approximate so1utions. 
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CONDENSATION OF POLYNOMIALS OF TWO VARIABLES 
Let us consider a plane domain Q which, for simplicity, we 

shall assume to be the square Q1 •((x,y): 0Sx :i 1, 0$y S 1} , anda 
polynomial 

n m 
P " P ( x ,y) = L L a .. x i Yj 

120 j=O lJ 

which takes values in Q1 • We say that P e9J
0 

• ,m 
Consider the vectors 

O 1 n T X c (X ,X •••• ,X ) , 
O 1 m T y .: (y ,y •... ,y ) • 

and the matrix 

i "0( 1)n, j = O( 1 )m , 

which we call the coefficientsmatrix associated with P. We can 
write 

Moreover, 

and 

* X 2 .!!x Tx , 

* y ,. .!!y Ty , 

where the elements of the matrices ~x and .!!y are generated with 
the help of the identities 

n 1 2n [ * 2n * 2n * J t .. 2- T
0
(t)+(1)T

0
_ 1(t)+ ... +(n)T

0
(t) 

for t=1,2, ... , and t 0 ,.1. 

We call 

( 1 ) 
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the representation of P in the product Chebyshev basis 
lla{T~(x)xTj(y)} i,j=0,1. ... The matrix _ç..((c;jll, i·0(1)n, 
j=0(1)m, is defined by the product 

C " BT A B 
- -X- -y 

Given an error bound e:> o. we say that Pe: .. Pe: (x,y) is a 
condensed representation of P in 01 if, for all (x,y) € 01 , 

II P-Pe:H<e: 

where PE is a suitable truncation of pCh_ 
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(2) 

We shall try to construct a polynomial PE which, in a given 
polynomial evaluation scheme, would provide approximate values of 
P with an error bounded by E 1n Q1 and with less computational 
effort than that requíred to compute values of P in the sarne domaín. 

Since the truncation of a polynomial of two variables is 
possible in more than one way, so is its condensation. We may 
require, for instance, that the truncation of pCh be made: 
(i) along the vectorial arrays c1m(i =0(1)n) or cnj(j•0(1)m)off; 
(ii) along the secondary diagonals c ..• i+j "constant, of C; 

lJ -
(iii) 1n such a way that the maximum number of coeffícients of f, 
starting with cnm• are deleted without violatíng condition (2). 
We call these cases vectorial. triangular, and maximal 
condensation of P respectively. 

The interest of these cases, particularly of the first two, 
lies in that they are particular1y well suited for the condensation 
of polynomials with certain standard coefficient matrix forms. 
If ~ is rectangular, its form wi11 be preserved by a vectorial 
condensation process and the same will happen with triangular 
condensation if ~ is upp~r triangular . The latter is a frequent 
case when the polynomial P is 1tself the truncation of a rapidly 
convergent power seríes expans1o n. 

ln the case when ~ is a rectangular matrix and P 1s 
evaluated by means of an iterated backward recurrence scheme of 
the form 

(3 .a ) 
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where, for j • 0(1)m: 

o 
( 3. b) 

• x qr+l j + arj , r " n( 1)0 

(or the equivalent scheme with the variables considered ·in 
reversed order), the elimination of an array, say, a

0
j(j :0(1)m) 

.from A induces a reduction of one in the number of multiplications 
required in each of the nests of (3. b) (l). The adjustment of the 
polynomial evaluation scheme (3 . a,b) for P to the new polynomial 
Pc is then particularly simple. 

If ~ is upper triangular and a triangular conde nsati on 
pro cess is used 1 the deletion of, sayl the aij's with the larges t 
constant sum i+j 1 will suggest a similarly stmple change in the 
polynomial evaluation scheme for P to get the corresponding scheme 
for Pc . 

However, the particular structure of the coefficients of P, 
or the frequency of use that is expected for Pc may suggest a 
combination of the previous cases or the use of maximal 
condensation. ln such cases, a more f l exible evaluation scheme 
has to be devised for Pc• whi ch must take into acoun t fact ors such 
as the necessity of using a variable index n(j), instead of n, in 
the definition of the mu l tiplication nests (3.b), 

It should be remarked that in machines where the time taken 
to test a number for zero is considerably smaller than the 
multiplication time, more so phisticated evaluations schemes, where 
full advantage can be taken of inducing as ma~y zeros as possible 
in f,may become economically attractive. 

NUMERICAL EXAMPLE 
let P be the truncation to degree 7 in x1 yj of the power 

series expansion of exp(x+y): 

(l) The sarne arguments apply, except for the fact that ().a,b) must be replaced 
by Clenshaw's algorlthm [3), lf P Is evaluated dlrectly ln terms of the c1j, and not reconverted ln powers of x and y. 
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P(x ,y) 1 + x + y + (x z + 2xy+ yZ)/2 + (x 3 + 3x 2y+ 3xy 2 + y 3 )/6 + 

(X
4 +4x 3y+6x 2 y 2 +4xy'+y4 )/24 + (x5 +5x"y+ 10x 3 y 2 + 

10x 2y 3 + 5xy4 + y 5 )/120 + (x& + 6x 6 y+ 15x4 y 2 + 20xsys + 

6xy 5 +y 6 )/720 + (x 7 +7xsy+21x 5y 2 +35x4 y 3 + 35x 3y 4 + 

21x 2y 5 + 7xy& + y 7 )/5040 

ande= 0.5 x 10- 2
• 

ln this case A is upper triangular and so is C. 

(i) We first truncate pCh along the arrays {a7j}, {a; 7 } until 
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the sum of the deleted terms surpasses ~ . lhe condensed polynomial 
has now a square matr ix: 

r
0 

= 0.9990 + 1 .0156( x + y) + 0.4229(x 2 + y 2
) + 1.0318 xy + 

~ 

0.2789(x l + y 3 ) + 0.4313(x 2y+ xy1 ) + 0.2799(x 3y+ xy 5 ) + 

0.1784 x ~y 2 + O. 1280(x 3y 2 + x 2 y 3 ) + 0.0556 x 3y 3 

and 10 di f ferent coe fficients. 

(ii) We now conduct our search along the lines of elements c;j 
svch t hat i+ j = 7 ,6, ... until the bound E: is attained. We get, 
again, a po1ynomial with an upper triangular matrix. 

P: = 1.0024 + 0.9657(X+ y) + 0.6132(x 1 + y 2
) + 1.2520 xy+ 0.0195(x 3 + y 3

) + 

0.0422{x 2y+ xy 2 ) + 0.4601(x 3y+ xy 3 ) + 0.6875 x 2 y 2 + 0.1174(x " + y") 

and 9 different coefficients. 

(iii) Finally, we proce~d in such a way that the maximum number 
of elements of C are deleted while the condition (2) is satisfied. 
We arrive to the condensed polynomial form 

P~ 1.0000+0.9950(x+y)+0.4666(x 2 +y2 )+0.1250 xy+0.2540(x 3 +y 3 ) + 

0.0422(x2y + xy?) + 0.4600(x 3y + xy 3 ) + 0.6866 x 2y 2 

with only 8 different coefficients. 
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o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o 
o o o 
o o 
o 

Cotfficient MotriK Condtlatd lorms of tht Motrlx A 
A (i) (li) (i ii) 

Numbtr ol d I fltrtnt totff itients: 

20 10 9 8 

Figure 1. The coefficient matrix A and its condensed forms 
with a tolera nc e e:= 0 . 5>< 10- 2 

Had we started with a rectangular matrix ~ = ((a;j)), 
= 0(1)7, j " 0(1)7, for P, the contribution of the lower diagonal 

elements of ~ would have lead to s lightly different coefficients 
in cases (i)-(iii). For instance, in case (i) the expression of 
o PE, with its coeffici ents rounded again to 40, is 

Po 
e: " 0.9990 + 1 .0156(x + y) + 0.4229(x2 + y2

) + 1. 0324 xy + 

0.2788(x 3 + y3 ) + 0.4299(x2y+ xy2
) + 0.2835(x 3y+ xy 3

) + 

O. 1790 x2y2 + O. 1180(xsy2 + x7y3 ) + 0.0778 x3y3 

The contribution of the coefficients ín the lower diagonal 
of A should have been more significative had we not considered the 
truncation of a rapidly convergent power series expansion. 

ln the three cases considered above , the errar surface 
shows a remarkable oscillatory be haviour(be tween t he prescribed 
bounds + e: and - e:) in the condensation domain Q1 • 
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VECTORIAL ANO TRIANG ULAR CONDENSATION PROCESSES 
We shall deduce now conditions to be satisfied by the 

coefficients of P for the numerical condensation process to be 
feasible, when a domain Q1 and an error bound e:> O are prescribed. 

Two cases will be discussed in some detail: a) rectangular 
condensation, and b) triangular condensation. They will assist 
us to analyze the condensation of polynomials P with rectangular 
or upper triangular coefficient matrices, cases where economica l 
evaluation schemes are well known. Special intermediate cases 
will not be discussed since they can be treated along the lines of 
the former. 

a) Rectangular condensation 
From (1) and the fact that 1Tr(t)l~1 for r • 0,1, ... and 

O ~ t s 1, it follows that the leading coefficient Cnm of ~= ((c;j)), 
i= 0(1)n, j • 0(1)m, can be deleted from the expression of pCh 
without violating (2) whenever 

That is, 

la I < 4n+m-1 nm e: 

in terms of the coefficients of P. 
ln turn, cnm and Cn-lm can be deleted from C if the 

coefficients anm and an-1m of P satisfy the condition: 

2
0+

1 I I I I n+m- 1 
--4- anm + an-1m < 4 e: • 

( 4) 

( 5) 

A similar co ndit iop (with 2m instead of 2n) secures the 
possibility of deleting Cnm and cn-lm from ~. in terms of anm and 

an-1m· 
From (4) and (5) we easily deduce that the entire array 

cim• i • 0(1)n, can be eliminated from ~ if the corresponding 
coefficients in A satisfy the condition. 

n n-s, (2 (n-s)) 
Í Í 4 s I a - I k < 4 n+m- 1 e: 

s=O k=O n sm · 
(6) 
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where the "," in the summatlon sign indicates that a weight equal 
to 1/2 must be ap_plied when k =O . 

After some elementary manipulation on (6) we get the 
simpler conditions 

n I I < 22m-1 L 
SR0 an-sm e: 

and 

m I I < 22n-1 L 
S=O 

8 nm-s e: 

(7) 

( 8) 

for the possibility of deleting, respectively, cim• i =0( 1)n, or 
tnj• j=0(1)m, from the matrix f without violating condition (2). 

The sarne conditions obviously apply if ~ is an upper 
triangular matrix which we tray to make as "rectangular" as 
possible (for instance, to fit it into an interated backward 
recurrence scheme). 

b) Triangular condensation 
We shall consider here two subcases: b1) ~={(a 1 j)), 

i. O(l)m, is rectangular and we want to trim from f. a triang le of 
elements with a vertex on c0 m; b2) ~=((a;j)), i+j=0(1)n, is an 
upper triangular matrix. 

b1) From (1) again, we find that the coefficients cnm• 'n-lm 
and cnm-l can be deleted from f. without surpassing the error bound 
e: in the domain Q1, provided that the coefficients anm• an-lm and 
anm-l satisfy the condition: 

ln the case of a triangular section of elements of f_, with 
a vertex in C0 m and involving k+l arrays of elements, the last 
condition generalizes to 

~ 4r+s lan-nn-sl k.- (rs) (2 (ni-r>\(2('j-sl\ < 4n+m-1 e: 
r+S=O l+J•O j j 

which in turn, after some manipulat i on, takes the form 
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k r+s k-( r+s) (2( n+m-( r+S) >) < 
4 

n+m-1 
Í 4 lan-rm-sl ÍO P E 

r+S=O P• 
(9) 

b2 ) By similar considerations we find that the array cij• 
i+j" n, can be deleted from the coefficient matrix ~ without 
violating co ndition (2) provided that the coefficientsof P satisfy 
the following condition: 

n 
l " I a . ·I < 4 n-1 E • 

1, 0 n-n ( 1 o) 

where the ",," in the summation sign indicates that weights equal 
to 1/2 must be applied to the elements anO and a0n. 

AN ALGORITHM FOR POLYNOMIAL CONDENSATION 
SWITCH is a variable which takes the values 0,1 ,2 and 3. 

Each of its values is associated with one specific condensation 
strategy: along rows of the coeffícients matrix (SWITCH • O), along 
columns (SW ITCH = 1), alternatively along rows and columns (SWITCH" 
= 2) or along secondary diagonals (SWITCH = 3). The sets of 
índices {i ,j} corresponding to each of those condensation paths 
are indicated by the array ~, which takes, respectively, the 
values <(fx ,w • 0(1)2 . 

~ • f.* is an operation which redifines f. and f.*. The latter 
being a matrix which results from deleting in the current 
definition of C all the elements with índices in the condensation 
path ~. -

ALGORITHM 

1 ) Set SWITCH 0,1,2 ar 3 

c ((c;j)), i · 0( 1)1, J=0(1)J 

w SWITCH 

r FLAG 

So o 

lf SWITCH 3' Set W • r • FLAG o 
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2) ~= ~w 
If S . sb + L lc .. l<e, 

i ,je~ lJ 

lf fLAG • 1, Stop 

Set r • r + 

W • +(-1}r 

FLAG • 

Goto 2) 
END 
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Set c;j 

c 
s c 
o 

I f FLAG 

Set r 

w 

Go to 2) 

o. for i ,j e~ 

c* 

s 
1 , Go to 2) 

r + 1 

1 + ( -1) r 

An algorithm for optimal condensation exe~utes the sarne 
functi ons as the Al gori thm above, but on a lar~ e r choi ce of condensat ion 
paths ~. It then selects the tree from cnm which induces the 
largest number of zeros in C. 

NUMERICAL EXAMPLE 
Conditions (7)-(10) can be applied to pred1ct, directly in 

terms of the given polynomial P, whether the numerical condensation 
of that polynomial with a tolerance of e is or not possible in the 
doma1n given Q. 

In the case of the polynomial P(x,y), given in the numerical 
example, which has a tria ngular matrix ~. we get-rounded to 40 -the 
following results: 
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i1 fo r vectorial condensati on 

ii) for triangular condensation 

7 
TT u ! la7_11 I • 0.0254 . 

s·O 

If P(x,y) is taken to 6e the truncation of the power series 
ex pan s ion of e xp(x+y ) to degree 7 in each of the variables, we get 
a rectangular coefficient matrix A. In this case we get, rounding 
again to 40 : 

i) for vectorial condensation 

ii) f or triangular condensat i on 

RT • a77 • 0.0000 

With e:= 0 . 5 x 10- 2 both types of numerical condensation are 
possible for the two kinds of polynornials P considered above, 
since 2- 13 TV, 2- 1 2 TT, 2- 13 RV and 2- 12 RT are all numbers below the 
bound e: • 

APPLICATIONS OF POLYNOHIAL CONOENSATION TO THE ACCELERATION OF THE 
CONVERGENtE OF APPROXIHATE SOLUTIONS DF PARTIAL OIFFERENTIAL EQUA
TION 

Let us consider the el11pt1c problem 

V2 f(x,y) .. ~ + ~ = -2 
3x 2 3y2 

( 1\.a) 

in the square domain Q2 = {(x,y) : O:;; x:;; 2, O S y :õ 2}, wit.h the 
boundary condition 

(11.b) 

This problem describes the elastic torsion of a prismatic 
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bar, with a section equal to Q2 , in terms of the torsion function 
f(x,y) . 

A theoretical discussion of this problem is given in 
Knudsen and Katz [8). Numeri ca l approximations have been 
discussed by several autho rs: South wel l used hi s relaxation method 
in [12) and, more recently, Mason [10] (see also Fox and Parker 
(6]) applied a two dime nsional extension of Lanczos' selected 
points method [9, pp.193-196](l) and obtained accurate results. 

We shall assume that the solution of our problem is required 
at a sufficiently large number of points (for instance, for 
graphica l display) for the overhead of doing numerical 
condensation to be negligeable: We generate a primary approximate 
solution, within a prescribed accuracy, using a computationally 
simple technique, for instance the method of least square (see 
[1),[2],[4],(11] and [13] for details on error estimations in this 
method), or some other weighted residuals alternative (see [5]). 
We then condensate such approximate solution within anerror 
bounded by a tolerance parameter E. 

A compar.ison of the maximum error of a condensed 
approximate solution and a solution of the sarne degree obtained by 
the accurate method of Chebyshev collocation, is favourable to our 
condensat ion method. 

We start with a prima r y solution in Q2 of the form 

n-1 m-1 i 
P nm(x,y) = (x-2)(y-2) . L L a1J. x y j 

1 .,, j·1 

which satisfies exactly t he boundary conditions of our problem . 
Then, we evaluate the coefficients aij with a least squares 
condition at a set of equidistant points. 

let us take n • m" 6, ie, P66 e ~. 6 , the maximum error is: 

e= 11 f- P66 ii < 0.005 

If we choose E "O. 0008, well bel ow e, and take i nto account 
the symmetry of our problem , we can condense P66 within an error 

(Z} Thls method is also referred to as Chebyshev collocatlon and orthogonal 
collocation. The last name is used, particularly, ln thê chemical I I terature 
{see for instance Flnlayson [5)}. 
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of e; in Q1 • We get a polynomial Pe; in ~ 4 . The economy in the . 
number of coefficients is 30.55 %. 

A comparison between the numerical values of the exact 
solution, the Chebyshev collocation approximate solut1on and our 
condensed representation of a least squares solution, the last two 
of degree 4 in each of the variables, is shown in Figure 2. 

la) 

(b) 

Figure 2. Error surfaces of approximate solutions of problem (11) 
1n ~.4 (a ) Chebyshev co llocation approximate solution; 
(b) condensed approximate solution (from a least squares 

solution in ~. 6 l 
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Since 

11 f- P W ~ JJ G 2(x,y,!;,n)d~ dn 3 Jf (-2 -V2p) 2 dx dy 
Q2 Q1 

(see Michlin [11]). where G is the Green's function of problem(11), 
we can compare the error of our condensed approximate so lution PE 
(x,y) e~ 4 with that of a least squares approximation p44' in 

• the sarne subspace. 
Such comparison gives 

11 f - p 11 < o. 235 11 f - p 44 11 

that is, a maximum error for the condensed approximation P four 
times smaller than that of the 1east squares solution P44 . 

The maximum error of the Chebyshev collocation solution in 
~ 4 is slightly better than that of least squares but still 

' larger than the one obtained by the condensation method. A 
comparison of these maximum errors is given in Table I. 

Table I 

Method Max. Error from ~4 ' 

Condensation 0.005 
Chebyshev collocation 0.017 
Least squares 0.020 

If we consider relative errors, the maximum relative error 
of the Chebyshev collocation solution is 11.64%. The approximate 
solution obtained by condensation has an error of only 0.89%. 

Since the approximate solution obtained with the method of 
collocation is the exact soiution of the perturbed problem 

~2 f*(x,y) A -2 ~ H(x,y) 

where H(x,y) is the col1ocation residual, the choice of tlle zeros 
of Chebyshev polynomials as collocation points on aQ 2 aims at a 
reduction of the error in the equation. 

Th is , however, is not necessarily the case as H is a 
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combination of Chebyshev polynomials with variable coefficients 
and is not clear that the cancellation of the error of the 
approximation at the zeros of Chebyshev polynomials will make 
H(x,y) closer to the best approximation of zero in the subspace in 
which this polynomial is defined. 

The relatively large error of Chebyshev collocation, 
compared with the error of the condensed approximate solution 
highlights the fact that the choice of Chebyshev zeros as 
collocation points for problem (11) is far from optimal in ~.4 . 

Finally, we would like to remark that the efficiency of the 
condensation technique is, ultimately, conditioned by the speed of 
convergence of the best approximation of f from subspaces ~.m· 
From Jackson's theorem in several variables (see Timan [14]),we 
can expect that for sufficiently smooth functions (in c(r) [QJ), 
E

0
,m(f) will tend to zero at least as fast as 1/(s 2 )r (with s = min 

(n.m}) in the absence of singularitíes. 
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O ~6ritc da uaAiacic daa p~op~.i.eda.dea do a~ no~ pe~6-i6 de tempeAa.
..tu~a. e en.talp.ia do eacoamen.to lamina~ ao tongo de ptacM ptanaa .ü~ 
.tê11.m~ ca~ e attaf.ü ado . Coe3ic.i.en.tea de a..t~ito e de .t~a.nt. 6eAênc.i.a de 
caf.oll t.ão calculado~ e compa~adoa com da.doa diaponZveit. na Li..tella.

.tu.Jta. Oa Jte.~u.U.ado~ aéio ob.t.idoa polt. .in.teJtmê.dio de aolucõea a.i.m.i.l.~ 

Jte6 da.• equa.cõe<> da camada limite, utilizando a. tAan6,ollmacio de 
C~occo. 

SUMMAY 
The e66ect oó aiJt pltope~t.ty va.Jt.i.a..t.i.on6 on velocity and enthalpy plt~ 

6-<-te• o6 .the ta.mina.Jt 6low along .C..otheJtrnat 6lat pt.ate• ü a.no.l.yzed. 
Slún 6Jt.(.C.t.(.on a.nd hea.t .tJtaM~ell coe66icien.t6 aJte catcut.ated and CO!!! 

pa11.ed w.<..th the one6 6ound .i.n li..teAa.tult.e . The ~eaut.ta a~e obta.<.ned 
via <>imila.~tity ~otut.<.ona o' the boundalt.y taye11. equ.a.t.i.on~> , u.61.ng .the 
Clt.occo'• .t~an~>6aJtma.t.ion . 

NOMENCLATURE 
~p - specific heat at constant pressu re 
cp - average 'p• de f ined as {iw- i,.,)/{Tw - r .. ) 
E - Eckert number , U2 /(iw-i..,) 
f - local friction coefficient , 2~w/pU 2 

g - a function of x 
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g. - a function of u. 
h - local heat transfer coefficíent 

local specific enthalpy 
Nu - Nusselt number, hx/K~ 

Pr - Prandt 1 number, iJ CP/K 

Re - Reynolds number, p~Ux/ uoo 

T - local temperature 
T

8
w- adiabatic wall temperature 

u - x-component of local velocity 
u* - Crocco's similarity variable, u/U 
U - velocity outside boundary layer 
v - y-component of local velocity 
x - coordinate along the plate 
y - coordinate perpendicular to plate 

Greek symbols 

~ - Blasius similarity variable 
e - dimensionless enthalpy, (i- i )/(i -i_) 

"" w -
K

00
- thermal conductivity outside boudary layer 

u - dynamic viscosity 

u* - dimensionless viscosity, p/ IJ"' 

p - mass density 

o. - dimensionless density, P/ D.,., 

'\" - shear s t r e s s 
op - parameter of Sutherland's equation 

Subscripts 

w - at the wall 
- outside boundary layer 

INTROOUCTION 
When the fluid properties depend on temperature, the 

solution of the boundary layer equations becomes more involved . 
The mass, momentum and energy conservation equations must be solved 
simultaneously, and no similar solutions can be obtained by means 
of the conventional similarity variable ~. not even for flows 
along flat plates. which represent the simplest case. 

L. Crocco (2,3,4 ] suggested a few decades ago another 
change of variables in the boundary layer equations that was more 
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prom1s1ng for compressible flows. Some years later, van Oriest 
(5) employed Crocco's transformation and obtained similarity 
solutions for flows along flat plates allowing the variation with 
temperature of the mass density p and of the dynamic viscosity w, 
but assuming constants both the Prandtl number Pr and the specific 

heat a constant pressure cp. 
The present work is concerned with similar solutions (via 

Crocco's transformation) of the boundary layer equations for 
laminar variable-property flows along flat plates, considering the 
effect of frictional heat. The flowing fluid is air, and the 

Prandtl number, the specific heat at constant pressure, the mass 
density and the dynamic viscosity are all considered as functions 
of the local temperature T. 

THE CROCCO'S CHANGE OF VARIABLES 
For variable-property flow along a flat plate the boundary 

layer equations are 

íl (nu)/ax + <i (pv)/<ly = O ( 1) 

p(u( 3u/ax) + v(óu/(iy)) = a(~au/&y)/3y (2) 

o(u(ai;ax) + v(ai;ay)) = u(au;ay) 2 + d((u/Pr)3i/ay) ; ay (3) 

where x and y are the coordinates along and perpendicular to the 
plate, u and v are the corresponding velocity components and i is 

the local specific enthalpy of the flowing fluid. For isothermal 
plates, the boundary conditions are 

u(x,O) v(x,O) = O 
u(x ,ro) U 

i (X ,0) i w 
i( X •""} Í 00 

( 4) 

U, iw and i~ are constants. U is the undisturbed flow velocity, 
and the subscripts w and oo denote respectively the value to the 
subscripted property at the wall and far away from the plate. 

Now equation (2) is solved for v and substituted into 
equation (1), and the resulting equation is written in terms of 
the shear stress r , which is assumed to be equal to ~du/ay for 
boundary layer flows. The result is 
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{(1/t)(au; ay) - (~/t~ (at/ay) } {(at ;ay) - o u(au/ax)} + 

+ (~/t ) ( ( a2 t / 3y2 ) - (pu/u2 ) [~{at/ax) - r(au/ax)J -

- u(au/ax)(ao/oy) + (ut/~)(ap/ ax)} =O 

with the boundary conditions 

(d-r/dy} o = o 
Y= 

and t(x,oo) = O 

( 5) 

( 6) 

The boundary condition at y =O is obtained by evaluating equation 
(2) at the wall. 

The next step is to submit equation (5) to a change of 
variables of the form (x,y) ... (x,u.). The new variable u* is 

defined as u* = u(x,y)/U. Equation (5) reduces to 

( ;,
2 rf;lu!) + ~ou.U3 [~ (1/t)/ax] + (u2 /T) ou.U 3 [<l(1/p)/ax] + 

+ (u/t)u.U3 ôp/ax = O 

The boundary conditions (6) become 

and t(x,1)=0 

{7) 

(8) 

It is desired that the x-dependence in equation (7) 

vani shes . A separation of variables of the form below is tried. 

t(x,u.) = C g(x) g.(u.) 

l ; 
C is an arbitrary constant, chosen here to be equal to (u

00
a

00
/2) 2 • 

Substitution into equations (7) and (8) yields 

( 9) 

and 

and g.( 1) o { 1 o) 
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where o. : pi o ... and u. : \.1/ IJ.,. It is interesting to note that o. 
and v. are sole functions of u., .since the fluid properties depend 
only on the temperatura T, which, for the case of isothermal flat 
plates, is a function of u. alone. This fact implies in major 
simplifications in equation (9), and if the function g is chosen 

1 
to be of the form (U 3 /2x) 0, its x-dependence is completely 
eliminated. The resulting equation is simply 

g~ g. + 2 ~.~. o,. u,. : o ( 11 ) 

with the boundary conctitions given in equation (10). 
An analogous coordinate transformation (see reference [1) 

for details) can be applied to equation (3), giving 

e"+ ((1- Pr)g~;g. - Pr'/Pr) a • -Pr E 

with the boundary conditions 

The function e (u.) is 
E : U2 /(i -i) is the w co 

a(O) = 1 and a( 1) " o 

defined as e ::(i-i )/(i -i _) and 
"' w ~ 

Eckert number. 
The local friction coefficient f = 2•w/ pU2 and the local 

Nusselt number Nu : hx/ K"' (h is the convective heat transfer 
coefficient and K"' is the fluid thermal conductivity) can be 
related to the functions g. and e as follows 

and 

lt. 
f = g.(O)/(Re) 2 

( 1 2) 

( 13) 

( 14) 

( 15) 

where Re = p Ux/IJ is the local Reynolds number and c :: (i - i _ )/ co 00 p w w 

/(T-T). w Q) 

THE AUXILIARY RELATIONS 
Before equations (11) and (12) can be solved to determine 

g.(u.) and e (u.), additional information on the fun c tions o.(u.), 
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u~ (u . ) and Pr(u .. ) is needed. Therefore 1 it becomes mandatory to 
know the nature of the flowing fluid, which will influence 
directly the functions g. and e . Air is chosen in this work due 
t o its large applicability in practical situations, although any 
other fluid with temperature dependent properties could be chosen 
as we 11. 

The ideal gas law is émployed to determine p., which as a 
function of temperature can be written on the form p* ~ T..,/T . The 
dimensionless viscosity u* is given by the Sutherland's equation 
for ai r, 1~hich is l'lritten as \.1* = ( T/T..,) %( 1+4>)/[(T/T,,) + 4>] . The 
parameter q> is defined as .p :: 110/T.,.,, where T., is in degrees Kelvin. 

The Prandtl number variation with temperature (or enthalpy) 
is obtained from tables found in the literatu re (6], which also 
give the relationship between the air temperature and enthalpy. 
For convenience, two curve fittings relating respectively Pr x i 
and T x i were determined from the data given in (6] by the least 
square method . 

It is important to emphasize that, since the energy 
equation is written in terms of the enthalpy (rather than 
temperature), the variation of cp wit h temperature is implicitty 
taken into account. 

The next task is to transform the expressions above into 
functions of the independent variable u •. This ís not difficult, 
since the temperature is a sole function of the enthalpy i I which 

depends on u. alone (recall, i • Í
00

+ (iw- i,,) e(u. )). Therefore, 
the express i ons for p.(u.), .. lu.) and Pr~u*), involve the dimensionless 
enthalpy e(u.) and the parameters iw and i..,. This fact implies in 
the presence of a in equ ation ( 11) I requiring the simultaneous 
solution of equations (11) and (12). 

lHE SOLUTION SCHEME ANO RESULTS 
A numerical solution of equations (11) and (12) is required, 

dueto their nonlinear nature and variable coefficients. The 
fourth-order Runge-Kutta method of integration is selected. Dueto 

the nature of this method , it is neces sary to transform the 
boundary conditions of these equations (given in (10) and (13)) 
into initial conditions, i.e .• all conditions should be specified 
at u. =O. This is handled by the two-variable Newton-Raphson 
shooting method, which is combined wit h the Runge-Kutta method. 
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The resulting integration scheme starts with guessing values for 
g.(o) a nd 8' (0); with these guesse s a nd the conditions at u.=O 
(g~(O) = O and 6(0 ) = 1), equations (11) and (12) are s imultaneously 
integrated by the Runge-Kutta method; the resulting values of 
g.(1) and e(1) (which should be both equal to zero) are compared 
with the right boundary conditions; if the deviation is small 
(less than 10- 6

) the integration is conc luded, if no t, new guesses 
for g.(o) and 8 '(0 ) are calculated with the aid of the two
-variable Newton-Raphson method and utilized in a new integration. 
This iterative procedure continues until con vergen ce is attained . 

Besides the Eckert number , which appears in equation (13), 
other parameters arise when the auxiliary relations are 
substituted into the differentia l equations. One of them is the 

parameter ~ that appear in the Sutherland's equation, which is 
direc tly re lated to T~ . The enthal pies iw and iro also appear, 
but since i and T have a known relationship, both will be 

determined if 9 and the Tw/Too are specified . Therefore, t he 
parameters for the problem are E, ~ and Tw/Too . 

The equations for the s pe cia l case of Pr .. 0.7 and cp = 

= constant can be obtained directly from equations (11) and (12) 
by dropping the term Pr'/Pr in equation (12) and substitut ing the 
enthalpy by t he temperature in the definition of e( u.). Although 
these simplified equations were solved in [5], the integration 
scheme employed there was poore r (although very ingenious), dueto 

the lack of powerful compu~ers at that time. Therefore, in order 
to provide good basis fo r comparison wíth the case of variable 
properties, these equations for constant Pr and cp were also 
integrated here, an d to obta in the equations for the case of 
constant properties, equations (1 1) and (12) are further simplified 
by setting r>,. = \J * = 1. lhe solution of these constant-property 
equations was also obtained i n t hi s work, to supply the analysis 
of the results with addit ional dat a . 

The so lut ions of the equation s are graphically represented 
in Figure 1 throu gh 8 . All the results shown are for cp = 0.505. 
Figures 1 and 2 illustrate the effect of fluid property variation 

on the function g.(u.) for Tw!T .. =0.5 and 4.0 respectively . 
In Figure 1 (Tw/1..,=0 .5 ), it can be seen that, for the case 

of no frictio nal heat (E= O), the curve falls higher than the 
constant-property distribution,·whereas the other curves arebelow1t. 
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o ... 

0 .3- fJ. 0 .505 

I I 

0.2 0 .8 

Figure 2. The function g.(u.) for some representative cases 

lt is worthy of note that the hypotheses of constant Pr and 
cp do not affect the function g.(u.) for the situations 
investigated. 

An interesting result about the dimensionless enthalpy 
e(u.) is that it shows essentially no variation with T /T in the w .. 
range explored, namely, from 0.5 to 6. Figure 3 shows the 
function e(u.) for a wide ra ng e of Eckert numbers. The curves 
denominated "Pr • Pr(u.)" r~present the solution of equations (1 1) 
and (12), whereas the curves denominated "Pr=0.7" pertain to the 
special case of constant cp and Pr. lt is observed that, for 
E <: O, the variations of Pr and cp with temperature is unimportant 
as far as e is concerned, and for negative values of E, only a 
mild effect is detected. Moreover, a comparison between 
the results in Figure 3 and the function e(u.) for constant 
properties (not shown} leads to an interesting conclusion-- (u.) 
depends very little on fluid property variations with temperatura. 
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On the other hand, in Figure 2 (Tw/T~> 1) it is observed that all 
curves fall below th~ constant-property distribution. This is a 
consequence of the temperatura d~pendence of the product p.~ •• 
which is greater than unity when T/T~< 1 and less than unity when 
T/Tm> 1. lnside the boundary layer. a necessary condition for 
T/Tm<1 is Tw/Tw<1 (Note that this condition is not sufficfent, 
since. if there is frictional ~eat, the temperature in the boundary 

layer may rise over T • .) . Therefore, in the situation of E .. O and 
T /T "0.5 (shown in Figure 1). the product o.u. is greater than W m . 

unity, and hence by inspection of equation (11) and recalling that 
"*"'"' -= 1 in the constant-property situation, it becomes clear that 
indeed the g. dfstribution for this case should fall higher than 
the curve for constant propertjes. Futhermore, since, for all 
other cases shown in Figures 1 and 2, it happens that p*~*<l 
somewhere inside the boundary layer (and decreasing as the 
frictional heat becomes Jarger), the behavior of the other curves 
are also explained. 

lt is worthy of note that the hypotheses of constant Pr and 
cp do not affect the function g.(u.) for the situations 
invest1gated. 

An interesting result about the dimensionless enthalpy 
e (u.) is that it shows essentially no variation with Tw/T~ in the 
range explored, namely, from 0. 5 to 6. Figure 3 shows the 
function e(u.) for a wide range of Eckert numbers. The curves 
denominated "Pr•Pr(u,;.)" represent the solution of equations (11) 
and (12), whereas the curves denominated "Pr=0.7" pertain to the 
special case of constant cp a~d Pr. It is observed that , for 
E~O. the variations of Pr and cp with temperatura is unimportant 
as far as e is concern~d. and for negat1ve values of E. only a 

·mild effect is detected. Horeover, a comparison between 
the results in Figure 3 and the function e(u.) for constant 
properties (not shown) leads to an interesting conclusion-- (u*) 

· dep~n,d·S very 11 ttl e on flui d property v a ri ati ons wi th temperature. 

·I 
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figure 1. l he fu ~~t ion g*(u*) for some representativa cases 
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Figure 2. The function g.(u.) for some representativa cases 
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Figure 3. The (u.) distribution for different values of E 

Figure 4 gives the ratio f/f . for the cases constant propert1es 
of Tw/Too= 0.5~1 2, 4 and 6 (recall that fconstant properties " 

0.6641/(Re) ' ). Except for Tw/T..,=0.5 and small Eckert numbers, 
it can be seen that the friction coefficient obtained when the 
property variations are neglected is higher than the actual ones, 
and the discrepancy gets larger as the frictional heat becomes 
more important. Di fferences of up to 26% were detected (E= 8, 
Tw/T.,. " 6). Another fact observed is that the curves for variable 
properties essentially coincide with the corresponding curves for 
constant Pr and cp. Therefore, the combined variations with 
temperature of the mass density and dynamic viscosity are by far 
more important than the variations of Pr and cp, as far as the 
local friction coefficient is concerned. 
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Figure 4. The local friction coefficient as a function of E 

The Nusselt number is given as a function of the Eckert 
number in Figures 5 through 8, pertaining respectively to the cases 

of \/T..,=0.5, 2, 4 and 6 . lt is seen that the Nusselt number is 
negative for large values of E, meaning that, although Tw > T"", the 
heat flux direction is from the fluid to the plate, due to 
frictional heat. When Tw < T"' (Tw/T"'<l and E < O), the heat flux 
always goes from the fluid to the plate, and the Nusselt number is 
always positive, increasing monotonically with the frictional 
heat. 

8 .0 \t /T00 • O.S 

Nu 
lt • O. 505 

..JR; 
4.0 

·50 -25 E 

Figure 5. The Nusselt riumber as a function of E 
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ln Figures 6, 7 and 8 it can be seen that the Nusselt number 
is null when E= 2.39 . Furthermore, this adiabatic value of the 
Ec~ert number is essentially constant, showing no dependence on the 
hypothesis of constant or variable properties. ln other words, the 
curves "Pr=Pr(u*)", "Pr=0.7" and the one for constant properties 
cross each other at the point (2.39, 0) . lhe correction suggested 
at page 303 in Reference [7], 
= ( T I T ) -O. 08 ( T /T ) - O. O 4 

w oo aw oo ' 

n ame 1 Y • Nu 1 Nu cons tant properti es = 
is also shown in Figures 5 and 8 . 

In the cases of Figures 6 and 7, this correction coincides with the 
solution for constant Pr and cp (curve "Pr = 0.7"). It is 
interesting that the curve for variable properties (Pr = Pr(u*)) is 
always closer to the curve for constant properties than the curve 
for constant Pr e cp' being the two curves (constant and variable 
properties) nearly coincident for small values of E. Another 
interesting fact is that the correction of Reference (7) gives 
better results than the solution for constant cp and Pr. 

0.0 

Nu 

~ 
• 0.4 Pr. Pr (u

0
) 

Pr• 0.7 

T /T ' w CJ) 

flJ • 

Constont Properties 
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Figure 6. The Nusselt number as a function of E 

FINAL REMARKS 
The variation of air properties with temperature was shown 

to have considerable influence on high-velocity boundary layer 
flows along a flat plate. Neglecting the property variations 
superestimates the dimensionless shear stress distribution 
g*(u*), except in cases of small frictional heat and T < T . w 00 

The dimensionless enthalpy distribution a(u.) is essentially 
unaffected by property variations. 
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The hypothesis of constant Pr and cp has nearly no influence 
on the distributions of g. and e (as assumed in Reference (5]) 

and hen ce on the local friction coefficient . The Nus selt number, 
however, is fairly af f ec ted by thi s as sumption, mainly due to the 
omi ssion of the term c Pr / Pr c , wh ic h is equal t o unit y when 

p Q) w P"' 
Pr a nd cp are conside r ed constant. 
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Figure 7. The Nusselt number as a function of E 
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Figure 8. The Nusselt number as a function of E 
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