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Atengdo: Colar este lado em cima da pag. 236 da RevBrMec,

Note:

Rio de Janeiro, V. VI, no 3, 1984 em face de ter havi-
do omissdo da figura 1 e respectivo texto.

Please insert the text and figures that follow by cove-
ring p. 236 of the number 3, volume VI, 1984 publi-
cation of the RevBr Mec with this side of the paper.
Figure number 1 and some text are missing in the
published article.
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EDITORIAL

Prezados Colegas,

Estamos completando com este namero 3, a série do volume VI de
1984 e por isso queremos agradecer a todos que colaboraram, durante este
ano, para que conclufssemos ainda em tempo, o que havia sido programado,
logo que iniciamos a nova fase com a J. DI GIORGIO EDITORES.

Estd decidido que o volume VII serd constituido de quatro nimeros,
que deverdo ser publicados nos meses de Fevereiro, Maio, Agosto e Novem-
bro, respectivamente, para o que necessitamos receber com certa urgéncia
um nGmero expressivo de contribuicBes.

Gostariamos que a revista fosse composta’de trabalhos de associados
de todos os Estados do pafs, o que ndo vem acontecendo, havendo uma pre-
dominancia até o presente momento de certas regides.

Como o nosso Conselho Editorial é formado de 26 membros de todo o
pais esperamos que 0os mesmos se empenhem a fundo no sentido de que seja
submetido maior nimero de trabalhos com o fim de proporcionar uma
melhor distribuicdo.
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LIGACOES FLANGEADAS — UM ESTUDO COMPARATIVO
ENTRE NORMAS DE DIMENSIONAMENTO

Estevam Barbosa de Las Casas

Joaquim Fernando Paes de Barros Ledes
José Augusto Ramos do Amaral

Nuclen — Nuclebris Engenharia S/A

SUMARIO

0 objetive desate antigo ¢ descreven os metodos de cafeulo de Liga-
coed fLangeadas de acorde com as nermas DINZS505, AD-Merkblaetften
B7-BE, BSH5500 ¢ ASME - Secae VIII, e comparar os nesultados obti-
dos para uma amcstragem de 16 fLanges. Descreve-se indedlalmente as
partes constituintes de uma Ligacde ffangeada. A seguixr, sdo aphe
sentados oA aspectos praincipais dos metodes de calfeulo, e finatfmen
te sac analdisados oa nesultados cobtidos pana cada nonma.

SUMMARY

The objective of this papenr {4 to describe the calculation methods fon
flanged connections acconding to the noams DINZ505, AD-Mernkblaetfen
B7-B§, BS5500 and ASME - Section VITI, and companre the results cb-
tained fon a ghoup of 16 fLange specimens. AL finst the pants of a
{tanged connection are deacaibed. Than, the main charactendistics
o4 the ecaleulation methods are presented and fthe obfadined nesulis
are commented.

INTRODUCAO

Uma junta flangeada & composta de parafusos, vedacdo (gaxe-
ta) e flanges. Estes elementos devem ser dimensionados de forma a
possibilitar gue a junta transmita os esforc¢os que ocorrem durante
a operacao, mantendo a estanqueidade. Serdo considerados neste ar
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tigo juntas flangeadas tipo "de pescoco com transicao" (welding
neck), com gaxetas de face plana de amianto (It) ou metalicas em
espiral com amianto (spiral wounded) e parafusos tipo "de maquina".
Este tipo de junta e largamente utilizado em equipamentos de proces
so e tubulagdes que requeiram uma facil desmontagem durante sua vi
da util.

Pretende-se aqui demonstrar a interacdo entre os elementos e
estudar os metodos de calculo descritos nas normas DIN2505(Vornorm
e Entwurf) [1,2], AD-Merkblaetter [3], ASME - Secao YIII [4], 3
British Standard 5500 [5], através de uma analise da formulacao uti
lizada e de uma comparacac por meio de alguns exemplos. Apesar des
tes metodos haverem sido desenvolvidos ha pelo menos 20 anos, sao
ainda hoje objeto de polemica - (ainda nao existe uma norma DIN de
finitiva sobre o assunto).

ELEMENTOS DE UMA JUNTA FLANGEADA

Flange

0 flange tipo “welding neck" caracteriza-se por apresentar
uma transicao de espessura variavel (pescoco) entre a casca cilin-
drica a que esta soldado (tubulacao ou equipamento) e o anel.

Esta transicao gradual de espessura minimiza as tensOes de
descontinuidade, aumentando a resistéencia do flange aos esforcos
oriundos do pré-aperto dos parafusos (condigao de montagem) e da
pressao interna e esforc¢os externos (condicdo de operacao).

0 flange deve ser suficientemente rigido para manter o para
lelismo entre suas faces quando sujeito a estes carregamentos. Des
ta forma, estara assegurado um bom contato entre flange e gaxeta,
minimizando-se assim as possibilidades de vazamento.

Figura 1. Modo de deformacdao de uma conexao flangeada
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Parafuso

0s parafusos ou estojos da conexdo devem ser submetidos a um
pre-aperto para que se efetue o "assentamento” da gaxeta, ou seja,
a compressao que permitira a adaptacdo microm@trica entre as faces
do flange e da gaxeta.

Alem disso, os parafusos deverdao ser dimensionados de forma
a suportar os esforcos devide @ pressdao interna e eventuais carre-
gamentos externos (p.ex., forcas e momentos provenientes de tubula
¢ao), nas condicoes de operacdo mantendo sempre uma compressao mi-
nima sobre a gaxeta para que nao ocorram vazamentos.

Deve-se dar especial atencdo ao pre-tensionamento aplicado
aos parafusos durante a montagem, pois as imprecisoes inerentes ao
processo utilizado no pre-aperto (manual, por meio de mecanismos
pneumaticos ou hidraulicos) podem sobrecarregar os parafusos e a
junta flangeada ou aplicar uma carga aquem da minima necessaria ao
assentamento da gaxeta. Tambem as condi¢oes de lubrificacao e ru-
gosidade superficial entre porca e o anel do flange e entre parafu
so e porca devem ser observadas, e atraves destas caracteristicas
se definir os coeficientes de atrito a serem utilizados na determi
nacao do pre-aperto dos parafusos. Este problema & analisado deta
lThadamente na referencia [6]. Alem disto, o tamanho da porca deve
ser determinado em funcdo do diametro do parafuso, para se evitar
ruptura da rosca por cisalhamento.

Gaxeta

A gaxeta ou vedagdo e talvez o elemento mais importante de
uma junta flangeada, pois de sua performance dependera a estanquei
dade da mesma. O material da gaxeta deve apresentar bropriedades
muito especiais, plastificando-se na superficie de contato com o
flange para se amoldar as rugosidades de suas faces e evitar assim
vazamentos., Ao mesmo tempo deve ser suficientemente eldstico para
nao escoar quando submetido a altas pressoes e flutuacoes de carga.
Estas propriedades sao obtidas em muitos casos através da conjuga-
cdo de materiais elasticos e inelasticos (como aco e amianto). As
gaxetas do tipo espiralcomamianto sao um exemplo caracteristico
desta solucdo para pressoes internas elevadas. Para pressoes meno
res, gaxetas planas de amianto (It) apresentam um comportamento sa
tisfatorio.

OQutros fatores que devem ser levados em conta quando da se-
lecdo da gaxeta sdo: a possibi1idade de ataque quimico da mesma pe
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lo fluido, a dureza do material da gaxeta em relacao ao do flange
(flanges emborrachados devem ter gaxetas especiais), e as condicdes
de operacao, como altas variacoes de temperatura e ocorréncia de
forcas externas., Deve-se tambem certificar se a pressiao aplicada
a gaxeta naoc e excessiva para o material escolhido. A tendéncia
atual e de se dar grande importancia ao comportamento da gaxeta no
calculo de juntas flangeadas, e estudos estao sendo realizados na
Alemanha (Ref.[7]), visando a atualizacao dos critérios de calculo
e a edicao de uma norma DIN definitiva de projeto.

METODOS DE DIMENSIONAMENTO

Do ponto de vista mecanico-estrutural, o calculo das juntas
flangeadas se resume 3 solucdao de um cilindro com uma transicao de
espessura variavel ou ndo e um anel de reforco. Como carregamen-
tos tem-se a pressao interna e as forgas de ligacao que sao descri
tas mais adiante.

%i F—m L3 ! b
T e i % S
P Po % PATHTIFTT
CiLiNDRO TRANS IGAD ANEL

Figura 2. Esforcgos no flange

Nas normas mais empregadas pode-se distinguir dois metodos
de calculo: 0 metodo Taylor Forge, que originou as prescricoes das
normas BS e ASME e o metodo alemao da DIN, no qual se baseia tam-
bem a AD. Em ambos os metodos o efeito da pressao interna é des-
prezado em presenca das forcas de ligacdo a menos da forga Fi (Fi-
gura 2}. Estas forcas de ligacao sao representadas pelo seu momen
to resultante.

Método Taylor Forge

Este método baseia-se na solucdo "elastica"” do problema. Ele
envolve trabalhosos c¢alculos matematicos que fogem aos limites des

te artigo. Tentaremos descrever o modelo de calculo e esclarecer
suas hipoteses basicas. Informacdes mais detalhadas podem ser en-
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contradas nas refs. [8] e [9], nas quais nos baseamos. As solucdes
dadas, tanto para a casca cilindrica quanto paraa transicao, re-
caem no problema analogo de viga sobre base elastica. 0 anel & cal
culado como uma placa anular submetida a um binario W (ver Figura
3). Este binario & obtido a partir do momento de ligacdo M. A for
¢a Fi e considerada no calculo do momento de ligacdo, mas nao & le
vada em conta no calculo da transicaoc e da casca cilindrica. Nao e
considerada nenhuma reducao de resisténcia devido aos furos dos pa
rafusos. Tanto no calculo do cilindro quanto da transicao, a su-
perficie media & tomada como sendo a face interna dos mesmos. Um
elemento infinitamente rigido faz a ligacd3o entre a transicio e a
placa que representa o anel. Como mais uma hipotese simplificado-
ra, e considerado gue o deslocamento radial na juncao da transicao
com anel & nulo.

t

. —)

w
|A diam.

V%
noooack ol
. Py Mgy Mo Po : 9 My M Ry T ”L‘I:dimn
CILINDRO TRANSIGAD ANEL

Figura 3. Modelo de calculo - Taylor Forge

A solucao da parte cilindrica pode ser escrita em termos de
duas constantes C1 e C, a serem determinadas a partir das condicoes
de contorno. Na transicao a solucao exata iria requerer o usoc de
fungoes de Bessel e envolveria 4 constantes de integracao. Como,
por hipotese, o deslocamento radial na ligacao transicao-anel & nu
lo, e usando uma solucdo aproximada baseada na minimizacdo da ener
gia total de deformacao (Ref. [10]), & possivel escrever a solugdo
em termos das trés condicoes de contorno desconhecidas Pyr Mg & My



178 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI, n® 3 — 1984

e da forca conhecida Py. Esta forca @, por hipotese, a necessaria
para produzir um deslocamento radial nulo, sendo basicamente fun-
cao da geometria e do momento My. 0 anel g resolvido com um mode-
1o de placa anular submetida ao binario W-W em que foi transforma-
do o momento de ligag¢do. Com as condicoes de contorno pode-se en-
tdo calcular os momentos radiais e tangenciais na placa. No seuraio
interno, eles atingem seus valores maximos e sdo funcdes basicamen
te da geometria, do binario W-W e da rotacao 8;- E possivel entao
iniciar-se as compatibilizacoes nas intersecoes. Na juncao do ci-
lindro com a transicao, do lado da casca, tanto a flecha quanto as
suas trés derivadas sao funcoes das constantes Cy e Cp; na transi-
cao estas mesmas relacoes podem ser escritas em termos de P,, M, e
My. A constante Cz & funcao de MD' portanto o sistema fica deter-
minado, podendo o problema ser resolvido em termos de My, da geo
metria e propriedades elasticas. Pode-se definir uma "rigidez" V¥
proparcional a 8¢/M; em funcao da geometria e que foi plotada para
diferentes valores adimensionais g,/g, e h//i;i;. Com estes mes
mos parametros geometricos e definida uma funcdo F proporcional a
Py/My. Na juncdo da transicao com o anel, devido ao elemento infi
nitamente rigide de conexao, o momento radial no anel pode ser es-
crito como:

t
~P1'? (1)

Com esta equacdo e o coeficiente F, a rotacao na placa pode
ser escrita em termos de M,, W e dos coeficientes F e K (K - rela-
cao entre os raios interno e externo no anel). Compatibilizando as
rotacoes e sabendo que g4 =VH1. obtém-se o valor de "1‘ Novamente
este calculo @ facilitade empregando-se outras func¢oes auxiliares
T e U, dependentes de K. As equacdes continuam de dificil manuseio
e uma nova grandeza auxiliar X funcao de T,U,F e V permite maiores
simplificagoes. Assim, a tensdo na juncdo da transi¢cao com o anel
pode ser calculada por:

foeli . (2)
B-g.l

No entanto, algumas vezes a maxima tensao longitudinal ndo
ocorre na ligacdo da transicdo com o anel, mas sim na ligagdo da-
quela com a casca cilindrica. Para corrigir esta distorcaoe intro
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duzido um fator corretive f' (ver Ref.[14], pg.166):

fom f et X (3)
B-gf
A maxima tensdo radial ocorre na face interna do anel. Com
os valores de My e Py, ela pode ser calculada pela formula:

. t/g
f e an, 8 14 1,335 F ¥ Someete (4)

L . 2
Bt /B/g,

Da mesma maneira a tensdo tangencial @ obtida utilizando-se
duas funcoes dependentes da geometria do anel, Y e Z:

o
£ t2

-1f, (5)

Na formulacaoc do ASME @ empregada uma nova funcdo L=X"1! que
permite maiores simplificacOes nas equacoes das tensoes, as guais,
para flanges de pescogo, resumimos abaixo:

f = —A (6)
L-g%fB
- (4/3-t-e+1)M (7)
L-t?-B
Y M
ft = g z fr (8)

Assim, tem-se as tensodoes no ponto mostrado na Figura 4.

Figura 4. Tensoes na ligacao anel-transicao-
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No metodo Taylor-Forge admite-se certa plastificacao, sendo
preferivel gue esta ocorra na transicao e nao no anel. Assim a ma
xima tensao longitudinal e limitada a 1,5 da tensao admissivel (is
to e, a relagao entre o modulo resistente plastico e o elastico).
Como temos um estado tri-axial de tensoes na transicdo, devemos ve
rificar se esta margem adicional de tensdo ndo causara uma redistri
buicao de esforcos de maneira a levar o anel a plastificacao. Um
novo limite & introduzido, aparentemente inspirado no criterio de
Tresca, restringindo a media entre as tensodes longitudinais e ra-
diais (ou tangenciais)(ver Figura 5)}.

fps 15 f (9.a)
foe f s fy {9.b)
fh+ ft < fy (9.c)
fy % T T, (9.d)

onde fy € a tensdac admissivel do material segundo a Ref. [4].

AT
LI

fout, \ th
A

7777774

Figura 5. Tensoes admissiveis

Aparentemente, pois nem sempre a maxima tensaoc longitudinal ocorre-
ra na ligacao transicao e anel, alem dissc o limite a ser comparado seria fy/z,
transformando esta verificacao mais num preceito de ordem pratica que teodrica.

Alem disso, no trabalho de Taylor Forge & sugerida uma for-
mula empirica para controlar o espacamento dos parafusos. Este dis
positivo e incorporado pelo BS, mas ndo pelo ASME. Ele se resume
basicamente em aumentar o valor de M por um fator corretive (F.C.)
dado pela formula:
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espacamento dos parafusos

(10)

F.li = /

Metodo Alemao

0 método alemao baseia-se
Segundo
taticamente admissivel e que nao

teoria da plasticidade.

¢ao, conduz a uma carga menor ou

2dt

no "teorema do limite inferior"da
ele, qualquer estado de tensoes es
viole as condicoes de plastifica-

igual a carga dltima. Sera consi

derado inicialmente o caso de flanges sem transicao, e desenvolve-

-se depois as formulas para o caso com transicao. Temos entao o
cilindre com anel enrigecedor mostrado na Figura 6, submetido a um
momento tangencial m e a uma forca anular distribuida p. E defini

da uma forca P, e um momento M iguais a integral da forca distri-
buida p e do momento distribuido m, respectivamente.

P1=n(di+5)xp (11)
M =“(di+da)xm (12)
Z
of be
e =
di s
‘1: % 7/
da _1|
L S S

Figura 6. Modelo de calculo - metodo alemao

0 colapso @ caracterizado pela formacdo de uma charneira plas
tica na conexao do anel com o cilindro, bem como pela formacdo de
rotulas plasticas no anel. 0 momento resistente do flange &, pois,
a soma algebrica da capacidade resistente da casca cilindrica e do
anel de reforco, Inicialmente analisar-se-a a ligacao cilindro-a-
nel. 0 diagrama de tensoes ao longo da espessura do cilindro & in
dicado na Figura 7. Um nucleo Sy da espessura total & responsavel
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pela resisténcia 3 forca anular distribuida p. 0 restante da es-
pessura resistira ao momento distribuido. Novamente integrando,
chega-se a expressao do momento resistente do cilindro Mcp’ indi-
cado na fiqura.

Figura 7. Ligacao casca cilindrica-anel

5,22 - £ (13)
¢ ﬂ(dia—S)sf
S - S1
X = — (14)
2
d = % + X =(S+Sﬂ/2 {15)
2 2
m =xXx+d=0o =_§._-_S10- (16}
cp f 4 f
i 2 o2\ (A3
ey = (57 - 53)(di+5)) (17)

onde Op = tensao admissivel do material, segundo a Ref. [1].

0 momento distribuido map do anel gera, devido a sua antime
tria, nas diversas secoes do mesmo, momentos fletores iquais a map
x R. Igualando-se este mamento fletor ao momento resistente plas-

tico e, novamente integrando, chega-se a expressao do momento Map'
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b . _da-di-2d1’ (18)
2
beh:
f‘
Map' R = o {(19)
b-h;
Map=2nR-map=2-n . (20)
nog ) i
Map - {(da - di - 2d1 _hf} (21)
,)ﬂ_"k.\ ﬂlnp
Ny
i 2\
) R
g ,n Il\mlﬂ
Al

At

) 4"1-‘

Figura 8. Momento resistente do anel

A largura do anel considerada € reduzida de um valor d1’',
calculado a partir do diametro dos furos dos parafuses. 0 momento
total resistente & dado pela soma das duas parcelas. E definidoen
tdo um modulo resistente.

W= - % {(da - di - 2d1')h2+ (5% - 53)(di +S)) (22)

of
Nos flanges sem transicdo & introduzido um fator 0,9 consi-
derando o fenomeno de concentracdo de tensces. No caso de flanges
com transicao, o gue se altera e a parcela devida 3 resistencia do
anel. E considerado como anel o enrigecedor e a transicao (Fig.9).
Quando o enrijecedor tem uma largura muito grande seu com-
portamento se aproxima mais de uma placa anular que de um anel. Por
isso a secao CC da Figura 10 deve ser verificada.
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Figura 9. Momento resistente do anel incluindo a transicao
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Figura 10. Comportamento como placa anular

Wee = 5 h (da-2d1) (23)
M=P v ay (24)
M =Uf.NCC (25)

0s esforgos transversais nas ligacoes cilindro-transicao e
transicao-anel tem pequena influencia na resistencia em comparacdo
com ¢ momento fletor, sendo por isso desprezados. No entanto tem
como efeito também uma reducdo no momento que age sobre o anel. Is
to e desprezado ate diametros nominais de 1000mm. Para diametros
maiores esta reducdo pode ser levada em conta atraves das formulas
dadas na Figura 11 (formulas (26) e (27)).

A DIN 2505 & formulada de tal maneira que, uma vez conheci-
da a geometria (W) e o momento atuante (M), as formulas nos fornecem qual deve-
ria seratensdc de escoamento que levaria a formacao do mecanismo de colapso.
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Figura 11. Influéncia dos esforcos transversais

Wap = 1.2 %[(da- di - 2d1')h$+ D,8(di+—5f)(5$- S?)+—U,15f(d+ Sf}hf] (26)
Wgp = 1,2 « 7w+ [{da=-di-2d1")e* + 0,2(di+S5)(S?- S%) + 0,055(d+ S)CA] (27)

A AD-B8 e formulada de outra maneira. A partir de simplifi
cacoes das formulas da DIN, & calculada a espessura do anel para re
sistir ao momento de ligagdo. Para isso e desprezado o efeito da
forca Py e sua espessura necessaria Sy, efeito este quase sempre
muito pequeno.

Nao sao verificadas as tensdes na secao CC. Por isso & res
tringida a espessura S¢ a hg/3. Suas formulas so se aplicam a dia
metros de ate 3600mm.

Como o metodo alemdo se baseia no calculo plastico da resis
téncia do flange, ele permite um melhor aproveitamento das caracte
risticas dos materiais e da sua geometria. Com isso obtém-se flan
ges mais flexTveis dos que os dimensionados pelo método Taylor For
ge. Na Ref. [11] menciona-se trabalho de Biithner no qual teriam si
do comparados os metodos do cddigo ASME e outros igualmente basea-
dos na teoria da elasticidade com a DIN, tendo chegado com oS pri-
meiros a margens de seguranca maiores que dois em relacdo aos re-
sultados pela DIN2505.

No metodo Taylor Forge so e permitida a plastificagao local
na transicdo. Isto por entender que o anel, estandoc em contato com
a gaxeta, influira diretamente na estanqueidade da junta. Portan-
to, deformagoes exageradas do anel devem ser evitadas. Este proce
dimento & bem caracteristico de métodos baseados no conceito  das
tensoes admissiveis. MNestes, procura-se satisfazer concomitante-
mente a resistencia e a funcionabilidade da estrutura, estabelecen
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do-se tensOes admissiveis gue devem ser atendidas. Jaometodo ale
mao, se baseia no conceito de estado limite Ultimo de resistencia
do flange. Constitui no cntanto uma deficiéncia deste metedo, nao
existir nenhuma limitacac guanto & condicao de servigo. Neste sen
tido foi sugerida na AD.-E& de fevereiro/1977 uma limitacdo as rota
¢coes do flange. Igual prescricao foi tambem adotada na proposta de
revisao da norma DIN de novembro/1972, com a vantagem de apresentar
uma formula para esta avaliacao, limitada a 10.

No entanto, de nada adianta comparar-se os métodos de calcu
1o sem se estudar as forcas de ligacao, definidas de forma diferen
te por cada um deles.

Forcas de Ligacao

Podemos resumir as forcas de ligacdo em conexGes fTlangeadas
nas apresentadas na Figura 12. Por comodidade, adotar-se-a a no-
menclatura alema para a definigdo destas forcas:

= forga no parafuso

=
w
n 1

0 forca na gaxeta

o
L]

forca de tubulacao

Figura 12. Forcas de ligacao

Por forca de tubulacao entende-se a forca P..I devida a pres-
sag interna mais as forcas devidas ao sistema-forcas externas F'r.2
Agui serdao abordados os casos em que as forcas externas podem ser

desprezadas e portanto:

P = P (28)

Basicamente temos a seguinte equacao de equilibrio a ser sa
tisfeita na conexao:

=fp+ P (29)

Mas condigoes iniciais de montagem (que serao indicadas pe-
1o Tndice 0), a forga de tubulacao & nula, e portanto tem-se:

Psg = Ppy (30)
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A forca Ppy da gaxeta e definida como a pré-compressao ne-
cessaria nesta para que durante as condicoes de servigo seja garan
tida a vedacao. Para gaxetas nao metalicas a forca Ppy pode ser
muito maior que a forca Pgy de operacaoc. Nestes casos, as normas
alemas permitem a reducao da forga de pre-compressao em fungao de
Ppys Pgg & do fluido sobre pressao:

PISV = f(Pw.PSB,meia) (31)

Nas condicoes de servico a introducdo da forca de tubulagdo
Prs alterara o equilibrio de forcas. A determinacdo de cada uma de
las no entanto, so e possivel atraves de calculos hiperestaticos ,
visto que o sistema & indeterminado (duas incognitas: Pcp e Ppg, e
uma unica equagao):

Psg = Ppg * Pr (32)

Para melhor compreensaoc do comportamento de um flange, ima-
gine-se um exemplo mais simples em que nao exista a gaxeta. Imagi
ne-se tambem que a forga de tubulacdo seja conceéntrica com a forca
do parafuso que por sua vez tem sua linha de acao coincidindo com
as forcas de compressao entre as partes, Figura 13a.

RIGIDEZ
Pr Pr Ps PLACAS Ipg
Ps RIGIDEZ ’
PARAFUSO /”o
g ACRESCIMO NO Pl
FE// PARAFuso /S B Rgl
= __]: ity ﬂ" :E . Pr
" | l ,} 8% | &
PERDA | i e
|conTato | - %
,’\'aS- ] | ; 1\ L 24 G
Pr 'S0 Sf
fal - -L'—J- o) Je}e tcl

Figura 13. Diagrama de forcas - conexdo concentrica

Na Figura 13b e apresentado um diagrama em que no eixo ver-
tical & representada a forca no parafuso; no eixo horizontal, em
seu quadrante a direita, a deformacao das placas unidas e a esquer
da, a deformacao no parafuso. A rigidez das placas & muite maior
que a dos parafusos, justificando-se assim a diferen¢a de inclina-
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¢ao. Na condicdo de montagem a forca de pré-aperto causa um alon-
gamento no parafuso e, ao mesmo tempo, um encurtamento das placas
devido a compressao. Ao aplicar-se a forca externa Pr, ela causa-
ra um alongamento adicional no parafuso, bem como um alivio no con
tato entre as placas. Se imaginar-se que esta forca ndoe suficien
te para descolar as placas, deveremos compatibilizar as deformacoes
do parafuso e flange. Como mostra a mesma Figura 13b, a forca ex-
terna nao e toda transmitida ao parafuso, sendo parte perdida da
descompressao dos flanges. hpenas quando da perda do contato & que
toda a forca externa & transmitida ao parafuso.

Na Figura 13c & apresentado noutra forma o mesmo diagrama.

Considerando-se novamente uma conexao flangeada, o problema
se complica pela introducao da gaxeta e das excentricidades nas for
¢as., Mesmo assim um diagrama similar permite uma melhor compreen-
sao do comportamento do flange. Representa-se agora por uma sd re
ta, a forca no parafuso x as deformagoes do flange e parafuso. A-
lem disso, com inclinacao inversa, & apresentada a reta forca x de
formacdo para a gaxeta. Nas condicoes de montagem as for¢as na ga
xeta e no parafuso sao iguais em modulo.

| Forga

DEFORMALAD

A4
SIFLANGE + PARAFUSQ) A [GAXETA)

Figura 14. Diagrama de defermacao - conexao flangeada
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Quando da aplicacao da forca devida a pressao interna Pr’ ha
uma mudanca da inclinacao na reta forca x deformacao do flange/pa-
rafuso, pois aumenta-se o momento devido ac maior braco de alavan-
ca. Ha, portanto, perda de rigidez do flange. A introducao deste
esforco nao significa, necessariamente, que a forca no parafuso va
aumentar como no caso anteriormente apresentado. A compressdao na
gaxeta e a flexao no flange podem ser mais pronunciadas, havendo ,
as vezes, alivio dos parafusos quando em Servico.

A forca na gaxeta durante o servigco deve ser tal queestaes
teja suficientemente deformada para garantir a selagem. Este va-
lor, “PDBmin" , bem como PDV sao dados experimentais e bastante po
lemicos.

Viu-se até aqui como se comporta a junta quando da introdu-
cdo dos esforgos P,.. Ha ainda a influéncia da temperatura e defor
macao lenta da gaxeta a alterar este comportamento.

Na DIN2505 sao apresentadas formulas que permitem o calculo
da forca no parafuso devida a pressdc interna e a temperatura, a
partir dos valores iniciais de montagem. Estas formulas sao basea
das no comportamento elastico da junta mas, segundo [11], os resul
tados sdo satisfatérios. No entanto, este cidlculo so pode ser rea
lizado a partir do conhecimento da geometria, ndo se constituindo
num método de dimensionamento, mas sim de verificacao.

$o com o emprego de um diagrama forca x deformacdao & possi-
vel analisar-se completamente o comportamento de uma ligacao flan-
geada. Esta analise, no entanto, nao & propicia ao projetista, pa
ra quem e mais conveniente tratar de maneira estanque a avaliacdo
das forcas e o dimensionamento do flange. Assim e feito na AD, on
de a secao B7 calcula as forcas no flange e dimensiona os parafusos
e a secao B8 dimensicna o flange.

Tal procedimento so & possivel quando se reduz a influéncia
dos elementos da ligacig sobre o comportamento da junta. Na medi-
da que se refina o calculo estrutural do flange torna-se necessa-
rio o melhor conhecimento das forcas de ligacao. Esta & a diferen
ca basica entre o metodo Taylor Forge e o método germanico. Estu-
dos de Happek e Griesser, ref.[11], relatam problemas com flanges
de diametros maiores de 1000mm. Estes flanges teriam sido calcula
dos corretamente pelas forcas da DIN2505 e, no entanto, ndoera pos
sivel aplicar-se a pressao de teste e, em alguns, nem mesmo ade ser
vico. Ao se verificar o valor das forcas calculado a partirdodia
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grama forga x deforma¢ao, a magnitude das for¢as obtidas torna cla
ra a razao da falencia da conexao. 0 mesmo tema e abordado apar
tir dos resultados obtidos no metodo Taylor-Forge na ref.[12].

No codigo ASME o dimensionamento do flange para a condicao
de montagem- & feito utilizando-se uma forca determinada a partir
nao somente da selagem da junta, mas também da forca maxima admis-
sivel para os parafusos.

Uma importante diferenca entre as duas filosofias de calcu-
1o esta no tratamento dade ao controle das forcas a serem aplicadas
no parafuso. Enquanto a DIN2505 explicita que & necessario se ga-
rantir que as forcas aplicadas a junta correspondam aquelas deter-
minadas no calculo, as normas ASME e B.S. contornam o problema com
altos fatores de seguranca e através da utilizacao na analise, de
uma forca de pretensdo igual a@ média entre a necessaria e a maxima
que os parafusos podem transmitir. Assim sendo, o controle deta-
Thado da for¢a de pretensao determinada pelas normas alemas deve
ser observado (controle de alongamento, utilizacao de torquimetro,
etc.), e para tal uma metodologia @ descrita na ref.[6].

Ja para as normas baseadas no método de Taylor-Forge, a apli
cacao da forca deve normalmente ser limitada apenas a resisténcia
do parafuso.

COMPARACAO DOS RESULTADOS DO CALCULO

Uma amostra de 16 flanges e utilizada para comparacao dos cri
terios de calculo. Sao calculadas as forcas agindo no flange e ve
rificados os requisitos impostos por cada norma.

Descricao da Amostra

Os flanges selecionados sao do tipo "welding neck", podendo,
devido aos requisitos das normas técnicas (DIN), ser dividides em

dois grupos:

a) Nove flanges dimensionados de acordo com a norma DIN 2632,
material St-37.2 (DIN17100), pressao nominal de 10 baredia
metros nominais variando de 25 a 2400mm. A superficie de
contato & do tipo C (DIN2506). A gaxeta & do tipo plano de
amianto (It 400), com dimensoes dadas pela norma DIN2690.
0s parafusos sao dimensionados de acordo com a DIN13 e seu
material 24 Cr Mo5 {DIN17240). A pressdao de projeto adota-
da & de 6 bar e a temperatura de 120°C.

b) Sete flanges de acordo com a norma DIN2635, material C22(VdTUV
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364), pressao nominal de 40 bar e diametros nominais varian
do de 200 a 500mm. A superficie de contato & do tipo E (DIN
2526). A gaxeta e do tipe metalica em espiral com camadas
de amianto {spiral wound gasket), com dimensoes tomadas do
Catalogo Kempchen (Ref.[13]). O0s parafusos sdao dimensiona-
dos pela DIN13 e material 24 Cr Me5. A pressao de projeto
adotada & de 25 bar e a temperatura & de 120°C.

Descricac dos Resultados

Para a ilustracgao dos resultados adota-se, numa primeira e-
tapa, um criterio comparativo entre os esforcos calculados segundo
as normas DIN2505 Vornorm e o ASME. Compara-se as forcas minimas
exigidas na gaxeta durante a montagem (P), e Hmz}, as forcas de ope
ragac no parafuso (PSB e wm1J. as forcas minimas exigidas na gaxe-
ta durante a operagao (PDB e Hg), as forgas no parafuso durante a
montagem {P50 e W), os momentos no flange na fase de montagem (MO)
e durante a operagao (M1)}. O0s fatores provenientes desta compara-
cao servem de parametro para ilustrar a relacido entre as duas meto
dologias no tocante a derivacao dos esforgos na ligacao, e sao da-
dos nas Tabelas 1 e 2.

Muma segunda etapa, procura-se comparar oS resultados finais
de cada metodo. Devido ao fato dos resultados das varias normas se
rem apresentados em grandezas diferentes (Tabela 3 e 4), faz-se ne
cessario a adoc¢ao de parametros adimensionais para se estabelecer
um paralelo entre eles (Figura 15). Neste sentido & definida a
"margem de seguranca" gque nada mais e que a relacao entre as gran-
dezas determinadas por cada norma (tensao, rotacdo, rigidezes e es
pessuras necessarias) e aquelas fixadas como limite por cada espe-
cificacao. Assim, quando a margem de seguranca for menor que 1,sig
nifica que o flange nao atende a respectiva norma.



Tabela 1. Comparacao dos esforcos - Normas DINZ2505 Vornorm e ASME - PN10
PRESSAQ NOMINAL 10
DIAMETRO NIMINAL 25 100 200 300 350 400 500 1000 2400
POy DIN 33523 106912 | 227477 | 339972 462664 | 535843 | 717079 | 1806188 | 6546233
Wo ASME 26762 80747 | 149011 | 206162 281097 | 316735 | 399178 | 896805 | 2706706
Py ¥m2 1,25 1,32 1,53 1,65 1,65 1,69 1,80 2,01 2,42
Psp DIN 3749 16607 44767 79896 111393 | 136922 | 199588 | 675415 | 3483718
W ASME 5072 20658 50099 87398 118334 | 144656 | 205626 | 680329 [ 3413118
Psp/ W | 0,74 0,80 0,89 0,91 0,94 0,95 0,97 0,99 1,02
Pog DIN 2499 7827 16826 22991 36371 A1111 | 55999 | 140925 550246
Hg ASME 3722 11231 20726 28675 39098 44055 55522 | 124737 376478
Ppe/Ha 0,67 0,70 0,81 0,80 0,93 0,93 1,01 1,13 1,46
T Pgp DIN 33523 106912 | 227477 | 339972 462664 | 535843 | 717079 | 1806188 | 6546233
W ASME 31926 109077 | 149011 | 264745 366101 | 373920 | 469030 | 1515300 | 4803854
Psp/W 1,05 0,98 1,53 1,28 1,30 1,43 1,53 1,19 1,36
MO DIN 561507 | 2325332 | 5857520 | B924268 | 14111254 | 17146977 | 24380697 | 85793943 | 507333015
MO ASME 502451 | 1759024 | 3373294 | 6208829 | 8874378 | 9879320 | 13009000 | 46879505 | 266283862
MO /MO 1,12 1,32 1,74 1,44 1,59 1,74 1,87 1,83 1,91
M1 DIN 72689 473685 | 1529149 | 2901699 | 4702382 | 6107602 | 10139157 | 47028770 | 404374496
M1 ASME 90342 513502 | 1520162 | 2789471 | 4436214 | 5692052 | 9004199 | 41635587 | 350781940
M1 /M1 0,80 0,92 1,01 1,04 1,06 1,07 1,13 1,13 1,15
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Tabela 2. Comparacac dos esforges - Normas DIN2505 e ASME - PN4O
PRESSAO NOMINAL 40
DIAMETRO NOMINAL 25 100 200 300 350 400 500
Pov DIN 51679 204203 486004 756495 918915 1110866 1549432
Wiz ASME 11364 142870 336297 505082 593392 695174 915363
POy /Wm2 4,55 1,43 1,45 1,50 1,55 1,60 1,63
PsB DIN 8368 49111 149128 291359 370323 470244 710501
Wen1 ASME 12083 63781 183369 341366 427488 535401 791708
Psp/Wm1 0,69 0,77 0,87 0,85 0,87 0,88 0,90
Pp DIN 4031 15928 37908 59007 71675 86648 120856
Hg ASME 7748 30615 72064 108232 127155 148966 196149
Ppp/Hg 0,52 0,52 0,53 0,55 0,56 0,58 0,62
Pso DIN 51697 204203 486004 756495 918915 1110866 1549432
W ASME 23469 142870 457206 723916 878641 1038013 1482382
Pso/M 2,20 1,43 1,06 1,05 1,05 1,07 1,05
MO DIN 981904 6126101 19926163 | 40094228 | 55134905 | 79426935 | 94515364
MO ASME 445915 4000360 18710938 | 38126552 | 48712728 | 73312179 | 88290324
MO /MO 2,20 1,53 1,06 1,05 1,13 1,07 1,03
M1 DIN 188203 1825290 7385739 | 18474356 | 26501905 | 39717284 | 57939828
M ASME 255148 2165521 8262630 | 19315347 | 27444338 | 40918409 | 56511985
M1/M1 0,74 0,89 0,89 0,96 0,97 0,97 1,03
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Tabela 3. Margem de seguranca pelas diversas metodologia de calculos - PN10

PRESSAO NOMINAL 10 ‘

DIAMETRO NOMINAL 25 100 200 300 350 400 500 1000 | 2400
HF 14 17 21 22 22 22 24 29 56
AD HFR 6,9 | 11.6 | 16,8 19.8 | 24,3 | 26.3 29| 48,4 | 108,3
HF/HFR 2,03 | 1,87 | 1.25 1,01 | 0,91 | .0,88 | 0,83 | 0,60 0,52
2 49,8 | 73.4 | 88,4 94,6 | 139,6 | 143,6 | 152,6 | 262,1 | 131,
DIN o, 7.7 | 17.8 | 27,7 36,8 | 55,56 | 61.2| 75,8 | 195.9 | 124,8
VORNORM %an 215 215 215 215 215 215 215 715 215
9a117/%ax | 4,32 | 2,93 | 2,42 2,27 | 1,58 | 1,50 | 1,81 1,22 1,64
WRO 2896 | 11900 | 29803 | 45501 | 71331 | 86745 | 123122 | 432632 | 2551440
o WRA 188,8 | 1854 | 6697 | 14044 | 21958 | 29285 | 50236 | 246491 | 2210574
oy | & WRB 624,6 | 3950 | 12547 | 23969 | 38014 | 49507 | 82070 | 380178 | 3262630
S| = W 15729 | 42753 | 85352 | 129027 | 134697 | 162444 | 210693 | 469079 | 3404577
W/Wmax 5,43 | 3,80 | 2.86 288 | 1,89 | 1.87] 1,71 1.08 1,33
< 8 0,04 | 0,02 | 0,22 0,25 | 0,45 | 0,48 | 0,3 | 0,76 | 0,75
23 1/6 25,0 8.3 4,5 3,0 2,2 2.3 2.8 1.3 1.3
SH/1,5 49,6 | 51,5 | 58,5 78,1 | 106,8 | 101,2 | 127,48 | 172,10 | 152,9
SR 65,2 | 69,3 | 51.4 67.4 | 83,2 | 83,4| 78,2| 101,6| 8.0
ST 61,0 | 53,2 | 39,1 38,0 | 47,3 | 39,5| 34,0 | 33, 20,5
ASME (SH+SR)/2 | 69.8 | 72,7 | 69,5 92,3 | 121.8 | 118,1 | 134,7 | 179,90 | 158,7
(SHeST) /2 67,7 | 64,7 | 63,0 76,0 | 103,7 | 93,7 | 112,6 | 145.6 | 124,9
3 g5 85 85 85 85 8 85 85 85
SF/Smax .21 | 1.7 | 1.22 0,92 | 0,70 | 0,72| 0,63 0,47 0,54
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Tabela 4. Margem de seguranca pelas diversas metodologias de calcule - PN4D

PRESSAO NOMINAL 40
DIAMETRO NOMINAL 25 100 200 300 350 400 500
HF 16 21 31 38 a2 46 48
AD HFR 8,8 17,9 27,7 33,6 36,9 41,1 42,7
HF/HFR 1,82 1,17 1,12 1,13 1,14 1,12 1,12
o1 69,0 127.8 133,2 110,2 124,5 113,9 87,6
DIN 92 14,1 40,8 52,9 54,4 81,6 61,0 57,5
VORNORM a1 240 240 240 240 240 240 240
%a11/%max 3,48 1,88 1,80 2,18 1,93 2,11 2,74
WRO 4500 28078 91328 | 183765 | 252702 | 364040 [1099033
WRA 2687 21763 | 82130 | 191926 | 271930 | 463489 |1249228
DIN TENSAD WRB 1260 12223 49458 | 123712 | 177468 | 265964 | 387990
ENTWURF W 20544 | 65440 | 192622 | 452892 | 599457 | 849174 |1270191
W/ Wmax 4,57 2,33 2,11 2,36 2,20 1,83 2,33
ROTACKD o 0,06 0,16 0,24 0,20 0,21 0,23 0,51
1/8 16,7 6,3 4,2 5,0 4,8 4.4 2,0
SH/1,5 35,4 82,7 119,3 96,7 94,5 102,4 82,5
SR 38,5 | 96,7 116,4 1227 11,6 125,9 126 ,6
ST 47,6 79,0 105,7 79,4 77.4 79,9 57,9
ASME (SH+SR) /2 45,8 110,3 147,7 133,8 126,7 139,8 125,2
(SH+ST)/2 50,4 101,5 142,1 112,2 109,6 116,7 90,9
5f 105 105 105 105 105 105 105
Sf/Smax 2,08 0,93 0,71 0,78 0,83 0,75 0,83
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CONCLUSOES

Dentro da amostra estudada, pode-se inferir as seguintes con

clusoes:

a) As formulas para as forcas, tanto na montagem quando em ser

b)

c)

d)

vigo, sdao semelhantes em ambas as normas, embora diferindo
nos valores empiricos caracteristicos da gaxeta. Assim, as
forcas de montagem segundo a DIN sdo sensivelmente maiores
que as do ASME. Ja em servico, as forcas do ASME sdao ligei
ramente superiores as da DIN (ndo mais que 25%). As forcas
de pre-compressaoc da DIN sdo muito superiores as do ASME,
mesmo em se considerando a forga de pré-compressao reduzida
(Pgy) (Tabelas 1 e 2).

Tomando-se por exemplo o flange PN 40, DN 400, onde 0s mo-
mentos solicitantes para as duas normas sdo semelhantes,tem
-se que, para a norma DIN2505, as tensoes admissiveis exce-
dem as calculadas por um fator de 2,11, enquanto que para o
codigo ASME esta relacao e de 0,75, Portanto, abstraindo-
-se dos valores obtidos para as forcas, a margem de seguran
ca implicita no metodo americano neste caso & de 2,8 vezes
a da formulacdo alemd. Comparacdo semelhante para outros e
xemplos mostra resultados equivalentes.

0s resultados globais (Tabelas 3 e 4) demonstram ser a nor-
ma ASME a mais conservativa, sequida da AD-B7, DIN2505-Vor-
norm e DINZ505-Entwurf.

A preocupacao maior com as cargas atuantes no caso das nor-
mas alemas se justifica pelo medelo mais preciso, mais sen-
sivel a desvios nas hipoteses de calculo, e com menores coe
ficientes de seguranca. Da7 serem recomendaveis procedimen
tos mais cuidadosos na instalagdo, e a consideracao de even
tuais acrescimos de carga nos parafusos quando da montagem.
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APLICACAO DO METODO DAS CORDAS CRUZADAS
NA SOLUCAO LOCAL DE PROBLEMAS SIMETRICOS
DE RADIACAO PURA

Rogério Martins Saldanha da Gama
Departamento de Engenharia Mecanica — PUC/RIJ

SUMARIO

Precblemas envofvende troca de energia radiante teamica difusa en-
the supengicies alongadas dispostas simetricamente ¢ o medlo ambien
te necaem na sofugdo de equacoes Antegrais de Fredholm de segunda
especdie. Tais equacdes em genal exigem metodes aproximados para a
obtencde de sofucoes. Neste trabalfho ¢ apresentade um metodo de se
obten, de forma muito simples, a sofucdc de equagoes integrais pre
venientes de problemas de radiacde. 0 méetodo consiste em se propon
funcoes nesposta fonmadas por deghraus, o0s quais sac deteaminados a
traves da utilizacao de um prineipio vaniacicnal,

SUMMARY

Precblems invofving diffuse radiant energy intenchange befween elon
gated sunfaces, disposed symmetrically, and an environment need the
sclution of a Fredholfm integraf equation of second kind. These e-
quaticns generalfy need numendical methods that solfve them approxd-
mately. 1n this wonk we show a method to obtain, Ain a sdimple way,
the solution of integral equations coming frem nadiation problems.
The method consdists in proposing functions 4onmed by asteps which
are deteamined by the use of a vardational principle.
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INTRODUCAO

Quando dois pontos materiais, a temperaturas diferentes do
zero absoluto, estdo separados por um meic nao opaco existeuma tro
ca de energia por radiacdo térmica entre eles. Se agora pensarmos
em superficies trocando energia por radiacao teremos que cada pon-
to, sobre cada superficie, recebera energia proveniente de outros
pontos, que poderdo pertencer a qualquer das superficies que parti
cipam do processo de troca de energia.

Sendo assim a transferéencia de energia por radiacao termica
e governada por sistemas de equacdes integrais que levam emcontao
efeito de todos os pontos envolvidos no processo de transferéncia
de energia sobre cada ponto considerado.

Neste trabalho trataremos de uma classe particularde proble
mas de radiacao. Mais especificamente falando vamos fixar nossa
atencao nos problemas de troca de energia radiante térmicaentre su
perficies alongadas cinzentas que emitem e refletem difusamente,
possuindo mesmas propriedades fisicas e estando dispostas de manei
ra simetrica, de tal forma que o efeito externo sobre cada uma das
superficies consideradas seja o mesmo. Suporemos também que a tro
ca de energia se da no vacuo.

0 fato de cada superficie estar sujeita ao mesmo tipo de e-
feito faz com que o sistema de equacoes integrais anteriormente ci
tado seja reduzido a uma simples equacao integral, ja que a troca
de energia em pontos correspondentes de superficies diferentes & a
mesma. Uma vez que toda a radiacao envolvida & difusa, nao haven-
do assim distingao entre energia emitida e enerqgia refletida, é con
veniente escrever a equacao integral que representa o balanco de
energia tendo como func3o incognits a radiosidade local, que & uma
medida de toda a energia radiante gue deixa uma certa superficie,
num certo ponto, por unidade de tempo e area, por reflexao e por
emissao.

0 balan¢o de energia para o tipo de problema que sera trata
do aqui & entdo dado por uma equacac integral de Fredholm de segun
da especie [4,5]. Tais equacbes em geral nao possuem solucdo ana-
1itica em forma fechada exigindo assim a utilizacao de técnicas nu
méricas para a obtencdo de uma solug¢ao aproximada. Na literatura
podem ser encontrados varios métodos destinados a resolucao aproxi
mada de equagOes integrais lineares como as que regem os problemas
de troca de energia por radiagaoc difusa, que sao no entanto desti-
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nados a abranger a maior faixa possivel de aplicacao.

A ideia agui é apresentar um método simples e eficiente, des
tinado a resolver especificamente problemas simétricos de troca de
energia radiante térmica difusa entre superficies alongadas. Este
metodo & baseado fundamentalmente, ao contrario do que se costuma
encontrar na literatura, no modelo fisico empregado.

0 método de solugao se baseia em buscar o extremo de um fun
cional supondo que a funcdo radiosidade e formada por degraus.

Para a obtencao deste extremo € necessaria a dupla integracado do ni
cleo da equacao integral, a qual num problema generico deveria ser
feita numericamente com o auxilio de um computador. Para o proble
ma aqui tratado, esta dupla integracao pode ser feita analiticamen
te com a aplicacao do método de Hottel, ou método das cordas cruza
das, o que faz com que o uUnico uso do computador seja para a solucao de um
sistema algebrico linear, cuja matriz de coeficientes & simétrica.

A titulo de exemplo & estudada a troca de calor por radiacao
entre duas placas planas, alongadas, cinzentas, isotermicas e com
emissividade constante, e o ambiente. Sa3ao apresentadas solucdes ob
tidas com diferentes numeros de degraus.

ANALISE TEORICA

Vamos basear nossa discussao em arranjos simetricos forma-
dos por duas superficies, convexas ou planas, alongadas que sao re
presentadas na Figura 1 por linhas cheias.

A analise de fenomenos de troca de calaor por radiacdao pura
€ em geral desenvolvida sob a hipotese de que a transferéncia de
eﬁergia se da num espaco fechado por varias superficies, j2 que as
s5im temos gque toda a energia radiante térmica que deixa uma certa
superficie vai necessariamente atingir algumas das superficies que
compoem © arranjo.

Devido a hipotese de estarmos sempre lidando com um espaco
fechado suporemos que o ambiente atua como se fosse uma superficie
negra que esta a uma temperatura T,, denominada de temperatura efe
tiva de corpo neqro. Estas superficies ficticias sao representadas
na Figura 1 por linhas pontilhadas.

Representando por B, (x} a funcido radiosidade sobre alguma
das superficies reais que compdem o0 arranjo e sabendo que a radio-
sidade sobre as superficies negras ficticias @ GT; podemos escre-
ver o balango de energia como [1,2,6]
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b
BY(x) = & (x) = THX)* + o (x) L By (V)¢F da,-cy (1)

onde
B;(x] = B, (x) - oTg (2)
THx)* e T (00" - T (3)

0 dominio das funcoes envolvidas & o intervalo fechado [a,
b], uma vez que as superficies sdao alongadas.

Na equagao (1) EN(X} e a emissividade, p (x) a reflectancia
e Tw(x) a temperatura, definidos em cada ponto da superficie consi
derada, sendo funcbes limitadas porem nao necessariamente conti-
nuas. o e a constante de Stefan-Boltzmann,

0 fator de forma entre as areas diferenciais dAy e dAy e re
presentado por dFdAx-dAy e @ a razao entre a energia que, deixando
dA,, atinge dAy e toda a energia que deixa dA,.

No caso de superficies alongadas temos que [1,2]

]
dFdAx~dAy "7 oy [SEH H(x.y):ldy (4)

se assumirmos que a energia que deixa o ponto x pode atingir y di-
retamente.

Deve ser observado que a integracao de dFdAx-dAy entre dois
pontos e sempre uma grandeza positiva.

Em (1),(2),{(3) e (4) x e y sao variaveis escalares como as
que sao mostradas na Figura 1.
x=b 4 y=b

oot —F o
Figura 1. Duas superficies dispostas simetricamente
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A equacdo (1) & uma equacdo integral de Fredholm <» - ~aunda
especie e pode ser reescrita como [4,5]

b
BEO) = 5, (x) 0 THY 4 g (x) ja BA(y) K(x.y)dy (5)

UM PRINCIPIO VARIACIONAL PARA (5)

A equacdo (5), uma vez que possui nGcleo simetrico, tem co-
mo solucao a funcao B;(x) que torna extremo o funcional I[B;J dado
por

b (b
ey = || Kxy) By By(y) dx gy -
d-a

b b e ()0 Th(x)*
_Ja Sy Bl 0+ 2 J[a R

B;(x) dx (6)
onde as funcoes ¢ (x), o (x) e T;(x) sao prescritas e assumem sem-
pre valores estritamente positivos.,

Em todos os probliemas envolvendo troca de energia radiante
termica difusa, que podem ser reduzidos a apenas uma equagdo inte-
gral, o nucleo K(x,y) & simetrico, pela propria definicdo do fator
de forma.

SOLUCAD DEGRAU

Vamos agora apresentar um metodo rapido para a obtencdo da
solucdo de (5) [6,7]. A ideia e extremar I[B;] supondo que B;{x}
e formada por N degraus de mesma largura no intervaleo [a,b].

Assim procedendo temos o seguinte sistema algebrico de N e-

quacoes
N {a+iﬂ Ja+j& ( ¥ . fa+1& .
| K{x,y)dx dy .- —— dx By, +
j=1 Jas(i-1)a Jas(3-1)A u; Jas(i-t)a pux) Vi
+ [a+i.ﬁ Fyh a TH(x)" dx = 0 i=1,N (7)
Jar(i-1)a pwlx) ¥ ’
ande
b-a
o (8)
B*(x) = 8* a+{i-1)a £ x < a+iA (9)
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Resolvendo o sistema (7) obteremos os B;i's que representam
a funcao incognita formada por degraus. '

Vejamos agora uma forma simples de efetuar a integracao du-
pla que aparece em (7) analiticamente. ODefinindo x e y como os ve
tores posicao sobre cada uma das superficies podemos escrever, uti

lizando (4), que
1 2 y-x dx
Kix,y) = —— | ———» = (10
AT [ux-iu dx] )

onde “[| ||* representa a norma do vetor.
Assim sendo podemos integrar duplamente o niicleo para obter

Y Xa "
51 Kexavax ay « - il gtyad = xtxadll+ 1l ytoa) - x060)]) -
Y1 X1

- 1l ylya) - x(x)l - | x(yd—;_(m)l[:l (1)

A equacao (11) & conhecida como o metodo das "cordas cruza-
das” ou método de Hottel e pode ser ilustrada com o auxilio da Fi-
gura 2 [1,3].

Em geral ew(x), pw(x} e T:(x] sdo assumidos constantes o que
torna desnecessaria qualquer integracdo numérica para a utilizacao
de (7) na solucao de (5).

"X(X2}-Yivay

nE - xivn

¥y

Figura 2. 0 método das cordas cruzadas
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A seguir e apresentado um exemplo para ilustraroque foi de
senvolvido ate aqui.

TROCA DE ENERGIA RADIANTE TERMICA ENTRE DUAS PLACAS PLANAS EO MEIO
AMBIENTE

Vamos analisar a titulo de ilustracdo a troca de calor por
radiacéb difusa entre um arranjo formado por duas placas planas cin
zentas, alongadas e isoteérmicas, e o meio -ambiente.

' As placas possuem emissividade hemisferica total e, e estao
a uma temperatura Tw‘

A Figura 3 apresenta um esquema do tipo de arranjo estudado.
Utilizando o sistema de coordenadas da figura temos que a radiosi-
dade no ponto y=a, sobre a placa superior,  a mesma que no ponto
x=a, sobre a placa inferior. Assim representaremos a funcao radio
sidade local por Bw sobre rambas as placas.

I L ]
li/ : T #
R
d h
X
S o =

Figura 3. Arranjo tipico

Podemos escrever a equacao de balanco de energia, para este
caso, como

L
B0 = 1+ (1-5) [ 8 Kixdy (12)

onde a funcdo B;(x} e uma medida adimensional da radiosidade,defi-
nida como

B (x) -oT!
By (x) S (13)

0o Ty T3)
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0 nucleo da equacao & obtido atraves de (9)
hZ
2((xey-d)? + h?) 7

Kix,y) = (14)

Nas equacoes (12) e (14) h e a distancia entre os planos que
contem as placas, L e a largura das placas e d a distancia, medida
na horizontal, entre as origens de x e y, sendo positivo se a ori-
gem de x estiver a esquerda da de y.

Pode ser notado de (12) e (14) que o problema fica totalmen
te determinado se forem conhecidos Eyt h/L e d/L. Desta forma a-
presentaremos todos os resultados baseados numa largura wunitaria
(L=1) ja que arranjos geometricamente semethantes (com mesma emis
sividade) possuem a curva B;(x) com a mesma forma.

Para este problema a equacac (7) fica reduzida a

(1 )u§ [w faen K(x,y)dx dy 8% +1 -8 =0 i=1,N (15)
-€ X,yldx dy +1- = bmils
WUn L Gt LGg-om s Wi

onde N & o numero de degraus que compoem a solucao em [0,1].
Uma vez determinada a funcao radiosidade adimensional pode-
mos calcular o calor trocado localmente por [6]

a,(x) = ofTs-T2) a;(x) (16)

onde q:(x} e definido aqui como o calor trocado adimensional e e da
do por

E
q,(x) =-1~£w-—(1-ew Br (x)) (17)

0 calor total trocado, por unidade de profundidade, para ca
da placa pode ser calculado por

L Lo {L
Q= [B q,(x)dx = ofT/-T2)

W Te) | dubod (18)

o que, com o tipo de solucao proposta, equivale a

N
qQ - [_;_ by q::| ofT - T2) (19)

onde 95 e o calor trocado pelo intervalo [i-1,i] dado por
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Ew +
—_ (1- B 2
g -2 “1) (20)

§
9 =

A seguir apresentamos alguns resultados. As Figuras 4, 5 e

6 mostram uma comparacao entre solugles obtidas com diferentes nu-
meros de degraus para a fungao B;(x). A Figura 7 apresenta diver-
sas curvas para a funcao q;(x) obtidas utilizando-se 100 degraus.

Devido ao pequeno tamanho dos degraus as curvas foram tragadas con
tinuas.

Bw I
— YIS IIIIA
p i . — }
: ! TTTTTTT Figura 4. Fungdo
1.3 ~ —_— - b
b B (x) com 3 e 11
1.2 i - degraus para
el = g S
—_——— —— - Eu =0.1, h=0.5;
[ I — i -
= d=0.0
P
l 1
0 0,5 X !
1
Bl LLLELLI Y
' Ih-———d
i — x _
6% | b bowsscorand Figura 5. Fungao
A I B;(x) com 3 e 9
1.2 | " —| degraus para
I ]
s 1 EW=U.5, h=0-5,
LU g el
1
0 0.5 X I
+ |
Bw
3 b Figura 6, Funcao
e o s T I
[ Lo B, (x) com 5 e 8
v p—— ———— degraus para :
': €w=0.5, hED.i’
= —_—
1.6 = d=1.0
1
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0 0.5 X |

Figura 7. Curvas q;(x). versus x, para varios €y hed
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COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSOES

Foi apresentado um método extremamente simples e eficiente
que se presta a solucao de todos os problemas envolvendo troca de
calor por radiacdo difusa que possam ser reduzidos a umaequacaoin
tegral de Fredholm de segunda especie. _

0 metodo pode ser aplicado a situacbes onde o nicleo da equa
¢ao tenda para o infinitoc em alguns pontos, onde nao podemser apli
cados metodos de diferencas finitas classicos.

Pela falta de resultados na literatura foram feitas estima-
tivas de precisao através da comparacao entre solucdes obtidas com
diferentes numeros de degraus. Em todos os casos estudados obser-
vou-se uma rapida convergéncia das solucdes degrau para a solucao
exata, com o aumento do nimero de degraus, como pode ser visto nas
Figuras 4,5 e 6.

Em todos os casos, devido a simetria do nucleo, a matriz de
coeficientes do sistema linear (7) & simétrica.

Para valores de d menores do que zero a radiosidade e uma
funcado estritamente decrescente enguanto que se d for maior que L
a radiosidade e estritamente crescente. Quando d esta entre zero
e L temos que o maximo da fumcao ocorre sempre entre x=0 e x=4d,
sendo que quando d =L, placas paralelas, o maximo ocorre em x=L/2.
A funcdao calor trocado local se comporta de forma inversa a funcdo
radiosidade, como pode ser visto pela equacio (17).

Deve-se notar que o problema poderia ter sido formulado em
termos do calor trocado local adimensional q;(x} utilizando no lu-
gar de (12) a equacao abaixo

+ L L .
q(x) = ¢, 1-I0 K(x,yddy [+ (1-¢) Io q,(y) Kix,y)dy  (21)
onde para todo x, d, h e L ‘
L
I K(x,y)dy <1
0

A equacdo (21) pode ser aproximada por um sistema similar a

(6).
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ON THE COMPLEXITY OF POLYNOMIAL EVALUATION
SCHEMES AND THE ACCELERATION OF THE
CONVERGENCE OF NUMERICAL SOLUTIONS OF
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

H. Helman
(UFMG)

E. L. Ortiz
(1CCT)

SUMARID
En ef presente thabaje se analiza una extension del concepto de e-
conomizacion af casc de polinomios de des vaniabfes P{x,y), estan-
do (x,y) nestningides a un domindie 4inite Q donde s¢ desea neafi-
zan fa economizacion.
En el caso de polinomics plx) de aéfe una variable, cuyos valores
sean cafeulados porn medio de La negla de necurnrencda inversa, La
disminucion de La complefidad de su evafuacion depende directamen-
te def gnado de p. Esencialmente, esta es La idea de condensacion
de Lanczos. Thratandese de polinomios de dos o mas vaniables se tdie
ne una sdifuacidon difenente: La diaminucion en La complejidad de e-
valuacion no depende solamente de una reduccion en su grado  Aino
tambien de fa estructuna de Los coeficientes de p, problema que es
aqui considerado.
Como ejemplo de aplicacion de La tecnica de economizacion sera ana
Lizada fa acelenacidn en fa convengencia de soluciones numericas de
ecuaciones diferenciafes parciafes. Para el efemplo presentado a-
qui gue elegida La torsion clastica de barras prismaticas, en hazon
de ex{atdirn divensas soluciones numerdicas de este problema, obteni-
das pon diferentes mitedes. Los resuliados producidos mediante
fa teenica de economizacidn presentan errokes menores, aun compa-
nando com Los resultados obtenidos a traves del metodo de coleca-
cion de Chebyshev.
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SUMMARY

In this paper we discuss the extension of the ideaof economization
to polynomials of two vardables Plx,y), where [(x,y) are resfrndicted
to a finite domain Q in which the process of economization. {8 hre-
quined.

In the case of polynomials plx) of only one variable, the values of
which ane computed by backwanrd necunrence, a neduction 4in £the com-
plexity of Lthe evaluation is direcily conirolled by a neduction 4&n
the degree of p. Thia, Lin essence, 4s8 the idea of Lanczos' conden
sation prnocess. In the case of polynomials of two or more varia-
bles, the sdituation {s diffenent: a neduction in the complexity 4is
net only controlled by deghree reduction, it also depends on the
structune of the coefficients of P, prnoblem which {s discuss hene.
As an example of the application o4 the economization  iechnique,
we discuss the accelfernation of convengence of numerical solutions
04 partial difgenential equations. In the example presented, <Lhe
efastic tonsion of a prismatic ban is considened sdince there  akre
several numendical sofutions fon £t, obtained by different methods.
OQun resulfts compare favourably alse with the very accunrate Chebyshev
collocation method. -

INTRODUCTION

Let us assume that a polynomial P=P(x,y) takes values in a
domain Q and let e¢>0 be a tolerance parameter or admissible error
bound for the values of P in Q.

If P is expanded in a polynomial basis B, defined in Q,
such that it reduces the magnitude of the coefficients of higher
powers of the variables at the expense of the remaining
coefficients, then it may be possible to find a condensed
representation P (x,y) of P in the sense that |[[P-P.|| <&, while
the computational effort required for the generation of values of
P. is smaller than that required for values of P.

In the case of polynomials p(x) of only one variable, the
values of which are computed by backward recurrence, a reduction-
in the complexity of the evaluation is directly controlled by a
reduction of the degree of p. This is, in essence, the idea of
Lanczos' condensation (telescoping, economization)process [9].

In the case of polynomials of two (or more) variables, the
situation is different: a reduction in the complexity is not
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controlled by degree reduction aleone: it also depends on the
structure of the coefficients of P.

In the second section (Condensation of Polynomials of two
Variables) we consider the problem of the numerical condensation
of P when B is a product Chebyshev basis for (. We introduce a
coefficient matrix A associated with P and discuss different
condensation strategies (vectorial, triangular and maximal) for
the extreme cases when A is either a rectangular or an upper
triangular matrix. In third section (Numerical Example) we
illustrate those cases with a simple numerical example.

Condition for these condensation strategies to be feasible
are given in fourth section(Vectorial and Triangular Condensation
Processes) directly in terms of the given polynomial P, without
explicitely going into the representation of P in the basis 8.
These conditions are applied in sixth section (Numerical Example)
to the example of third section. An algorithm for the automatic
implementation of the numerical condensation process in a computer
is sketchly described in fifth section (An Algorithm for Polynomial
Condensation).

In seventh section (Applications of Polynomial Condensation
to the Acceleration of the Convergence of Approximate Solutions of
Partial Differential Equations) we discuss the application of the
condensation technique to the acceleration of the convergence of
the numerical solution or partial differential equations. Our
discussion is modelled on the equation which describes the torsion
of a prismatic bar. A more interesting problem: the condensation
of numerical solutions of the temsor equations which describe the
plastic behaviour of the hydrostatic extrusion problem for
bimetallic composites, is considered in detail in [7].

In our example, an economy of 30.55% in the number of
coefficients is achieved by condensation with an €=8%10"" on an
approximate solution with a maximum error of 5x10-7,

The quality of our condensed approximate solution, which
belongs to 5% 4 is compared with that of least squares and
Chebyshev collocation approximate solutions in the same subspace:
the accuracy of the condensed approximate solution is four times
higher than the accuracy of the other two approximate solutions.
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CONDENSATION OF POLYNOMIALS OF TWO VARIABLES

Let us consider a plane domain Q which, for simplicity, we
shall assume to be the square Q, = {{x,y): O0sxs1, 0<ys1}, and a
polynomial

- J
P = = EG JE a4 x! y .

which takes values in Q,. We say that P e.?n .
Consider the vectors

X = {XD,K1..-..Xn)T. Y = (yﬂ.y1-----¥m]T )
and the matrix
ﬁ ot {(aij))b is= 0(‘)"; j = 0[1)m ’

which we call the coefficientsmatrix associated with P. We can
write

P=XAY
Moreover,

Tt - (Tn(t)i T‘{t)l"'l Ts[t)) »

and
*
X=8 T .
¥ =B T
ey et

where the elements of the matrices B, and Ey are generated with
the help of the identities

. 12n I_T (t)+(1}T {t)+...+{nT(t):’ (1}

0

for t=1,2,..., and t =1,

We calil
Ch * ot
= Tx_C_ Ty
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the representation of P in the product Chebyshev basis
B-{T:(x}xT;(yJ} 1,5=0,1.... The matrix C=((cyy)), 1=0(1)n,
J=0(1)m, is defined by the product

:
C=BAB,

Given an error bound e> 0, we say that P_=P.(x,y) is a
condensed representation of P in Qy if, for all (x,y) €Q,,

IP-Pcll <€ (2)
where P. is a suitable truncation of PCh.

We shall try to construct a polynomial P_ which, in a given
polynomial evaluation scheme, would provide approximate values of
P with an error bounded by € in Q; and with less computational
effort than that required to compute values of P in the same domain.

Since the truncation of a polynomial of two variables is
possible in more than one way, so is its condensation. We may
require, for instance, that the truncation of pCh be made:

(i) along the vectorial arrays c; (i=0(1)n) or cnj(j =0(1)m) of C ;
(ii) along the secondary diagonals cij’ i+j = constant, of C;

(1i1) in such a way that the maximum number of coefficients of C,
starting with Chpe are deleted without viclating condition (2).

We call these cases vectorial, triangular, and maximal
condensation of P respectively.

The interest of these cases, particularly of the first two,
lies in that they are particularly well suited for the condensation
of polynomials with certain standard coefficient matrix forms.

If A is rectangular, its form will be preserved by a vectorial
condensation process and the same will happen with triangular
condensation if A is upper triangular. The latter is a frequent
case when the polynomial P is itself the truncation of a rapidly
convergent power series expansion.

In the case when A is a rectangular matrix and P is
evaluated by means of an iterated backward recurrence scheme of
the form

POGy) = ((o.ulppy+ pm_1)y+... p.')y+po (3.a)
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where, for j=0(1)m:

It 5 ° 0
pj = qu (3.b)
a, J =x Ay 1 it Jpjs T = n{1)0 ,

{or the equivalent scheme with the variables considered ‘in
reversed order), the elimination of an array, say, a, (3 =0(1)m)
from A induces a reduction of one in the number of multiplications
required in each of the nests of (3.6) M. The adjustment of the
polynomial evaluation scheme (3.a,b) for P to the new polynomial
P. is then particularly simple.

If A is upper triangular and a triangular condensation
process is used, the deletion of, say, the aij's with the largest
constant sum i+j, will suggest a similarly simple change in the
polynomial evaluation scheme for P to get the corresponding scheme
for P..

However, the particular structure of the coefficients of P,
or the frequency of use that is expected for Pc may suggest a
combination of the previous cases or the use of maximal
condensation. In such cases, a more flexible evaluation scheme
has to be devised for P_, which must take into acount factors such
as the necessity of using a variable index n(j), instead of n, in
the definition of the multiplication nests (3.b).

It should be remarked that in machines where the time taken
to test a number for zero is considerably smaller than the
multiplication time, more sophisticated evaluations schemes, where
full advantage can be taken of inducing as many zeros as possible
in C,may become economically attractive.

NUMERICAL EXAMPLE .
Let P be the truncation to degree 7 in x| ¥
series expansion of exp(x+y):

J of the power

(1) The same arguments apply, except for the fact that (3.a,b) must be replaced
by Clenshaw's algorithm [3], if P is evaluated directly In terms of the i
and not reconverted in powers of x and y. J
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P(x,y) = Taxey+ (xP+2xy+y2)/2 + (X7 + 27y + 3xy2+y?)/6 +
(x"+4x 7y + 6x2y2 + dxy® + y*)/28 + (x5 +5x"y + 10x7y? +
10x2y? + Sxy" +y5)/120 + (x®4 6x°y+ 16x"y? + 20x%y? +
Bxy®+ vE)/720 + {x7+ FxBy+ 21x%y? 4+ 35x"y® + 35x%y" +
21x%y5 + Txy® + y7)/5040

and & = 0.5% 1072,
In this case A is upper triangular and so is C.

(i) We first truncate PCN along the arrays fazyl, faj7} until
the sum of the deleted terms surpasses . The condensed polynomial
has now a square matrix;:

P = 0.9990 + 1.0156(x+y) + 0.4229(x* + y*) + 1.0318 xy +
0.2789(x + y*) + 0.4313(x 2y + xy?) + 0.2799(x’y + xy?) +
0.1784 x*y? + 0.1280(x°y? + x?y?) + 0.0556 x’y

and 10 different coefficients.

(i) We now conduct our search along the lines of elements Cij
such that i+ 3=7,6,... until the bound € is attained. We get,
again, a polynomial with an upper triangular matrix.

PE = 1.0024 + 0.9657(x+y)+0.6132(%% +y?) +1.2520 xy+0.0195(x*+y?) +
0.0422{x"y+ xy”} + 0.4601(x"y+ xy?) + 0.6875 x°y* + 0.1174(x" + y")

and 9 different coefficients.
(iii) Finally, we proceed in such a way that the maximum number

of elements of C are deleted while the condition (2) is satisfied.
We arrive to the condensed polynomial form

F’E = 1.0000 +0,9950(x+y) + 0.4666(x% + y*) + 0,1250 xy+0,2540(x% + y3) +
0.0422(x°y + xy®) + 0.4600(x%y + xy?) + 0.6866 x>y*

with only 8 different coefficients.
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Coefficient Matrix Condensed forms of the Mairix A
A (i) tii) {iii)
Number of different coefficients:
20 10 9 8

Figure 1. The coefficient matrix A and its condensed forms
with a tolerance € = 0.5x% 1072

Had we started with a rectangular matrix A = ((aij)),
i=0(1)7, j=0(1)7, for P, the contribution of the lower diagonal
elements of A would have lead to slightly different coefficients
in cases (i)-(iii). For instance, in case (i) the expression of

PY, with its coefficients rounded again to 4D, is

PZ - 0.9990 + 1.0156(x+y) + 0.4229(x" +y?) + 1.0324 xy +
0.2788(x + y?) + 0.4299(x%y + xy?) + 0.2835(xy + xy?) +
0.1790 x%y? + 0.1180(x°y? + x”y?) + 0.0778 x%y’

The contribution of the coefficients in the lower diagonal
of A should have been more significative had we not considered the
truncation of a rapidly convergent power series expansion.

In the three cases considered above, the error surface
shows a remarkable oscillatory behaviour(between the prescribed
bounds +¢ and -g£) in the condensation domain Q,.
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VECTORIAL AND TRIANGULAR CONDENSATION PROCESSES
We shall deduce now conditions to be satisfied by the
coefficients of P for the numerical condensation process to be
feasible, when a domain Q, and an error bound €>0 are prescribed.
Two cases will be discussed in some detail: a) rectangular
condensation, and b) triangular condensation. They will assist
us to analyze the condensation of polynomials P with rectangqular

or upper triangular coefficient matrices, cases where economical
evaluation schemes are well known. Special intermediate cases
will not be discussed since they can be treated along the lines of
the former.

a) Rectangular condensation

From (1) and the fact that |Tr(t)| <1 for r=0,1,... and
0sts1, it follows that the leading coefficient cpp of C = ((cij]L
i=0{(1)n, j=0(1)m, can be deleted from the expression of PCh
without violating (2) whenever

s weten il
€> 1Chmt = PUNT 3nm

That is,
la,l <a™™ (4)

in terms of the coefficients of P.
In turn, cyn 2nd ¢ _qp can be deleted from C if the
coefficients a,, and ap_qy of P satisfy the condition:

2n+1

e o ) e | (5)

| <

A similar condition (with 2m instead of 2n) secures the
possibility of deleting c,, and ¢ q, from C, in terms of a,, and
2neim’

From (4) and (5) we easily deduce that the entire array
Cims 1=0(1)n, can be eliminated from C if the corresponding
coefficients in A satisfy the condition.

n n-s, 2(nes)
520 kzﬂ 45Ian—-sml-( X )‘ gt (6)
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where the "," in the summation sign indicates that a weight equal
to 1/2 must be applied when k =0.

After some elementary manipulation on (6) we get the
simpler conditions

SEU |an-sm| <2 € {(7)
and
m
2n-1
o] 8 (8)
s=0 -

for the possibility of deleting, respectively, cjp, i=0(1)n, or
Cnj» J =0(1)m, from the matrix C without violating condition (2).

The same conditions obviously apply if A is an upper
triangular matrix which we tray to make as "rectangular" as
possible (for instance, to fit it into an interated backward
recurrence scheme).

b) Triangular condensation

We shall consider here two subcases: b1} A= ([aij})'
i=0(1)m, is rectangular and we want to trim from C a triangle of
elements with a vertex on cpp; b2] ﬁ:-((aij)). i+i=0(1)n, is an
upper triangular matrix.

h'] From (1) again, we find that the coefficients c ., Cp_qp
and ¢ o, can be deleted from C without surpassing the error bound
€ in the domain Qi., provided that the coefficients aj,, aj_qy and
2nm-1 satisfy the condition:

1+2{(n+m)

n+m-2
T lapml * lap qml + lappeq] < 4 €

In the case of a triangular section of elements of C, with
a vertex in Cpo and involving k+! arrays of elements, the last
condition generalizes to

k k=(r+s) f2(n-r)\f2(m-s)
y 4r+s lan-r-m-sl 1:‘12"4-05 ( 1'|1r)( “.115) <4n+m~‘ e

r+s=0

which in turn, after some manipulation, takes the form
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o | k=(res) (2(n+m-{r+s)]) gt 5

i p
r+s=0 TS p=0

sz By similar considerations we find that the array Cij'
i+j=n, can be deleted from the coefficient matrix C without
violating condition (2) provided that the coefficientsof P satisfy
the following condition:

i Ian,-i-il <a™le, (10)

"

where the ",," in the summation sign indicates that weights equal
to 1/2 must be applied to the elements a0 and An:

AN ALGORITHM FOR POLYNOMIAL CONDENSATION

SWITCH is a variable which takes the values 0,1,2 and 3.
Each of its values is associated with one specific condensation
strategy: along rows of the coefficients matrix (SWITCH=0), along
columns (SWITCH=1), alternatively along rows and columns (SWITCH =
= 2) or along secondary diagonals (SWITCH=3). The sets of
indices {i,j} corresponding to each of those condensation paths
are indicated by the array ¥, which takes, respectively, the
values ®x,w=0(1)2.

C=C* is an operation which redifines C and C*. The latter
being a matrix which results from deleting in the current
definition of C all the elements with indices in the condensation

path %7

ALGORITHM |
1) Set SWITCH = 0,1,2 or 3
€= (Leg4)), i=001)1, j=00(1)0
W = SWITCH
r = FLAG = 1
So = 0
If SWITCH = 3, Set W = r = FLAG = 0
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2) €-%,
1IfS=5_+ § _less|l<e, Set c55 = 0, for i,j€€
© " ie Y e
€w L
Sous

If FLAG = 1, Go to 2)

Set r=r + 1
W=14+ (-1
Go to 2)

If FLAG = 1, Stop

Set r=r + 1

Wais (1)
FLAG = 1
Go to 2)

END

An algorithm for optimal condensation executes the same
functions as the Algorithm above, but on a larger choice of condensation
paths €. It then selects the tree from Cam which induces the
largest number of zeros in C.

NUMERICAL EXAMPLE

Conditions (7)-(10) can be applied to predict, directly in
terms of the given polynomial P, whether the numerical condensation
of that polynomial with a tolerance of € is or not possible in the
domain given Q.

In the case of the polynomial P(x,y}), given in the numerical
example, which has a triangular matrix A, we get-rounded to 4D -the
following results:
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i] for vectorial condensation
7 7
W= L lag:g7] = Lo lagz_sl = 0.0002 ;
ii) for triangular condensation
' 7
T = s;ﬂ laj_s41 = 0.0254

If P(x,y) is taken to be the truncation of the power series
expansion of exp(x+y) to degree 7 in each of the variables, we get
a rectangular coefficient matrix A. In this case we get, rounding
again to 4D:

i) for vectorial condensation
T layggl = T lagy_cl = 00008
RV = a = a = 0. z
Lo (17571 % by 1977 '
ii) for triangular condensation
RT-&,-;*U.OUD“

With e =0.5x10"% both types of numerical condensation are
possible for the two kinds of polynomials P considered above,
since 27Ty, 27%27TT, 2-**RV and 2-'RT are all numbers below the
bound €.

APPLICATIONS OF POLYNOMIAL CONDENSATION TO THE ACCELERATION OF THE
CONVERGENCE OF APPROXIMATE SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUA-
TION
Let us consider the elliptic problem
a’f | _a%f

v? f{x.y) -—_—

= =2 (11.a)
ax? ay?

in the square domain Q, = {(x,y) : 0sxs2, 0sy=<2}, with the
boundary condition

f =0 . (11.b)
3Q;

This problem describes the elastic torsion of a prismatic
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bar, with a section equal to Qz, in terms of the torsion function
flx,y)-

A theoretical discussion of this problem is given in
Knudsen and Katz [8]. Numerical approximations have been
discussed by several authors: Southwell used his relaxation method
in [12] and, more recently, Mason [10] (see also Fox and Parker
[6]) applied a two dimensional extension of Lanczos' selected
points method [9, pp.|93-196](z] and obtained accurate results.

We shall assume that the solution of our problem is required
at a sufficiently large number of points (for instance, for
graphical display) for the overhead of doing numerical
condensation to be negligeable: We generate a primary approximate
solution, within a prescribed accuracy, using a computationally
simple technique, for instance the method of least square (see
[11,021,[41,011] and [13] for details on error estimations in this
method), or some other weighted residuals alternative (see [5]).
We then condensate such approximate solution within anerror
bounded by a tolerance parameter ¢,

A comparison of the maximum error of a condensed
approximate solution and a solution of the same degree obtained by
the accurate method of Chebyshev collocation, is favourable to our
condensation method.

We start with a primary solution in Q; of the form

n-1 m-1 i
Pan(Xoy) = (x-2)(y-2) 121 jzt a5 % Y

which satisfies exactly the boundary conditions of our problem.
Then, we evaluate the coefficients a1j with a least squares
condition at a set of equidistant points.

Let us take n=m=6, ie, P66 € 3%’5 » the maximum error is:

e = | f-Pggll <0.005 .

If we choose € =0.0008, well below e, and take into account
the symmetry of our problem, we can condense P66 within an error

(2) This method is also referred to as Chebyshev collocation and orthogonal
col location. The last name is used, particularly, in the chemical literature

(see for instance Finlayson [5]).
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of € in Q. We get a polynomial P, i"‘?}i,r The economy in the
number of coefficients is 30.55%.

A comparison between the numerical values of the exact
solution, the Chebyshev collocation approximate solution and our
condensed representation of a least squares solution, the last two
of degree 4 in each of the variables, is shown in Figure 2.

(a)

{b)

Figure 2. Error surfaces of approximate solutions of problem (11)
in .?4 4(a) Chebyshev collocation approximate solution;

(b) condensed approximate sclution (from a least squares
solution i"'?ﬁ 5)
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Since

He-p 1 s [ xytmde an = [[ (2 -v9)7 ax oy
Qz Q.
(see Michlin [11]), where G is the Green's function of problem (11),
we can compare the error of our condensed approximate solution Pg
(x,y) € 53’4 with that of a least squares approximation P,,, in
the same subspace.
Such comparison gives

Hf-P Il <0.235 || £-Pyyll

that is, a maximum error for the condensed approximation P four
times smaller than that of the least squares solution P44.

The maximum error of the Chebyshev collocation solution in
e?‘m is slightly better than that of least squares but still
larger than the one obtained by the condensation method. A
comparison of these maximum errors is given in Table I.

Table 1
Method Max. Error from e?i 4
Condensation 0.005
Chebyshev callocation 0.017
Least squares 0.020

If we consider relative errors, the maximum relative error
of the Chebyshev collocation solution is 11.64%. The approximate
solution obtained by condensation has an error of only 0.89%.

Since the approximate solution obtained with the method of
collocation is the exact solution of the perturbed problem

V2 fH(x.y) = =2 + H{x,y)

where H(x,y) is the collocation residual, the choice of the zeros
of Chebyshev polynomials as collocation points on 3Q, aims at a
reduction of the error in the equation.

This, however, is not necessarily the case as H is a
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combination of Chebyshev polynomials with variable coefficients
and is not clear that the cancellation of the error of the
approximation at the zeros of Chebyshev polynomials will make
H{x,y) closer to the best approximation of zero in the subspace in
which this polynemial is defined.

The relatively large error of Chebyshev collocation,
compared with the error of the condensed approximate solution
highlights the fact that the choice of Chebyshev zeros as
collocation points for problem (11) is far from optimal in 33'4.

Finally, we would like to remark that the efficiency of the
condensation technique is, ultimately, conditioned by the speed of
convergence of the best approximation of f from subspaces 5i,m.
From Jackson's theorem in several variables (see Timan [14]),we
can expect that for sufficiently smooth functions (in C(r) [01),
En,m(f} will tend to zero at least as fast as 1/(s?)r (with s=min
(n,m)) in the absence of singularities,
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ANALYSIS OF FORCED CONVECTION ALONG
FLAT PLATES WITH VARIABLE PROPERTIES
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SUMARIO

0 edeite da vardiacdc das proprniedades do an nos perfis de tempenra-
tuna e entafpia do escoamento laminar ao Longo de pfacas planas {a¢
teamicas ¢ anafisado. Coefdicientes de atnito ¢ de thansferéncda de
calen sdo calcufades e comparades com dados disponiveds na Litera-
tura. 048 nesultados sac obtdidos pon inteamedic de sofucoes simila
res das equagoes da camada Limite, uiilizando a thransformagac de
Crocco,

SUMMAY
The effect of ain phropenty vaniations on vefocity and enthalpy pro
fiLes of the Laminan {Ecw along {sotheaxmal jfai plates is analyzed.
Skan frdicteeon and heat transfen coefficients axe caleulated and com
pared with the ones found in Liferature. The results are cbiained
via similarity solutions ¢f the boundary Layern equations, using the
Crocco's taans formation.

NOMENCLATURE

cp - specific heat at constant pressure

p - average c , defined as (i -1 )/(T -T))
- Eckert number, U2/(i -1)

local friction coefficient, th/puf
- a function of x

W o=, M 0
|
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g, - a function of u,

h - local heat transfer coefficient
i - local specific enthalpy

Nu - Nusselt number, hx/xm

Pr - Prandtl number, ucp/n

Re - Reynolds number, p Ux/p_

- local temperature

- adiabatic wall temperature

- x-component of local velocity

T
.
u
u, - Crocco’s similarity variable, u/U
U - velocity outside boundary layer
v - y-component of local velocity

x - coordinate along the plate

y

- coordinate perpendicular to plate

Greek symbols
n - Blasius similarity variable
f - dimensionless enthalpy, (i - im)/{iw- i)
k_ - thermal conductivity outside boudary layer
- dynamic viscosity
My - dimensionless viscosity, u/p_
p - mass density
py - dimensionless density, p/p_
- shear stress
¢ - parameter of Sutherland's equation

Subsc¢ripts

w - at the wall
@ - putside boundary layer
INTRODUCTION

When the fluid properties depend on temperature, the
solution of the boundary layer equations becomes more involved.

1984

The mass, momentum and energy conservation equations must be solved

simultaneously, and no similar solutions can be obtained by means

of the conventional similarity variable n, not even for flows

along flat plates, which represent the simplest case.

L. Croccoe [2,3,4] suggested a few decades ago another

change of variables in the boundary layer equations that was more
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promising for compressible flows. Some years later, van Driest
[5] employed Crocco's transformation and obtained similarity
solutions for flows along flat plates allowing the variation with
temperature of the mass density p and of the dynamic viscosity p,
but assuming constants both the Prandtl number Pr and the specific
heat a constant pressure cp.

The present work is concerned with similar solutions {via
Crocco's transformation) of the boundary layer equations for
laminar variable-property flows along flat plates, considering the
effect of frictional heat, The flowing fluid is air, and the
Prandtl number, the specific heat at constant pressure, the mass
density and the dynamic viscosity are all considered as functions
of the local temperature T.

THE CROCCD'S CHANGE OF VARIABLES
For variable-property flow along a flat plate the boundary
layer equations are

alpul/ox + alov)/ay = 0 (1)
oluldu/ax) + v(au/ay)) = 3{udu/ayl/ay (2)
olulai/ax) + v(ai/ay)) = u(au/ay)® + a((w/Pr)aisay)/ay (3)

where x and y are the coordinates along and perpendicular to the
plate, u and v are the corresponding velocity components and i is
the Tocal specific enthalpy of the flowing fluid. For isothermal
plates, the boundary conditions are

"w (4)

1m

Ll

ulx,0) = v(x,0) = 0 i i{x,0)
u(x,=) = U : i(x,=)

U, ﬁw and i_ are constants., U is the undisturbed flow velocity,
and the subscripts w and = denote respectively the value to the
subscripted property at the wall and far away from the plate.

Mow equation (2) is solved for v and substituted into
equation {1}, and the resulting equation is written in terms of
the shear stress 1, which is assumed to be equal to pau/sy for
boundary Tayer flows. The result is
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{01/1) (au/ay) - (w/r?(at/ay)) {(31/3y) - o u(Bu/ax)} +
+ (uf1) ((3%1/8y®) - (pu/u?) [u(3t/3x) - t(dw/ax)] -
- ulau/ax)(ap/ay) + (ut/u)(dp/ax)} = 0 (5)

with the boundary conditions
{aT/By)y=0 =0 and T{x,») = 0 (6)
The boundary condition at y=0 is obtained by evaluating equation
(2) at the wall.
The next step is to submit equation (5) to a change of
variables of the form (x,y) = (x,u,). The new variable u, is

defined as u, =ulx,y)/U. Equation (5) reduces to

(a2t/3ul) + pouUtLa{1/0)/ax] + (W/)eu, WP 03{1 /1) /ox] +
+ (u/TluPap/ax = 0 (7)

The boundary conditions (6) become
(81/8uy), g = 0 and (x,1) = 0 (8)

It is desired that the x-dependence in equation (7)
vanishes. A separation of variables of the form below is tried.

T(X,U*:] E C gl:x) g*(u*)

1
C is an arbitrary constant, chosen here to be equal to (u&umf2] ﬁ.
Substitution into equations (7) and (8) yields

(2x9%/U%)g% g - 8 [x(g'/9) pa Us 9] + L2 ulpeuy x[301/0,)/5x]) +

+ Ay, u, g, x(3o,/9x) =0 (9)

and

g.(0) = 0 and g,(1) =0 (10)
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where p, =p/o_ and uy, =p/u_. It is interesting to note that p,
and u, are sole functions of u,, since the fluid properties depend
anly on the temperature T, which, for the case of isothermal flat
plates, is a function of u, alone. This fact implies in major
simplifications in equati?n (9), and if the function g is chosen
to be of the form (U%/2x) 2, its x-dependence is completely
eliminated. The resulting equation is simply

9% Gu + 2 Hy 0, U, = 0 (11)

with the boundary conditions given in equation (10).
An analogous coordinate transformation (see reference [1]
for details) can be applied to equation (3), giving

8"+ ((1-Prio,/g. - Pr'/Prla' = -Pr E {(12)

with the boundary conditions
a(0) =1 and 8(1) = 0 (13)

The function 6(u,) is defined as 8= (i-i_)/(i
E= U*/(iw— i_) is the Eckert number.

The local friction coefficient f = 2Tw/DU2 and the local
Nusselt number Nu=hx/k_ {h is the convective heat transfer
coefficient and «_ is the fluid thermal conductivity) can be
related to the functions g, and 6 as follows

W~ i) and

1
f = g,(0)/(Re) 2 (14)
and
T = .
Nu/{Re) @ = -(cp Rr A2 Pr, cpw) 9,(0) a'(0) (15)

where Re = p _Ux/u_ is the local Reynolds number and Epz (i, -1i_)/
(T, =T

THE AUXILIARY RELATIONS
Before equations (11) and (12) can be solved to determine
gulu,) and e(u,), additional information on the functions p,{u,),
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wylu,) and Pr(u,) is needed. Therefore, it becomes mandatory to
know the nature of the flowing fluid, which will influence
directly the functions g, and €. Air is chosen in this work due
to its large applicability in practical situations, although any
other fluid with temperature dependent properties could be chosen
as well.

The ideal gas law is eémployed to determine p,, which as a
function of temperature can be written on the form p,=T_/T. The
dimensionless viscosity u, is given by Ehe Sutherland's equation
for air, which is written as w, = (7/T) Jrz(1+¢)/[(T/Tm}+ $1. The
parameter ¢ is defined as ¢$=110/T_, where T_ is in degrees Kelvin.

The Prandt] number variation with temperature (or enthalpy)
is obtained from tables found in the literature [6], which also
give the relationship between the air temperature and enthalpy.
For convenience, two curve fittings relating respectively Pr x i
and T=1i were determined from the data given in [6] by the least
square method.

It is important to emphasize that, since the energy
equation is written in terms of the enthalpy (rather than
temperature), the variation of cp with temperature is implicitty
taken into account,

The next task is to transform the expressions above into
functions of the independent variable u,. This is not difficult,
since the temperature is a sole function of the enthalpy i, which
depends on u, alone (recall, i=1i_+ (i -i_)6(u,)). Therefore,
the expressions for p,(u,), 4(u,) and Prfu,}, involve the dimensionless
enthalpy 8(u,) and the parameters i,and i_. This fact implies in
the presence of 8 in equation (11), requiring the simultaneous
solution of equations (11) and (12).

THE SOLUTION SCHEME AND RESULTS

A numerical solution of equations (11) and (12) is required,
due to their nonlinear nature and variable coefficients. The
fourth-order Runge-Kutta method of integration is selected. Due to
the nature of this method, it is necessary to transform the
boundary conditions of these equations (given in (10) and (13))
into initial conditions, i.e., all conditions should be specified
at u,=0. This is handled by the two-variable Newton-Raphson
shooting method, which is combined with the Runge-Kutta method.
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The resulting integration scheme starts with guessing values for
9,(0) and 8'(0); with these guesses and the conditions at u,=0
(gy(0) =0 and &(0)=1), equations (11) and (12) are simultaneously
integrated by the Runge-Kutta method; the resulting values of
g.(1) and 2(1) (which should be both equal to zero) are compared
with the right boundary conditions; if the deviation is small
(1ess than 107 %) the integration is concluded, if not, new guesses
for g,(0) and 8'(0) are calculated with the aid of the two-
-variable Newton-Raphson method and utilized in a new integration.
This iterative procedure continues until convergence is attained.

Besides the Eckert number, which appears in equation (13),
other parameters arise when the auxiliary relations are
substituted into the differential equations. One of them is the
parameter ¢ that appear in the Sutherland's equation, which is
directly related to T_. The enthalpies 1'w and i_ also appear,
but since i and T have a known relationship, both will be
determined if ¢ and the Tw/Tm are specified. Therefore, the
parameters for the problem are E, ¢ and T /T_.

The equations for the special case of Pr=0.7 and c_=
= constant can be obtained directly from equations (11) and (12)
by dropping the term Pr'/Pr in equation (12) and substituting the
enthalpy by the temperature in the definition of 8(u,). Although
these simplified equations were solved in [5], the integration
scheme employed there was poorer (although very ingenious), due to
the lack of powerful computers at that time. Therefore, in order
to provide good basis for comparison with the case of variable
properties, these equations for constant Pr and c_ were also
integrated here, and to obtain the equations for the case of
constant properties, equations (11) and (12) are further simplified
by setting p,=u,=1. The solution of these constant-property
equations was also abtaineq in this work, to supply the analysis
of the results with additional data.

The solutions of the equations are graphically represented
in Figure 1 through 8. A1l the results shown are for ¢ =0.505.
Figures 1 and 2 illustrate the effect of fluid property variation
on the function g,(u,) for T /T_=0.5 and 4.0 respectively.

In Figure 1 (Tw/Tm= 0.5), it can be seen that, for the case
of no frictional heat (E=0), the curve falls higher than the
constant-property distribution, whereas the other curves arebelowit.
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Figure 2. The function g,(u,) for some representative cases

It is worthy of note that the hypotheses of constant Pr and
€y do not affect the function g,{u,) for the situations
investigated.

An interesting result about the dimensionless enthalpy
B(u,) is that it shows essentially no variation with Tw/Tuo in the
range explored, namely, from 0.5 to 6. Figure 3 shows the
function &8(u,) for a wide range of Eckert numbers. The curves
denominated "Pr = Pr{u,)" represent the solution of equations (11)
and (12), whereas the curves denominated "Pr=0.7" pertain to the
special case of constant cp and Pr. It is observed that, for
Ez0, the variations of Pr and cp with temperature is unimportant
as far as 9 is concerned, and for negative values of E, only a
mild effect is detected. Moreover, a comparison between
the results in Figure 3 and the function 8(u,) for constant
properties (not shown) leads to an interesting conclusion-- (u,)
depends very little on fluid property variations with temperature.
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On the other hand, in Figure 2 {Tume’1] it is observed that all
curves fall below the constant-property distribution. This is a
consequence of the temperature dependence of the product peus,
which is greater than unity when T/T <1 and less than unity when
T/T_>1. Inside the boundary layer, a necessary condition for

T/T <1 is T"/Tw<1 (Note that this condition is not sufficient,
since, if there is frictional heat, the temperature in the boundary
layer may rise over T@}. Therefore, in the situation of E=0 and
Tu/Tm’ 0.5 (shown in Figure 1), the product o,u, is greater than
unity, and hence by inspection of equation (11) and recalling that
Py¥y = 1 in the constant-property situvation, it becomes clear that
indeed the g, distribution for this case should fall higher than
the curve for constant properties. Futhermore, since, for all
other cases shown in Figures 1 and 2, it happens that p,u,.<1
somewhere inside the boundary layer (and decreasing as the
frictional heat becomes larger), the behavior of the other curves
are also explained.

It is worthy of note that the hypotheses of constant Pr and
¢ do not affect the function g,(u,) for the situations
investigated.

An interesting result about the dimensionless enthalpy
8{u,) is that it shows essentially no variation with T /T_ in the
range explored, namely, from 0.5 to 6. Fiqure 3 shows the
function 8(u,) for a wide range of Eckert numbers. The curves
denominated “Pr = Pr{u;)" represent the solution of equations (11)
and (12), whereas the curves denominated "Pr=0.7" pertain to the
special case of constant ¢_ and Pr. It is observed that, for
EzD, the variations of Pr and c¢_ with temperature is unimportant
as far as 6 is concerned, and for negative values of E, only a
mild effect is detected. Moreover, a comparison between
the results in Figure 3 and the function 8{u,) for constant
properties (not shown) leads to an interesting conclusion-- (u,)
depends very 1ittle on fluid property variations with temperature
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Figure 3. The (u,) distribution for different values of E

Figure 4 gives the ratio f/fconstant properties for the cases
of Tw/Tm=l:l.5i 2, 4 and € (recall that f_ .. . properties

= 0.6641/(Re) ), Except for T /T_=0.5 and small Eckert numbers,
it can be seen that the friction coefficient obtained when the
property variations are neglected is higher than the actual ones,
and the discrepancy gets larger as the frictional heat becomes
more important, Differences of up to 26% were detected (E =8,
TN/T«.‘ 6). Another fact observed is that the curves for variable
properties essentially coincide with the corresponding curves for
constant Pr and cp. Therefore, the combined variations with
temperature of the mass density and dynamic viscosity are by far
more important than the variations of Pr and cp, as far as the
local friction coefficient is concerned.
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Figure 4. The local friction coefficient as a function of E

The Nusselt number is given as a function of the Eckert
number in Figures 5 through &, pertaining respectively to the cases
of Tw/Tm= 0.5, 2, 4 and 6. It is seen that the Nusselt number is
negative for large values of E, meaning that, although T >T_. the
heat flux direction is from the fluid to the plate, due to
frictional heat. When Tw < T (Tw/Tm<1 and E<0}, the heat flux
always goes from the fluid to the plate, and the Nusselt number is
always positive, increasing monotonically with the frictional
heat.
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Figure 5. The Nusselt number as a function of E
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In Figures 6, 7 and B it can be seen that the Nusselt number
is null when E=2.39. Furthermore, this adiabatic value of the
Eckert number is essentially constant, showing no dependence on the
hypothesis of constant or variable properties. In other words, the
curves "Pr=Pr{u,)}", “Pr=0.7" and the one for constant properties
cross each other at the point (2.39, 0). The correction suggested
at page 30; ag Referenceo[;g, namely, Nu/NuConstant properties =
= (T /T "0 (T /T )7 777, is also shown in Figures 5 and 8.

In the cases of Figures 6 and 7, this correction coincides with the
solution for constant Pr and cp (curve "Pr=0.7"). It is
interesting that the curve for variable properties (Pr=Pr(u,)) is
always closer to the curve for constant properties than the curve
for canstant Pr e Cp» being the two curves (constant and variable
properties) nearly coincident for small values of E. Another
interesting fact is that the correction of Reference [7] gives
better results than the solution for constant Cp and Pr.
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Figure 6. The Nusselt number as a function of E

FINAL REMARKS

The variation of air properties with temperature was shown
to have considerable influence on high-velocity boundary layer
flows along a flat plate. Neglecting the property variations
superestimates the dimensionless shear stress distribution
g,{u,), except in cases of small frictional heat and Tw <T,.
The dimensionless enthalpy distribution 8{u,) is essentially
unaffected by property variations.
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The hypothesis of constant Pr and CP has nearly no influence
on the distributions of g, and & (as assumed in Reference [5])

and hence on the local friction coefficient. The Nusselt number,
however, is fairly affected by this assumption, mainly due to the
omission of the term EpPrm/Pr“ Com? which is equal to unity when

Pr and cp are considered constant.
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Figure 7. The Nusselt number as a function of E
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