DE CIENCIAS
MECANICAS




L8

A Revista Brasileira de Ciéncias Mecanicas é uma publicagdo técnico-cient(fica, da Associacso
Brasileira de Ciéncias Mecdnicas. Destina-se a divulgar trabalhos significativos de pesquisa cientifica
e/ou tecnol6gica nas dreas de Engenharia Civil, MecAnica, MetalGrgica, Naval, Nuclear e Quimica e tam-
bém em Fisica e Matemdtica Aplicada. Pequenas comunica¢8es que apresentem resultados interessan-
tes obtidos de teorias e técnicas bem conhecidas serfo publicadas sob o titulo de Notas Técnicas.

Os trabalhos submetidos devem ser inéditos, isto & ndo devem ter sido publicados anterior-
mente em periddicos de circulag@o nacional ou internacional. Excetuam-se em alguns casos publicacSes
em anais e congressos. A apreciaco do trabalho levard em conta a originalidade, a contribuigfo a
ciéncia e/ou tecnologia, a clareza de exposigfo, a propriedade do tema e a apresentacdo. A aceitacio
final & da responsabilidade dos Editores e do Conselho Editorial,

Os artigos devem ser escritos em portugués, ou espanhol ou em inglés, datilografados, acom-
panhados dos desenhos em pape! vegetal, em tamanho reduzido que permita ainda a reduglo pars as
dimens8es da Revista e enviados para o Editor Executivo no endereco abaixo.

Departamento de Engenharia Mecénica — PUC/RJ
Rua Marqués de S3o Vicente, 225 — Gévea
22453 — Rio de Janeiro — RJ — Brasil

A composi¢o datilogréfica serd processada pela propria secretaria da RBCM de acordo com as
normas existentes.

The Revista Brasileira de Ci@ncias Mecdnicas (Brazilian Journal of Mechanical Sciences) is a
technical-scientific publication, sponsored by the Brazilian Association of Mechanical Sciences. It is
intended as a vehicle for the publication of Civil, Mechanical, Metallurgical, Naval, Nuclear and
Chemical Engineering as well as in the areas of Physics and Applied Mathematics, Short communica-
tions presenting interesting results obtained from well-known theories and techniques will be publis-
hed under heading of the Technical Notes.

Manuscripts for submission must contain unpublished material, i.e., material that has not yet
been published in any national or international journal. Exception can be made in some cases of
papers published in annals or proceedings of conferences. The decision on acceptance of papers will
take into consideration their originality, contribution to science and/or technology, writing clearness,
propriety of the subject and presentation. The Editors and the Editorial Committee are responsible
for the final approval.

The papers must be written in Portuguese, Spanish or English, typed and with graphics done on
transparent white drawing paper in reduced size in such a way as to permit further reduction to the
dimensions of the Journal, and sent to the Executive Editor at the following address.

PUC — Pontificia Universidade Catblica do RJ
Departamento de Engenharia Mecdnica

Rua Margués de S8o Vicente, 225 — Gévea
22453 — Rio de Janeiro, RJ — Brasil

The final typing will be done by the secretary of RBCM according to the journal norms,



REVISTA
PRASILERA DE
CRNCIAS
MECABMICAS

Vol. VII, n@ 3 - Set. 1985

Associagdo Brasileira de Ciéncias Mecénicas

MEMBROS DA DIRETORIA DA ABCM

Luiz Bevilacqua (Presidente)

Tito Luiz da Silveira (Vice-Presidente]

Rall A, Feijéo (19 Secretério)
Antonio MacDowel| (29 Secretério)
Augusto Galefio (19 Tesoureiro)

LI T E AR T ) —

EDITOR
RESPONSAVEL
Rubens Sampaio

EDITOR

EXECUTIVO
J. M. Freire

CONSELHO
EDITORIAL

Abimael F. D. Loula
Arthur J. V. Porto
Berend Snoeijer
Bernardo Horowitz
C. S. Barcellos

D. E. Zampieri
Duraid Mahrus

E. O. Taroco Aliano
F. Venancio Filho
F. E. Mourao Saboya
Giulio Massarani
Guilherme Creuss
Hans Ingo Weber
Henner A. Gomide
Jan Leon Scieszko
Jersy T. Sielawa
J. J. Espindola

Liu Hsu

Mauricio N, Frota
Miguel H. Hirata
Nelson Back

Nestor Zouain
Nivaldo L. Cupini
0. Maizza Neto
Pedro Carajilescov
Sergio Colle

COMPOSICAO
GRAFICA

Rosangela L. Almeida
Tamara P. Souza

Boundary integral method evaluation of the nusselt

number in laminar flow in ducts of arbitrary cross
section

Sergio Cole

Professor of Mechanical Engineering
Department of Mechanical Engineering
Federal University of Santa Catarina
Caixa Postal 476

88.000 - Florianépolis - SC

Brazil

Escoamento paralelo de filme Ifquido laminar e
corrente turbulenta de ar num canal

P.M. 8. AraGjo

A. S. Vargas

Dept? de Engenharia Mecénica
PUC/RJ

Rotacdo de um gés entre dois cilindros coaxiais,
Parte 1: Camadas viscosas

Marcos Aurblio Ortega
Dept? de Aerodindmica
ITA/SCJ - SP

Rotagdo de um gés entre dois cilindros coaxiais
Parte 2: Ncleo e solugéio geral

Marcos Aurblio Ortega
Dept? de Aerodindmica
ITA/SJC - SP

RelacBes constitutivas para escoamentos de fluidos
ndo-newtonianos através de meios porosos saturados

Rogério Martins Saldanha da Gama, LNCC/CNPg
Rubens Sampaio, DEM-PUC/RJ

185

207

225

245

267

=j{ ). DI GIORGIO EDITORES
P TEL.: 261-5042 (PABX)



A REVISTA BRASILEIRA DE CIENCIAS MECANICAS
E PUBLICADA COM O APOIO

DO CNPq E FINEP
COMPANHIA VALE DO RIO DOCE
IBM DO BRASIL



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VII, n93 — 1985 1856
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ABSTRACT
The integral equation technique is applied to solve the heat
trans fen problem of the fully developed Laminar fLow and heat
thansfen in straight duects with anbitrary cross section and
arbitrany boundary conditions. The heat flux {4 assumed fo be
ax{ially uniform. The cross section geomefry can have simply and
muliiply-connected shape. Appropriate boundary Green's formufas
ane presented fon each parnticular boundary condifion analysed., The
boundary conditions of penipheral -heat {Lux and femperature anre
investigated and numenical values of the Nusselt number are obtained
forn geometnies of cinculanr,ellipiical, {sosceles triangulan,
reetangulan, circulan-glattenned and eccentric-annulan choss
sections, These data are compared with available data from previous
pubfished neferences.

NOMENCLATURE

A* cross section area of D

A dimensionless cross section area of D, A*/e*?
cp fluid specfic heat

D two-dimensioned Lyapunov region (cross section)
Dﬁ hydraulic diameter, 4A*/L*

Dh dimensionless hydraulic diameter

aD boundary of D (wall)
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f
G{z,z")
G(z,z'")
g(z,z")
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h*

k

L*
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E.*
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N
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p*

Q*

a5

In

Re
s*

h

s
T*
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friction factor

fundamental solution of the bi-harmonic operator
modified fundamental solution of the bi-harmonic operator
fundamental solution of the Laplace operator

modified fundamental solution of the Laplace operator
mean film coefficient on D, Q*/L*(T;m—TE)

fluid thermal conductivity

lenght of 2D (wetted parameter)

dimensionless lenght of aD, L*/g*

characteristic lenght of D

number of subintervals of the real interval [c,d]
number of subintervals of the real interval [a,b]
Nusselt number referred to Dﬁ. F*D;/k

fluid pressure

overall heat flux at the wall aD

local heat flux normal to the wall

*
local dimensionless heat flux, q;/P.*3 %%; pcp ;;%
Reynolds number referred to D*h. u;D;/v
arc lenght of 3D
dimensionless arc lenght, s*/o*
fluid temperature

dT¥

dimensionless fluid temperature, T¥/g** %%; Eggiau
dimensionless wall temperature
dimensionless average wall temperature
dimensionless average wall temperature as defined by
equation (33)
dimensionless average temperature over D
bulk temperature
dimensionless bulk temperature
cartesian coordenates in the plane of D
duct axial coordenate
fluid axial velocity
. - . d *
dimensionless fluid axial velocity, -u¥*/g*2 a%;/u
fluid mean axial velocity
dimensionless fluid mean axial velocity
a point or a vector (x,y)
fluid thermal diffusivity
fluid dynamic viscosity
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fluid kinematic viscosity, u/p

INTRODUCTION .

Heat transfer in laminar flow in straight ducts with
multiply-connected cross section geometry occurs in practice,
particularly in heat exchangers for solar energy heat transfer
processes and flat plate collectors. The fully developed laminar
fluid flow and heat transfer in straight duct with axially uniform
heat flux is an approximation of the actual heat transfer in
counter-flow double-tube and multiple-tube heat exchangers with
equal fluid flow heat capacities, while the condition of axijally
uniform temperature is an hpproximation of the actual heat transfer
in condensers and evaporators. These heat transfer phenomena are
governed by the Poisson equation, which is known to be easily solved
by several available nimerical techniques [1].

There have yet been published in the heat transfer literature
several methods of solution for the heat transfer problem in fully
developed laminar fluid flow and heat transfer in straight ducts of
arbitrary shape as reported in [2]. The analytical solutions are
still limited to simple cross section geometries like circle,
rectangle,triangle, annulus and others [3]. The analytical solution
proposed by Sparrow and Haji-Sheikh [4] which is based on the Gram-
Schmidt orthogonalization method is limited to simply-connected
cross sections. The analytical solution proposed by Shah [2] is
based on a least-square matching on the boundary and is also limited
to simply-connected cross sections.

The main practical difficulty in solving these problems by
any numerical technique is due to the complexity of the shape of
the cross section of the duct and the type of the heat transfer at
the wall. The finite element and the finite difference method can
solve these problems easily. However these methods are sensitive
with the shape of the boundary and require the solution of a large
number of linear equations.

The main purpose of this paper is to show that the integral
equation technique can be used to solve this class of problems for
arbitrary multiply-connected cross sections with mixed boundary
conditions on the boundary or part of it. The main advantage of the
present solution are its generality, its compactedness and its
reduction to the boundary nodal points where the boundary conditions
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are assumed to apply, The integral equation technique has been
applied successfully in several branches of applied science and
engineering as elastostatics and potential theory [5], hydrodynamics
[6] and heat transfer [7]. This technique is not limited to Tinear
problems. Numerical solutions of non-linear problems with combined
heat conduction and radiationare reported in [8] and [9]. Another
advantage of the present technique is that it can solve problems
with different boundary conditions for a given cross section
geometry, This is so because the derived linear equations depend
only on analytical integrations on the boundary of the cross section.

Concerning the purpose of this paper, integral equation
schemes are proposed to solve the fully developed laminar fluid flow
and heat transfer with the following boundary conditions:

H1: Peripherally prescribed wall temperature and axially
uniform heat flux as defined in [1].

H2: Peripherally prescribed wall heat flux and axially
uniform heat flux as defined in [1].

H11, H12, H21, H22: Combinations of boundary conditions of
types H1 and H2 prescribed on 3D, and 3D, for doubly-connected cross
sections as follows

H11: Condition H1 prescribed at the walls 30, and 3D,.

H12: Condition H1 prescribed at the wall 3D, and condition
H2 prescribed at the wall 3D,.

H21: Condition H2 prescribed at the wall 3D, and condition
H1 prescribed at the wall 3D,.

H22: Condition HZ2 prescribed at the walls 3D, and 3D,.

These conditions are particularly applied here to the case of an
eccentric annulus.

THE GOVERNING INTEGRAL EQUATIONS

The Momentum Equation )

The fully developed steady state laminar fluid flow of a
newtonian incompressible fluid, in a straight duct of arbitrary
cross section D, in the absence of body forces with p and u constant
is governed by the following dimensionless Poisson equation

ViU = -1 (1)

where u=u{x,y) is the dimensionless velocity field satisfying the
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boundary condition
u|au =0 (2)

where 3D is the boundary of D. The boundary of D is assumed to be
the disjoint union of simple closed smooth curves with defined
curvature at each of its points, i.e., D is a Lyapunov region as in
[56]. The velocity field u and the cartesian coordinates x and y are
related to the physical variables u*, x*, y* and w* by

u = -u*/e*? gg; fu , XxX=x** , y=y*/i* (3)

where .* is a characteristic lenght of D, p* is the pressure and w*
is the coordinate in the flow direction {see Fig. 1).

| 00=0D,UB0;

n

{0} Simply-connected (b) Doubly-connected
cross section cross secfion

Figure 1. Cross section geometry

(i solution of the problem (1)-(2) can readily be obtained
by making use of the fundamental solution of the Laplace operator
which is given by

alz,z') = - é& on|z-2'| (4)
2
where z=(x,y) and |[z-z'|=({x-x") +(y-y'}z)1/!. The use of the second
Green's identity in problem (1)-(2) and equation (4) leads to the
following integral equation
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8u(z) + % lanzn]z-z'](z—z'}on'ds' | (2 +2n|z- z‘]) l ds' =0 (5)

where 8=n if z is placed on 3D and 8=2n if z is placed inside D.

The dot in the above equation means the inner product in the
space R? and n means the unitary normal vector to %D according to
Figure 1. More details above the derivation of equation (5) is found
in [10) and [11]. The unknown normal shear stress distribution 3— 3D
is calculated by imposing condition (2) on equation (5), in uh1ch
case the following Fredholm integral equation of the first kind
results

1 ' : an! . 1 =
3 [aniniz-z [(z'-z)+n'ds" + { (az +in|z-z ) 2 | 0 (6)

If 3D is defined by cartesian coordinates x=x(<) and y=y(t) where =
belongs to some real interval [a,b] with x{a)=x(b) and y(a)=y(b),
then equation (6) can be written as follows

b
3 J wnl2(') - 20e)](2(t') - 2(1)) N(x'ddt' +
a

b
o[ Gaanlzte) - 2@y -0 )

where U (1)= S(T) {z(T)]| 2D N(t)=s(=)n(z(<))=(¥(c),-%(3)) and

s(t)=(%(1)? +y{rJZJ ; . Since D is a Lyapunov region §(7)>0 and

therefore %% 5p €N readily be calculated since UnE:} can be

obtained from equation (7). If the cross section D is multiply-
connected, one gets as many integral equations of the form (7] as
many simple contours of 3D exist, and the integrals of equation {7)
become a sum of integrals, each of which evaluated on simple closed
curves of 3D.

The friction factor f is given by

F3
feRe, = Dy /2u, (8)
where the Reynolds numbers is given by Re =Dfu*/u where Dr=4A%/L¥,

A* is the cross section area and L* is the wetted perimeter., Here,
L=L*/%* and A=A*/(*? are given by
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b
L(3D) = J ds = [ §(t)dt (9)
ab a
1 1 (°
and AfaD) = 3 J Dz-n ds = 7 I 2=N(t)dt (10)
3 a .

The mean velocity u, over D is proved to be given by
U o & (enfz-z']|- D(z'-2)en' +
(T 20/aD 3 k

+ an|z-2"| %% (z')‘aD] (z'-z)+n dsds" (11)

or alternatively

bb
1 1 | 1
uh = = LL[; (en]z(t')-2(1) |- 5)

x (z(t') = z(x)+N(z') + an|z(z') - z(1)|

x Un(r'}J (z(t') - z(7))*N(t)drdr’ (12)

The product Una in the above equation is calculated by making wuse
of any standard double integration rule. The velocity field u(z) is
evaluated from equation (5) by setting 8=2x.

The Energy Equation

If in addition to the assumption assumed to derive equation
(1), k anq cp are assumed to be constant and mass diffusion,
chemical reactions, energy sources and viscous dissipation are not
considered, the fully developed heat transfer in a straight duct
with cross section D is governed by the following dimensionless
equation

7T = -u (13)

. dp* 975 s
where T=T*/g* 3%‘ a;;/uu, T* is the temperature distribution over
D and TS is the bulk temperature. The above definition of T is
derived from the assumption of axially uniform heat flux. By equation
(1), equation (13) can be written as
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VYT = 1 (14)

The boundary conditions H1 and H2 are respectively given by

T|BD = T (s) (15)
and g% o -4, (s) (16)

(i) Integral Equation for Condition H1

A fundamental solution for the bi-harmonic partial different-
ial operator can be written as

G(z,z') = - QF [z-z'|a(£n|z-z'|-1] (17)

Applying the Rayleigh-Green identity [5] to equation (14) and the
boundary condition (15) and taking into account the above definition
for G(z,z') one gets the following integral formula

4 aT 1 ( '~ }’ ! [ '
I;;D{cmlz-z 2 _a-ﬁlabds ) Ia[} ﬁ e

- 8T(z) + % L} (en]|z-z2'|- g&[z'-zl-n'
I'c1|3 | l
2! = _._au _'a L A 8
+ (En[z z'|-1) a“lwl |z-2 | ds cu (18)

where ¢ is a real constant., In the derivation of the above equation,
the Neumann condition given by

o A .
}a0 3n]ap 95 = ~Ugh (19)

is added to the Rayleigh-Green identity in order to prevent the
illconditioning of equation (18) in the case of aD to be the unit
circle. The constant ¢ is set to be equal to 0.5 in order to get
the same kernel as in equation (6).

In equation (18) 8=n and T(z)-Ts(s) if z is placed on the
boundary 8D while 8=2n if z is placed inside D, In the former case
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equation (18) becomes a Fredholm integral equation of the first
kind whose unknown function is the heat flux distribution
while in the later case it is the explicit solution for the
temperature T(z) over D, since %% aD is evaluated on 3D, Equation
(18) can also be derived by the direct application of the second
Green's identity to equation (13) by taking into account the
fundamental solution of the Laplace operator, in which case the

following identity is used
(z,2')u(z')dAlz') = -| 6(z,2')dA(z") - | G(z,z') Y ds' (20
Iﬂg JD JaD * an b ;

The above identity is also derived by application of the
second Green's formula to equations (1) and (2) and by taking into
account the definitions of g and G. The first integral in the right
hand side of equation (20) is easily reduced to an integral on the
boundary by making use of polar coordinates.

(ii) Integral Equation for Condition H2

The solution of the energy equation (13) or equation (14) with
the boundary condition (16) is known to be not unique. However if
the mean temperature over D is specified, then this solution is
uniquely determined. In order to introduce the mean temperature in
the integral equation (18) the fundamental solution G given by
equation (17) is modified as follows

8(z,2') = Glz,2') + |z-2'| /64A (21)
In this case equation (18) takes the form

1 m
‘_z)sn"' - T "ds' - gT = 29T +
Ja (z Z}ﬂ{—!-l = '] -A-) s[z )ds eT(z) T

aT

2
+ | (an]z-z'|- o |2=2'| ) x &=] ds* -
JaD ZR anl.p

:
= '}J’ D[.} [£n|z-z'|- -g - TEI IZ-Z'lz] x (z'=z)en' +
3

+ (anfz-z'] =1 - g |z-2*|") x %%1QD]|Z—Z'[.ds' (22)
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where Tm is the mean temperature over D defined by

T = %—JDT(z)dA(z) (23)

In equation (22) T{z}=Ts(s) and 6=r if z is placed on 3D and @=2m

if z is placed inside D. In the former case equation (22) becomes a
Fredholm integral equation of the second kind in the unknown
function T5 while in the later case it becomes the explicit solution
for T(z) since T, is arbitrarily specified. As in the case of
equation (18), equation (22) can also be derived alternatively by
making use of the second Green's identity, in which case the
following identity is used

s ' & i ~ i i = Wy 2 i
JDg(z,z Yulz')dA(z") = -JDa(z.z JdA(z') - janstz.z X ICICD

where @ is given by

a(z,z') = glz,z') + |z—z'[z/4ﬁ| (25)

The first integral of the right hand side of equation (24) is
reduced to an integral on the boundary 3D by means of polar
coordinates. If the curve 3D is defined by its coordinates functions
as in equation (7), then the unknown function of equation (22) is
replaced by T (t)=5(t) %%'an‘ In this case %%IBD can be obtained
since 5(1) is positive elsewhere over 2D.

The integral equations (18) and (22) can readily be extended
to doubly-connected regions. For these cross sections, the boundary
3D is understood as the disjoint union of simple closed curves 3D,
and aD, as in Figure 1. The integral equations (18) and (22) are set
on the closed curves 3D, and 3D, for each specified boundary
conditions of the typeé H11, H12, H21 or H22. These equations are
analogous to the integral equations corresponding to doubly-connected
two-dimensional heat conducting solids as reported in [9].

For the purposes of the present study the Nusselt number is
defined by

Nup = F* Df/k (26)
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where the film coefficient Fi* is given by
F* = Q/L*(T2,-T8) (27)

where Q* is the overall heat flux through D and T;m is the average
wall temperature on 3D. If the corresponding dimensionless variables

are replaced in equation (26) one has

Nu, = (D /L)u A/(T-T ) (28)
where T_ = I T_(s)ds (29)
sm T D §
1
d T. = T 0

An identity that can explain physically the behavior of the
Nusselt number with respect to conditions H1 and H2, can be derived
by multiplying equation (13) by T, making the integration of the
result over D and then applying the divergence theorem. The final
result is

1 aT 1 a
T % I TS| ds = I|vr dA (31)
b * T Jyp's Flgp™® T T Jo!7Tl

From equation (19), the above equation can be written as
! ; (32)
Ty~ Ten "k J [vT| dA 3
m /D
where fsn is given by

T 3T
¥ J 7 T ds/I LI I (33)
snJap S ‘”’“lan 3D a"'an

It is not difficult to see from equation (33) that Tsrl reduces to
Tgp if the conditions of uniform peripheral temperature HT or
uniform peripheral heat flux HZ are assumed. Moreover equation (33)
implies that Tb-Tsn is always positive for every arbitrary boundary

conditions of types AT and HZ. In the special cases of prescribed
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uniform temperature or heat flux distributions at the wall, equation
(28) can be written as

N = (Dh/L]{umﬂ]’!IDWTrdA (34)

where u A is given by equation (11).

The above equation can be assumed as a definition of the
Nusselt number for arbitrary boundary conditions of types H1 and H2,
and equation (33) can be assumed as a definition of the mean
temperature on the boundary 3aD.

DISCUSSION OF RESULTS

A computer code was specially developed in order to solve
equations (1) and (13) for simply and doubly-connected regions of
arbitrary shape with arbitrary boundary conditions of type H! and
H2. The computer code includes also the case of axially uniform
temperature on the wall, in which case the results are not reported
here. Equations (6), (18) and (22) are solved numerically by the
boundary element technique [5]. This technique has proved to be a
very useful and efficient one to solve integral equations of the
types given here. The reduction of equations (6), (18) and (22) to
Tinear boundary equations is carried out by well known standard
procedures whose details are found in [12], [5], [7] and [9].
Accuracy problems may occur in the case of cross sections having
corners. As was pointed out previously, the present solution is
proposed only for Lyapunov regions, i.e., which have piecewise
smooth curvature. When the integral Green's formulas are extended
to regular regions with corners, both the kernel and the boundary
integrals of equations (6), (18) and (22) introduce unaccuracies
which are sensitive with the angle of the corner. In order to
overcome this difficulty, rounded corners can be introduced in such
regions, so that the original cross section is approximated by a
Lyapunov region. If sharp corners are assumed, a more accurate
procedure is proposed for computation of the boundary integrals of
equations (18) and (22). The procedure lays in the calculation of
the left hand stde of identities (20) and (24) by an approximate
sum obtained by a 2-D pannel approximation over the region D, The
details are presented in the appendix.
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The accuracy of the boundary element technique is checked in
[5], where thé boundary Green's formula and the simple and double
layer methods are compared with exact solutions of standard problems
in potential theory and elastostatics. Since this technique has
proved to be sufficiently accurate, the comparison between
temperature and heat flux distributions with the corresponding
exact solutions will not be reported here. Full results are available
with the author.

In order to make the comparison between the solutions
obtained by solving equations (18) and (22) and by using the
numerical integration given in equations (35) to (50), the heat flux
and temperature distributions respectively obtained for conditions
HT and HZ applied on a squared cross section are plotted in Figure 2.
This figure shows that the corresponding curves agree well, except
in the vicinity of the corner.

1.5

(T V(T T3)

.25 |-

(—) Eq. (18)

el 2 £qs(22) and (24)

0.75

05

025 L — L
A B
Figure 2. Peripheral temperature and heat flux distributions for a
round corner rectangular cross section geometry as in
Fig. 3c
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The friction factor product fRe, as well as the Nusselt
number Nu,, calculated by equations (8) and (28) respectively for
the simply-connected cases, are given in Table 1 for the geometries
of Figure 3., Comparisons are made with data from [1], [2], [3] and
[13]. The numerical values obtained here are in good agreement with
data from the above references within an error no greater that 0.1%.
The Nusselt number corresponding to the case of an eccentric annulus
for b/a=1./1.94 (see Figure 3g) for the condition of uniform
temperature on the inner tube and the outer tube insulated was
compared with data corresponding to the slug flow heat transfer
from [14]., Several eccentricity ratios were tested and the results
are plotted in Figure 4., The Nusselt number for the present case is
lower than the Nusselt number for the slug flow condition for every
eccentricity values as expected. Data from the present work for the
slug flow condition are also plotted in Figure 4. For every
eccentricity ratio the Nusselt number obtained by the present method
was found to be slightly greater than the corresponding data from
[14]. On the other hand, the values of the product fReh for case (g)
are in full agreement with the exact values obtained in [15].

CASE (a) (b) (c) (d) (e) (f) REFERENCE
16.000 13.333 |14.227 Refs. [1] and [13]

fRe

h 16.012 [16.828 [13.348 [14.236 |15.156 |17.891

Nuy, (HT) 4,364 3.111 | 3.608 Refs. [1] and [13]

(prescribed

4 4,365 | 4,559 | 3.106 | 3.649 | 3.896 | 5.083 £Eq. (18)

temperature) |4 3¢a" 4 G5 | 3,111 | 3.612 | 3.894 | 5.098 £q. (20)

Nu, (FZ) 4,364 1.892 | 3.091 Refs. [1] and [13)

(prescribed

sl 4,359 | 3.779 | 1.901 | 3.2039| 3.504 | 3.941 Eq. (22)

heat flux) |4 366 | 3.800 | 1.900 | 3.099 | 3.501 | 3.950 Eq. (24)

Table 1., Comparative data for simply-connected shapes

The computed results corresponding to the particular boundary
conditions HTT - uniformly prescribed temperature on both the inner
and outer wall, HTZ - uniformly prescribed temperature on the outer
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wall and the inner wall insulated, H2T - uniformly prescribed
temperature on the inner wall and the outer wall insulated, and HZZ
- uniformly prescribed heat flux on both the inner and outer wall
are given in Table 2. Table 1 and Table 2 show that the Nusselt
number corresponding to condition HT is in general greater that the
Nusselt number for condition HZ. The Nusselt number defined by
equation (34) has the meaning of the ratio between the total heat
flux on D and the intensity of the temperature gradient over D
given by the integral of the absolute value of the gradient field
through D. If the cross section has stagnation regions, than the
boundary condition of the type HZ produces more gradient field then
condition HT in these regions. This reasoning was used by Eckert in
[16] to explain why the Nusselt number for condition HT is greater
than the Nusselt number for condition HZ. This conclusion can also
be drawn from equation (34), which shows that the greater the
absolute value of the gradient field through D the smaller the value
of the Nusselt number.

BOUNDARY
CONDITION Nuh1 Nup 5 Nug EQUATION USED
3.459 | 4.314 | 3.747 (18)
HIT
3.448 | 4.325 3.745 (20)
2,720 | 0,000 | 2.4676 (18)
A1z
2,716 | 0.000 | 2.4671 (20)
0.000 | 2.824 | 2.047 (18)
Rzt
0.000 | 2.827 | 2.051 (20)
0.739 | 0.582 | 0.677 (22)
RZ22
0.745 0.585 | 0.685 (24)

Table 2. Calculated data for the eccentric annulus
(case (g)) where Nupq is referred to the
outer boundary and Nu is referred to the
inner boundary as in P?B]

CONCLUDING REMARKS
The main advantage of the technique applied here is that it
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can be applied to cases of very complex cross section geometries
without any further computer program improvement, since only the
cartesian coordinates of the boundary are needed piecewise., It is
remarkable that the present solution gives the boundary unknown as
heat flux and temperature distributions before the temperature field
over the cross section is known. This fact is particularly important
if one is interested to know the heat flux or temperature
distribution in the interface between a heat conducting wall and

the flow region [1]. In the steady state case, no information on

the temperature field over the cross section is needed previously

in order to obtain the informations at the wall. While the methods
proposed in [2] and [4] and the finite difference and finite element
methods imply the full calculation for each particular boundary
condition to be analysed, the integral solution as is seen here can
solve several different boundary conditions for a given geometry,
since the kernels of the integral equations depend only on the
boundary geometry.

The extension of the present formulation to the fully
developed laminar fluid flow and heat transfer in finned ducts of
arbitrary cross section geometry with fins of arbitrary shape is
straightforward. The integral equation of the heat conducting finn
can be obtained by making use of a complete Green's function, which
can be obtained by a variational method as made in [17].

Concerning the comparison of the present method with the
finite element and finite difference methods, it appears that no
sharp conclusions can be drawn. The present solution spends more
computer time in the evaluation of the kernels of the integral
equations than the time needed in order to set up the equations by
finite element and finite difference methods, for the same number
of nodal points at the wall. On the other hand, theé number of
equations needed by the present technique is considerable less.
This advantage of the integral method is remarkable if a multiply-
connected cross section is considered,

REFERENCES

[ 1] Shah, R.K, and London, A.L. - Thermal boundary conditions and some solutions
for laminar flow forced convection. J. Heat Transfer 96, 159-165 (1974).

[ 2] Shah, R.K. - Laminar flow friction and forced convection heat transfer in
ducts of arbitrary geometry, Int.J. Heat Mass Transfer 18, B49-862(1975"



202 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. ViI, n®3 — 1985

[ 3] Rohsenow, W.M. and Hartnett, J.P. - Handbook of Heat Transfer. McGraw-Hill
(1973).

[ 4] Sparrow, E.M. and Haji-Sheikh, A. - Flow and heat transfer in ducts of
arbitrary shape with arbitrary thermal boundary conditions, J, Heat
Transfer 88C, 351-358 (1966).

[ 5] Jaswon, M.A. and Symm, G.T. - Integral Equation Methods in Potential Theory
and Elastostatics. Academic Press, London (1977).

[ 6] Grodtkjaer, E. - A direct integral equation method for the potential flow
about arbitrary bodies. Int.J.Num. Methods in Engineering 6, 252-264
(1973).

[ 7] Chang, Y.P. et Al, - The use of fundamental Green's functions for the
solution of problems of heat conduction in anisotripic media. Int.J.

Heat Mass Transfer 16, 1905-1918 (1973).

[ 8] Khader, M.S. and Hanna, M.C. - An iterative boundary integral numerical
solution for general steady heat conduction problems. J. Heat Transfer
103, 26-31 (1981).

[ 9] Colle, S. and Halal, M.B, - Steady radiative heat transfer of heat conducting
gray-bodies with temperature-dependent emissivity. 3rd AIAA/ASME Joint
Conference, ASME Paper NQ B82-HT-1 (1982).

[10] Colle, S. - Pressure drop predictions in laminar flow in ducts of arbitrary
multiply-connected cross section geometry. Proc, Fifth Brazilian Congress
of Mech. Engineering, vol. A, Paper A-22 (in Portuguese), 350-359 (1979).

[11] Colle, S. - A modified Green's boundary formula for the integral solution of
Neumann's problem (in Portuguese). Revista Brasileira de Ciéncias Mecani-
cas 2, 85-93 (1980).

[12] Jaswon, M.A. - Integral equation methods in potential theory I. Proc.Roy.Soc.
A275, 23-32 (1963).

[13] Kays, W.M. - Convective Heat and Mass Transfer. McGraw-Hill (1966).

[14] Snyder, W.T. - An analysis of slug flow heat transfer in an eccentric
annulus, AIChE Journal 9, 503-506 (1963).

[15] Snyder, W.T. and Goldstein, G.A. - An analysis of fully developed laminar
flow in an eccentric annulus. AIChE Jourmal 11, 462-467 (1965).

[16] Eckert, E.R.G. et Al, - Local laminar heat transfer in wedge shaped passages.
ASME Paper N© 57-A-133 (1953).

[17] Colle, S. - A general solution for the heat transfer in arrays of radiative
fins of arbitrary shape. Zist ASME/AICHE, National Heat Transfer
Conference, ASME Paper NQ 83-HT-57 (1983).



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VI, n9 3 — 1985 203

APPENDIX
The integral on the left hand side of equations (20) and (24)
can be approximated over the region D in two ways as follows:

CASE 1. The point z is placed inside D

Let D be inside the rectangle defined by points (x,y) such
that asxsb and csy<d. Let M and N integers and Ax=(b-a)/N and
Ay=(d-c)/M.

Let D, k=1,2,...,M; m=1,2,...,N be the set of points (x,y)
such that xm-ﬂx/25x51m+ﬁx/2 and yk-AyIZSysyk+ﬁy/2 and let QDmk be
the boundary of Dmk‘ Applying Funini's theorem, the left hand side
of equation (20) can be written as

N
Jngtzﬁ.z‘}u{z')dn(z') = - 2117 ) k‘):d ulx ey, )

m=1

I £n]zij—z'|dﬂ(z'] (35)
Dmk

where zij'(xj’yi); i=1,2,...,M; j=1,2,...,N and u(x,y) vanishes
outside D.
By using polar coordinates one has the identity

|z, .~z'|dA(z') = ] en|z,.~z'[(z'-2,,)}+n'ds' - ] AX (36
‘[Dmk |1J [ Z zIaDmk l'i,j I ” '2' Ay }

where the first integral on the right hand side of the above
equation is given by

' ' ] L} M
JaD £n|zij-z |{z "13)'“ ds' = {xj'*m* TTJ
mk
x 0 (vyyg+ Y0 al-n a2) + § avlan a3-2) +
+ \Un{IJ'Xm* 'Azx']] + {yi"'yk"‘ é%}[%’ (xj-xm‘i- —ﬁzx—.) x
x (&n az-en aj) + % ax(2n a3-2) + oy (y, -y, + %;J] +

+ Ot B07 (e B (en ad-on a2) +
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& % ay(fn a:_z) & wu[xm-xjnr 9;-]] + (Yk'¥1+ 9%) N

x 1:1} (xm-xj+ A-z’i}(ﬂ.n ai-in af) + % Ax(2n a-2) +

+ v ey 0 (37)
at = (xgrge 07 4 (yyy- B (38)
af = (xsxt B0+ (yye B (39)
al = (xj-xm- -‘92’5]. + (ygy+ %Y-}' (40)
a = (xj-xm- _Azx_]‘ + (Y=Y~ %[}z (41)

un'lf ay{xj-x + o

)
Ve = |_a‘{-&y()‘k-y1 %!:I (42)

[ ax(y, v+ 8D
Vo3 = tan™? = 54 E: (43)
. _a.-ax(xj-xm+ T}d
54 . f 8y (x=x g+ )
i Y3, = tan (44)
a,-w{yi—yk %!)
[ ax{y, -y s+ )_
U-'hl - tll'l-:' yk 1 % (45)
a -x(x-xj 1;)

In the same way the integral on the left hand side of equation (24)
is approximated by
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N M
R D A AT

m=1 k=1

x ID k(En]zij-z'] - %%-|zij-z'|z)dnfz‘l (46)
m

where ID £n|zij-z'|dA(z') is given by equation (36) while
mk

j |zi -z']sz(z') i |z, -2 |(z'-z;.)*n"ds" (47)
J g i
Dmk J’:"‘Dmk ’ "

where

i 2 1 ] " Ax
IBD klzi‘j-z | (2 'Z.ij}'n ds' = {xj—xm-n- —2-] x
m

« Uyt 57 as0 § oo -0y 4711«

+ vy + %)[(yi—yp %!)a-ﬂx *

+ 3 [lxgxge isE’S’a'("j'"m' $'n - (X )

x [{xj~xm— 9‘-})2-&)« + % Clyi-y* %’1)3 <

- {.Y-i_yk' Q%f]] & (y.i'yk' é¥}[(y1-yk- '—52[}2-&x +

+ %—[(xj-xm+.%;)3-(xj—xm- %?}!]] (48)
In matrix representation one has

A jkm =J nlzy-2'[dAlz") A

and  Bigyn = Iaa k[E.ﬂ|Z,iJ--z'|- 7K Jzij-z-leycm(z) (50)
m
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where the following symmetries hold: n”“-nkm”. B‘ijkm’Bkmij and
all entries of the above matrices can be obtained from the matrices

A11km and B|1km' m=1,2,...,N and K=1,2,...,M.

CASE 2. The point z is placed on 3D
In this case the left hand side of equations (20) and (24)
can be computed by any standard double integration rule.
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ESCOAMENTO PARALELO DE FILME
LIQUIDO LAMINAR E CORRENTE
TURBULENTA DE AR NUM CANAL

P.M.S. Arafijo

A.S. Vargas

Dept© de Engenharia Mecanica
PUC/RJ

RESUMO

Apesan dos inumernos esforces necentemente desenvolvddos no estabede
cimento de modelos de turbulincia, nessentfe-se a bibLiografia de mo
defos que sejam sdmultaneamente precisos e sdmples. O presente tha-
bakho tem por objetive a deteaminacac dos campos de velocidade  em
dois escoamentos: um fifme Liquido Laminar escoando pon gravidade so
bre uma placa plana e uma corrente turbulenta de ar escoande parale
Lamente no seniido descendente ou no sentide ascendente dentro  de
um canal bidimensional. 0 metodo de Pai & aplicado a esfa congigura
cdo mais genal para determinacdo semi-analitica dos penfis desenvol
vidos de velocidade e Tensae turbulenta, usando-se um minimo de in-
formacoes expenimentais na avaliacdo numerica dos penfis. As distnd
buicdes obiidas sao contlnuas e suaves em toda a extensdo do canal,
deade a sub-camada Laminan até o nucfeo Turbulento. A Enfase do tna
balho estd na sua simplicidade, onerada excfusivamente poa uma cer-
ta dose de manipulacdies afgebrdicas.

ABSTRACT
In spife of many rnecently developed effonts To establish tunbulence
modefs, one cannot gind modeds, which be simulianecusly accurate
and sdimple, In the present wonk the velocity fields arne defeamined
fer @ Laminan falling Liqudid §4&m and a tunbulent ain stneam fLowdlng
downwand on upwand, parallfelf to the fi€m and confined in a Lwo-
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dimensional channel. Padi's procedure £& appldied fo this general
case and the developed profiles of velocdity and shear strness are
obtained with a minimum of experimental data. These profifes are
continucus and smooth and hold thrue all the way across the channed,
inclfuding the Laminan sublayer untif the tunbulent core. The majon
emphasis is Ain simplicity, although a ceriain amount of algebraic
mandipulations are needed.

INTRODUCAO

Desde o final do seculo XIX, guando Osborne Reynolds estabe-
leceu a teoria basica sobre turbulencia, até os dias atuais, inume-
ros investigadores vem se dedicando @ modelagem de escoamentos tur-
bulentos. Ha hoje em dia disponiveis na literatura modelos extrema-
mente sofisticados, que prevem com precisao as equacoes constituti-
vas relacionando os fluxos turbulentos de momentum, calor e massa
aos respectivos gradientes de potencial. Varios destes modelos sdo
baseados na distribuicao logaritmica de velocidade, de von Karman e
em variacoes da teoria de comprimento de mistura, de Prandtl [1,2].
Ha, entretanto, evidencias de serias limitacoes e inconsisténcias
nesta teoria [3,4]. Pai desenvolveu um método para obter distribui-
coes turbulentas de velocidade em canais bidimensionais [4] e em tu
bos [5]. Este método consiste na integracao das equagdes de conser-
vacdo de massa e momentum e & usada alguma informacao de carater ex
perimental [6] para a completa avaliacao numérica das distribuicoes
desejadas. Recentemente o método de Pai foi estendido a problemas
de transferéncia de calor em canais bidimensionais [7] e os parame-
tros utilizados originalmente foram reavaliados, permitindo o seu
uso em faixas mais amplas de numeros de Reynolds, Re. Os trabalhos
experimentais desenvolvidos por Corcoran, Page et al. [8,9,10] pro-
veram a informacao suplementar necessaria a extensdao do metodo ori-
ginal. As distribuicoes de velocidade, temperatura, fluxos turbulen
tos de momentum e calor e difusividades turbulentas, obtidas atra-
vés do método de Pai, sao continuas e suaves e as equacdes resultan
tes sao aplicaveis a toda a extensdao do escoamento, desde a sub-ca-
mada laminar, formada junto as paredes do duto, até o niicleo turbu-
lento. Nao ha assim necessidade de introducao de teorias artifi-
ciais para aplicacao do método.

0 presente trabalho tem por objetivo estabelecer o perfil
turbulento de velocidade numa corrente de ar escoando sobre um fil-
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me 1iquido laminar, sendo os dois escoamentos confinados num canal
bidimensional. 0 método de Pai & aplicado a esta configuracao mais
geral e as equacoes obtidas podem ser aplicadas a uma ampla faixa
de numeros de Reynolds do ar. A distribuigcao do fluxo turbulento do
momentum no escoamento do ar & também obtida.

ANALISE TEORICA

Seja o canal bidimensional, esbogcado na figura 1, inclinado
de um angulo B com relacao a vertical. A distancia entre as placas
€ a. 0 1iquido (fluido 2) escoa laminarmente por gravidade sobre a
placa inferior e o ar (fluido 1) escoa sobre a pelicula de 17gquido
num movimento forcado turbulento. Serao considerados dois casos:
(i) o ar escoa no sentido descendente (x crescente) ou (ii) o ar es
coa no sentido ascendente (x decrescente). A espessura do filme 17-
quido & suposta constante e igual a &. O comprimento do canal & &,
sendo a<<f. Considera-se escoamento hidrodinamicamente desenvolvido
para ambos os fluidos. A pressao em um ponto qualquer do escoamento
e P(x,y,z).

Figura 1. Escoamento paralelo de filme 17quido laminar e corrente
turbulenta de ar

As equacoes de conservacao de massa e momentum aplicadas ao
escoamento turbulento médio sao
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u _ 3v 3w
5-;437-&-33-0 (1)

3 —3u —% —3u ) o 5""!'3""""‘3'"
5—%+ug%+vg%+wg%s-g—g—§+wzu (*—-5— 5y ¢ ._‘;L} (2a)

3V — 3V, — v = 3y 13p = ﬁv'u' PRI TN

H+UE+VW+N§—Z~=-EJ’+\-’92V ( iy * az) (2b)

W — W — 3w — dw ap - aw'u’ LA TG

T UV War - GEE LAV L BT, (20
onde U, v, w sao valores médios no tempo das componentes da veloci-
dade, p € o valor médio de

p =P - pg(x cos B-y sen B) , (2d)

p @ a massa especifica, v @ a viscosidade cinematica e

U, VT, W, UV = VU, UW = WU, VW = WY

sao 0% valores médios no tempo das flutuacoes turublentas. Estas
equacoes sao aplicaveis ao fluido 1(ar), dentro das seguintes hipo-
teses: (i) o escoamento médio & permanente e bidimensional, FuBis
F=F(x,y), se T & uma quantidade qualquer do escoamento medio; (ii)
o escoamento medio s0 tem componente u, i.e., v=w=0; (iii) os valo-
res médios das flutuacoes turbulentas sao funcoes apenas de y. A
aplicacdo destas hipoteses as equacoes (1) e (2) conduzem ao seguin
te sistema de duas equacbes a quatro incbgnitas, onde o indice infe
rior 1 se refere ao ar

y da2u,  d(uvn),

Fl e @
|, d(T)
e e e “

Para o filme 1iquido, onde nao ha flutuacoes turbulentas e
com a aplicacao das hipoteses (i) e (ii), as equacoes (1) e (2) se
reduzem a apenas uma, com duas incognitas, maqual & usado o indice
inferior 2
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dp d*u
1 2 2
vﬁ—z-—a}—- \JI W— =0 . (5}

As incognitas contidas nas equacbes (3) a (5), sao Pi(x,y),
Upl(y), pa(x), u,(y) e as flutuacoes turbulentas U'v' e V'Z, que sao
funcoes apenas de y. As equacoes (3) e (4) sao aplicaveis para
Osysa-¢ e a equagao (5) & aplicavel para -5sys0. As seguintes condi

coes de contorno completam a formulacao do problema:

y=2a-8, U =0, {Wv) =0 , (VO), =0 ; (6-8)

y = -G ’ Uz =0 H (9}

y = 0 » 61 = U, “0}
du, du,

byt gy Ll

v, =0 , (), =0 . (12-13)

Na equacao (11), p, e u, sao as viscosidades dinamicas dos fluidos.
As velocidades medias dos dois escoamentos, Gl e u,n sdo de
finidas por

_ N 1 (0
Uy =t 577 IO Udy 5 Uy =T J-éuzdy (14a,b)
e o duplo sinal na definicao de E,m se refere aos dois sentidos de
escoamento do ar: o sinal positivo para escoamento no sentido des-
cendente e o sinal negativo para o sentido ascendente.

Sao definidas as seguintes variaveis adimensionais

u u,
megle som=t o U= ;uza% (15-18)

tais que as equacoes (14a,b) se tornam

1 0
I Uydn, = £1 J Updn, = 1 . - (19a,b)
i} -1

Sao ainda definidos os adimensionais P, e P,, constantes, e
w(n, ), tais que

i
.
.
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- 2Py —2
S e X+p U W lzn)
2 (a-6) 1 Mm
dp, szuzuzm (2
o= - 1)

_ _ ap, AP, _  _
Verifica-se que, pelas equacoes (3) e (4), 3% e ~§F-nao sap
funcoes de x e que, pela equacao {(5), %E} e constante. Estas condi-
coes ficam prontamente atendidas pelas equacoes (20) e (21).

Finalmente, define-se os adimensicnais

pl(a_ﬁ)‘u v )1 (v }l
rin,) »om—————=t | I'ny) = — (22-23)
My Yim
u u
1]“ H = ..l 6 -
0= EE; 3 M TR (24-25)

A aplicacao dos adimensionais definidos pelas equacoes {15)a
(18) e (20) a (25) as equacoes (3) a (13) «conduz ao seguinte con-
junto de equacdes e condigcbes de contorno

d du,
a‘h? (a'ﬁ: - I"} = -ZP: ‘26)

d
aﬁ; (wer) = 0 (27)
d2u,
e -2p, (28)
=1, 4=0, r@1)=0, r(1) =0 ; (29-31)
el , U1 =D 3 (32)
=0 , r®=0 i r0=0, (33-34)
1'11 =T = o , ﬂUl.u = Ua.o M [35)

du du
1 2 {35)

nﬁtaﬁ:}n‘=0 = (aﬁ;}n,-ﬂ *
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Na equacao (35), Uy,o=U,(0) e U, ,=U,(0) sda as velocidades
dos dois fluidos na interface.

Nota-se que ha 3 equacoes e 5 incognitas e ha necessidade de
informagao suplementar para resolver o problema acima formulado.

Integrando-se a equacao (28) obtem-se

U, = b, +a,n, - Pun; (37)

onde a, e b, sao constantes. A aplicacao das condicoes (19b) e (32)
permite eliminar b, € P, na equacao (37), que se torna

a,+b 3(a,-2)
U. =——4—+a,n, +—T-~—na . (38:‘

Integrando-se agora a equacgao (26), resulta

du,
H =r+a, - 2hn, , (39)

onde a & constante. Combinando-se (39), (38) e a condicao (36), po
de-se determinar que

a,

al. :-ﬁﬂ 5 {40}
Integrando-se novamente e usando a condig¢do (29), obtem-se

a:
U, = _Jn r(;)dﬂ = (-ny) + P (1-n]) (41)

1

onde ¢ & uma variavel muda. As constantes a, e P, podem ser achadas
através das condicoes (35) e (19a). Apds algumas manipulacdes algé-

bricas, ultam
il

o 3(1+0MI) _ 6(1-01)
2= [ e HEET - B

) I
R 3L3-91(m4) i -ﬂﬂi (42)

+id 2

U, (ng) = 3(13040) [H 4Min1-1) o SUMI-GH-1 n,:| (43)
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onde

1
I = [Dr(nl)dﬂl (44)

1
I el = % I+ Jonlr(nlldnl ; (45)

Na equacao (45) o duplo sinal se refere ao sentidoc de escoa-
mento do ar: (+) para sentido descendente e (-} para sentido ascen-
dente.

A completa determinacao dos perfis de U,(n,) e U,(n,) depen-
de agora da distribuicdo da tensao turbulenta adimensional r(n,).
Se o escoamento de ar fosse tambem laminar esta distribuicdoc seria
identicamente nula em todo o campo de escoamento e as equacdes (42)
a (45) forneceriam

U

301:am) [, 401) | . 3m(Med)
1pfm) = ) [‘ o R “J (46)

U, gty = 3(120M) [1+ 4M{is'i-1) fy 4 2N n;] . (47)

E necessario agora fazer uma mudan¢a de coordenada. Seja
I‘]l = D,E(F’ﬁ-i) 1 (48)

onde n & a coordenada contada a partir da meia distancia entre a in
terface e a placa superior. A coordenada n, nao precisa ser altera-
da. Se Uy(n), obtida pela introducdo de (48) em (42), for expressa
como uma série de potencias de n, esta serie pode conter apenas cin
co termos. De maneira a haver consisténcia com o resultado obtido
para escoamento laminar, equacao (46), deve-se escrever

om nan1
Up(n) = Uy (yg#y nevanfayg ™ 4yt ). (49)

0s coeficientes vy, da equacao (49) podem ser determinados a
partir de condigées de contorno. Existem as seguintes condicoes na-
turais:
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neel, G- =l L (D) =0, (50-51)
du, TR

(G n=-1 = 7w Gy, =0 (52)
nel o, UM =0 , =0, (53-54)

onde, pelas equacoes (42) e (43) ou (35),

u
Uy = 3(1+0M1) _ __gi ) (55)

Ha,entretanto,sete incognitas: os cinco coeficientes Y; e
mais as quantidades 1o e 1, definidas por (44) e (45), respectiva -
mente. Serdo estipuladas portanto duas condicdes adicionais, as quais

dependerao de informacao experimental. Sao elas

-1 {dul} + 1 Re.cf (56)
el Fanet TR B Y

' du, 4
nes= » (?TT_)TI=1 e E RQICfI {57)

onde Re, & o numero de Reynolds do ar, definido por

2plﬁ1m(a—5]

™ (58)

Re,

e Cf , Cf, sao os coeficientes de atrito junto @ interface e juntoa
placa superior, respectivamente, dados por

0
Cfo s — 5 (59)
211
211
Cf, = —, (60)
Pr¥yp

Na equacao (59) 1 & a tensdo cizalhante sobre o ar na inter
face ar-17quido e, na equacdo (60), T, & a tensao cizalhante resul-
tante do efeito da placa superior sobre o ar. Estas tensdes sao de
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finidas, respectivamente, por

du, du,
T, = 1u1(?§-)y=ﬂ i Tyo. ;HL(W)YH—(S . (61-62)

A aplicacao das condicoes (50-54), (56) e (57) e da relacao
(45) as equacdes (49) e (42) permite determinar os coeficientes Y
e as quantidades I e I em funcao de R =Re, (f e R, =Re,Cf,. Usando

n
rn) = & [ rlodec (63)

%o perfil da tensdao turbulenta adimensional, r(n), pode ser obtido
derivando-se a equacao (42) com relagao a n, Resta portanto a ava-
liacao numérica de R, e R, para que U, (n), U,(n,) e r(n) fiquem com
pletamente determinados.

Considera-se entao um escoamento laminar do ar escoando num
canal formado por uma placa superior fixa e pela interface movel en
tre 0 ar e um filme 17quido descendente. Supbe-se ainda que o nume-
ro de Reynolds deste escoamento, Ret’ e a velocidade da interface,
Ujop» Sejam tais que as velocidades dimensionais do escoamento tur-
bulento, ora em estudo, em n=-1 e n=0 sejam iguais as corresponden-
tes do escoamento laminar. As tensoes cizalhantes neste escoamento
laminar em y=0 e y=a-5 sao designadas por, respectivamente, Tor ©
Tyg- Os coeficientes de atrito correspondentes, Cf , e Cf,, , podem
ser obtidos a partir das equacoes (46) e (47), resultando

5

R 7 BpR

Of Lt

2 niiﬁili (64)
Ry ) 2, (M+2)31 ' cii
T2~ q (T

onde Roi'REECfo ) R1£'Re£5f11 eq, e a relacao entre as velocidades
médias do escoamento laminar do ar e do filme 1iquido, também lami-
nar, Isto &, estas grandezas sao analogas as definidas pelas equa-
coes (56), (57) e (24).

Seja agora s a relacao entre as tensoes T

to turbulento e as suas correspondentes Toi e Tip do escoamento la-

e 1, do escoamen-
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minar. Entao

R Re R; Re
5=.R—o—c.ﬂ_l=
ol e,

- (66a,b)
) 1

J
P
.

As equagoes (66a,b) com aquelas que podem ser obtidas igua-
lando as velocidades dimensionais dos escoamentos Taminar e turbu-
lento de ar em n=-1 e n=0 sdao suficientes para determinar as quatro
incognitas 91. Rey, Ru e R,, como funcoes apenas de s, definida por
(66), e m. Note-se que m deve ser um numerc inteiro maior ou igual
a 2, tal que U,(n) seja dada pela equacaoc (49). Os parametros s e m
sao obtidos atraves de dados experimentais, conforme exposto mais
adiante.

0s perfis de U,(n,), U,(n,) e r{n,) sdo, finalmente, obtidos
pelas equacoes abaixo

U,(ny) = KU(AU+ﬂln+ﬁ,n2+A2mn2m+A2m+1n2m+1] (67)
U () = (14n,)LU, 4+3n, (U, 4-2)] (68)
rny) = K (B (n¥"-1)48,n(n2™1)q)7 (69)
onde n & dada por (48) e
K = gy ¢ K - et (79-71)
Up,o = 8y 4 = 6 (§m+SJtS£2211)QM s (72)
Up,o
A, = [s-tn- 2—(3%“—‘”] S22+ L sa(om) (73)
U
mA, = ~[ (2mes) (2me -"ﬁg):,s(m1)] J§1+%Eis(2m+n (74)
4m Ul)u 3m -
(m-1)A; = [y +2m(2m1)-s(m+1)] —— - 7z F(2m+1)(2m-s) (75)

U
- o B e 7
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Ay o = [(2mes) B m(s-1)] —3—“ 2HS < (2me1) (77)
u
o (s-1) 22t s s }(2{"“” 21 2a0 ) T (2m) (78)
v
Elg, . [5-1-3'1"1‘-1] Sl lis2) . (79)

0 duplo sinal existente nestas equacoes se refere aos dois
possiveis sentidos de escoamento do ar. DO sinal superior se refere
a escoamento no sentido descendente e o inferior ao sentido oposto.

Os valores de s e m, como fungoes do numero de Reynolds do
ar foram estimados [7] a partir de dados experimentais de Laufer [6]
e Page et al. [9,10]. Obteve-se

0,736

s = 0,00479 Re,” (80)

e me1,40 s , (81)

sendo m,obtido por (81),arredondado para o inteiro mais proximo. As
equacoes (80) e (81) podem ser usadas para Re, de 9370 ate 221200,
com erros inferiores a 11%.

CASOS PARTICULARES

As equacoes de distribui¢do de U,(n,), U,(n,) e r(n,), dadas
por (67-79), podem ser aplicadas a varios casos particulares de in-
teresse pratico, alguns dos quais tém solucbes ja constantes da bi-
bliografia. A seguir sao apresentados alguns destes casos.

(i) Ar em escoamento laminar

Se o escoamento do ar & laminar, basta fazer s=1 nas equa-
¢coes (67-79). Obtém-se:

Uyo = Uy o = ST (82)
Uy (n) = griery (D2(3M4)-11-2(1saM)ne L350 (M) In ) (83)
r(n,) = 0 (84)

e U,(n,) dado por (68) e (82). A figura 2 mostra os perfis de U, e
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U, para escoamentos de sentidos opostos. Pode ser visto que, dada a
major viscosidade do 17quido, ha arrastamento de uma pequena parte
do ar, embora este tenha uma velocidade média dez vezes maior.

1.0

0.8

0.6

T& h*\hh‘h‘;‘

0.2 t— T

4 '\-—‘

0L — - szn‘__,}
J

-0.6 —

-10 L 1 i Il 1 | — l 1 1 i1 1
.

1.7 -5 1,0 -0,5 0 0.3
U, U/

Figura 2. Perfis de velocidade para ar escoando laminarmente em sen
tido ascendente

(ii) Velocidade nula na interface

Este caso limite seria obtido com a introducdo de uma placa
muito fina e fixa, separando os dois escoamentos. A consideracao de
U1’0=U2‘D=D nas equacoes (67-79) conduz a

Ug(nz) = -6n2{‘+nz) (86}

6m(s-1)(2m+1)

rin) = + SREHEE) a1t

+

m- s (87)

As equacoes (85) e (87) coincidem com os resultados obtidos
por Pai [4], que estudou este caso particular. Se, em (85), for to-
mado s=1, a equacao ficard reduzida a de um perfil de Couette.
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(iii) Ar com gradiente axial de pressao nulo
Considera-se que o escoamento de ar & induzido unicamente pe
lo filme 17quido descendente, isto &,

ol (88)

com p, obtido atraves de (2d). Uma vez que o escoamento & hidrodina
micamente desenvolvido,a condicao (B8) & equivalente a

ou, por (56), (57), (59) e (60), a

du du
(aﬁ:]nﬂ = (aﬁ)n=-1 . (qg}

Aplicando-se a condi¢ac dada por (89) a equacdo (67), obtem-
se

Ay + mA, =0 (90)

e, combinando esta condig¢dac com as equag¢des (75), (76) e (72), pode
se concluir que, para atingir a condicac (88) a velocidade U)o na
interface deve ser igual a 2 e a velocidade media do filme 17quido

deve ser tal que

R =g - (91)

As equacoes finais para este caso particular sao

Uyln) = 1+ (S -thn - S 2™ (92)
rln) = L2mel)(s=1) (_g2m) (93)

e a equacao (68) com U,,=20n. Estes perfis coincidem com aqueles ob
tidos por Pai [4] e estao indicados na figura 3 para numeros de
Reynolds Re,=42.800 e Re,=5707, que atendem & equacao (91). Se s=1
na equacao (92) o perfil laminar obtido & a reta tracada na figura
3.
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J_!__ Rq‘ = 42 800 B
M = 104
L= 0,750

0.4

| 1™
| >\\\ s = 12,3
| Seg
0.2 1k S

-0,2 -
-0.6 ] i S —r ]
-1.,0 L1 L 1—1 1 ] - J_-I_-

o] 0.5 1.0 1,5 2,0

U .U,/0,r/2s

Figura 3. Perfis de velocidade e tensao turbulenta para escoamento
de ar induzido pelo filme liquido

Um outro caso investigado & aquele em que P,=0, ou seja, as
forcas de press@ao atuando no filme 17quido equilibram o seu peso e
o escoamento do 1iquido se da devido unicamente ao arrastamento pe
lo ar.

RESULTADOS GERAIS

As figuras 4 e 5 mostram os perfis obtidos para o caso ge-
ral. Ambas se referem a mesmos numeros de Reynolds, mesma espessu-
ra & do filme e mesma relacao de viscosidade. Os valores foram es-
colhidos de forma a que R=1. Pode-se assim observar o efeito combi
nado do movimento forcado do ar e do arrastamento na interface en-
tre os fluidos. A figura 4 & referente a escoamentos de mesmo sen-
tido e a figura 5 a escoamentos de sentidos opostos. Valores muito
grandes de 2 levariam ao caso particular (ii), que pode ser encon-
trado na bibliografia [4,7].
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1,0 —

0.8

L8

0.4

0,2

g =

-0.24—

Ne
o il
-1,0 M - I O Y| L1t 3 L

1,5 1.8

0.5U|.Ualn1.0

Figura 4, Perfis de velocidade para ar escoando turbulentamente em
sentido descendente

0.8

0.4
Uy \
O — _\

o - N""--___
-0.2 Uy /0 /
P g

1?2 X’|
-1.0

0 -1,0. 0
Uy Up/0

Figura 5. Perfis de velocidade para ar escoando turbulentamente em
sentido ascendente

CONCLUSOES ‘
E possivel tirar-se algumas conclusces de carater geral a
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partir do presente trabalho:

1. Embora as equacoes de conserva¢ao nao fornecam todas as informa-

coes necessarias a resolucao de problemas envolvendo escoamen-
tos turbulentos, ha algumas situagbes para as quais obtem-se so-
lucoes semi-analiticas. Para tanto & necessaria alguma informa-
cdo experimental, mas e perfeitamente dispensavel o uso de apro-
ximacoes do tipo da distribuicao logaritmica de velocidade,

2. 0 método originalmente proposte por Pai, aqui generalizade, pode
ser aplicado a problemas de transferencia de caltor [7] e massa,
bastando para isto que hajam dados experimentais disponiveis.

3. Se desejavel, a difusividade turbulenta do momentum, Eys pode
ser obtida diretamente a partir dos perfis de U, e r, por meio
de

o, r (94)
v 27dn
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ROTACAO DE UM GAS ENTRE DOIS CILINDROS
COAXIAIS
PARTE 1: CAMADAS VISCOSAS

Marcos Aurélio Ortega
Dept?de Aerodindmica
ITA/SIC - SP

RESUMO

0 objetivo do presente trabalho ¢_esfudar a contracornente teamica
em uma centaifuga bicifindrica, a qual gira com uma grande velocida
de angular. A sofucdo e obtida subdividindo o campo de  escoamento
em uma parte central, ¢ nucleo, e camadas viscosas junto as paredes
soLidas. Neste primeino artigo sdo equacionadas e resolfvidas as ca-
madas e num segundo ariigo - a Parnte ? [16] - sera abordada a parnte
central, obtendo-se assdim uma solucae global para todo o campo de e
coamenio.

ABSTRACT
The aim of the present work {s to study the theamal countercurrent
in a napidly notating bicylindrical gas centrifuge. The solution 4is
obtained subdividing the fLow fiefd in a central part, the innera
cone, and viscous fLayens at the soldid wallsa. In this finst papenr,
the Layers are solved, and {n a second - the Part 2 [16] - atfention
(8 focussed on the centrnal part and 4o, a global solution (s found
fon the whole gLield,

INTRODUCAD

0 interesse no estudo da rotacac em alta velocidade de um
fluido provem de dois aspectos principais: o primeiro, de natureza
teorica, visto ser este problema muito interessante na area da Mecid
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nica dos Fluidos e o segundo, de natureza pratica, em funcdo da apli
cacao da centrifugacao na separacao de componentes de uma mistura.
A geometria @ bicilindrica, isto &, a maquina & formada por dois ci
lindros coaxiais, de altura finita, fechados nas extremidades por
tampas - ver figura 1. 0 conjunto todo gira em alta rotacao com uma
velocidade angular constante Qo em torno do eixo comum e o gas, que
preenche o espaco entre cilindros e tampas, & submetido a um efeito
centrifugo de alta intensidade., Ndo ha entrada nem saida de massa e,
inicialmente, a temperatura das tampas e cilindros, e constante ©
igual a fo (o til sobre um simbolo indica grandeza com dimensao).
Nessas condicoes, em regime permanente, toda a massa gasosa gira com
a mesma velocidade angular Ro e com a mesma temperatura fo. 0 que
configura a rotacdo de corpo rigido isotermica.

Imagine-se agora que a tampa superior seja aquecida e sua
temperatura mantida uniforme e igual a fo+ﬂf, onde AT & um incremen
to de temperatura tal que ﬁTff°<<1; a tampa inferior & resfriada e
sua temperatura mantida tambeém uniforme e igual a fO-aT. 0s cilin-
dros sao considerados condutores de calor - a distribuicdo de tempe
ratura nos cilindros varia linearmente com a altura, condicao esta
que normalmente ocorre na pratica, visto que, a condutividade térml
ca do material do cilindro € geralmente bem maior do que a do flui-
do. Considera-se tambéem que transcorreu um intervalo de tempo sufi-
ciente para que, com as novas condicoes de contorno, tenha havido
uma estabilizacao, e se obteve um novo regime permanente. Nessa si-
tuacdo estabelecer-se-a uma contracorrente térmica secundaria no
gas, a qual representa uma perturbacao da rotacdo de corpo rigido
isotérmica, e havera transporte de massa principalmente ao longo de
camadas viscosas junto as paredes sdlidas.

Para o caso da centrifuga monocilindrica, o problema acima
estabelecido foi resolvido primeiramente por Sakurai e Matsuda [1].
Esse trabalho pioneiro foi segquido por uma série de outros, 05 quais
procuraram explorar certas variacdes das condicdes de contorno no
sentido de explicar aspectos especificos, principalmente no que diz
respeito as camadas verticais de Stewartson; os mais representati -
vos sao: Matsuda e Hashimoto [2], Matsuda, Hashimoto e Takeda [3],
Matsuda e Hashimoto [4] e Matsuda e Takeda [5]. Ainda nessa linha
ressalta-se o artigo de Bark e Hultgren [6], os quais obtiveram uma
solucdo sem a hipotese de um gas pesado, o qual havia sido basica -
mente adotado por Sakurai e Matsuda e seguidores. Finalmente Brouwers
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[7]), através do uso adequado do fator de alongamento da maquina (re
lacao entre a altura e o raio) conseguiu unificar os tratamentos de
centrifuga longa (fator de alongamento bem maior que 1) e centrifu-
ga curta (fator de alongamento da ordem de 1).

Em termos da geometria bicilindrica sdo bastante representa-
tivos os trabalhos de: Conslik e Walker [B], que levam em conta efei-
tos térmicos e de troca de massa, poréem, o fluido @ considerado in-
compressivel; Conslik, Foster e Walker [9], que consideram a com=-
pressibilidade do fluido mas a2 maior énfase & dada a perturbacao por
troca de massa (entrada e saida de massa da centrifuga). 0 presente
trabalho pretende estudar a contracorrente devida a perturbaclo tér
mica em um fluido compressivel, o qual gira em alta rotacdo no inte
rior de uma maquina bicilindrica.

EQUACOES BASICAS

Devido a geometria do problema, o sistema de coordenadas
ser usado & o cilindrico - ver figura 1 - com coordenadas: radial
azimutal @ e axial Z; a velocidade angular & constante e igual a
Qy: 0 raio do cilindro interno @ F1 e do cilindro externo @ Fe (o
subscrito "i" referir-se-a sempre ao cilindro interno e o subscri-
to “e" ao cilindro externo), a altura da maquina @ 2H e o fator de
alongamento, definido por h-H/Fe, e considerado da ordem de 1.

0 regime & permanente, o escoamento suposto axissimétrico, o
gas e considerado perfeito com calores especificos constantes,a vis
cosidade e condutividade térmica do gas sao pequenas e consideradas
constantes, visto que a condicdo & de perturbacdo de um estado iso-
termico e o efeito da gravidade & desprezado em face da aceleragao
centrifuga caracteristica n;Fe, devido aos altos valores de no.

A solucao de corpo rigido isotérmica, a qual representa um
balanco entre os efeitos centrifugo e de pressao, & facilmente obti
da:

a
r

»

5cr " 6(ﬁe}cr )
P

g v i @
RTO

n;(Fl-F;}/znfu (3)
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onde p & a pressdo, p a densidade, To e a temperatura, R & a cons-
tante do gas e o subscrito "cr" refere-se a rotacgaoc de corpo rigi-
do isotermica.

e
“
Tampa Superior

clnne \ (5 a7

Ciliadro Interno

Cllindro 'd' H
Externo I

M,
— I

i

/

Tampa Infericr
( To -aF)

Figura 1. Esquema da centrifuga bicilindrica

Definindo o numero de Rossby por:
v=& (4)
T
vé-se que y<<1, em funcao do exposto na introdugao acima.
Introduzem-se agora as seguintes grandezds adimensionais:

(5a,b)

m'\'l |-,4
m-“ |N,
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q q-nr a

u=— ves—2 w=—= (5¢,d,e)
2, F R,F,8 A 76
p-p p-p 7T

p=—= p=—= T-—2 (5¢,g,h)
Per Scr Ty

onde Gr. ﬁe. 6‘ sdo os componentes da velocidade no sistema cilin -
drico e p, p, T indicam, respectivamente, pressao, densidade e tem-
peratura no estado final perturbado. Note-se que u,v,w,p,0 € T re-
presentam grandezas de perturbacdo em relacdo a rotacdc de corpo ri
gido isoteérmica. Substituindo as equacdes (5) nas equacodes de con -
servacao, obtem-se, desprevando termos de ordem maior em ¥, © se-
guinte sistema:

3u u o aw
ar * (142Ar2) S+ 22 < 0 (6a)
vaerT eac Bl [V2u- < + 19 (¥-9,)1 (6b)
: R " E T35 W9
E v
2u = E (v‘v-— ?!) [GC)
1 3 E 1 3 -+
3z =5 V™ 353 03] kad)
-4Bru = % vaT (6e)
p =p + T (Gf}
onde:

ne r2 ' uc
A--o e Fo——i— s B =%l PrA (7a,b,c,)

2R (Ee}crﬂo r; i

+ au U aw o 1 3 32

ﬁ‘qp = EF + ‘F + '5-1-' V’ = '§'F!- + F ﬁ +* ‘a—z-r {7e.f}

Nas relacoes acima y & o coeficiente de viscosidade do gds,
< € o calor especifico a pressao constante, k & a condutividade tér
mica e y € a relacdo entre os calores especificos. Além do numero
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de Rossby, quatro importantes parametros adimensionais aparecem nas
equagoes, a saber, o fator de celeridade A, o numero de Ekman E, 0
numero de Prandtl Pr e o numero de Brinkman B, os quais, para centri
fugas atuais operando com hexafluoreto de uranio, tém, respectivamen
te, as seguintes ordens de grandeza: 10, 10-%, 1, 10-%. 0 aspecto
mais importante do modelo compressivel linear aparece no primeiro mem
bro da equacdo (6e) - o termo (-4Bru)} - o qual representa trabalho
realizado devido a variacoes volumetricas; para o modelo incompressj
vel este termo se anula, visto que, neste caso, B=0.

As condicoes de contorno sdo obtidas levando em conta que a
velocidade e temperatura do gas sdo iguais @ da superficie solida com
a qual ele faz contacto; em termos de grandezas adimensionais tem-se:

u=va=ws0 , T=3j para z = jh , rySrsr, (8a)

u=v=w=0 , T=2z/h para r = Pe s -h gz 5 +h (8b)
onde:

j =41 =+ tampa superior (9a)

j=-1 =+ tampa inferior (9b)

k=e =+ cilindro externo {9¢c)

k=i + cilindro interno {9d)

ANALISE PELO METODO DA SUBDIVISAO DO CAMPO

0 numero de Ekman, E, por ser um numero pequeno, aparece como
um parametro singular no sistema de equacOes (6). Dessa forma, a so-
lucao do problema pode ser obtida subdividindo o campo de escoamento
em uma regiao central, o niucleo, camadas verticais junto ao c¢ilin-
dros e horizontais junto as tampas - ver figura 2. A solucao para o
campo todo & obtida fazendo-se o acoplamento assintotico das solu-
coes para as diversas regides - Ver Bender e Orszag [10], para maio-
res detalhes.

Como as condicoes de contorno sao anti-simétricas em relacao
ao plano z=0, as camadas verticais sao do tipo Stewartson (5!6}1;:
[11]; as camadas horizontais junto as tampas sd@o as camadas de Ekman,
cuja espessura & da ordem de (Ezs)lfz. 0 fluxo radial na camada de
Ekman inferior @ no sentido do cilindro interno para o externo, isto
devido ao abaixamento de temperatura que aj ocorre; na camada supe-
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rior inverte-se o sentido do fluxo radial. 0 circuito das camadas
horizontais & fechado via camadas verticais mais um certo fluxo
axial que @ induzido no nucleo (figura 2).

Aﬂ
<o T.+a¥ - Camadn de Ekmar {Ef‘ﬂlw
b A
e

I' ]' L ~— Comada de

Stewartion

V3

Stawarison I tE/ﬁl

Le/pis
S

|
|
Comada de l | Ndeleo
|
|
|
I
|
]

7, a7 (¢amado ¢o Eimu(:f,ﬂiln

Figura 2. Regides do escoamento (a figura @ esquematica, sem propor
coes reais)

0 método de abordagem utilizado & na realidade uma variagao
das expansoes assintoticas acopladas ("matched asymptotic expansions”)
[10]. Seja, por exemplo, um parametro qualquer a ser determinado;
escreve-se:

o = ¢y * 0o (10)

onde ¢y € a solucdao para o niucleo e ¢CL para a camada limite,a qual
€ nao nula somente junto a uma parede solida. Admite-se que oy se
estenda até a parede e assim as condigOes de contorno sao satisfei-
tas pela soma (¢Nv¢CL} e nao somente por bepe Nesse contexto, ao se
afastar de uma superficie solida, tem-se:

¢ * 0 (1)

A partir do sistema (6) obtém-se equacGes mais simples para
as diversas regides por intermédio de uma analise de ordem de gran-
deza. Pode-se mostrar, por meio de um enfoque tradicional - ver,por
exemplo, Schilichting [12] - que a espessura das camadas de Ekman
(5 ) e de Steuartson () tem, respectivamente, as sequintes ordens
de grandeza {E/B} e (E/B) ’. A partir desses resultados, levan
do em conta que no presente modelo linear o principal mecanismo de
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troca de calor & a conducao, e que a magnitude do fluxo axial nas
camadas de Ekman & a mesma do nucleo, obtém-se as seguintes escalas
para os parametros de interesse nas varias regices:

Camadas de Ekman

1/2
u=u V-VE w=E WE anAPE T:TE QBQE (12]

Nucleo

1/2
u = EuN Ve vy wa=E / Wy p = 2ApN T=T7 P =y (13)

Camadas de Stewartson

Uus Elfau V=V

1/3
. p=2AE pe  T=Tc p=pg (14)

§ =% s S
onde os subscritos "E", "N" e “S" indicam parametros de ordem de gran
deza unitaria em cada uma das regioes acima indicadas.

CAMADAS DE EKMAN - SOLUCKO
Define-se para as camadas horizontais a seguinte variavel es
tendida:

y = % (h-j2) (15)
Substituindo em (6) as equacoes (12) e (15) obtém-se para um

erro da ordem de E/B ("erro" no sentido de que a ordem de grandeza
do major tempo desprezado & E/R), o seguinte sistema:

3|JE UE QHE
) s | —
w3 (1+2Ar2) - i 57 (16a)
aP 3%u
E -1 E
-z‘i'E-l-f'TE-Ir—é-F—:-B-—Wé— {st)
a%v
1 E
2u = § oyt (16¢)

W e 0 (16d)
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R
—4BT‘UE = 'g “Fy‘l-— (16&]
2pg = 0g + Tg (16f)

De (16b) percebe-se que as camadas de Ekman representam umba
lango entre os efeitos de Coriolis, centrifugo, pressdo e viscosida
de. Levando em conta (8a), (10), (12) e (13), as condigdes de con -
torne para as camadas horizontais sao:

u- =0 vyt Vg = 0 Wy + W = 0 TN +Tg= i (17a,b,c,d)

E
validas para y=0. Da condicdo (11) resulta que, para y-+e:
o *+ 0 (18)

onde ¢ & qualquer uma das variaveis dependentes na camada de Ekman.
A partir do sistema (16) pode-se obter uma equacao Unica para ug:

a'u

ay“E b el (19)
com
o = 8% (1e8r2)*/" (20

Com a solucao de (19), mais as outras equagdes do sistema (16)
juntamente com (17) e (18), obtém-se os seguintes resultados para a
camada de Ekman:

uE(r,y] = - +rr e sen oy (21a)

ir e cos gy (21b)

vE(r.y} - +Br

=ay
wE(r,y) = EI;_EL_3T7? {[4+Br2+2Ar2 (14Br?)] 52- (sen ay+cos oy) +
+Br?

- r‘[B+2A{1+Br=}]ye'°y sen oy} (21c)
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Telrwy) = Er; e cos oy (21d)
JBr? -ay

oE{r.y) = - TaBIT € cos oy (21e)

Pelriy) = 0 (21f)

CAMADAS DE STEWARTSON - SOLUCKO
Define-se para as camadas verticais a seguinte variavel es-
tendida:

X =t E'l‘”(rk-r) (22)
onde:

t =+1 =+ cilindro externo (23a)

t=-1 + cilindro interno (23b)

-

e a convencdo para o subscrito "k" & dada por (9c,d). Substituindo

em (6) as equacoes (14) e (22), obtém-se, para um erro da ordem de
51/1/3. 0 seguinte sistema de equacoes simplificadas para a camada

de Stewartson:

W, au
S s
ap
5
-2\"5 + I"kTs =t % (24[’}
20, =1 -_,-azvs (24¢)
5 B ax
Py wg
=R | v
1 375
-“Bl”k Us = E X (249}
ps = ~Tg (24f)

Considerando (8b), (10}, (13) e (14), as condicoes de contor
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no para as camadas verticais sao:

z

Ug = Wg = 0 vyt Vg - 0 TN + TS -r (26a,b,c)
validas para x=0. Para x+= tem-se:

bg *+ 1} (28)

de acordo com (11), onde & qualquer uma das variaveis dependentes
na camada de Stewartson; além disso

Wg = 0 para z = jh (27)
Das equacoes (24c) e (24e), considerando-se (26), resulta que:
Tg = =2Br v (28)

Das equacodes para o nucleo - ver Parte 2 [16], obtém-se a cha
mada relacao do vento termico:

T. « —N (29)

Utilizando as relacoes (25b), (25c), (28) e (29) a condigao
de contorno para Ts em x=0 & obtida:

Br; 2

Calculo de Tg

Trabalhando-se o sistema (24), com a ajuda da relacao (28),
obtém-se uma equacao unica para Ts:

a‘Ts 22T
-a—i-‘— + 48. (1+BI“E} "'é"z—!'— - 0 {31}
Desenvolve-se agora Ts numa serie de funcoes dao tipo

cos[mmn{z-h)/2h]. Devido & anti-simetria das condicfes de contorno
somente valores Tmpares de m saoc necessarios, portanto, adotar-se-a
como solucdo a seguinte serie de funcoes:
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Tg = nZD £, (x)cos[(2n+1) fh (z-h)] (32)

A serie acima pode ser diferenciada termo a termo em relacdo
a z, admitindo-se, o que & razoavel, a continuidade de TS' e, pelo
menos, a continuidade por partes (“"piecewise continuity") de aTs/az
[13]. A serie aTg/ 02z tambem pode ser diferenciada termo a termo,vis
to que, o seno resultante da diferenciacdao de TS se anula para z=jh,
Substituindo (32) em (31) resulta:

6

2
e - A0(@ne1) 51 B2(14Br)f | = 0 (33)

As condicoes de contorno para (33), obtidas respectivamente
de (25a), (25b), (30) e (26) sao:

8 Bry

Para x = 0 == f1(0) = f21(0) = 0 f (0) = (34a,b,c)

(2041 )% 2 1+Br}

Para X+ 00 em— fn - u (34d)

onde a notacao ( )' indica diferenciacdo em relacdo a x. A solucdo
de (33) sujeita a (34) &:

W
f (0) -vx -2 x
f(x) = _“.2__ e " % g > cos (§ VX- -E)] (35)
onde:
vy = O (2041)1"/° (1+ar§)‘/° (36)

Obtidas as funcoes fn(x). todos os pardmetros podem ser de-
terminados:

us(x.z) = - XEF;F nED f:(x)cos[(2n+|) %% (z-h)] (37)

bz = - g T (xdcost(@nt) 7y (e-h)] (38)
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=  f* (x)
w(x,2) = - ??égiﬁ 3 e Senl(2ne1) g (2-h)] (39)
Tg(x,z) = ngu £, (x)cos[(2n+1) ﬁ% (z-h)] (40)
ps{x,:) - - nzo fn(x)cos[(2n+1} 5% (z-h)] (41)
pe(x,z) = —Tghigr 3 ffilii% cos[{2n+1) - (z-h)] (42)
3 % nzﬂ (2n+1) . %

E interessante observar que a diferenciacao entre a camada ex
terna e interna & feita pelo parametro t e pelo subscrito “k"“.

Como nao existe nenhuma irregularidade nas condicoes de con
torno nos cantos, o estudo das regioes ELHME”’3 nao implicara e;
nenhuma mudanca significativa dos resultados anteriores [1], [9],con
seqiientemente, a analise dessas regioes (que sao muito pequenas) @
omitida do presente trabalho.

APLICAGCOES, COMENTARIOS E CONCLUSOES

Nas aplicacoes efetuadas utilizou-se como fluido de trabalho
o hexafluoreto de Uranio; para a maquina considerou-se: FE-1D cm,
reni (ver equacdo (5a)), ri-U,?D, h=1. 0 calculo foi feito para va-
rias velocidades de rotacdao, as quais sao relacionadas na tabela 1,
juntamente com os parametros A,E e B.

Tabela 1. Valores do fator de celeridade A, numero de
Ekman E nimero de Brinkman B em funcao da
velocidade periférica noFe. 0 fluido & UF
com TD=300K e (pe)cr=8000N/mz

noFe(m/s) A E B
100 0,71 1,50 x 10-¢ 0,0215
200 2,82 7,50 x 1077 0,0852
300 6,35 5,00 x 1077 0,1919
400 11,29 3,70 x 10°7 0,3312
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Os parametros das camadas de Stewartson foram calculados com
uma precisdao de 10-°, isto &, o numero de termos nas séries era au-
mentado, até que a diferenca entre dois valores sucessivos da gran-
deza que estava sendo calculada fosse menor que 10-*. Os calculos fo
ram feitos num computador de mesa Hewlett-Packard HP 98257 e as fi-
guras tracas num plotador HP-7225B.

Dentre os varios resultados numéricos obtidos, alguns serao
apresentados a seguir sob a forma de graficos, para fins de ilustra
cdao. A figura 3 mostra perfis da velocidade radial para a camada de
Ekman; os valores sao plotados em forma dimensional para que se te-
nha nocac da ordem de grandeza. Nota-se, claramente, que a espessu-
ra da camada aumenta conforme o raio diminui, o que vem comprovar a
influéncia da compressiblidade, através do parametro 8 (a espessura
da camada de Ekman & da ordem de {E/B)l/!, onde B & dado pela equa-
cao (3)).

A figura 4 ilustra a distribuicdo de temperatura nas camadas
de Stewartson - junto ao cilindro interno (3 esquerda) e externo (a
direita). Como se pode observar, ha uma grande variacdo de Ts junto
as paredes e valor nulo na parte central. Como Fe-Iﬁcm. nota-se que
a espessura das camadas junto ao cilindro externo & aproximadamente
5mm. Da figura 3 vé-se que a espessura da camada de Ekman & aproxi-
madamente 0,5mm, e, portanto, a relacdao obtida para 65/6E € aproxi-
madamente 10, onde, como ja foi visto anteriormente, 65 e GE repre
sentam, respectivamente, as espessuras das camadas de Stewartson e
Ekman. Esse valor vem confirmar assim a analise de ordem de grande-
za, pois, lembrando, que 65 e GE resultam, respectivamente, da or-
dem de (E/B)l/a e {E/B}I/', que 8 @ da ordem de 1 junto ao cilindro
externo (ver equacdo (3)) e que E & da ordem de 10™° (ver tabela 1)
tem-se:

& 1/3

5 o 4E) -1/4
R = (E) =10
% e _

Observando a camada junto ao cilindro interno ve-se que, con
forme B aumenta, o que @ devido ao aumento da rotacdo (ver tabela ),
aumenta a espessura, mais um reflexo da influéncia da compressibili
dade através do parametro B.

A figura 5 mostra a distribuicao da velocidade axial Wg nas
camadas de Stewartson. Pode-se notar em ambas as camadas o importan
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GEI(m."sJ

Figura 3. Camada de Ekman: curvas da velocidade radial para trés po
sicoes sobre a tampa inferior. Parametros principais:
$=0,01, B=0,0852; ri=0,7; h=1. Convencao: (1) r=0,75;
(2) r=0,85; (3) r=0,95



240 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VII, n®3 — 1985
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Figura 4. Distribuicao de temperatura T nas camadas de Stewartson-
caso linear; a funcao Tg foi plotada, para z=0,5h, entre
ri e re, observando-se a esquerda, a camada junto ao cilin
dro interno, a direita, a camada junto ao cilindro exter-
no € o valor nulo de Tg na parte central (ntucleo); z=0,5h.
Convencao: 1 - B-U,OSSE; 2 - B=0,1919
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Figura 5. Velocidade axial nas camadas de Stewartson. Note-se a esquerda, a camada junto ao cilin-

dro interno, a direita, a camada junto ao cilindro externo, sendo que no interior, i.e.,
no nucleo, a velocidade Wg & nula. z=0,50h. Convencdo: 1 - B=0,0852; 2 - B=0,1919
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te fenomeno do refluxo {um circuito interno de vazdo de massa dentro
da propria camada), o que vem comprovar trabalhos anteriores de ou-
tros autores - Soubbaramayer [14], Dickinson e Jones [15].
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ROTACAO DE UM GAS ENTRE DOIS CILINDROS

COAXIAIS i
PARTE 2: NUCLEO E SOLUCAO GERAL

Marcos Aurélio Ortega
Dept? de Aerodinimica
ITA/SCT - SP

RESUMO

A finatidade deste anrtigo ¢ desenvelver a solugde para o nuclec, e
em consequéncda, obten a sofugde genal para ¢ campe de  escoamento
em uma centralfuga bicilindrica, sujeita a condicoes de contorno tén
micas. Na Paate [ [7] do presente trabalho fonam calfculadas as cama
das viscosas de Ekman e Stewarntson. A equacde diferencdiad, a qual
da a distribuicdo de temperatura na parte centrnal, fod nesclvida nu
mericamente pon diferencas gindtas e analiticamente por desenvolvd-
mento em sendies.

ABSTRACT
In this paper, a soluticn for the {nnen core of a theamal bi-
eylindnical gas centnifuge 44 obtfalned, and 40, a global solfution
for the whofe ffow field <& found. In Part 1 [7] of the presend
wonk, the Ekman and Stewartson boundary Layens wene calculated. The
differential equation fon the centhal part temperature déstribution
was sclved numendically, by finite difgerences, and analytically, by
sendies expansion.

INTRODUGCAO

A alta rotacao das centrifugas modernas (da ordem de 3000
rad/s) faz com que, presentemente, seja praticamente inviavel a ob-
tencao de medidas dos pardmetros no interior da maquina. 0Os poucos
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dados existentes [1] foram obtidos para rotacoes muito baixas (30
rad/s). Este fato torna o estudo tedrico da contracorrente muito im
portante, principalmente no que tange a sua aplicacdo na separacao
isotopica, como alids, ja chamava a atencao Olander [2] em 1972, Is
so explica o grande esforgo que tem sido feito por diversos autores
no sentido de se obter, analitica ou numericamente, o campo de es-
coamento para um gas girando em alta rotacdo. Um pequeno historico
recente desse desenvolvimento & feito na Parte 1 [7]. 0 objetivo
deste trabalho & obter a solucdo para a contracorrente t@rmica numa
centrifuga formada por dois cilindros coaxiais de altura finita, fe
chados por tampas nas duas extremidades; o conjunto todo gira em al
ta velocidade em torno do eixo comum dos cilindros e um diferencial
de temperatura @ aplicado entre as tampas.

EQUACOES SIMPLIFICADAS PARA 0 NOCLEO

Detalhes sobre o estabelecimento do problema, bem como, sim-
bologia, sistema de coordenadas, condicoes de contorno, etc., podem
ser encontrados na Parte 1 [7]. Da equacdo (13) dessa referéncia
tem-se a escala dos parametros no nicleo:

1/2
U=EUN V-VN w’E WN p-2ApN TaTH p-pN (1}

Substituindo as relacoes acima no sistema (6) da Parte 1, ob
tém-se, para um erro da ordem de E’fzfs, as sequintes equacoes sim-
plificadas para o niucleo:

aw
N
- =0 (2a)
Yy
-ZvN +¥ TN S (2b)
N
2uB = V2 vy - o7 | (2¢c)
ap
N
= " 0 (2d)
-4Bruy8 = V2T (2e)
= + T (2f)

Py =Py * Iy
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Da equacEq (2b) depreende-se que a dinamica do niicleo & resul
tado de um balanco entre os efeitos de Coriolis (—ZVN), centrifugo
(rTN] (a forma transformada & rTy» mas, originalmente, o termo e cen
trifugo) e de pressdo. Considerando que as condigdes de contorno sao
anti-simétricas, das equacdes (2b) e (2d) resulta

TN =

1l

VN s (3)

expressdo esta conhecida como relacdo do vento térmico. Trabalhan-
do o sistema (2), com auxTlio da relacdo (3), uma equacdo Unica pa-

ra Ty e obtida:

aeT aT, 22T
N, 1+38r2 1 °'N N .o (a)

arz Y18 v 3 Y e C

Condicoes de contorno para (4) sdo obtidas a partir das solu
coes das camadas viscosas; considerando as equacbes (17d), (21d),
(25c) e (30) da Parte 1, obtém-se

; j i z
TN(r.Jh} = '1:&?{ e TN(rk'z) = W;E-Fﬁ-]' - {Sﬂ,b)
onde
j=+1 - tampa superior (6a)
j=-1 + tampa inferior {6b)
k=e -+ cilindro externo (6c)
k=i =+ c¢ilindro interno {6d)

0 problema representade pelas equacoes (4) e (5) foi resolvi
do de trés maneiras diferentes:

( 1 ) Por expansdao em séries de B, o numero de Brinkman.
(ii ) Por expansdo em series de r, a coordenada radial.
(i1i) Numericamente, por diferencas finitas.

As solucOes em série serao desenvolvidas agora e a solugdo

numerica sera discutida adiante. Primeiramente, escreve-se a funcido
TN(r,z) na forma de uma soma:

TN(!'.Z) =m§-8-m+T{|‘”.Z} (7)
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onde T(r,z) & tal que:
T(r,jh) = 0 (8)

e dessa forma, as condicoes (5a) ficam automaticamente satisfeitas.
Admite-se agora que a funcao T(r,z) possa ser escrita como uma sé-
rie de senos:

Tr2) = 1 Ty(r) sen{nmiF +1)] (9)
N=

A fungao T(r,z) pode ser diferenciada em relagdo a z, termo
a termo, em vista de (8); a serie resultante também pode ser dife -
renciada termo a termo em relacao a z [3]. Substituindo (9) em (7)e
o resultado em (4), resulta, para a determinacao das funcﬁes'Tn{r}.
a seguinte equacdo:

T, geee 190 m2 88

e T ) Thtmmeme c 0 rel2ae.. (10)

Considerando-se a relacao (5b), as seguintes condicOesde con
torno sao obtidas para (10):

Tn{rk) =0 n=1,2,3,... (11)

SOLUCAD POR EXPANSAO EM SERIE DE B

Seguindo uma ideia introduzida por Sakurai e Matsuda [4], de
senvolve-se uma solucao para o nucleo por expansao das fungoes Tér)
em séries de B. 0 numero de Brinkman & definido por:

B=X1pra (12)
Y

onde y & a razao dos calores especificos do gas, Pr € o numero de
Prandtl e A-Qé FEIZRTO € o chamado fator de celeridade [7]. Para ga
ses “pesados” o fator y e proximo de 1 (para o hexafluoreto de Ura-
nio, por exemplo, y=1,07); como o fator A, para centrifugas atuais,
& da ordem de 10, resulta que B<<1. Dai, a possibilidade do desen -
valvimento em serie de B. Considera-se, portanto, que:
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T fr) = T 0r) + aTm{r) + i (13)

Inicialmente, rearranja-se a equacao (10):

dT
n (nw) T = 2Br n 8B (14)

1
darz Y ¥ dr n = " 1+Brf dr ~ n(1+Br7 )3

Truncando a serie (13) apds o segundo termo, substituindo em
(14) e, levando em conta que B & considerado pequeno, obtém-se:

d#T

s L : e LR o = 0 n=1,2,3,... (15)
dETn1 1 dTnl nn dTn 8
T rae G T g L2 e

Condi¢coes de contorno para as equacoes acima sdo obtidas de
{11), Tevando em conta que esta condicdao tem que valer para qual-
quer B:

Tneirk] =0 (17a)

Toiigl =2 (17b)

A solucao de (15) sujeita a (17a) e:
Tno(r) n (18)

e & equacao (16) fica portanto mais simples:

¢:T a1
i .1 ihe nmy 2 g
= v W) Tt (19)

A solucao de (19) & da forma:
TI'I - ETnsz * I:Tm]P (20)

onde [Tm]H e a solucao da homogénea correspondente e [Tnl]P € uma
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solucao particular de (19),
De acordo com Magnus, Oberhettinger e Soni [5] a solucaoc da
homogénea &:

[Ty = Con LR 7) + €, K(FE 1) (21)

onde Io € a funcdo de Bessel modificada de primeira especie, ordem
zero, e Ko € a funcao de Bessel modificada de segunda especie, or-
dem zero, e Cln. Czn sao constantes, K0 e singular na origem, mas
como r.>0, ela tem que ser mantida em (21):

A solugao particular e:

8h?
[Tn1]P N CE (22)

0 que pode ser verificado por substituicao direta em (19).
As constantes C e C sao calculadas de (17b):

D
in 2n
Czn = n‘n—o' Czn = 'Dn— [233 ,b]
cnde:
Dyn = Toyw [Ko (G2 rgd=k (G v (24)
= Tomyy [ (G r)-1 (5 )] (25)
1 {T re] KG(DEE re}
Do = (26)
I {%F ri} KO(%F ril

SOLUCAD POR EXPANSAO EM SERIES DE r

A solucao anterior tem o inconveniente da condicdo B<<1, is-
to &, & mais adequada para gases pesados. Para contornar esta res-
tricao, desenvolveu-se uma solucao analtica por expansdo em séries
de r, a qual pode ser usada independente do valor de B.
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Os pontos singulares da equacado (10) sdo:
r=0 r=11//8 (27a,b)

onde i?=-1. 0 objetivo & obter uma solucao no entorno do ponto sin-
gular r=0, o qual & um ponto singular regular. 0 intervalo de traba
lho para a coordenada radial e rysrsr,, com r1>0 e re=1; o nimero
de Brinkman B &, em geral, uma grandeza menor que | e entao a solu-
cao resultante ser3a convergente para qualguer ponto no intervalo de
interesse.

A solugac da equacao (10) & da forma:

Tn(r) = Cm(Tn)1 + Cm(Tn}a + {Tn}P (28)

onde {Tn}] e (Tn]z sdo solugdes linearmente independentes da equa-
cao homogénea correspondente, (Tn)P e uma solugao particular e Cipe
Cln sdo constantes. As raizes da equacdo indicial sdo 5,=5,=0 e, en
tdo, uma das solucgdes linearmente independentes & do tipo logaritmi
co.

Para obter (Tn}l e (T )p substitui-se a serie:
(Ty)yp = 1 3, rt (29)
=0

na equacao (10). Por meio de um procedimento padrao determinam-se os

coeficientes ig e, considerando-se que El=Eani,=...=iz£+lw...=0, es
creve-5s5e que:
v = zm
(T)ip = mgﬂ a,r (30)
Os coeficientes a,, sao:
L a3 _+6
3, = - (31a)
(16B+x _)a,+3BA a
n no
3, = - T (31b)
B (56B+X, )3 +(208243B) )&, +38%) 3
a, = = 16 (31(:)
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3, .- [1zB(m-1]z+4B{m-1)+An]EE(m_ )+[1252(m-2)';aa=(m-z)+
+ 3BY T8, (#1948 (m-3) 4483 (m-3)s38%X T5, 1+
+ BT, gy (2m) m=d 5,6, ... (31d)
onde
A = -(%f (32)
G, = %% (33)
(Tn)1 e (Tn}P sdo dadas por:
(Tn)1 =14+ m21 azmrzm (34)
(T )5 m§1 o o (35)

tal que os coeficientes tn ¥ Sy sao obtidos fazendo:

.= Ezm(ib=1 : Gn=D) (36a)

Com = 3pp8o=0 i G) (36b)

A equacao (36a) significa que os coeficientes LI sao calcu-
lados pelas expressoes (31) considerando-se EO=1 e G =0; €iig também
sao calculados usando-se (31), porem, como Eouﬂ e mantendo-se G da
do por (33). A primeira vista o procedimento parece complicado, no
entanto, como os coeficientes foram calculados no computador, torna
se muito ficil a obtencac das series.

A segunda solugdo {Tn)a & dada por:

(1), = {Tn)l i r o m21 b, p2m (37)

onde os coeficientes b também determinados por meio de um proce-

~ am’
dimento padrao, sao:
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2a,+B
by = = —— - (38a)
8a,+14Ba,+4B2+(16B+) )b,
By (38b)
16
122+26Ba,+16Ba,+2B%+(56B+\ )b, +(20B2+38A )b,
b = - (38¢c)
36
1624+368a ;+28B22,+68%2 .+ (120B+1, )b +(6487+381 )b, +(8B>+382) )b,
by = - . (38d)
64
by = ~{4m &, +[2+12(m-1)1Ba, (0, #[4+12(m-2)IB% () 4+
+ [2+4(0-3)18° a, 0 +(4(n-1)412(n-1)"J84r Ib, (0 e
+ {T8(n-2)412(m-2) 1874380 1D, (1 1+
+ {[4(m-3)+4(m-3)"184382) 1b, (0, 1+B2A D, (0 ) /Ame
m=5,6,7,... (38e)
As constantes C e C sao determinadas das condigoes (11):
C, =-po C_ =l (39)
amn -ﬁ; wn -DI'I_
onde:
[T, (r)3p (Th(re)d,
D, = (40)
_[Tﬂ{ri)]P [Tn(riJ]3

[To(r)),  ~[T,(rg)3p
D, = (41)
[Tﬂ{r1331 '[Tn{ri)JP
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[T, (red], T (r ),

D, = (42)
[T, (ry)]y [T, (r3d3,

Nas expressdes acima [T (r.)1,, [T (r;)],, (T,(r;21p e

[Ta(rgddys [T (r ), [T (r )], sdo, respectivamente, os valores de
(Thdys (T ), e (T ), para r=r; e rer_.

SOLUCAOD NUMERICA

0 problema representado pela equacao (4), sujeita s condi-
coes de contorno (5a,b), foi resolvido tambem numericamente, por di
ferencas finitas, utilizando-se o metodo iterativo de Gauss-Seidel,
Essa solucao teve como finalidade servir de comparacao e verificacao
das solucoes analiticas por desenvolvimento em série.

Como, para os primeiros casos, a convergencia era lenta, uti
lizou-se um fator de sobre relaxacao ("successive over relaxation")
igual a 1,8 [6]. Com esse fator de sobre relaxacao o numero medio de
iteracdes, para uma precisao da ordem de 10-7, ficou em torno de 80.
Foram testados varios tamanhos de malha, desde 9x9 até um maximo de
24x24, e para todos os casos a convergéncia se deu, e para o mesmo
valor, o que vem mostrar a consisténcia do método usado; para a maio
ria dos casos apresentados adiante usou-se uma malha de 19x19.

OUTROS PARAMETROS NO NUCLEO
Com a solucao do campc de temperatura TN' pode-se, a partir
do sistema de equacoes (2), obter os outros parametros no nucleo:

= d27 dT
z 1-Br? | n. 1 "'n ,nn? z
UN{I'.Z) = -EE —m - nz, m [?r—, + F —ar— -(?) Tnlsen[nﬂ(‘ﬁ 1-1)] {‘3)
zr T oor z
VN(r,z} = PRUTSBrT * n§1_ 7 Tn sen[n-rr{F +1)] (44)

(45)

"
L=

PN(r.z)

DN(TgZ) - W:EFQT - ?1 Tn{rlsen[nn{]z; +1)0 (46)

=
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0 valor de p, dado por (45) @ resultado da anti-simetria das
condicoes de contorno. A solugdo para "y @ obtida da chamada "rela-
cao de compatibilidade" entre o fluxo de massa axial no nicleo e na
camada de Ekman. Essa relacdo & representada pela condicao de con -
torno para w junto as tampas (isto &, para y=0) - ver Parte 1, equa
cdo (17c). Dessa condicdo e do valor de We (a velocidade axial na
camada de Ekman), calculada para y=0, obtém-se:

Wy(r) = = — e [44Br2s2Are (14Br2)] (47)
88 /" (1+8r2)

lembrando que Wy nac depende de z, conforme atesta a equacdo (2a).

APLICAGDES, COMENTARIOS E CONCLUSOES

Assim como na Parte | o fluido de trabalho utilizado foi o
hexafluoreto de uranio; os dados da maquina tambeém sdo os mesmos, a
saber, F =10cm, r =1, r ;=0,70 e h=1. O pardmetro de guia & o nimero
de Brinkman B, sendo que, variou - se B, variando a velocidade de
rotacdo - veja tabela 1.

Tabela 1. Valores do fator de celeridade A, numero de
Ekman E e numero de Brinkman B, em funcao
da velocidade periférica goFe’ 0 fluido e

UF, com T =300K e {ﬁelcr-BGUON/m‘.

noFe(m/s) A E B
100 0,71 1,50 1 1 0,0215
200 2,82 7,50 10-7 0,0852
300 6,35 5,00 10-7 0,1919
400 11,29 3,70 10-7 0,3412

Para o calculo com as séries a precisdo estabelecida foi de
10-%, isto @, aumentava-se o numero de termos da série, até que a
diferenca entre dois valores sucessivos da grandeza que estava sen-
do calculada ficasse menor que 10-%, No caso das series em r, notou
se que conforme r aumentava no intervalo, aumentava o numero de ter
mos para convergéncia. Para valores de r proximos de 1 chegou-se a
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necessitar até 33 termos, enquanto para r pequenos (proximos do 1i-
mite esquerdo do intervalo) o numero de termos para convergéncia era
em média 7. No caso das séries em B o numero maximo de termos  foi
12, mantendo-se esse numero o mesmo para praticamente todo o inter-
valo, a menos das extremidades, onde se dava uma diminuigdo. 0s cal
culos foram feitos em uma calculadora HP 9825T e os graficos foram
tracados no plotador HP 7225B.

Dentre os varios resultados numéricos obtidos, alguns sdo
apresentados a seguir sob a forma de graficos. 0 termo “linear",que
aparece na legenda das figuras, significa que a distribuicao de tem
peratura nos cilindros e linear, condicac esta estabelecida na Par-
te 1.

Antes de passar aos comentarios e importante analisar o caso
"B=0". No limite, quando o nimero de Brinkman B se anula, as equa-
coes de quantidade de movimento azimutal e energia se desacoplam -
ver equacoes (6) da Parte 1 - e, inclusive, a equacdo da energia pas
sa a ser a equacao de Laplace. Nesse caso a solucdo geral para 0
campo de temperatura @ T=z/h, visto que, essa funcdo satisfaz a equa
cao diferencial e as condicoes de contorno. Essa mesma solucao & ob
tida para o campo de temperatura (considerando mesmas condicoes de
contorno deste problema) quando o fluido & incompressivel, pois,nes
te caso, o parametro B também & igual a zero.

As figuras de 1 a 4 mostram a comparacdo entre as trés manei
ras distintas usadas para calculo de TN' a temperatura do nucleo.
Inicialmente, para B=0, ha uma coincidéncia perfeita dos trés meto-
dos, como, em razdo do exposto acima, nao poderia deixar de aconte-
cer. Conforme B aumenta, considerando-se a solucdo por diferencas fi
nitas como referéncia, o desvio apresentado pela série em r mantéem-
se praticamente o mesmo, enquanto que para a série em B, como era
de se esperar, o desvio aumenta. Concluindo, deve-se usar as séries
em B para valores pequenos de B e as séeries em r para valores gran-
des de B.

A figura 5 mostra perfis da temperatura T, resultantes da so
ma da solucdo do niicleo com a solucdo das camadas de Stewartson. Ob
servando a linha pontilhada, a qual representa TN' nota-se como as
camadas de Stewartson permitem o acerto das condicdes de contorno
junto &@s paredes solidas. E notavel tambem a modificacao que o efei
to de compressibilidade provoca; se o escoamento fosse incompressi-
vel com distribuicdo linear de temperatura nos cilindros, na figura




RevBrMec, Rio de Janeiro, V, VII, n9 3 — 1986

257

A0 T -ms:E
-l.lrl -L17]
(a) ]
4 o 1/2 1]
42 N 3 -&ni
42 -1.3]
425 2]
I
465 T, 4
40 a4
(b)
44 / / 44
45 N 3 +3
4% A9
45 45
A% T, -m‘
47 7]
(e) ]
4 1 r
473 / / 4781
4n] s +aif
1
anl +.08)
= e -
sk A

Figura 1. Distribuicao de temperatura no niicleo

u t para B=0;caso linear.
Convencdo: 1 - série em B; 2 - Diferencas finitas; 3 - se
rie em r; (a) z=-0,20h; (b) z=-0,50h; (c) z=-0,80h ==
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Figura 2. Distribuicao de temperatura no niucleo para B=0,1; caso 1i-
near. Convencao: 1 - serie em B; 2 - Diferencas finitas;
3 - série em r; (a) z=-0,20h; (b) z=-0,50h; (c) z=-0,80h
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Figura 3. Distribuicdao de temperatura no nucleo para B=0,3; caso 1i-

near. Convencao: 1 - serie em By 2 - Diferencas finitas;
3 - série em r; (a) z=-0,20h; (b) z=-0,50h; (c) z=-0,80h
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Figura 4. Distribuicac de temperatura no nucleo para B=0,50; caso 1i
near. Convencao: 1 - serie em B; 2 - Diferencas finitas;
3 - série em r, (a) z=-0,20h; (b) z=-0,50h; (c) z=-0,80h
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1

Distribuicao da temperatura T=Ty+Ts. A linha cheia repre-
senta T e a linha pontilhada representa Ty; caso linear;
z=0,40h. Convencdo: 1-B=0,0852; 2 - B=0,1818.
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Figura 6. Curvas da velocidade axial w. Note-se, a esquerda, a camada junto as cilindro interno e,
a direita, a camada junto ao cilindro externo; caso linear; z=0,80h.
Convencao: 1 - B=0,0852; 2 - B=0,1919.
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Figura 7. Distribuicdo de temperatura no nucleo; comparacao entre o presente trabalho e o artigo
de Sakurai e Matsuda [4]. Dados basicos: B=0,0852; h=1; caso linear; rj=0,05 (para a geo
metria bicilindrica); Convencdo: (a) z=-0,40h; (b) z=-0,80h -
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5 ter-se-ia T7=0,40, para qualquer valor de r e independente da rota
cdo. Alem desse aspecto, conforme B aumenta, o que & um reflexo do
aumento da velocidade angular (ver tabela 1), a modificacdo do per-
fil de temperatura aumenta; esse € um resultado tipico do efeito da
compressibilidade.

A figura 6 ilustra a velocidade axial w para duas velocida -
des de rotacao diferentes. Como ja foi destacado na Parte 1, nota-
se o efeito do refluxo interno nas camadas de Stewartson.

Em conclusao, pode-se afirmar que os resultados obtidos sao
consistentes, em funcao de trés evidéncias principais:

{ i ) 0Os valores obtidos para TN’ quando calculados de trés manei-
ras distintas sdo bastantes proximos, e, dessa forma, aconte-
ce uma verificacao cruzada entre essas diversas solucoes.

{(ii ) 0 presente problema foi resolvido fazendo B=0 e obteve-se pa-
ra o campo de temperatura a solucao T=z/h, como atesta a fiqu
ra 1. Assim, a partir do caso compressivel, conseguiu-se “"re-
cuperar" o caso incompressivel.

(iii) A figura 7 mostra a comparacao entre o presente trabalho e o
artigo de Sakurai e Matsuda [4]; estes autores estudaram a
centrifugacdo de um gas em uma maquina monocilindrica, consi-
derando condicoes de contorno teérmicas: aquecimento da tampa
superior, resfriamento da tampa inferior e cilindro condutor,
com distribuicdo linear de temperatura. Como se percebe,a com
paracao € interessante, visto que, as condicbes de contorno
sao semelhantes. Como & mostrado na figura 7, as duas solu~-
¢oes sao obtidas fixando-se os mesmos parametros basicos, e
para a configuracao bicilindrica tomou-se r1-D.05, dentro da
ideia de se "recuperar" a solucdo monocilindrica a partir da
bicilindrica no limite r1+0. 0s valores de TN foram compara -
dos para z=-0,40h e z=-0,80h, e sao realmente muitos proximos
(maior diferenca da ordem de 2%).
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RELACOES CONSTITUTIVAS PARA ESCOAMENTOS
DE FLUIDOS NAO-NEWTONIANOS ATRAVES DE
MEIOS POROSOS SATURADOS

Rogério Martins Saldanha da Gama, LNCC/CNPq
Rubens Sampaio, DEM-PUC/RJ

RESUMO

0 tnabalho estuda ¢ comportamento de dois tipos de §fuidos nao-Newteniancs An-
compressiveds quando estes escoam atraves de um meio porcso, idealizado como wnm
conjunto de placas paralelas equidistantes. Com o resultados obtides analitica
mente propQem-se refacies consiitutivas para a forca de interacdo aoudo-ﬁtuwo
Gue sunge nay equacoes da Teordia Continua de Mistunas, quando ¢ fluido e o so0-
Lido (medo peroso) sdo tratades como constituintes contowes de ura misturd bi-
na)t.w.

ABSTRACT

In this work we analyse the behavion of two types of non-Newtonian —incompress-
Aible fluids, fLowing through a porous medium, that is assumed to be composed by
sevenal plane plates separated by a constant distance. With the obtained ne-
sults, constitutive relations are proposed for calculating the sofdid-fluid 4in-
teraction fonce, that appears 4in the equations of the Contiauwm  Theohy of
Mixtunes, when the fluid and the solid (porous medium) are assumed — conddnuows
constituents of a binary mixture.
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INTRODUCAO

Quando se deseja um tratamento local, uma das formas de se ana
lTisar um escoamento atraveés de um meio poroso & tratar o fluido e
o solido (que compde o meio poroso) como constituintes continuos de
uma mistura binaria.

Sob este ponto de vista [1,2] temos que analisar o movimento
de uma mistura continua onde os constituintes sdao dotados de cine-
matica independente e tem sua interacao levada em conta nas equa-
coes da dinamica.

Para uma mistura ctontinua, composta por dois constituintes, na
auséncia de reacoes quimicas, temos a equacao da continuidade, pa-
ra o constituinte i, dada por

8 Y
Tt— + d‘l\t(p_i_\ll) =0 i=].2 {1}

enquanto que a equacao da quantidade de movimento linear & postula
da como

av
pi|E +lorad v)v | = div T, + mg + pyby §] 2 (2)

onde p, e uma relacao local entre a massa do constituinte i e o vo
lume de mistura correspondente, v, & o campo de velocidades do cons
tituinte i, Ii seu tensor parcial de tensoes, Ei e a forca externa
por unidade de massa que age sobre i e m, e a forca de interacao
por unidade de volume que atua sobre i por efeito dos demais cons-
tituintes da mistura. Neste trabalho, por estarmos considerando ape
nas dois constituintes, m, e o efeito dinamico do outro constituin
te sobre i.

Por ser m;, uma forca interna a mistura temos que, para o balan
¢o de quantidade de movimento ser satisfeito para a mistura comoum
todo

mo+m, =0 (3)

Se supusermos agora que a matriz porosa € rigida e possui movi
mento prescrito, ndo precisaremos nos preocupar com as equacoes (1)
e (2) para o constituinte sdolido. Assim sendo, para o fluido,temos
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que
pr
-5 + divipgve) = 0 (4)
BV
Pe —FF-+(grad !f]gf = div T+ me + pfgf (5)

-

0 objetivo deste trabalho & o estabelecimento de equacoes cons
titutivas para mc supondo que o meio porososejarigido, homogéneo,
isotropico e esteja saturado pelo fluido que por ele escoa. Serao pro
postas relacoes constitutivas para dois tipos de fluidos nio-ueutg
nianos incompressiveis a partir de uma situacdo fisica simples.

Definindo agora a porosidade ¢ e supondo que o constituinte fluido
seja incompressivel podemos reescrever as equacoes de balango, pa-
ra o fluido, como

div ve = 0 (6)
Ve
oo |5 +(grad velve| = div T + me + pobe (7)

onde p @ a densidade real do fluido.

Se o fluido for Newtoniano podemos supor que [3]

Te = -0pl+2nro?De , Dy = 1} (grad v +(grad 1fJTJ (8)
’n
me = - 1 (ye-U) (9

onde p € a pressao no fluido, U a velocidade da matriz porosa, K a
permeabilidade especifica, n a viscosidade do fluido, A um parame-
tro geométrico adimensional, ¥¢ O campo de velocidades, If 0 ten-
sor parcial de tensoes e me a forca de interacao solido-fluido.

Para um escoamento de um fluido Newtoniano incompressivel com
V¢ constante teremos que (na auséncia de forcas de corpo externas)
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-9 grad p = L0 (v-u) (10)

A equacao (10) & conhecida como a "Lei de Darcy", sendo um re-
sultado bastante conhecido e encontrado na literatura de meios po-
rosos.

HIPOTESES CONSTITUTIVAS

Suponhamos que o fluido n3ao-Newtoniano que satura o meio poro-
so seja incompressivel e que

If L ‘¢pl+§{'\:¢s9f} . E,f =0 - 5 - g (1])

Vamos determinar uma relacao constitutiva para me a partir de
um escoamento onde Ve seja constante. lsto forgara, por (11), que
T¢ seja um multiplo escalar da identidade e reduzira (7) a seguin-
te equacao (na ausencia de forcas de corpo)

¢ grad p = m (12)

=2
-

Basearemos nosso estudo num meio poroso idealizado, formado por
varias placas paralelas de espessura "6" espacadas de "A", como e
esquematizado na figura 1 [4,5].

Podemos determinar a permeabilidade K e a porosidade ¢ do meio
porosc abaixo analiticamente.

Se pudermos supor que entre cada duas placas temos um escoamen
to de um fluido Newtoniano incompressivel a baixas velocidades, te
remos a velocidade real do fluido, num ponto que dista £ do centro
do intervalo entre duas placas, dada por

v = - 5 grad pl(5) -g2] (13)

Pensando agora no fluido como um constituinte da mistura sdli-

do-fluido, temos que Ve sera dada por

ver o il v(£)dg = - 1 grad p §y (1)
-4/ L

—_
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mparando (14) com (10) vem que

==

j !

|

m

|
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A porosidade & dada, diretamente da figura 1, como

¢ = xs (16)

e assim a permeabilidade K pode ainda ser expressa por

K = T2 (17)

Sabendo que

£ vﬂ%?? (18)

vamos extrapolar os resultados obtidos, para certos fluidos, escoan
do através de um meio poroso como o da figura 1, para escoamentos
através de meios porosos quaisquer caracterizados apenas por ¢ e K.

ESCOAMENTO ENTRE PLACAS PARALELAS DE UM CERTO FLUIDO

Vamos voltar nossa atencao para um fluido incompressivel cujo
tensor tensao & dado por

grad v+{grad EJT

T=-pl+2n(D)D , D= - (19)

onde a funcgdo n(D) e dada por

n(0) = n, + n,/2D+D (20)

sendo T e n, constantes.

Em (19) e (20) p & a pressao no fluido.

Suponhamos agora que este fluido escoa entre placas para]elas‘
infinitas e impermeaveis a baixas velocidades de tal forma que,sen
do v, componente do campo de velocidades na direcao de -grad p,
tenhamos (escoamento plenamente desenvolvido)

v =V = { {2]}

Assim sendo trabalharemos com apenas uma componente da equacao
da quantidade de movimento, ou seja
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v
PV, T T - 3R+ gx (en(DID) + 5 (2n(D)D, )
+ = (2n(D)D,,) (22)

no caso de regime permanente sem forcas de corpo externas.

Uma vez que o escoamentosejasuposto plenamente desenvolvido,(22)
se reduz a

2,

d dvx dvJt
x = dy [("o”‘i ?TI’?T (23)

MW
2h y“_x.

P

Figura 2. Escoamento entre placas paralelas

Com relacdao a figura 2, a equacao (23) sera resolvida sob as
sequintes hipoteses

dv
y>u_c.—ﬁ’i<u

dvx
y:l]_o‘—d—g-nﬂ (24)
¥y =h=v, =20

X

Para O<y<h temos que (23) pode ser reescrita como

d d dvx dvx

-d':l:' ® dy I:n‘-‘ dy '”1(‘3}‘} = constante = C (25)
Sendo que

C<0.

(26)
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dv

Integrando (26) e considerando que TE; =0 para Osysh temos que
dy n F]

1 o ;. L.
_EF' Tl (7 J n (27)

Integrando novamente e observando a terceira condigao em (24)
ficamos com

1 "o LN | oA BT e
Vx{}” =3 —1 (Y“h)" 3T {E? ﬁ) ¥ 'n—ﬂ -

E «—Jz- £ ”a} (28)
? n

A velocidade media vV pode ser entao calculada como

V. = }]; Jr v (y)dy (29)
-hn My Mg ? /2 4n] i ¥ e

= 0 2 1 _0, _ch _ 1 _ch

Vet c 3T Uam) on)) cvsem U o)) e

o
* T20cthny (39)

Definindo o como

dchn,
g W (31)
T
1]
temos que
'hn 3 !'13 - -] d
- 0 /A o / 0 5
Ve ™ -4? -[(1-a} -11 W -(1-a) m*ﬁ-f (32)

Expandindo {]-a]!fz em series de Taylor obtemos {em torno de
a=0)

(1-a]=f2 = 1- % ok % a4 i% o+ T%F a+ E%E , SN (33)
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Substituindo (33) em (32) ficamos com

3
hn, "o

= 3 3 3
"rx = -— -4]1—1 -[.- 2- o+ -g a4 Tg 0.‘1‘...] m -

-[1-%a+~§q3+na:'“] gn (34)

Simplificando os termos comuns vem que, para o pequenc

1 "o 3 "o ] Ne 1 "o

- - 0 0 0

vV = 2 - H % 3 = 3

x = 780 ** en? ~ T6U *° T - T2E0 ¢ ent © 320 ¢ enr (39

ou seja, em funcdo de ¢

2p2
T 1 che? 1 © M1
LIRS N, - T (36)

(2]

Da equacao acima podemos tirar que

2 ™
T]o ? ﬂo z GVI 1'Io

2
c.-?'-ﬁn_1+ (‘Ih'n_l)"ﬁr‘"ﬁ'; (37)

A outra raiz de (36) nao foi considerada pois se deseja que c¢+0
quando 7x+0.

Levando em conta (25) reescrevemos (37) como

1

2n? 2n2 2 4V n?
d 0 0 X0
X =~ 3y ) - we, (38)

GENERALIZACKO DA LEI DE DARCY

Se pensarmos agora no meic poroso idealizado,da figura,e consi
derarmos o fluido, que por ele escoa, e o solido, como constituin-
tes continuos de uma mistura binaria, teremos que sua velocidade
(sob o ponto de vista da Teoria de Misturas) sera dada por

a/2
s 2
Vgps ¥y, o § Jo v (y)ay (39)
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Vamos entdo estender o resultado da secdo anterior para ummeio
poroso com permeabilidade especifica K e porosidade ¢.

Considerando as equacdes (17) e (18) e lembrando que A=2h nes-
te caso, ficamos com

on !
- gﬁ = B -VBZ-ZB(TO}\!F (40)
X

onde 8 & definido como

n
g = ,m%'% . (41)

Comparando (40) com {(12) podemos escrever gque
$n !
-4 g{% = -me =|: - Vﬁ*-ZB[—RE)vf :I¢ (42)
X X

Extrapolando o resultado para o caso vetorial e supondo que a
forca de interacaotenha sempre a direcao da velocidade relativa en-

tre o fluido e o sdlido, escrevemos que

-¢ grad p = ¢LF(|| vell )Ty, (43)
onde Ve e o campo de velocidades, para o constituinte fluido, na
mistura.

A funcao f(l[lfﬂ ) & dada por (42) da seguinte forma

on !
a-\/sf-st" | vell

(44)
|l£f”

£ Xf” ) =

e a forca de interacao Me, Para a mistura considerada, e dada en-
tao por

¢T}o . if
me = -4 s-ﬁz-as T (45)
d [ Ll ]n vell

Este resultado pode ser novamente estendido para o caso onde o

meio poroso esteja em movimento. Se pudermos supor que Me depende,
localmente, da diferenca de velocidades entre o constituinte soli-
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do e o constituinte fluido, entao podemos escrever que

$
B = ‘¢E' B?-28 T | f'!”] ‘—-T” (46)

onde U & a velocidade do constituinte solido (meio poroso).

Uma vez que, para chegar até aqui, supusemos o pequeno,é bas -
tante razoavel simplificar a expressao acima supondo que Bseja gran
de» ja que

B-3s (47)

Desta forma torna-se conveniente reexpressar (46) como

én Xpo
me = -@sE- 1- 2 2% |l ve-u |[:| T S (48)
\'

e expandir o termo entre colchetes em funcao de % —?E | ve-ull, que
e suposto ser muite menor do que a unidade.
Assim procedendo, vem que
-$B(v-U)
172 X ox2 . x3 . 5x* ]
m = — + s (49]
—f ” !f'g|| 2" TT T6 Y 178

onde x e o termo anteriormente referido.

Com algumas simplificacoes chegamos a

$2n on -Ull  dén, 2 uli gng > [bg-U
m = - 2 u_RE_”%;B;L{T“) EE—,— %( %) ]!" I :|u -U)  (50)

As equacoes (48) e (50) (esta Ultima com a expressao truncada
em algum termo) generalizam a classica Lei de Darcy, para escoamen
tos de fluidos Newtonianos incompressiveis atraves de meios poro-
sos, ja que no limite quando n,+0 teremos B+~ e entdo
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“$°n, ( } (51)
lim m, = 1im m. = v, .-U 51
n,+0 —f 8 —f K -f =
que € exatamente a expressao proveniente da Lei de Darcy no casoda

viscosidade do fluido ser Ny

UM OUTRO TIPO DE FLUIDO

Consideremos agora um outro fluido nao-Newtoniano, que tambem
segue a equacao (19), diferindo do modelo anterior na funcao n(D),
gue aqui e suposta

n(0) = (V2 m" ,  n>a (52)

Sequindo a mesma linha de raciocinio da segdao anterior, chega-
mos 4 seqguinte equacao diferencial

dv n+l

Ei = - x
e " lEy (53)
Considerando as condigoes {(24) ficamos com

.T -

n+2 n+2

e (y) = - Del ™Y R (54)
x\Y' = T e ', y

Sob o ponto de vista da Teoria Continua de Misturas temos que
o constituinte fluido tera a seguinte velocidade

nl n+?2
ve = G9 (Fkp ™t (55)

X

Procedendo como no modelo anterior chegamos a

n+2 1
Tnre T
-0 g2 - ona [y R (56)
X

ou, estendendo da mesma forma que na segao anterior
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n+2
#n, [, 2(T) (2ne3

i ol b T " :Itvf ) (57)
ollvg- uu_T

Deve ser notado que, quando n+0, este modelo também se reduz a
classica Lei de Darcy, para um fluido Newtoniano com viscosidade

B

RESUMO DAS EQUACDES OBTIDAS
- Equacao da Continuidade para o Constituinte Fluido.

div ve = 0 (58)

- Equacao da Quantidade de Movimento para o Constituinte Fluido.

av
po -r-f +(grad vf)ia = div Te + me + oobe (59)

- Equacoes Constitutivas para a forca de interacao me em escoamen-
tos atraves de meios porosos rigidos, homogéneos, isotropicos e
saturados.

a) Se o tensor tensao for dado por T=-pl+2nD (Newtoniano).
¢%n )
me = - —— (ve-U) (Lei de Darcy) (60)

b) Se o tensor tensdao for dado por I:—p1_+2[no+n1¢2_ﬂ-_[§]§.

(61)

o*n lve-ull  ong ® lve-ull
ﬂ"—r‘TL{m—( o =5 ]“f'”)
c¢) Se o tensor tensao for dado por I=-p1+2n,,(/2'[_f«_g)ng.

n+e

1

o2n, [T o ZTnaT)Z T

- R Kn (TK] {‘Eﬁr?'lé} —K—n]'fif-!) (62)
ollvg-u T
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COMENTARIOS FINAIS

Neste trabalho partiu-se de modelos classicos aplicados a fend
menos simples (escoamentos entre placas paralelas) para se cons-
truir relagoes constitutivas, aplicaveis a Teoria Continua de Mis-
turas, quando esta for usada para modelar certos escoamentos atra-
vés de meios porosos.

De posse de uma relacao constitutiva para a for¢a de interacgao
(por unidade de volume) me podemos, com uma escolha adequada de T,
determinar o campo de velocidades do constituinte fluido (sob G
ponto de vista de Teoria de Misturas) em um escoamento atraves de
um meio poroso. Tal informacao nao @ alcancada, em geral, atraves
de Teorias Classicas de Mecanica dos Fluidos.

As equacoes constitutivas aqui propostas possuem suporte na si
tuacao idealizada na figura 1, porem nao existe argumento tedorico
que garanta a possibilidade de extensao da idéia para um meio poro
so qualquer. Isto, na realidade, so podera ser comprovado atraves
de experiéncia.
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NOVA APLICACAO PARA A REDE TELEX

A partir de agosto, a Rede Nacional de Telex coloca mais
um servigo 3 disposiglo de seus usudrios. Trata-se de um banco
de dados com informagBes bibliogrédficas - o SUPRIR. Ao usi-lo, o
cliente toma conhecimento de livros, artigos de revistas, teses,
relatdrios, patentes e outros tipos de publica¢Bes. Além de re-
sumo e palavras=-chave, hi uma série de indicagBes por publicagdo_
nome do autor, titule do trabalho e outros dados de identifica-
¢3o0. Apbds selecionar as publicagBes, a partir destas indicagdes,
o c¢liente pode ainda utilizar um servigo complementar para obter
o8 textos completos. Estes pedidos também s3c feitos na hora,
via telex.

0 banco de dados tem informagBes internacionais em v&-
rias fAreas: Informftica, Engenharia El@&trica, Eletrdnica, Fisica
e informag®es nacionals e internacionais em todos os campos da
Energia, inclusive a Energia Nuclear. As fitas estdo internali-
zadas no Centro de Informag®es Nucleares da Comiss3o Nacional de
Energia Nuclear e s80 operadas em seu computador, um Honeywell-
-Bull pP8~-7, no Rio de Janeiro. O software para operaglo do sis-
tema fol inteiramente desenvolvido pela equipe do CIN.

Todos o8 assinantes da Rede Nacional podem ter acesso
ds informagBes armazenadas no SUPRIR. Para dar-lhes maior segu-
ranga, porém, o CIN faz um cadastramento prévio e fornece uma se-
nha para uso do sistema. O telex que se ligard ao computador do
CIN & o mesmo utilizado nas outras comunicagdes. Com esta nova
aplica¢3oc, os usufirios telex, sem gualgquer investimento adicional
em egquipamentos, passam a ter acesso a um servigo on-line gue an-
teriormente 8d era possivel por meio de ligagdo ao exterior, via
Interdata. As bases operadas agora s3o: INSPEC (Informdtica, Con-
troles, Fisica, Engenharia Elétrica, Eletrbnica), INIS (Engenha=-
ria Nuclear) e FONTE (Fontes renovidveis de energia). Em breve
serfo acrescentadas outras: ISMEC (Mec@nica), WELDASEARCH (Sol-
dagem) e METADEX (Metalurgia), gue j& estB3o em fase de implanta-
gdo.

Durante o més de agosto o sistema estari em perfodo ex-
perimental, com um conjunto-amostra de 100.000 documentos da base
de dados INSPEC para demonstrag3o. Neste periocdo, o cliente gue
fizer buscas pagar8 apenas os custos de comunicagdo 3 Embratel.

NGmero do indicativo do SUPRIR 32527+
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D Otimizago ¢ Controle. D D D
Remeter para:
Secretariada ABCM
LECC — Laboratorio de Computacdo Cientifica
Rua Laurc Muller, 455
CEP 22290 — Rio de Janeiro, Beasil
OBJETIVOSDAABCM
A Associacdo Brasileira de Cuéncias Mecinicas & uma . reahizar Congressos, Simpbsios, Conferincias, Cursos e
Sociedade Civil, senr fins lucrativos, fundada em 10 de Reunides Técnico: Clent(ficas.
abril de 1975 por profissionals interessados em Ciéncias . promover o intercdmbio com associagbes similares do
Mecimcas, com a finalidade de congregar pessoas fisicas pais e do exterior.
e juridicas visando
530 atividades Tradicionais da ABCM.
. contribuir para 0 desenvolvimento da  Engenharia .0 Congresso Brasileiro de Engenharia Mecénica -
Mecinica no Brasil, COBEM, que se realiza a cada dois anos na primeira
. estimular um eletivo mterciming entre as Unjversda dquinzena de dezembro dos anos impares.
des, Centros de Pesquisa e 8 | nddstria, . O Simpdsia Brasileiro de Tubulactes e Vasos de Pres
. @wulgar o conhecimento em Ciénmas  Mechnicas sio - SIBRAT, que é realizado nos anos pares.
através de publicagio de hvrod textos, manografias . A Revista Brasilerra de Ciéncias Mecdnicas - RBCM,

€ revisias publicacio trimestral.—




O Bradesco financia
fudo 0 que voce precisa.

CREDITO
DIRETO AO
CONSUMIDOR.



PEDIDO DE ASSINATURA DA RBCM OU DE NUMEROS ATRASADOS
QUER DA REVISTA OU ANAIS DE CONGRESSOS

— Preencha a ficha anexa, indicando o desejado, e remeta para
ABCM
LCC - Laboratorio de Computacao Cientifica
Rua Lauro Miiller, n0® 455

Caixa Postal 56018 -
22290 - Rio de Janeiro, RJ - Brasil

— Remeta, em anexo, um cheque nominal (AssociacaoBrasileirade
Ciencias Mecanicas) no valor indicado na referida ficha.

BRASIL EXTERIOR
Anais do COBEM () 3,00RTN'S () us$ 100,00
Anais do SIBRAT () 2,00RTN'S (.) US$ 50,00
Volume avulso RBCM ( ) 1,00RTN'S ( ) uss 2500
Assinatura RBCM ( ) 200RTN'S ( ) uss 50,00

ASSINALE SUA SOLICITACAO

Nome:

Endereco:

Cidade: ESTADO: CEP:

Composto ¢ impresso por
Wi J. DI GIORGIO & CIA. LTDA.
Rua Vaz de Toledo, 536 - Eng. Novo - RJ
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