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ABSTRACT 
The. .i.n.te.gJt.a.l e.qua..t.i.on t.rz.c.hn.i.que. ü appl.i.ed .to 4olve. .the. he.at 
~a.n46e.~ pJt.ob!e.m o6 the. 6u!!y de.ve.lope.d !am.i.~4A 6low an~ he.a..t 
.tllan4 6 e.tt i..n 6.tJt.a.i.gh.t duc..t4 w.L.th allb.L.tJt.a.Jt.y c.Jto44 H.c..t.Lo n a.nd 
a.Jtb.L.tJt.a.Jt.y bounda.lly c.ondi...t.i.on4 . The. hta.t 6!u~ .i.4 a46ume.d to be. 
a.~.i.al!y uni..6ollm. The. c.Jt.o44 4e.c.t.i.on ge.ome..tJt.y c.a.n have. 6.i.mply and 
mu.l.t.i.ply-c.onne.c..te.d 4ha.pe.. AppllOpJt..i.a..te. bounda.lly Glle.e.n ' 4 6oJt.mula6 
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aJte. pJt.e.4e.nte.d 6oJt. e.ac.h pa.Jt.t.i.c.u.lall bou.nda.Jt.y c.ondl.t.i.on ana.ty4e.d. The. 
bou.nda.Jt.y c.ond.i..ti..oM o6 pe.Jt..i.phe.Jt.a! ·he.a:t 6lu.~ a.nd te.mpe.Jta.tulle. a.l!.e 

i..nve.4.t.i.ga..te.d and nu.meJt..i.c.al valu.e4 o6 the. Nu.44e.!.t nu.mbe.Jt. aJt.é ob~ 

6oJt. ge.ome..tJt..i.e.4 o6 c..i.Jt.c.u.la.Jt.,ellip.t.i.c.a.l, · .i.4o4ce.!e.4 .tJt..i.a.ngu.La.ll, 
Jt.e.c.ta.ngula.Jt. , c..i.Jt.c.ula.Jt.-6la.t.te.nne.d an~ e.c.c.e.n.tJt..i.c.-a.nnu.la.ll Cll044 
4e.c..t.i.on4. The.4e. da..ta. a.Jt.e. c.ompa.Jt.ed w.<.th ava.i.!able. data. 6Jt.om plle.viou4 
pu.bl.i.4he.d Jt.e.6e.Jt.e.nc.e.4. 

NOMENCLATURE 

A* cross section area of D 
A dimension l ess cross section area of D, A*/1* 2 

cp fluid specfic heat 
O two-dimensioned Lyapunov r egio n (cross section) 
O~ hydraulic di ameter, 4A*/L* 
oh dimension l ess hydraulic diameter 
ao boundary of o (wa ll ) 
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fricti!)n factor 
fundamental solution of the bi-harmonic operator 
modified f~ndament~l s~lutiqn of the bi-harmonic operator 
fundamental solution of the Laplace operator 
modified fundamental solution of the Laplace operator 
mean film coefficient on o, Q*/L*(T;m-TS) 
fluid thermal conductivity 
lenght of ao (wetted parameter) 
dimensionless lenght of aO, L*/~* 

characteristic lenght of O 
number of subintervals of the real interval [c,d] 
number of subintervals of the real interval [a,b] 
Nusselt number referred to Oh' li*Oh/k 
fluid pressure 
overall heat flux at the wall ao 
local heat flux normal to the wall 

~wp: dTS local dimensionless heat flux, q~/9..u pcp <fW* 

Reynolds number referred to O*h, u;oh;v 
are lenght of 30 

dimensionless are lenght, S*/t* 
fluid temperatura 

d * dTb 
dimensionless fluid temperatura, T*/t*~ ~ QWT/~~ 
dimensionless wall temperatura 
dimensionless average wall temperatura 
dimensionless average wall temperatura as defined by 
equation (33) 

dimensionless average temperatura over O 
bulk temperatura 
dimensionless bulk temperatura 
cartesian coorãenates in the plane of O 
duct axial coordenate 
fluid axial velocity 
dimensionless fluid axial velocity, -u*/1*2 ~~~ 

u~ fluid mean axial velocity 
um dimensionless fluid mean axial velocity 
z a point or a vector (x,y) 
a fluid thermal diffusivity 

fluid dynamic viscosity 
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fluid kinematic viscosity, ~/p 
~··· ~· 

INTRODUCTION 
Heat transfer in laminar flow in straight ducts with 

multiply-connected cross section geometry occurs in practice, 
particularly tn heat exchangers for solar energy heat transfer 
processes and flat plate collectors . The fully developed lamini~ 
fluid flow and heat transfer tn st raight duct wi th axtally untform 
heat flux is an approximation of the actual heat transfer in 
counter-flow double-tube and multiple-tube heat exchangers with 
equal fluid flow heat capacities, while the condition of axially 
uniform temperatura is an approximation of the actual heat transfer 
in condensers and e vaporator s. These heat transfer phenomena are 
governed by the. Poisson equation, which is known to be easily solved 
by several avatlable númerical techniques [1] . 

There ~ave yet been published in the heat transfer literatura 
several methods of solution for the heat transfer problem in fully 
developed laminar fluid flow and heat transfer 1n straight ducts of 
arbitrary shape as reported in (2]. The analytica1 so l utions are 
still lim~ted to simple cross section geometrias like circ l e, 
rectangle,tr iángle, annulus and others (3] . The analytical solution 
proposed by Sparrow and Haji-Sheikh (4J . which is based on the ~ram
Schmidt orthogonalization method is limited to simply-c9nnected 
cross sections . The analytical solution proposed by Shah [2] is 
based on a least-square matching on the boundary and is also 11mi-ted 
to simply-connected cross sections . 

The main practical difficulty in solving these prob l ems by 
any numerical technique is due to the complexity of the shap~ of 
the cross section of the duct and the type of the heat transfer at 
the wall. The finite element and the finite difference method can 
solve these proble~s easily. However these methods are sensitive 
with the shape of the bound~ry and require the solution of a large 
number of linear equations . 

The main purpose of · this paper is to show that the integral 
equation technique can be used to solve this class of problems for 
arbitrary multiply-connected cross sections with mixed boundary 
conditions on the boundary or part of it. The main advantage of the 
present solution are its generality , its compactedness and .its 
reduction to the boundary nodal points where the boundarr conditions 
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are assumed to apply. The integral equation technique has been 
appl i ed successfully in several branches of applied science and 
engineering as elastostatics and potential theory [5), hydrodynamics 
[6) and heat transfer [7). This technique is not limited to linear 
problems. Numerical solutions of non-linear problems with combined 
heat conduction and radiationare reported in [8] and [9] . Another 
advantage of the present technique is that it can solve problems 
wi th di fferent boundary conditions for a given cross section 
geometry. This is so because the derived linear equations depend 
only on analytical integrations on the boundary of the cross section. 

Concerning the purpose of this paper, integral equation 
schemes are proposed to solve the fully developed laminar fluid flow 
and heat transfer with the following boundary conditions: 

Hl: Peripherally prescribed wall temperatura and axially 
uniform heat flux as defined in [1]. 

H2: Peripherally prescribed wall heat flux and axially 
uniform heat flux as defined in [1]. 

Hll , H12, H21, H22: Combinations of boundary conditions of 
types Hl and H2 prescribed on 301 and 302 for doubly-connected cross 
sections as follows 

Hll: Condition Hl prescribed at the walls _a ol and aoz . 
Hl2: Condition Hl prescribed at the wall ao1 and condition 

H2 prescribed at the wall íl0 2 • 

H21: Condition H2 prescribed at the wall ao1 and cond it 1 on 
Hl prescribed at the wall ao,. 

H22: Condition H2 prescribed at the walls aD1 and ao, . 
These conditions are particularly applied here to the case of an 
eccentric annulus. 

THE GOYERIIIG INTEGRAL EQUATIONS 

The Momen tu• Equation 
The fully developed steady state laminar fluid flow of a 

newtonian incompressible fluid, in a straight duct of arbitrary 
c ross section O, in the absence of body forces with p and v constant 
is governed by the fo11owing dimensionless Poisson equation 

va u z -1 ( 1) 

where U=u( x,y) is the dimens i onless velocity field satisfying the 
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boundary condition 

ulao .. o (2) 

where ao is the boundary of O. The boundary of O is assumed to be 
the disjoint union of simple closed smooth curves wi th defined 
curvature at each of its points, i.e., D is a Lyapunov region as in 
(SJ. The ve l ocity field u and the cartesian coordinates x and y are 
related t o the physical variables u*, x* , y* and w* by 

u = -u*/t *2 ~ /~ x = x*/t* , y = y*/t* (3) 

where t* is a characteristic lenght of O, p* is the pressure and w* 
is the coordinate in the flow direction (see Fig. 1). 

(o) Simply ·connected 
cro:;s teci i on 

(b) Doubly-connec::!d 

cross sechon 

Figure 1. Cross section geometry 

o~r solution of the problem ( 1)- ( 2} can readily be obta i ned 
by making use of the fundamental solution of the Laplace operator 
which is given by 

g < z. z • > = - i= '·"I z -z • I (4) 

where z= (x,y ) and lz-z 'l =(( x-x ')
2
+(y-y' )

2
)

1 12
• The use of the second 

Green's identity in problem ( 1 )-(2) and equation (4 ) leads to the 
following integral equation 
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eu( z) + ~ J tnl z-z' j(z-z') ·n 'ds' + Jr (~ +tnjz -z' ll ~~ ds' =O (5) 
' ao ao qn ao 

where e~n if z is placed on aO and 6= 2n if z is placed inside D. 
Th e dot in th e above equation mean s the inner product i n th e 

space R1 and n means the unitary normal vector to ao according to 
Figure 1. More detai ls above the derivation of equation (5) i s fo und 
ín [10] and [ 11]. The unknown normal shear stress distribution f*la o 
is calculated by imposing condition (2) on equation (5) , in which 
case the following Fredholm integral equation of the first kind 
result s 

(6) 

lf ao is defined by cartesian coordina te s X • x(~l and y2y(t) where r 

belongs to some real interval [a , b) with x (a)=x(b) and y( a ) =y (b) , 
then equation (6) ca n be written as follows 

~ J:tn[z( t ')- z( t)j( z( t ') - z{t )} N(r')dro + 

b 
+ Ia ( ~ + t n I z ( T o ) - z ( r ) I ) U n ( -; ' ) d 7 o O {7) 

• ilU wher e U
0

(r) =s (r) ãn (z{r))j
30

, N (t) 2 s(:)n(z(~)) = (y(r) ,-x (:)) and 

s( ~ ) = (x( r ) 2 +y( r ) 2 
)

1
/

2
• Si nce D is a Lyapunov reg ion s( : )>O and 

therefore ~~lao can readily be calculated since U0 (:) can be 
obtained from equation (7) , lf the cross section O is multiply 
connected, one gets as many integral equations of t he form {7) as 
many simp le conto urs of 30 exist, an d the integrals of equation {7) 
become a sum of integrals, each of which evaluated on simple closed 
curves of ao. 

Th e f riction f actor f is g iven by 

(8) 

where the Reyn old s numbers is given by Reh =D hu;;-v wh ere 0h=4A* /L*, 
A* is the c ross section area and L* i s the wetted perimeter. Here, 
L=l* /1* and A=A *tt • : are given by 
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L(ílO) = J ds = Jbs(t)dt 
ao a 

(9) 

and 1 J 1 Jb A{ao) = 1 z•n ds = I z·N{t)dt 
ao a 

(10) 

The mean velocity um over O is proved to be given by 

+ t nlz-z' l ~~ (z')laoJ (z'-z) · n dsds' ( , 1) 

or alternatively 

x (z(t') - z(T) •N(t') + tnlz(t') - z{T) I 

x U
0
{t')] (z(t') - z(T)) •N(T)dTdT' (12) 

The product umA in the above equation is calculated by making use 
of any standard double integration rule. The velocity field u(z) is 
evaluated from equation (5) by setting 8=2n . 

The Energy Equati on 
lf in addition to the assumption ass umed to deri ve equation 

(1), k and c are assumed to be constant and mass diffusion, . p 
chemical reactions , energy sources and viscous dissipation are not 
considered, the fully developed heat transfer in a straight duct 
with cross section O is góverned by the following dimensionless 
equation 

"V2T "-u (13) 

* dT* 
where T~T*/1*~ ~ dw~/a~, T* is the temperature distribution over 
O and Tb is the bulk temperature . The above definition of T is 
derived from the assumption of axially uniform heat flux . By equation 
(1), equation (13) can be. written as 
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( 14) 

The boundary conditions H1 and H2 are respectively given by 

( 15) 

and ~T j " -q ( s) 
on ao n 

( 16) 

( i) Integral Equation for Condition Hl 

A fundamenta l sol ut ion for the bi-harmonic partial different
ial operator can be written as 

G(Z,Z 1
) =- ~ lz-z 1 1

2

(~nlz-z~l-1) ( 17) 

Applying the Rayleigh-Green identity [5] to equation (14) and the 
boundary condition ( 15) and taking into account the above definition 
for G(z,Z 1

) one gets the following integral formula 

J (C+tnlz-Z 1 I> aTI dS 1 
• J (zl-z) •nl T (Z 1 )dS 1 

ao an ao ao lz-zl I 5 

- eT(z) + t J c{ (tnlz-z 1 1- {l(z 1 -z) •n1 

ao 

+ ( ~n I z-z 1 l-1) ~~ 1 CID] I z-z 1 1
2 

ds 
1 

- c umA (18) 

where c is a real constant. ln the derivation of the above equation, 
the Neumann condition given by 

( 19) 

is added to the Rayleigh - Green identity in order to prevent the 
illconditioning of equation (18) in the case of CID to be the unit 
circle. The constant c is set to be equal to 0.5 in order to get 
the same kernel as in equation (6). 

ln equation (18) 6•n and T(z)-T
5
(s) if z is placed on the 

boundary CI D while 6 =2n if z is placed inside O. ln th e former case 
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equation (18) becomes a Fredholm integral equation of the first 
kind whose unknown function is the heat flux distribution ~~ 1 30 
while in the later case it is the explicit solution for the 
temperatura T(z) over O, since ~~la o is evaluated on ao. Equation 
(18) can also be derived by the direct application of the second 
Green's identity to equation (13) by taking into account the 
fundamental solution of the Laplace operator, in which case the 
following identity is used 

f0g(z,z')u(z')dA(z'). -J
0
G(z,z')dA(z')- f

30
G(z,z') ~~j 30ds' (20) 

The above identity is also derived by application of the 
second Green's formula to equations (1) and (2) and by taking into 
account the definitions of g and G. The first integral in the right 
hand side of equation (20) is easily reduced to an integra l on the 
boundary by making use of polar coordinates . 

(ii) Integral Equation for Condition H2 

The solution of the energy equation (13) or equation (14) with 
the boundary condition (16) is known to be not unique. However if 
the mean temperature over O is specified, then this solution is 
uniquely determined . ln order to introduce the mean temperatura in 
the integral equation (18) the fundamental solution G given by 
equation (17) is modified as follows 

" G(z,z') = G(z,z') + lz-z'l /64A 

ln this case equation (18) takes the form 

f (z'-z) · n'( l - ~)T (z')ds' - aT(z) ~ -2wTm + 
ao I z-z' I . t\ s 

+ f (~nlz-z'l-..:,.. lz-z'l
2

) x aTI ds' -ao ~t\ an ao 

-{ f c{ (~nlz- z'l- j-~ lz-z'l
2

) X (z'-z)•n' + 
ao 

2 a • 
+ (.tnlz-z'l - 1 - ix lz-z ' l ) X a~l J lz-z' I ds' 

ao 

(21) 

(22) 
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where Tm is the mean temperature over O defined by 

(23) 

ln equation (22) T(z)~Ts(s) and 8=~ if z is placed on ao and 8=2n 
if z is placed inside O. In the former case equation (22) becomes a 
F.redholm integral equation of the second kind in the unknown 
function Ts while in the later case it becomes the explicit solution 
for T(z) since Tm is arbitrarily specified. As in the case of 
equation (18), equation (22) can also be derived alternatively by 
making use of the second Green's identity, in which case the 
following identity is used 

where g is given by 

g(z,z') = g(z,z') + Jz-z' 1
2 
/4A (25) 

The first integral of the right hand side of equation (24) is 
reduced to an integral on the boundary ao by means of polar 
coordinates. If the curve ao is defined by its coordinat~s f~nctions 
as in equation (7), then the unknown function of equation (22) is 
replaced by T

0
(T)=S(T) ~~lao· In this case ~~ l ao can be obtained 

since S(T) is positive elsewhere over ao . 
The integral equations (18) and (22) can readily be extended 

to doubly-connected regions . For these cross sections , the boundary 
ao is understood as the disjoint union of simple closed curves aD 1 

and aD 2 as in Figure 1. The integral equations ( 18) and (22) are set 
on the closed curves ao 1 and aD2 for each specified boundary 
conditions of the types H11 , H12, H21 or H22. These equations are 
analogous to the integral equations corresponding to doubly-connected 
two - dimensional heat conducting solids as reported in [9]. 

For the purposes of the present study the Nusselt number is 
defined by 

(26) 
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where the film coefficient n* is given by 

n* • Q*/L*(T* -T*) sm b 

195 

(27) 

where Q* is the overall heat flux through O and r;m is the average 
wall temperatura on ao. If the corresponding dimensionless variables 
are replaced in equation (26) one has 

Nuh • (Oh/L)umA/(Tb-Tsm) (28) 

where T5m z t J Ts(s)ds (29) 
ao 

and Tb • ~ J T(z)u(z)dA(z) (30) 
m O 

An identity that can explain physically the behavior of the 
Nusselt number with respect to conditions H\ and H2, can be derived 
by multiplying equation (13) by T, making tne integration of the 
result over O and then applying the divergence theorem. The final 
result is 

(3\} 

From equation (19), the above equation can be written as 

(32} 

where Tsn is giaen by 

T .. J T dTj ds/J aTI ds 
sn ao s an ao ao an ao 

(33} 

It is not difficult to see from equation (33) that T
5
n reduces to . 

T
5
m if the conditions of uniform peripheral temperatura HT or 

uniform peripheral heat flux ~ are assumed. Moreover equation (33) 
implies that Tb - Tsn is always positive for every arbitrary boundary 
conditions of types RT and R!. In the special cases of prescribed 
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un1form temperature or heat flux distributions at the wall, equation 
(28) can be written as 

(34) 

where umA is given by equation (11 ) . 
The above equation can be assumed as a definition of the 

Nusselt number for arbitrary boundary conditions of types H1 and H2, 
and equation (33) can be assumed as a definition of the mean 
temperatura on the boundary ao . 

OISCUSSION OF RESULTS 
A computer code was specially developed in order to solve 

equations (1) and (13) for simply and doubly-connected regions of 
arbitrary shape with arbitrary boundary conditions of type Ht and 
H2. The computer code includes also the case of axially uniform 
temperatura on the wall, in which case the results are not reported 
here. Equations (6) , (18) and (22) are solved numer ical ly by the 
boundary element technique [5]. This technique has proved to be a 
very useful and efficient one to solve integral equations of the 
types given here. The reduction of equations (6) , (18) and (22) to 
linear boundary equations is carried out by well known standard 
procedures whose details are found in [12), (5), [7] and [9). 
Accuracy problems may occur ín the case of cross sections having 
corners. As was poínted out previously, the present so lu tio n is 
proposed only for Lyap unov regíons, i.e., which have piecewise 
smooth curvature . When the integral Green's formulas are extended 
to regular regions with corners, both the kerne l and th e boundary 
integrals of equations (6), (18} and (22} introduce unaccuracies 
which are sensitive wi th t he angle of the corner . In order to 
overcome this difficu l ~y. rounded corners can be introduced in such 
regions, so that the original cross section is approximated by a 
lyapunov region. If sharp corners are assumed, a more accurate 
procedure is proposed for computation of the boundary integrals of 
equatlons (18} and (22). The procedure lays in the calculation of 
the left hand stde of identities (20) and (2 4) by an approximate 
sum obtained by a 2-D pannel approximation over the region o. The 
details are presented in the appendix. 
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lhe accuracy of the boundary element techn1que is checked in 
[5]. where the boundary Green's formula and the simple and double 
layer methods are compared with exact solutions of standard problems 
in potential theory and elastostatics. Since this technique has 
proved to be sufficiently accurate. the comparison between 
temperatura and heat flux distributions with the corresponding 
exact solutions will not be reported here. Full results are available 
with the author. 

ln order to make the comparison between the solutions 
obtained by solving equations (18) and (22) and by using the 
numerical integration given in equations (35) to (50) . the heat flux 
and temperatura distributions respectively obtained for conditions 
HT and H1 applied on a squared cross section are plotted in Figure 2. 
This figure shows that the corresponding curves agree well. except 
in the vicinity of the corner. 

1.5 ,...--------------------, 

1.25 

1.0 

0 .75 

0 .5 

0.25 
A 

(-) Eq. (18) 

(---l Eq. (20) 

o~ 
B 

Figure 2. ~eripheral temperatura and heat flux distributions for a 
round corner rectangular cross section geometry as in 
Fig. 3c 
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The friction factor product fReh as well as the Nusselt 
number Nuh' calculated by equations (8) and (28) respectively for 
the simply-connected cases, are given in Table 1 for the geometries 
of Figure 3. Comparisons are made with data from [1] , [2], [3) and 
[13]. The numerical values obtained here are in good agreement with 
data from the above references within an error no greater that 0.1~. 
The Nusselt number corresponding to the case of an eccentric annulus 
for b/a=1./1.94 (see Figure 3g) for the condition of uniform 
temperatura on the inner tube and the outer tube insulated was 
compared with data corresponding to the slug flow heat transfer 
from (14]. Several eccentricity ratios were tested and the results 
are plotted in Figure 4. The Nusselt number for the present case is 
lower than the Nusselt number for the slug flow condition for every 
ec~entricity values as expected. Data from the present work for the 
slug flow condition are also plotted in Figure 4. For every 
eccentricity ratio the Nusselt number obtained by the present method 
was found to be slightly greater than the corresponding data from 
(14]. On the other hand, the values of the product fReh for case (g) 
are in full agreement with the exact values obtained in [15]. 

C A S E (a) (b) (c) (d) (e) (f) REFERENCE 

16.000 13.333 14.227 Refs. (1] and [13] 
fReh 

16.012 16.828 13.348 14.236 15.156 17.891 

Nuh (l!T) 4.364 3.111 3.608 Refs. [1] and (13] 
(prescribed 4.365 4.559 3.106 3.649 3.896 5.083 Eq . (18) uniform 
temperature) 4.368 4.565 3.111 3.612 3.894 5.098 Eq. (20) 

Nu h (H'Z) 4.364 1.892 3.091 Refs. [1] and [13] 
(prescribed 4.359 3.779 1.901 3.2039 3.504 3.941 Eq. (22) uniform 
heat flux) 4.366 3.800 1.900 3.099 3.501 3.950 Eq. (24) 

Table 1. Comparative data for s1mply-connected shapes 

The computed results corresponding to the particular boundary 
condi tions RTT - uniformly prescribed temperature on both the inner 
and outer wall, RT! - uniformly prescribed temperature on the outer 
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(o) 

(d) relo =0.0 
b/ o; 1.0 

(elrclo=O.I 
b/ o = 1.0 

(b) b/o = 0 . 5 

+ 

b 

( f ) b/o = 2 .O 
(g) c/(b-o) :Q.5 

b/o = 0.5 

Figure 3. Cross section shapes studied 
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0.6 
c/(b-o) 

0.8 

Figure 4. Nusselt number as a function of the eccentricity ratio 
c/(b-a) 
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wall and the inner wall insulated, HTI- uniformly prescribed 
temperatura on the inner wall and the outer wall insulated, and H!! 
- uniformly prescribad heat flux on both the inner and outer wall 
are given in Table 2. Table I and Table 2 show that the Nusselt 
number corresponding to condition HT is in general greatar that the 
Nusselt number for condition H!. The Nusselt number defined by 
equation {34) has the meaning of the ratio between the total heat 
flux on D and the intensity of the temperatura gradient over D 
given by the integral of the absoluta value of the gradient field 
through O. lf the cross section has stagnation regions , than the 
boundary condition of the type H! produces more gradient field then 
condition HT in these reg ions . This reasoning was used by Eckert in 
[16] to explain why the Nusselt number for condition HT is greater 
than the Nusselt number for condition ~. This conclusion can also 
be drawn from equation (34), which shows that the greater the 
absolute value of the gradient field through D the sma ller the value 
of the Nusselt number . 

BOUNDARY 
Nuh1 Nuh2 Nu h EQUATION USED COND IT ION 

3.459 4.314 
l!1T 

3.747 ( 18 ) 

3.448 4.325 3.745 ( 20) 

2.720 0.000 
RT2" 

2.4676 ( 18) 

2. 716 0.000 2.4671 (20) 

0.000 2.824 2.047 ( 18) 
HTI 

0 . 000 2.827 2.051 (20) 

0.739 0.582 
H!! 

o. 677 {22) 

0.745 0.585 0.685 (24) 

Table 2. Calculated data for the eccentric annulus 
{case (g)) where Nuh1 is referred to the 
outer boundary and Nub2 is referred to the 
inner boundary as in [13] 

CONCLUDING REKARKS 
The main advantage of the technique applied here is that it 
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can be applied to cases of very complex cross section geometrias 
without any further computer program improvement , since only the 
cartesian coordinates of the boundary are needed piecewise. It is 
remarkable that the present solutioh gives the boundary unknown as 
heat flux and temperature distributions before the temperatura field 
over the cross section ts known . This fact is particularly important 
if one is interested to know the heat flux or temperatura 
distribution in the interface between a heat conducting wall and 
the flow region [1]. ln the steady state case, no information on 
the temperatura field over the cross section is ne~ded previously 
in order to obtain the informations at the wall. While the methods 
proposed in [2] and [4] and the finite difference and finite element 
methods imply the full calculation for each particular boundary 
condition to be analysed, the integral solution as is seen here can 
solve several different boundary conditions for a given geometry, 
since the kernels of the integral equations depend only on the 
boundary geometry . 

The extension of the present formulation to the fully 
developed laminar fluid flow and heat transfer in finned ducts of 
arbitrary cross section geometry with fins of arbitrary shape is 
straightforward . The integral equation of the heat conducting finn 
can be obtained by making use of a complete Gl"een's function, which 
can be obtained by a variational method as made in [17]. 

Concerning the comparison of the present method with the 
finite element and finite difference methods, it appears that no 
sharp conclusions can be drawn. The present solution spends more 
computer time in the evaluation of the kernels of the integral 
equations than the time needed in order to set up the equations by 
finite element and finite difference methods, for the sarne number 
of nodal points at the wall. On the other hand, thé number of 
equations needed by the present technique is considerable less. 
This advantage of the integral method is remarkable if a multiply 
connected cross section is considered . 
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APP END IX 
The integral on the left hand side of equations (20) and (24) 

can be approximated over the region O in two ways as follows: 

CASE 1. The point z is placed inside O 
Let O be inside the rectangle defined by points (x,y) such 

that as xs b and c~ y~ d . Let M and N integers and fix • (b-a)/N and 
ôya(d-c)/M. 

Let Dmk; k=l ,2, ... ,M; m•l ,2 , •. • ,N be the set of points (x,y) 
such that xm- 6x/2sx s xm+6X/2 and yk- 6y/2~y~ yk+6y/2 and let aomk be 
the boundary of Omk· Applying Funini's theorem, the left hand side 
of equation (20) can be written as 

J 
1 N 

O
g(zij'z')u(z')dA(z') • - ~ L 

mal 

J !nJz .. -z'jdA(z') o lJ 
mk 

(35) 

where Z;j •( xj,yi ) ; i•1,2, ... ,M; j .. 1,2, ... ,N and u(x , y) vanishes 
outside O. 

By using polar coordinates one has the identity 

f R.njz .. -z'jdA(z') • ~ J !nJz .. -z'j(z'-z.j) •n'ds'- ~ fixfly (36) o lJ ao lJ , ' 
mk mk 

where the first integral on the right hand side of the above 
equation is given by 

I t nJz .. -z' j(z'-z;jl•n'ds' R (x.-x + ~) ao lJ J m ' 
mk 

+ 1/112 (xj -xm+ ~)] + (y;-Yk+ ~)[~ (xj-xm+ ~) >< 

>< (in a=-!n a~) + ~ âx(tn a~-2) + 1/121 (y1-yk+ ~)] + 

+ (xm-Xj+ ~)(~ (y;-Yk+ ~)(in a!-tn a~) + 
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z ( llx 2 llY 2 

a xj-xm• 1:> + (Y;-Yk- 1:> 

a= • (xrxm+ ~/ + <Y;-Yk+ o/:>2 

a~ • (xj-xm- ~)a + (y;-Yk+ ~)z 
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(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

ln the sarne way the integral on the left hand side of equation (24) 
is approximated by 
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J 
1 N 

g(z •. -z 1 )u(z 1 )dA(z 1
) =- 1-IT L 

D lJ ma1 

x J
0 

(R-nlz;rzll-; lz;s-z 1 12

)dA(z 1
) 

mk 

where J tnJz .. -z 1 1dA(z 1
) is given by equation (36) while o , J 

mk 

J lz.j-z 1 j
2

dA(z 1
) =+J jz .. -z 1 1(z 1 -z .. )•n 1 dS 1 

o , .. ao lJ lJ 
mk mk 

where 

f jz .. -z 1
1

2

(Z 1 -Z;·> ·n1 dS 1 = (x.-x +~) x ao lJ J J m ~ 
mk 

1 ÕX 3 ÔX 3 
+ ~ [(x.-x + .~) -(x.-x- ~) ]] 

~ J m ~ J m ~ 

ln matrix representation one has 

A .. k = J R.n I z .. -z 1 I dA ( z 1 
) 

lJ m ao lJ 
mk 

and B •. k = J (R.njz .. -z~J- ~ Jz .. -z 1 j
2

)dA(z) 
1J m ao lJ ~x , 3 

mk 
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(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 
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where the following symmetries hold: Aijkm- Akmij' Bijkm=Bkmij and 
all entries of the above matrices can be obtained from the matrices 

Allkm and Bllkm' m•1,2, ... ,N and K·1,2, .. . , M. 

CASE 2. The point z is placed on aO 
ln this case the left hand side of equations (20) and (24) 

can be computed by any standard double integration rule. 
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Ape.ha~ doh ~núme.~oh e.h6o~çoh ~ecentemente dehenvolv~doh no ehta be.l~ 

c~men.to de mode.loh de tu~bu.iê.nua, Jte.6hen;te-.6e a b.ibliogJr:a.6.ia de. m~ 

de.loh que. he.jam .6-i.rnultane.a.me.nte. p~e.c~hOh e himpie.-6 . O p.itehe11te. .t4a
batho .tem po.it ob j e.tivo a. de.:te.ILmúta.çiio do h ca.mpoh de vel.oc~da.de. em 
doü e.6coa.me11toh: um óilme. ti.qu.<.do .ta.m.<.naJt e..~> coando po~ gJt.a.vlda.de. h~ 
b~e. uma. pta.ca plana e. uma. co4Jten.te .tuJtbule.nta de a.~t e..6coa.ndo pa.Jta.l~ 

lamente 110 he.n.t.<.do de..~>cende.11.te. ou 110 he.n.t.<.do a.hce.nde.nte. de.ntiLo de 
um canal b.(d~me.nhiona.l. O método de Pai i apl~ca.do a e.hta. con6igu.~t~ 

cão ma.ü g e.1ta.l paiLa. dete.ltmi.na.ciio h e.m~-a.na...t.Ltica. do.~> pe.1t6ü de.-6 envo:f 
vido-6 de. velocidade. e .ten.6ão .tu~bule.nta., uhando-he. um mZn.<.mo de. in-
60ilma.çÕe..6 ex.pe.IL.i.me.n..t:a..i.-6 na ava..t~a..cão numêJt.i.ca. doh pe.~t6i4. A.~> dü:t1t~ 

bu.<.cõe-6 ob.t.<.da.-6 .~>ão contZnua..-6 e .6ua..ve.4 em :toda. a. e.x.ten4ão do ca.nal , 
de..~>de a. hub-camada .tamina.IL ati o núc.te.o .tuiLbule.n.to. A ên6a4e do .tJta.. 
ba..tho e.6tÕ. na .6ua. 6-<.mpUé.<.da.de., one.ILada e.x.c:fu4iva.men.te poiL uma ce.Jt.

.ta.. do.óe. de. ma.nipula.cÕe.-6 a.lgébJt.i.cah . 

ABSTRACT 
ln 6pi.te. o6 ma.ny ILe.ce.n.tty de.ve..toped e.660Jt:th :to u.tab.tüh .tu~bule.ttce. 
mode.l-6, one canno.t 6ind model-6, wh.<.ch be .6imul.ta..ne.ou.6LIJ a.ccuJta.te. 
a.nd .6-i.mple . In .the plle.l>ent WoJt.k the. ve.loc.(..ty 6le.td.6 a..lt.e. de.te.lt.mi.ne.d 
6olt. a. la..m.i.na.Jt. 6a.llútg liqu..i.d 6-i.lm and a. .tult.bute.n.t a.bt h.tiLe.a.m ólow.Lng 

dow11wa.1td 011. upwa.Jtd , pa.~ta..Ue..t :to .the. 6~lm a.nd conMne.d .<.n a. two-
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d~men4~onal ~hannel. P~'ó p~ocedu~e ~6 applied to th~ gen~al 

caõe and the developed p~o6~le4 o6 veloc~ty and óhea~ õt~eó~ a~e 
ob.ta.i.ned w.i.th a m.i.n.<.mum o6 upiVt..i.me.nta:l. data. Th~e pM6ile.ó a~e. 

cont..i.nuouó and ómoo.th and hold t~ue. att the. way ac~oóó the. channel, 

~nclud.i.ng the lam..i.naA óublaye~ unt..i.t the tu~bulent co~e. The majo~ 
emphaõ.i.ó .<.ó ..i.n óimpl.<.c..i.ty , although a ce~~n amount o6 algeb~a.i.c 

man..i.pulat..i.on~ a~e neede.d. 

INTRODUCAO 
Desde o final do século XIX, quando Osborne Reynolds estabe

leceu a teoria básica sobre turbulência , ate os dias atuais, inúme
ros investigadores vêm se dedicando ã modelagem de escoamentos tur
bulentos . Hã hoje em dia disponiveis na literatura modelos extrema
mente sofisticados, que prevêm com precisão as equações constituti
vas relacionando os fluxos turbulentos de momentum, calor e massa 
aos respectivos gradientes de potencial . Vârios destes modelos são 
baseados na distribuição logaritmica de velocidade, de ~on Kãrmân e 
em variações da teoria de comprimento de mistura , de Prandtl [1,2]. 
Hã, entretanto, evidências de serias limitações e inconsistências 
nesta teoria [3,4]. Pai desenvolveu um método para obter distribui
ções turbulentas de velocidade em ca nais bidimensionais [4] e em t~ 

bos [5]. Este método consiste na integração das equações de conser
vação de massa e momentum e e usada alguma informacão de carãter e~ 
perimental [6] para a completa avaliação numérica das distribuições 
desejadas. Recentemente o método de Pai foi estendido a problemas 
de transferência de calor em canais bidimensionais [7] e os parâme
tros utilizados origi nalmente foram reava liados, permitindo o seu 
uso em fa ixas mais amplas de nüme ro s de Reynolds, Re. Os trabalhos 
experimentais desen volvidos por Corcoran, Page et al. [8,9,10] pro 
veram a informacão suplementar necessária ã extensão do método ori
ginal. As distribuições de velocidade, temperatura, fluxos ~urbule~ 
tos de momentum e calor e difusividades turbulentas, obtidas atra
vés do método de Pai , são continuas e suaves e as equações resulta~ 
tes são aplicáveis ã tod a a extensão do escoamento, desde a sub-ca
mada laminar, formada junto ãs paredes do duto, até o nücleo tu r bu
lento. Não hã assim necessidade de introdução de teo r i as artifi
ciais para apl icacão do método. 

O presente trabalho tem por objetivo estabelecer o perfil 
turbulento de velocidade numa corrente de ar escoando sobre um fil-
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me liquido laminar, sendo os dois escoamentos confinados num canal 
bidimensional. O método de Pai ê aplicado a esta configuração mais 
geral e as equações obtidas podem ser aplicadas a uma ampla faixa 
de números de Reynolds do ar. A distribuição do fluxo turbulento do 
momentum no escoamento do ar é também obtida. 

ANALISE TEORICA 

Seja o canal bidimensional, esboçado na figura 1, inclinado 
de um ângulo a com relação ã vertical. A distância entre as placas 
é a. O liquido (fluido 2) escoa laminarmente por gravidade sobre a 
placa inferior e o ar (fiuido 1) escoa sobre a pelicula de liquido 
num movimento forcado turbulento. Serão considerados doi s casos: 
(i) o ar escoa no sentido descendente (x crescente) ou (ii) o ar e! 
coa no sentido ascendente (x decrescente). A espessura do filme li
quido é suposta constante e igual a 6 . O comprimento do canal é i, 

sendo a<<i . Considera-se escoamento hidrodinamicamente desenvolvido 
para ambo s os fluidos. A pressão em um ponto qualquer do escoamento 
é P(x,y,z) . 

AR I FLUIDO 1) 

I ;: 
JJ, · .. . -, , ·., . 

. ..___ .f I 

• ~LL(QUIOOIFW1002l 
v---..... 

Figura 1. Escoamento paralelo de filme liquido laminar e corrente 
turbulenta de ar 

As equacões de conservação de massa e momentum aplicadas ao 
escoamento turbulento médio são 
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( 1) 

(2a) 

(2b) 

aw - aw - aw - a-w 1 ap v- (dw'U'" ~ rwrrl 'fi + u ax + v ry + w dz • - (j dz + v 2w - -,x- + ãY + ãZ • (2c) 

onde u, v, w são valores médios no tempo das componentes da veloci
dade, pé o valor .mêdio de 

p : P - pg(x cos B-y sen B) (2d) 

P é a massa especifica, v é a viscosidade cinemática e 

são o~ valores médios no tempo das flutuações turublentas. Estas 
equações são aplicáveis ao fluido 1(ar), dentro das seguintes hipó
teses: (i) o escoamento médio é permanente e bidimensional, i.e., 
1 .1(x,y), se 1 é uma quantidade qualquer do escoamento médio; (ii) 
o escoamento médio sõ tem componente u, i.e . , V•W•O; (iii) os valo
res médios das flutuações turbulentas são funções apenas de y. A 
aplicação destas hipóteses ãs equações (1) e {2) conduzem ao segui~ 
te sistema de duas equações a quatro incógnitas, onde o indice ínfe 
rior 1 se refere ao ar 

(3) 

(4) 

Para o filme liquido, onde não hã flutuações turbulentas e 
com a aplicação das hipóteses (i) e (ii), as equações (1) e (2) se 
reduzem a apenas uma, com duas incógnitas, na qual é usado o indice 
inferior 2 
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(5) 

As incógnitas contidas nas equações (3) a (5), são p1(x,y), 
Ü1(y), p2 (x), u2 (y) e as flutuações turbulentas üTVT e V'T, que são 
funções apenas de y. As equações (3) e (4) são aplicãveís para 
O ~ ySa-ó e a equação (5) é aplicãvel para - óSySO. As seguintes condi 
ções de contorno completam a formulação do problema: 

(6-8) 

y - Ó (9) 

y o (10) 

dU1 duz 
lJl dy .. IJ, Ty ( 11) 

(12-13) 

Na equação (11), 1J 1 e 1J 2 são as viscosidades dinâmicas dos fluidos. 
As velocidades médias do s dois escoamentos, ü 1m e u2m são de 

finidas por 

- 1 fa-ô -u1 = t ~ u1dy m a-o 0 
, fo u2m • õ u2 dy 

-ó 
(14a,b) 

e o duplo sinal na definição de ü1m se refere aos dois sentidos de 
escoamento do ar: o sinal positivo para escoamento no sentido des
cendente e o sinal negativo para o sentido ascendente. 

São definidas as seguintes variãveis ad1mensionais 

=-6 "i 
ul ut 

nl ; nz ul u2 = u2m 
u1m 

( 15-18) 

tais que as equações (14a,b) se tornam 

• ( 19a ,b) 

São ainda definidos os adimensionais P1 e P2 , constantes, e 
w(n 1 ).tais que 
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(20) 

(21) 

aP 1 ôP 1 Verifica-se que, pelas equações {3) e (4), e- não são 
dP ()X ôY 

funções de X e que, pela equação {5), ~e constante. Estas condi-
çÕes ficam prontamente atendidas pelas equações (20) e (2 1). 

finalmente, define-se os adimensionais 

(22-23) 

( 24-25) 

A aplicação dos adi~ensionais definidos pelas equações (1~) a 
( 18) e (20) a (25) ãs equações (3) a (13) conduz ao seguinte con
junto de equaç~s e condições de contorno 

(26) 

d OrÇ (w+rl = O ( 27) 

(28) 

111 : 1 U
1
(1) • O • r( I) = O , r( l ) 2 o ( 29-31) 

112 = -1 ui ( -1) • o (32) 

111 = o r(O) • O r{ o) o ( 33-34) 

111 ~ 112 = o nul. o • u2,o (35) 

dU1 dU1 

nM<an~\1 =o .. <an;\~ .o (36) 
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Na equação (35), U1 , c • U
1

(0) e U 2 , 0 ~U 2 (0) sao as velocidades 
dos dois flufdos na inte r face . 

Nota-se que hã 3 equações e 5 incõgnitas e hã necessidade de 
informação suplementar para resolver o problema acima formulado. 

Integrando-se a equação (28) obtem-se 

onde a2 e b2 são constantes. A aplicação das condições (19b) e (32) 
permite eliminar b2 e P2 na equação (37) , que se torna 

3(a, -2) 
4 n: . (38) 

Integrando-se agora a equação (26) , re sulta 

(39) 

onde(\ e constante. Combinando-se (39) , (38) e a condição (36), PE_ 
de-se determinar que 

(40) 

Integrando-se novamente e usando a co ndição (29), obtem-se 

(41) 

onde ç e uma variável muda. As constantes a2 e P1 podem ser achadas 
atraves das co nd ições (JS) e (19a ) . Apõs a lgumas manipulações alge-
bricas , 

( 42) 

( ) J(1+QMI) ~~ 4M(ni-1) 3QMI-4M-1 :] 
u, nz " 2{M+1) (. 1+ílMI nz + 1+í'lMI "j (43) 
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onde 

(44) 

(45) 

Na equação (45) o duplo sinal se refere ao sentido de escoa
mento do ar: (+} para sentido descendente e (-} ~ara sentido ascen
dente . 

A completa determinação dos perfis de U1 (n 1 } e U2 (n 2 } depen
de agora da distribuição da tensão turbulenta adimensional r(n 1 ) . 

Se o escoamento de ar fosse também laminar esta distribuição seria 
identicamente nula em todo o campo de escoamento e as equações (42} 
a (45) forneceriam 

(46) 

3(1±!"1M) ["; 4M(±fl-1) ±3S'lM-4M-1 21 
U 2 R. ( n 1 ) = 2 ( M+ 1 ) L1 • 1tfiM nz + l±t'íM 0:J · (47) 

t necessário agora fazer uma mudança de coordenada. Seja 

n1 = D,5( q+1) (48) 

onde n e a coordenada contada a partir da meia distância entre a i~ 

terface e a placa superior. A coordenada n2 não precisa ser altera
da. Se U1 (n ), obtida pela introdução de (48) em (42), for expressa 
como uma série de potências de n, esta série pode conter apenas ci~ 
co termos. De maneira a haver consistência com o resultado obtido 
para escoamento laminar., equação (46), deve-se escrever 

(49) 

Os coeficientes yi da equação (49) podem ser determinados a 
partir de condições de contorno. Existem as seguintes condições na
turais: 
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r(-1) =O , 

n ~ 1 r(1) O 

onde, pelas equações (42) e (43) ou (35), 

U 
3(1+0Ml) U~o 

411 = 2fí(M+1) = 11 

215 . 

(50-51) 

(52) 

(53-54) 

(55) 

Hã,entretanto,sete incógnitas: os cinco coeficientes yi e 
mais as quantidades !

0 
e I, definidas por (44) e (45), respectiva 

mente. Serão estipuladas portanto duas condições adicionais, as quais 
depend erão de informação experimental. São elas 

n • -1 
dU1 

(ãrl)n·-1 
, 

a±~ Re1 Cf
0 

(56) 

n = I 
dU1 

(C!Tl)n=l a ; ~ Re1Cf1 (57) 

onde Re 1 é o numero de Reynolds do ar, definido por 

(58) 

e Cf
0

, Cf 1 são os coeficientes de atrito junto ã interface e juntoã 
placa superior, respectivamente, dados por 

Cf
0 

210 
=--
~ 

P1U1 m 
(59) 

Cf1 

2r
1 

=--
-2 

(60) 
pl ulm 

Na equação (59) 1
0 

é a tensão cizalhante sobre o ar na inter 
face ar-liquido e, na equação (60), 1

1 
ê a tensão ci zalhante resul

tante do efeito da placa superior sobre o ar . Estas tensões são de 
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finidas, respectivamente, por 

cíu1 
1 o i1J1 (Ty) y=O 

cíul 
'~" 1 " +1J1 (Ty)y=a-6 (61-62) 

A aplicação das condições (50-54}, (56) e (57) e da relação 
(45) ãs equações (4g) e (42) permite determinar os coeficientes yi 
e as quantidades 1

0 
e I em função de R

0
=Re 1 Cf

0 
e R1 ·Re1 Cf1 • Usando 

d Jn r(n) " dTi r( C )dç , 
-1 

(63) 

•o perfil da tensão turbulenta adimensional, r(n), pode ser obtido 
d~rivando-se a equação (42) com relação a n. Resta portanto a ava
liação numérica de R

0 
e R1 para que U1 (ri), U2 (n 2 ) e r(n) fiquem com 

pletamente determinados. 
Considera-se então um escoamento laminar do ar escoando num 

canal formado por uma placa superior fixa e pela interface mõvel e~ 

tre o ar e um filme liquido descendente. Supõe-se ainda que o nume
ro de Reynolds deste escoamento, Re 1 , e a velocidade da interface, 
U 1~ 1 , sejam tais que as velocidades dimensionais do escoamento tur
bulento, ora em estudo, em n· -1 e n=O sejam iguais ãs corresponden
tes do escoamento laminar. As tensões cizalhantes neste escoamento 
laminar em y=O e y=a- 6 são designadas por, re spectivamente, 
t 11 . Os coeficientes de atrito correspondentes, Cf

01 
e Cf12 , 

ser obtidos a partir das equações (46) e (47), resultando 

ROl nl;1 
""""24 = nt (R+ 1J 

R
1
.t n1(M+2).t1 

l"2'" = n
1 

(M+1 > 

-r 01 e 
podem 

(64) 

(65) 

onde R0~= Re 1 Cf0 , R
11

=Re
1

Cf 11 e n
1 

é a relação entre as velocidades 
médias do escoamento laminar do ar e do filme liquido, também lami
nar. Isto ê , estas grandezas são análogas ãs definidas pelas equa
ções (56), (57) e (24) . 

Seja agora s a relação entre as tensões t
0 

e 1" 1 do escoamen
to turbulento e as suas correspondentes 1 01 e -r 11 do escoamento la-
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minar. Então 

R
0 

Re
1 

R
1 

Re
1 

S=ç-·l<ei=~·~ (66a,b) 

As equações (66a,b) com aquelas que podem ser obtidas igua-
lando as velocidades dimensionais dos escoamentos laminar e turbu
lento de ar em n=-1 e n=O são suficientes para determinar as quatro 
incógnitas nl' Rel' R

0 
e R1 , como funções apenas de s, definida por 

·(66), em. Note-se quem deve ser um numero inteiro maior ou igual 
a 2, tal que U1 (n) seja dada pela equação (49). Os parâmetros sem 
são obtidos através de dados experimentais, conforme exposto mais 
adiante. 

Os perfis de U1 (n 1 ), U2 (n 2 ) e r(n 1 ) são, finalmente, obtidos 
pelas equações abaixo 

onde n ê dada por (48) e 

3 
l<u = 2( 4rn+s) 

K _ 6(2rn+1) 
r - 4rn+s 

(2rn+s)±s(2rn+1)QM 
u~.o = nu1,o = 6 4(2rn+s)(M+1)+(s-1)(8rn+s)M 

mA 1 = -[(2rn+s)(2rn+ ~J,.s(rn+1 )] ~ + 2~5 ±s(2rn+1) 

4m ( Ul,O Jm (m-1)A2 = [1f +2m 2rn+1)-s(rn+1)] ~- QR +(2m+1)(2m-s) 

m-1 2(M+1) ( ) Ul o 1 
- 7m+T A2m = [~ - s-1 ] -:f- - ~ ±(s-2) 

(67) 

(68) 

(69) 

(70-71) 

(72) 

(73) 

( 74) 

(75) 

(76) 
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IMZID+I ~ [{2m+-s) ~ +ll(s-1 )] ~-~ +s(2m+-1) (77) 

80 .. (s-1) ~ + (1+ fmH~ ~-riA> + fm (2m+1) (78) 

m- 1 8 [ 1 2 ( '1: 1 ) ) U 1 , o 1 - ( 2) m l c s - - 3- +TIM+ s- (79) 

O duplo sinal existente nestas equações se refere aos dois 
possíveis sentidos de escoamento do ar . O sinal superior se refere 
a escoamento no sentido descendente e o inferior ao sentido oposto . 

Os valores de s e m, como funções do número de Reynolds do 
ar foram estimados [7] a partir de dados experimentais de Laufer [6] 
e Page et al. [9,10]. Obteve- se 

s K 0,00479 Re~· 736 (80) 

e m" 1,40 s (81) 

sendo m,obtido por (81) , ar r edon dado para o inteiro mais próximo. As 
equações (80) e (81) podem ser usadas para Re 1 de 9370 atê 221200 , 
com erros inferiores a II S. 

CASOS PARTI CULARES 
As equações de distribuição de U 1 (~ 1 ), U,(~ 2 ) e r(~ 1 ) , dadas 

por (67-79), pod em se r aplicadas a vârios casos particu l ares de in
teresse pr á ti co , a l gu ns dos quais t êm sol uções jã co nstant es da b i ~ 
bliografia. A seguir são apresentados a l gu ns destes casos. 

(i) Ar em escoamento laminar 
Se o escoamento do ar ê laminar, basta fazer S•l nas 

ções (67 - 79). Obtêm-se: 
equa -

3( 1±flMl 
u2,o .. ul,o = 2(M+1) {82) 

e U,( n2 ) dado por (68) e (82). A figura 2 mostra os perfis de U1 e 
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U
2 

para escoamentos de sentidos opostos. Pode ser visto que, dada a 
maior viscosidade do liquido, hã arrastamento de uma pequena parte 
do ar, embora este tenha uma velocidade midia dez vezes maior . 

1,0 

0 . 8 

0 ,6 

0,2 

o 
-0.2 

-{), 6 

-1 , 0 

------·;;:>-
PI.. 

I ~ - -

-1.7 -1,5 

------
~ ---

1 

M= 10·4 -

fl.=10 -

r--
1 

. Uz!.Ct 
I 

I 
II 

o 0,3 

Figura 2. Perfis de velocidade para ar escoando laminarmente ~m sen 
tido ascendente 

(ii) Velocidade nula na interface 
Este caso limite seria obtido com a introdução de uma placa 

muito fina e fixa, separando os dois escoamentos. A consideração de 

u1 ,o=Uz,o=O nas equações (67-79) conduz a 

u
1
(n) = + 3(2m+1) (l- m-s n2 - s-1 n2m) 

- 2 ( 2m+ 1 ) m:T m:T (85) 

(86) 

r(n) 6m(s-1)(2m+1) n(l-n2(m-1)) 
± ( m- 1 )( 2m+ s·) 

(87) 

As equaçõe s (85) e (87) coincidem com os resultados obtidos 
por Pai [4], que estudou este caso particular. Se, em (85), for to
mado s=1, a equação ficari reduzida i de um perfil de Couette . 
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(iii) Ar com gradiente axial de pressão nulo 
Considera-se que o escoamento de ar e induzido unicamente p~ 

lo filme liquido descendente, isto é, 

a"Pl 
-ãX = o (88) 

com p
1 

obtido através de (2d). Uma vez que o escoamento é hidrodina 
micamente desenvolvido,a condição (88) e equivalente a 

ou, por (56), (57), (59) e {60) , a 

dU dU 
(=) -1 = b::·l - 1 UTJ T]- Ufl T]--

(89) . 
Aplicando-se a condição dada por (89) ã equação (67), obtem-

se 

(90) 

e, combinando esta condição com as equações (75), (76) e (72), pod~ 
se concluir que, para atingir a condição (88) a velocidade U1, 0 na 
interface deve ser igual a 2 e a velocidade · média do filme liquido 
deve ser tal que 

(91) 

As equações finais para este caso particular são 

( ) (s-1 ) s-1 2m+1 
U1 n = 1 + ;ao -1 n - :aõ n 

r(n) = (2m+1)(s-1) ( l -n2m) 
m 

e a equação (68) com U2 , 0 =2Q_ Estes 
tidos por Pai [4] e estão indicados 
Reynolds Re 1 =42.800 e Re 2 =5707, que 

(92) 

(93) 

perfis coincidem com aqueles o~ 
na figura 3 para n~meros de 
atendem ã equacão (91). Se S=1 

na equação (92) o perfil laminar obtido é a reta traçada na figura 

3. 
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t , O 

0,8 

o 
-0 . 2~--------~------~---------+------~~ 

-0.6+----

-1 .o t:~~~d:.::::::t~~LJ....~_:u::;:j 
o 0 .5 1.0 1,5 

u1 .u2 t.n.rt u 

2:l1 

Figura 3. Perfis de velocidade e tensão turbulenta para escoamento 
de ar induzido pelo filme 11quido 

Um outro caso investigado é aquele em que P2 =0 , ou seja, as 
forças de pressão atuando no filme 11quído equilibram o seu peso e 
o escoamento do liquido se dã devido unicamente ao a r rastamento P! 
1 o a r. 

RESU LTADOS GERAIS 
As figuras 4 e 5 mostram os perfis obtidos para o caso ge

ral. Ambas se referem a mesmos números de Reynolds, mesma espessu
ra ô do filme e mesma re1acão de viscosidade. Os valores foram es
colhidos de forma a que Q=1 . Pode-se assim observa r o efeito combl 
nado do movimento forçado. do ar e do arrastamento na interface en
tre os fluidos. A figura 4 ê referent·e a escoamentos de mesmo sen
tido e a figura 5 a escoame~tos de senti~os opostos. Valores muito 
grandes de n levariam ao caso particular (ii), que pode ser encon
trado na bibliografia [4,7]. 
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I 

Re1 = 5CXX> _ 

Re2 = 500 

~ 
1\11 • 10-4 -

.n. - 1 

" 
-

U2/..0.. \ 
I 
_\ .,. __..... 

1,5 1.8 

Figura 4. Perfis de velocidade para ar escoando turbulentamente em 
sentido descendente 

o. e 

0.4 

0.2 

o 
-0.2 

f-- ----#"'----1-------1--- Re1 • 50CO 
Re2 = 500 

M . w-4 

..n.= 1 

-2,0 1,0 21) 

Figura 5. Perfis de velocidade para ar escoando turbulentamente em 
sentido ascendente 

CONCLUSOES 
r possivel tirar-se algumas conclusões de carãter geral a 
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partir do prrsente trabalho: 

I . Embora as equações de conservação não forneçam todas as informa
ções necessárias ã resolução de problemas envolvendo escoamen 
tos turbulentos, hã algumas situações para as quais obtem-se so
luções semi-anali ticas. Para tanto e necessária alguma informa
cão experimental, mas é perfeitamente dispensável o uso de apro
ximações do tipo da distribuição logarítmica de velocidade. 

2. O método originalmente proposto por Pai, aqui generalizado, pode 
ser aplicado a problemas de transferência de calor [7) e massa, 
bastando para isto que hajam dados experimentais disponíveis . 

3. Se desejável, a difusividade turbulenta do momentum, E:M' pode 
ser obtida diretamente a partir dos perfis de U

1 
e r, por meio 

de 

(94) 
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O obje..U.vo do pll.t.H~II-te. .tlla.b4tho é._ utu.da.11. 4 con.tii.4COII.II.ett.te .têJtm..i.c4 

em uma. ce.n.t~6ug4 b..i.c..i.tZndll...i.ca., a. qual g~a com uma. g11.11nde ve!oc...i.d~ 

de angula.11.. A ~otucâo é. obtida ~ubdiv..i.d..i.ndo o campo de e4coamen.to 
em uma pa~e. c.en.tllat, o nÚcleo , e cam4d4õ v..i.õc.Oõ4~ junto à4 p~ed~ 
õÕl~d46. Ne.4.te. p11...i.me...i.11.o a.11..t..i.go õâo e.qua.c..i.on4da.~ e lle4olv..i.d44 44 ca
mad4õ e num 4egundo all..t..i.go - a Pa11..te. 2 [16) - õtll.â aboll.d4da 4 pall..te. 
ce.n.t11.at, ob.te.ndo-õe aõ6..i.m uma 40tu~âo global pdll.a .todo o campo de.~ 
c.oame.n.to. 

ABSTRACT 
The 4..i.m o6 .the. pll.e.õe.n.t wo11.k ..i.~ to 4.tudy .the. .the11.ma.t coun.t~cullll.en.t 

..i.n a. 11.ap..i.dly 11.o.ta.t..i.ng b..i.c.yl..i.ndll...i.cat gaõ ce~\i6uge. The 4olu.t..i.on ..i.õ 
ob.ta..i.ne.d õubd..i.v..i.d..i.ng .the. 6tow 6..i.e.td ..i.n a c.e.nt11.at pa11..t, .the ..i.nne11. 
co11.e, and v..i.õc.ouõ layell.4· a.t .the õOl..i.d watlõ. In .th~ 6..i.ll.õ.t pape~~. , 

the taye/1.4 a.Ae õotve.d , and ..i.n a õec.ond- .the. P4Jt.t 2 [16) - a.t.te.~on 

~ 6oCUõ4ed on .the. c.e.n.t11.al pall..t and õo, 4 global õotu.t..i.on ..i.õ 6ound 
6oll .the. whote 6ie.td. 

I NTRODUÇAO 
O interesse no estudo da rotação em alta velocidade de um 

fluido provem de dois aspectos principais: o primeiro, de natureza 
teõrica, visto se r este problema muito interessante na ãrea da Mecã 
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nica dos Fluidos e o segundo, de natureza prática, em função da apl_! 
caçâo da centrifugação na separação de componentes de uma mistura. 
A geometria e bicilindrica, isto e, a mãquina é formada por dois c_! 
lindros coaxiais , de altura finita , fechados nas extremidades j)Or 
tampas - ver figura 1. O conjunto todo gira em alta rotação com uma 
velocidade angular constante 0

0 
em torno do eixo comum e o gãs, que 

preenche o espaço entre cilindros e tampas, e submetido a um efeito 
centrTfugo de alta intensidade. Não hi entrada nem salda de massa~ 
inicialmente, a temperatura das tampas e cilindros, e constante e 
igual a T

0 
(o til sobre um simbolo indica grandeza com dimensão). 

Nessas condições , em regime permanente, toda a massa gasosa gira com 
a mesma velocidade angular 0

0 
e com a mesma temperatura T

0
, o que 

configura a rotação de corpo rígido isotérmica. 
Imagine-se agora que a tampa superior seja aquecida e sua 

temperatura mantida uniforme~ igual a f
0
+6f, onde t~f e um incremen 

to de temperatura tal que 6f/ T
0

« 1; a tampa inferior e resfriada e 
sua temperatura mantida também uniforme e igu~l a T0-6f . Os cilin
dros são considerados condutores de calor - a distribuição de temp! 
ratura nos cilindros varia linearmente com a altura, condição esta 
que normalmente ocorre na prática , visto que , a condutividade térmi 
ca do material do cilindro e geralmente bem •aior do que a do flui
do. Considera-se também que transcorreu um intervalo de tempo sufi
ciente para que, com as novas condições de contorno, tenha havido 
uma estabilização, e se obteve um novo regime permanente. Nessa si
tuação estabelecer-se-i uma contracorrente térmica secundária no 
gãs, a qual representa uma perturbação da rotação de corpo rigido 
isotérmica, e haverá transporte de massa principalmente ao longo de 
camadas viscosas junto is paredes sõlidas. 

Para o caso da centrifuga monocilindrica, o problema acima 
estabelecido foi resolvido primeiramente por Sakurai e Matsuda (1]. 
Esse trabalho pioneiro foi seguido por uma série de outros, os quais 
procuraram explorar certas variações das condições de contorno no 
sentido de explicar aspectos especiftcos, principalmente no que diz 
respeito is camadas verticais de Stewartson; os mais representati -
vos são: Matsuda e Hashimoto (2), Matsuda, Hashimoto e Takeda (3], 
Matsuda e Hashimoto [4] e Matsuda e Takeda [5]. Ainda nessa linha 
ressalta-se o irtigo de Bark e Hultgren [6], os quais obtiveram uma 
solução sem a hipõtese de um gãs pesado, o qual havia sido basica -
mente adotado por Sakurai e Matsuda e seguidores. Finalmente Brouwers 
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(7), através do uso adequado do fator de alongamento da máquina (r! 
lação entre a altura e o raio) conseguiu unificar os tratamentos de 
centrifuga longa (fator de alongamento bem maior que 1) e centrifu
ga curta (fator de alongamento da ordem de 1). 

Em termos da geometria bicilindrica são bastante representa 
tivos os trabalhos de: Conslik e Walker (8], que levam em conta efei
tos térmicos e de troca de massa, porêm, o fluido ê considerado in
compressivel; Conslik, Foster e Walker [9], que consideram a com
pressibilidade do fluido mas a maior ênfase ê dada ã perturbação por 
troca de massa (entrada e salda de massa da centrifuga). O presente 
trabalho pretende estudar a contracorrente devida ã perturbação te! 
mica em um fluido compressivel, o qual gira em alta rotação no inte 
rior de uma mãquina bicilindrica. 

EQUAÇOES BASICAS 
Devido ã geometria do problema , o sistema de coordenadas a 

ser usado e o cilindrico - ver figura 1 - com coordenadas: radial r, 
azimutal e e axial z; a velocidade angular e constante e igual a 
no; o raio do cilindro interno e r; e do cilindro externo ê re (o 
subscrito "i" referir- se - ã sempre ao cilindro interno e o subscri
to "e" ao cilindro externo), a altura da máquina e 2H e o fator de 
alongamento, definido por h· H/re' ê considerado da ordem de 1. 

O regime ê permanente, a escoamento suposto axissimétrico, o 
gãs é considerado perfeito com calores especificas constantes,a vi~ 
cosidade e condutividade térmica do gãs são pequenas e consideradas 
constantes, visto que a condição e de perturbação de um estado iso
térmico e o efeito da gravidade é desprezado em face da aceleração 
centrifuga caracteristica n~re, devido aos altos valores de n

0
• 

A solução de corpo rlgido isotérmica, a qual representa um 
balanço entre os efeitos centrifugo e de pressão, ê facilmente obti 
da: 

Per " a<Pe>cr 

., Per 
Per -

RT
0 

n' (r' -r' )!2Rf 
a - e o e o 

( 1) 

(2) 

(3) 
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onde~ i a pressio, ~ a densi4ade, f
0 

e a temperatura, R i a cons

tante do gis e o subscrito "cr" refere-se i rotaçio de corpo r{gi
do isotérmica . 

Cilindro 
Extc.rr.o 

Clllr.dro Inrerno c.l.:> .I\. o \(i, ... AT) 
~ I 

~ I . 
GAS 

I 

Tampo Superior 

1 
H 

I 
F I . --]-z =O I I 

I i : 
- ---- __ -:::;.T _ __ ~--!- --

I 
I 

I I 

'• H 
N 

fc 

--· - ft·-w- '-'--L~. l To.,o lofoó) 
(To -AT) 

Figura 1. Esquema da centrifuga bicilindrica 

Definindo o numero de Rossby por: 

(4) 

vê-se que ljl«1, em função do exposto na introdução acima . 
Introduzem-se agora as seguintes grandezâs adimensionais: 

r 
r=-

r 
e 

z = i 
r 
e 

(Sa ,b) 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V . VIl, n'? 3- 1985 

=~ q -n r o u v =---
noreô n r õ o e 

p = P-Pcr p 
= P-Pcr 

õ-Per 6-0cr 

f-f 
T =--o 

of
0 
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(Sc,d ,e) 

(Sf ,g ,h) 

onde qr ' q6 , q{ são os com ponen tes da velocidade no sis tema ci l i n -
drico e p, p, T indicam, respectivamente, pressão, densidade e tem
peratura no estado final perturbado. Note-se que u,v,w,p , p e T re
presentam grandezas de perturbação em relação ã rotação de corpo ri 
gido isotérmica. Substituindo as equações (5) nas equações de con -
servação, obtem-se, deso~P7ando termos de ordem maior em ~ . o 
guinte sistema: 

au + ( 1+ZArt) ~ + aw ., 0 ar r 3z 

- 2v + rT + ,l ~ .. l [VZu- ~ + ~ :::= (V ·qp)J 
ex ar 6 ·I" ,J <11" 

2u = i. (v•v- ~) B r 

1 an E 1 a (::t _,. ) ..-.r~ • - ('V 2W+ -o;- V• Qp ) 
LM az 6 , az 

p = P + T 

onde: 

se-

(6a) 

(6b) 

(6c) 

(6d) 

(6e) 

(6f) 

E ~ 

(pe)cr0o r~ 

llC 

Pr = ~ B =~PrA (7a ,b ,c ,d ) 

% ~ au u aw 
V• Q =- + - +-P ar r az 

(7e,f) 

Nas relações acima v e o coeficiente de viscosidade do gãs, 
'p e o calor espec1fico a pressão constante, k e a condutividade tê! 
mica e y ê a relação entre os calores espec1ficos . Alem do numero 
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de Rossby, quatro importantes parâmetros adimensionais aparecem nas 
equações, a saber, o fator de celeridade A, o numero de Ekman E, o 
numero de Prandtl Pr e o numero de Brinkman B, os quais, para centrl 
fugas atuais operando com hexafluoreto de urânio, têm, respectivame~ 
te, as seguintes ordens de grandeza: 10, 10- • , 1, 10- 1 • O aspecto 
mais importante do modelo compressivel 1 inear aparece no primeiro m9!!! 
bro da equação (6e)- o termo (-4Bru)- o qual representa trabalho 
realizado devido a variações volumétricas; para o modelo incompressl 
vel este termo se anula, visto que, neste caso, B·O. 

As condições de contorno são obtidas levando em conta que a 
velocidade e temperatura do gâs são iguais ã da superficie sõlida com 
a qual ele faz contacto; em termos de grandezas adimensionais tem-se: 

T = j para z " jh 

u " v = w o T = z/h para r a rK 

onde: 

j +1 + tampa superior 
j -1 .. tampa inferior 
k - e .. cilindro externo 
k - .. cilindro interno 

ANALISE PELO MtTODO DA SUBDJVISAO DO CAMPO 

-h ~ z $ +h 

(Ba} 

{Bb) 

(9a} 

(9b} 

(9c) 

(9d) 

O numero de Ekman, E, por ser um numero pequeno, aparece como 
um parâmetro singular no sistema de equações (6). Dessa forma, aso
lução do problema pode ser obtida subdividindo o campo de escoamento 
em uma região central, o nucleo, camadas verticais junto ao c il i n-

dros e horizontais junto ãs tampas - ver figura 2. A solução para o 
campo todo e obtida fazendo-se o acoplamento assintÕtico das solu 
ções para as diversas regi~es - Ver Bender e Orszag [10], para maio
res detalhes. 

Como as condições de contorno são anti-simetricas em 
ao plano z=O, as camadas verticais são do tipo Stewartson 

relação 
(E/S)l/3 

[11]; as camadas horizontais junto ãs tampas são as camadas de Ekman, 
cuja espessura e da ordem de (E/ S) 112

• O fluxo radial na camada de 
Ekman inferior e no sentido do cilindro interno para o externo, isto 
devido ao abaixamento de temperatura que ai ocorre; na camada supe-
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rior inverte-se o sentido do fluxo radial. O circuito das 
horizontais ê fechado via camadas verticais mais um certo 
axial que ê induzido no núcleo (figura l) . 

Slawa rhOI\ 

c r/p?'s 

~~TJ-do d& Er.mo• IE/j! 11(
2 

-------- , 
Í ~ ~ : Oomodo do 

l 
: N.S<Ioo 1 f Stoworlt~• 
I i IE/j!JI 3 
I I . 

I I 
I I 

I I I l , ___ ! J 
~--

I 

I 
I 

I 

Ccmada di 

231 

camadas 
fluxo 

Figura 2 . Regiões do escoamento (a f igura ê esquemãtica , sem propoi 
ções reais) 

O mêtodo de abordagem utilizado ê na realidade uma variação 
das expansões assintõticas acopladas ("matched asymptotic expansions") 
[10]. Seja , po r exemplo, um parâmetro qualquer a ser determinado; 
escreve-se: 

(10) 

onde 4> N ê a solução para o núcleo e 4>cL para a camada limite,a qual 
ê não nula somen te junto ã uma parede sólida. Admite-se que $N se 
estenda atê a parede e assim as condições de contorno são satisfei

tas pela soma ($NT$CL) e não somente por 4>cL · Ne sse contexto , ao se 
afastar de uma superfície sólida, tem-se: 

~CL + O ( 11) 

A partir do sistema (6) obtêm-se equações mais simp les para 
as diversas regiões por intermédio de uma ani1ise de ordem de gran
deza. Pode-se mostrar, por meio de um enfoque tradi cio na l - ver,por 
exemplo , Schi lichting [12] -que a espessura das camadas de Ekman 
(óE) e de Stewartson (65 ) têm, respectivamente, as seguintes ordens 

l/a 1/s . de grandeza: (E; S) e (E/ B) . A part1r desses resultados , leva~ 

do em conta que no presente modelo linear o principal mecanismo de 
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troca de calo r e a condução , e que a magnitude do fluxo axial nas 
camadas de Ekman e a mesma do nücleo, obtem-se as seguintes escalas 
para os parâmetros de interesse nas vârias regiões: 

Camadas de Ekman 

u c UE v c VE w • Elja 
WE p • 2APE T =TE P = PE ( 12) 

NÜcleo 

u " EuN v s VN w .. El/2 
WN p • 2ApN T = TN P • PN ( 13) 

Camadas de Stewartson 

l/3 
p • 2AE Ps T = TS p = Ps ( 14) 

onde os subscritos "E'', "N" e "S" indicam parâmetros de ordem de gra~ 
deza unitãria em cada uma das regiões acima indicadas. 

CAMADAS DE EKNAN - SOLUCAO 
Define - se para as camadas horizontais a seguinte variãvel es 

tendida: 

E-l/ 2(h . ) y "' -Jl ( 15) 

Substituindo em (6) as equações (12) e (15) obtem-se para um 
erro da ordem de E/8 {"erro" no sentido de que a ordem de grandeza 
do maior tempo desprezado e E/ B) , o seguinte sistema: 

1 aa vE 
ZuE = S V 
õpE 
Ty'" = o 

( 16a) 

(16b) 

(16c) 

{ 16d) 
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(16e) 

(16f) 

De ( 16b) percebe-se que as camadas de Ekman representam um b2_ 

lanço entre os efeitos de Coriol1s, centrifugo, pressão e viscosid2_ 

de. Levando em conta (8a), (10), ( 12) e (13), as co ndições de con

torno para as camadas horizontais são: 

(17a,b,c ,d ) 

vãlidas para y.Q. Da condição ( 11 ) resulta que, para y•oo: 

<flE + O ( 18) 

onde ~ e qualquer uma das variãveis dependentes na camada de Ekman. 

A partir do sistema ( 16 ) pode-se obter uma equação unica para uE: 

( 19) 

com 

(20) 

Com a solução de (19), mais as outras equações do sistema (16) 

juntamente com (17) e (18) . obtem-se os seguintes resultados para a 

camada de Ekman: 

( ) jr e-cry sen cry 
uE r,y : - 2(1+Br2 ) 

jr e-cry cos cry 
2{1+Br') 

(21a) 

(21b) 

(21c) 
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jBr2 -oy 
TE(r ,y) a (l+Br') e cos oy (21d) 

( ) jBr2 e-oy cos oy PE r,y a - (i+Br2 ) (21e) 

(21f) 

CAMADAS DE STEWARTSON - SOLUCAO 
Define-se para as camadas verticais a seguinte variãvel es

tendida : 

onde: 

t • + 

t .. -

+ cilindro externo 
+ cilindro interno 

(22) 

(23a) 

(23b) 

e a conven çio para o subscrito "k" ~dada por (9c,d) . Substituindo 
em (6) as equações (14) e (22) , obtem-se, para um er ro da ordem de 
E1

/
3 /S, o s eguinte s i stema de equações simplificadas para a camada 

de Stewartson: 

aws aus 
az- • tax- (24a) 

-2v5 + rkTS 
ap5 (24b} c t-ax 

1 azvs 
Zus • ã axr (24c) 

ap5 1 a'ws 
(24d ) rz ·a axr 

1 a'Ts 
-4Brk u5 a B ~ (24e) 

Ps .. -Ts (24f ) 

Considerando (Bb), (10), (13) e (14) , as condições de contor 
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no para as camadas verticais sao: 

(25a ,b,c ) 

válidas para X•O . Para x·~ tem-se: 

~s • o (26) 

de acordo com ( 11 ), onde e qualquer uma das variáveis dependentes 
na camada de Stewartson; alem disso 

para z ; jh (27) 

Das equa cões (24c) e (24e), considerando- se (26), resulta que: 

(28) 

Das equacões para o nücleo -ver Parte 2 [16] , obtem- se acha 
mada rel ação do vento térmico: 

Uti 1 i za ndo as relações (25b), (25c), (28) e (29) a condi cão 
de contorno para Ts em X=O e obtida: 

Brk z 
r5(0 ,z ) • (l'+Bif) Ti (30) 

Câlculo de Ts 
Trabalhando-se o sistema (24), com a ajuda da relação (28) , 

obtem-se uma equação Ünica para T5: 

a'Ts ) a1 Ts 
Txf" + 4B1 (1+Brk nr .. O 

Desenvolve-se ago ra TS numa serie de funçÕes 
cos[mn(z-h)/2h]. Devido ã anti-simetria das condições de 

(31) 

do tipo 
contorno 

somente valores impares de m são necessários, portanto, adotar - se-ã 
como solução a s eguinte serie de funções: 
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... 
T5 = 1 fn(x)cos[(2n+1) ik (z-h)] (32) 

n=O 

A sêrie acima pode ser diferenciada termo a termo em relação 
a z , admitindo-se , o que e razoável, a continuidade de r

5
, e, pelo 

menos, a continuidade por partes ("piecewise continuity") de aT
5
ta z 

[13]. A serie aTs /d Z tambêm pode ser diferenciada termo a termo,Vi! 
to que, o seno resultante da diferenciação de r 5 se anula para zzjh. 
Substituindo (32) em (31) resulta: 

d6 f z 
~- 4[(2n+1) ~] 62 (1+Brk)fn • O (33) 

As condições de contorno para (33), obtidas respectivamente 
de (25a), (25b) , (30) e (26) são: 

Para x = O- f''(O) E f"' (O) .. O fn(O) n n 
8 Brk 

(2n+ 1 ) 2 
n2 1+Brk_ 

(34a,b,c) 

Para x ...... --.. fn +O (34d) 

onde a notação ( )' indica diferenciação em relação a x. A solução 
de (33) sujeita a (34) ê: 

onde: 

Obtidas as funções f (x), todos os parâmetros podem ser de n. 
terminados: 

00 

us(.x,z) c- ~k í. f"(x)cos[(2n+1) ik (z-h)] 
'tD<o.P n•0 n 

(37) 

00 

í f (x)cos[(2n+1 ) ~ (z-h )] 
neO n '" 

(38) 
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th fw (x) 
w5(x,z) • - ~k L Tn.r sen[(2n+1) ~ (z-h )] 

n=O 

OD 

T5 (x,z) • L fn(x)cos[(2n+1) ~ (z-h)] 
n•O 

.. 
p5(x,z) • - ~ fn(x)cos[(2n+1) ~ (z-h )J 

n· O 

00 

P (x z) th
2 

I: F'"" (xj cos[(2n+1) '!! (z-h)] S ' • n2Br of L 2fi 
k" ""o (2n+ 1) 
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(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

r interessante observar que a diferenciação entre a camada ex 
terna e interna i feita pelo parâmetro t e pelo subscrito "k" . 

Como não existe nenhuma irregularidade nas condições de con 
torno nos cantos, o estudo das regiões E1

/
2 xE 1

/
3 não implicarã em 

nenhuma mudança significativa dos resultados anteriores [1] , [9],con 
seqüentemente, a anãlise dessas regiões (que são muito pequenas) e 
omi tida do presente trabalho. 

APLICAÇOES, COMENT~RIOS E CONCLUSOES 
Nas apl ·icações efetuadas utilizou - se como fluido de trabalho 

o hexafluoreto de Urânio; para a mãquina considerou-se: re·10 cm, 
re•l (ver equação (Sa)) , r 1s0,70, h•!. O cãlculo foi feito para vã
rias velocidades de rotação, as quais são relacionadas na tabela 1, 
juntamente com os parâmetros A,E e B. 

Tabela 1. Valores do fator de celeridade A, numero de 
Ekman E numero de Brinkman B em função da 
velocidade periférica n

0
re . O fluido e UF 

com T0 =300K e (pe)cr=8000N/m 2 

n
0

re (m/s) A E B 

100 o • 71 1 ,50 X to- 6 0,0215 
200 2,82 7,50 X 10- 7 0,0852 
300 6,35 5 , 00 X 1 o- 7 o ,1919 
400 11 ,29 3 , 70 X 10- 7 0,3412 



238 AevBrMec, Aio de Janeiro, V. VIl, n<? 3- 1985 

Os parâmetros das camadas de Stewartson foram calculados com 
uma precisão de 10- 5

• isto e, o numero de termos nas séries era au 
mentado, ate que a diferença entre dois valores sucessivos da gran 
deza que estava sendo calculada fosse menor que 10-s. Os cálculos f~ 
ram feitos num computador de mesa Hewlett - Packard HP 9825T e as fi
guras traças num plotador HP-7225B . 

Dentre os vários resultados numéricos obtidos, alguns serão 
apresentados a seguir sob a forma de gráficos, para fins de ilustr! 
cão. A figura 3 mostra perfis da velocidade radial para a camada de 
Ekman; os valores são plotados em forma dimensional para que se te
nha noção da ordem de grandeza. Nota-se, claramente, que a espessu 
ra da camada aumenta conforme o raio diminui, o que vem comprovar a 
influência da compressiblidade, atravês do parâmetro 8 (a espessura 
da camada de Ekman e da ordem de (E /6 ) 11 2

• onde 8 e dado pela equa
ção (3)). 

A figura 4 ilustra a distribuição de temperatura nas camadas 
de Stewartson -junto ao cilindro interno (ã esquerda) e externo (ã 
direita). Como se pode observar, hã uma grande variação de r 5 junto 
âs paredes e valor nulo na parte central. Como rea10cm, nota-se que 
a espessura das camadas junto ao cilindro externo e aproximadamente 
5mm. Da figura 3 vê-se que a espessura da camada de Ekman ê aproxi
madamente D,Smm, e, portanto, a relação obtida para 65/6[ ê aproxi
madamente 10, onde, como jã foi visto anteriormente, 65 e ôE repre 
sentam, respectivamente , as espessuras das camadas de Stewartson e 
Ekman. Esse valor vem confirmar assim a anãlise de ordem de grande
za, pois, lembrando, que 65 e 6E resultam, respectivamente, da or 
dem de (E/ 8}1

/
3 e (E/ 8 ) 1

/
2

, que 8 e da ordem de 1 junto ao cilindro 
externo (ver equação (3}) e que E e da ordem de 10-' (ver tabela 1) 
tem-se: 

6s _ (E) 1
/

3 I - (E )-1 6 
a 1 O 6( - (E)I72 = 

Observando a camada junto ao cilindro interno ve-se que, co~ 
forme B aumenta, o que ê devido ao aumento da rotação (ver tabela 1), 
aumenta a espessura, mais um reflexo da influência da compressibilj_ 
dade através do parâmetro e. 

A figura 5 mostra a distribuição da velocidade axial w5 nas 
camadas de Stewartson . Pode-se notar em ambas as camadas o importa~ 
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Figura 3. Camada de Ekman: curvas da velocidade radial para três p~ 
sicões sobre a tampa inferior. Parâmetros principais : 
w-0.01 . B·O.OB52; r; •0.7; h=1. Convencão: (1) r .. 0.75; 
(2) r=O.BS; (3) r•0.95 
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0.11l8 lll.lll8 

0.06 

lll. lll4 

1 

!5I 

- lll. lll2 ~--+---~~r-~---+---+--~--~--~--+~---r--~~~~~~-~~~0~2. 

Figura 4. Distribuição de temperatura Ts nas camadas de Stewartson
caso linear ; a função Ts foi plotada, para z- O,Sh, entre 
r; e re, observando-se a esquerda, a camada junto ao cilin 
dro interno, ã direita, a camada junto ao cilindro exter-
no e o valor nulo de Ts na parte central (n~cleo); Z • 0,5~ 
Convenção: 1 - 8=0 , 0852; 2 - 8·0 ,1919 
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te fenômeno do refluxo (um circuito interno de vazão de massa dentro 
da própria camada), o que vem comprova r traba l hos anterio r es de ou
tros autores - Soubbaramayer [14] , Dickinson e Jones [15). 

REFER(NCIAS 

[ 1] Sakurai, T. and Matsuda, T. - Gasdynamics of a centrifugal machine. J. Fluid 
Mech. 62 , 727 (1974). 

[ 2] Matsuda, T. and Hashimoto , K. - Thennally, mechanically or externally driven 
flows in a gas centrifuge with insulated horizontal end plates. J. Fluid 
Mech. 78, 337 (1976). 

[ 3) Matsuda, T.; Hashimoto, K. and Takeda; H. - Thermally driven flow in a gas 
centrifuga with an insulated side wall. J. Fluid Mech . 73 , 389 (1976) . 

[ 4) Matsuda, T. and Hashimoto , K. - The structure of the Stewartson layers in a 
gas cent rifuga . Part 1. Insulated end plates. J . Fluid Mech. 85, 433 
( 1978) . 

[ 5) Matsuda, T. and Takeda, H. - The structure of the Stewartson layers in a gas 
centrifuga. Part 2. Insulated side wall. J . Fluid Mech. 85 , 443 (1978). 

[ 6] Bark , F.H. and Hultgren, L.S. - On the effects of therma lly insulating 
boundaries on geostrpphic flows in rapidly rotating gases. J . Fluid Mech . 
95, 97 (1978) . 

[ 7) Brouwers, J .J. - On the motion of a compressible fluid in a rotating 
cylinder . Ph.O. di ssertation , Twente Univ. of Technology , Enschede , The 
Netherlands (1976) . 

[ 8] Conslik , A.T. and Walker, J.D. A. - Forced convection in a rapidly rotating 
annulus . J. Fluid Mech. 122 , 91 (1982) . 

[ 9] Conslik, A.T.; Foster, M.R. and Walker, J . O.A. - Fluid dynamics and mass 
transf er in a #gas centrifuga. ~ . Fluid Mech. 125, 283 (1982). 

[10] Bender, C.M. and Orszag , S. - Advanced mathematical methods for scientists 
and engineers. McGraw-Hi ll, New York (1978). 

[1 1] Stewartson, K. - On almost rigid rotations. J. Fluid Mech. 3, 17 (1957) . 
[12] Schlichting, H. - Boj ndary- layer theory , 7th edition, McGraw-Hill Book 

Company , New York ( 1979). · 
[1 3] Churchill, R.V. and Brown, J.W. - Fourier series and boundary value problems. 

McGraw-Hill Book Company, Jrd edition (1978). 
[14] Soubbaramayer - Centrifugation - ln Uranium Enrichment (ed. S. Vi llani) , pp. 

183-244, Springer (1979). 
[15] Oickinson, G.J.; Jones , I. P. - Numerical solutions for the compressible flow 

in a rapidly rotating cylinder . J . Fluid Mech. vol. 107 , pp . 89- 107(1981). 



RevSrMec, Rio de J~nelro, V. VIl, n'? 3- 1986 243 

[16] Ortega, M.A. - Rotação de um gás entre dois cilindros coaxiais- Parte 2: 
Núcleo e solução geral. 



DANCOR S.A. INDÚSTRIA MECANICA 

FÁBRICA OE BOMBAS HIORÁV~ICAS 

BOMBAS CENTRfFUGAS 
BOMBAS AUTO-ASPIRANTES 
BOMBAS COM EJETOR 

elétricas 
a gasolina 

diesel 

BOMBAS PARA INCENDIO 

BOMBAS PARA IRRIGAÇÃO 

BOMBAS VERTiCAIS 
EJETORES PARA POÇOS PROFUNDOS 

BOMBAS SUBMERSIVEIS 
PARA DRENAGEM 
BOMBAS SUBMERSAS 
PARA POÇO PROFUNDO 

~ 
ll)~OO~©~ 
~ 

até 400 metros 

Rua Jardim Botânico, 635 s/302 a 306- Cep.: 22.470- Tel.: 294-8332 

Telex (021) 31503 

Fábrica: Av. Brasil, 49.259 - Cep.: 23.000 - Tel. : 395-1212 

End. Teleg. "DANCOR"- Caixa Postal 200 

Rio de Janeiro- RJ 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VIl, n~ 3- 1985 245 

ROTAÇÃO DE UM GÁS ENTRE DOIS CILINDROS 
COAXIAIS 
PARtE 2: NÚCLEO E SOLUÇÃO GERAL 

Marcos Aurélio Ortega 
Dept<? de Aerodinãmica 
lTA/SCJ- SP 

RESUMO 

A 6inaLidade de~te a~~go ê de~envotve4 a ~otucão pa4a o nú~teo, e 
em ~on~equ.incia, ob.te~ a 6ol.uç.io ge~a.t po.~a o campo de e.6coo.men.to 

em uma. cen.t426uga. bicil.Znd~ica, .6ujei.ta. o. cond~çÕe6 de conto4no .tê~ 

m~cM. No. Po.Ue I [ 7) do p4e.h ente .t4abal.ho 6o~o.m catcu.ia.du 0.6 co.m~ 

da6 vi6co6a6 de Ekmo.n e S.tewa4.t6on. A equação d~6e~enc~o.1., o. qual 

dá o. d~.6t~~bu~ção de .tempe~a..tu4o. na pa.4te cen.t4al, 6oi 4e6olvido. n~ 
me~co.men.te po~ d~6e4ença.6 6in~a~ e ano.ii.ticamente po~ de.6envolv{
men.to em 6ê~~e.6. 

ABSTRACT 

In .thi~ pape~, a ~otu.tion 6o4 .the inne~ co~e o6 a .the~mo.t b~

cylútd4icaL ga..6 cen.t4~6uge ü ob.tained, and 60, a gtobat .6olu.tün 
601t .the who.te 6low 6ü.id .ü 6ound. In Pa~t I [7) o6 .the pH.Hn.t 
wo~k, .the Ekman o.nd Stewa.4t~on boundo.4y taye4.6 we~e co..tcu.to.ted. The 

d~66e4entia..t equa..t~on 6a4· .the cen.t4a.1. pa4t tempe~a.tu4e d~6.t4ibu..tion 
wa.6 6olved nume4icatly, by 6ini.te d~66e~ence6 , o.nd ano.tytico.t.ty , by 

6e~ie6 expan~ion. 

INTRODUCAO 
A alta rotação das centrifugas modernas (da ordem de 3000 

rad/s) faz com que, presentemente, seja praticamente inviãvel a ob
tenção de medidas dos parâmetros no interior da mãquina. Os poucos 
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dados existentes (1] foram obtidos para rotações muito baixas (30 
rad/s). Este fato torna o estudo teõrico da contracorrente muito im 
portante, principalmente no que tange ã sua aplicação na separação 
isotõpica, como aliis , ji chamava a atenção Olander (2] em 1972. I~ 

so explica o grande esforço que tem sido feito por diverso s autores 
no sentido de se obter, analítica ou numericamente, o campo de es
coamento para um gãs girando em alta rotação. Um pequeno histõrico 
recente desse desenvolvimento e feito na Parte 1 [7) . O objetivo 
deste trabalho e obter a so lução para a contracorrente térmica numa 
cen trifuga formada por dois cilindros coaxiais de altura finita, f! 
chados por tampas nas duas extremidades; o conjunto todo gira em al 
ta velocidade em torno do eixo comum dos cilindros e um diferencial 
de temperatura e aplicado entre as tampas. 

EQUAÇOES SIM PLIFICADAS PARA O NOCLEO 
Detalhes sobre o estabelecimento do problema, bem como , sim

bologia, sistema de coordenadas , condições de contorno, etc., podem 
ser encontrados na Parte 1 (7]. Da equação {13) dessa referência 
tem-se a escala dos parâmetros no nücleo: 

w • { 1 ) 

Substituindo as relações acima no sistema {6) da Parte 1, o~ 
têm-se, para um erro da ordem de E31 '; a, as seguintes equações sim
plificadas para o nücleo: 

<JWN .. o {2a) Tz' 

- 2vN + r TN 
apN 

(2b) "-v 

zuNa " V' VN 
VN 

{2c) --;;y 

élPN o (2d) Tz' D 

-4BruNS c V'TN (2e) 

PN • PN + TN (2f) 
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Da equaçã~ (2b) depreende-se que a dinâmica do núcleo ê resu.!. 
tado de um balanço entre os efeitos de Coriolis (-2vN), centrifugo 
(rTN) (a forma transformada ê rTN, mas, originalmente, o termo ê ce~ 
trifugo) e de pressão. Considerando que as condições de contorno são 
anti-simêtricas, das equações (2b) e (2d) resulta 

{3) 

expressão esta conhecida como relação do vento térmico . Trabalhan
do o sistema (2), com auxilio da relação (3), uma equa~ão Única pa
ra TN ê obtida: 

azTN 1+3Brz 1 aTN a'TN 
"ã"r2 +~r ar+ TzT = 0 (4) 

Condições de contorno para (4) são obtidas a partir das solu 
ções das camadas viscosas; considerando as equações {17d), (2ld), 
{25c) e (30) da Parte 1, obtem-se 

onde 

e 

j = +1 + tampa superior 
j = -1 + tampa inferior 
k : e + cilindro externo 
k: i + cilindro interno 

(Sa,b) 

(6a) 

(6b) 

(6c) 

(6d) 

O problema representado pelas equações (4) e (5) foi resolvi 
do de três maneiras diferentes: 

( i ) Por expansão em séries de B, o numero de Brinkman. 
(ii ) Por expansão em séries de r, a coordenada radial . 
(iii) Numericamente, por diferenças finitas. 

As soluções em série serão desenvolvidas agora e a solução 
numérica serã discutida adiante . Primeiramente, escreve-se a função 
TN(r,z) na forma de uma soma: 

(7) 
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onde T(r,z) e tal que: 

T(r,jh) = O (8) 

e dessa forma, as condições (Sa) ficam automaticamente satisfeitas. 
Admite-se agora que a função T(r,z) possa ser escrita como uma se
rie de senos: 

00 

T(r,z) L Tn(r) sen(nrr(K +1)] 
n:1 

(9) 

A função T(r,z) pode ser diferenciada em relação a z, termo 
a termo, em vista de (8) ; a serie resultante tambem pode ser dife 
renciada termo a termo em relação a z (3] . Substituindo (9) em (7) e 
o resultado em (4), resulta, para a determinação das funções 'Tn(r), 
a seguinte equação: 

n-1 ,2,3, ... (10) 

Considerando-se a relação (Sb), as seguintes condições de con 
torno são obtidas para (10}: 

n,.1 ,2 ,3 , ... ( 11 ) 

SOLUCAO POR EXPANS~O EM S[RIE DE B 
Seguindo uma idêia introduzida por Sakurai e Matsuda [4], d! 

senvolve-se uma solucão para o nücleo por expansão das funções Tn(r) 
em series de B. O numero de Brinkman e definido por: 

( 12) 

onde y e a razão dos calores· especlficos do gás, Pr e o numero de 
Prandtl e A~n~ r~/2RT0 ê o chamado fator de celeridade (7]. Para 9! 
ses "pesados" o fator y e prÕximo de 1 (para o hexafluoreto de Urâ
nio, por exemplo, Y• 1 , 07); como o fatorA, para centrifugas atuais, 
ê da ordem de 10, resulta que 8<<1. Dai, a possibilidade do desen -
volvimento em sêrie de B. Considera-se, portanto, que: 
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T (r) = T 
0

(r) +BT (r)+ ... n n nt (13) 

Inicialmente, rearranja-se a equação (10): 

(14) 

Truncando a sêrie (13) apõs o segundo termo, substituindo em 
(14) e, levando em conta que B ·ê considerado pequeno, obtêm-se: 

d2Tno 1 dTno z 
(~) T O ~ + rCJr- n no n=1,2,3, ... (15) 

dTn 8 
-Zr Cfr - mi 0=1,2 ,3, ... (16) 

Condições de contorno para as equações acima são obtidas de 
(11), levando em conta que esta condição tem que valer para qual-
quer B: 

( 17a) 

T ( rk) = O 
01 

( 17b) 

A solução de (15) sujeita a (17a) e: 

( 18) 

e a equação (16) fica portanto mais simples: 

dZTnl 1 dTnl z 
(~) T arr + r ---ar - " n1 

8 (19) nn 

A solução de (19) ê da forma: 

(20) 

onde [T
01

]H ê a solução da homoginea correspondente e [T
01

]p ê uma 

.. 
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solucio particular de (19). 
De acordo com Magnus, Oberhettinger e So ni [5] a solucio da 

homogênea e: 

ond e 1
0 

e a f uncão de Bessel modificada de primeira espécie, ordem 
zero, e K

0 
é a funcão de Bessel modificada de segunda espécie, or-

dem zero , e C
1 

, C são constantes. K e singular na odgem, mas 
n a n o 

como r
1

>0, ela tem que se r mantida em (21): 
A solucão particul ar e: 

[T ) 8h2 (22) 
nl p • \n7!JT 

o que pode ser verificado por substituição direta em (19). 

onde: 

As constantes C
10 

e c , n são ca lculadas de (17b): 

o 
C 1n 
:n "-.runo 

O "~ [I (~ r.)-1 (li"! r )] zn 1n 11 r o n 1 o e 

I (nn r ) 
o 11 e 

S OLUÇ~O POR EXPANSAO EM StRIES DE r 

(23a,b) 

(24) 

(25) 

(26) 

A solucio anter ior tem o inconveniente da condição 8« 1, is
to e, e mais adequada para gases · pesados. Para contornar esta res
trição, dese nv olveu- se uma solucão analitica por expansão em séries 
de r, a qual pode ser usada independente do valor de B. 
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Os pontos singulares da equação (10) são: 

r .. O r • :t i/~ (27a .b) 

onde i 2 =-1. o objetivo e obter uma solução no entorno do ponto sin
gular r~o. o qual e um ponto singular regular. o intervalo de trab~ 
lho para a coordenada radial ê ri :o r s re, com r 1>0 e re=1; o numero 
de Brinkman Bê, em geral, uma grandeza menor que 1 e então a solu
cão resultante sera convergente para qualquer ponto no intervalo de 
interesse . 

A solução da equação (10) e da forma: 

(28) 

onde (T ) e (T ). são soluções linearmente independentes da equa-
n 1 n • 

cão homogênea correspondente , (Tn)P e uma solução particular e Cln• 
C1 n são constantes . As raizes da equação indicial são s 1 -s 2 ·0 e. e~ 
tão, urna das soluções linearmente independentes ê do tipo logaritm~ 
co. 

Para obter (Tn)
1 

e (Tn)P substitui - se a sêrie: 

(29) 

na equação (10). Por meio de um procedimento padrão determinam-se os 
coeficientes ãt e. considerando - se que ã1 =ã3 cã5 = . .. =ã2 ~+ 1 2 ····0, es 
creve-se que: 

Os coeficientes ã
2
m são: 

(16B+Xn)ã2 +38Ãnão 
16 

(30) 

(31a) 

(31b) 

(31c) 
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ã zm 

m=4 ,5 ,6 •••. (31d) 

onde 

(32) 

(33) 

"" 
1 + L 

mos1 
(34) 

(35) 

tal que os coeficientes a,m e c
2
m são obtidos fazendo: 

a.m "ã (ã =1 ; Gn=O) • zm o (36a) 

c " ã (ã .. o ; Gn) zm zm o (36b) 

A equação (36a) significa que os coeficientes a sao calcu-zm 
lados pelas expressões (31) considerando-se ã0 ~1 e G =0; c tambem 

n zm 
são calculados usando-se (31) . porém, como ã

0 
.. o e mantendo-se· G da 

n -
do por (33). A primeira vista o procedimento parece complicado, no 
entanto, como os coeficientes foram calculados no computador, torna 
se muito fãcil a obtenção das séries . 

A segunda solução (Tn)z e dada por: 

.. 
(T ) • (T ) in r + L b

2
m r'm 

n z n l m"1 
(37) 

onde os coeficientes b,m• também determinados por meio de um proce
dimento padrão, são: 
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b,. 
8a,+14Ba 2 +4B 2+(16B+Ãn)b2 

16 

12a 6+268a~+16Ba2+2B3+(56B+Ãn)b,.+(2DB2+38Ãn)b2 
b~ = - __________ ....:..:._ ____ __:.:._ 

36 

16a 1+368a 6+28B2a,.+683a2+(120B+Ãn)b,+(6482 +38Ãn)b,.+(BB3 +382 Ãn)b2 b, = - ___________ __:.:__ ____ .:.:_ ___ ....,........:..:...._ 
64 

b = - (4m a m+[2+12(m-1)]Ba2 ( )+[4+12(m-2)]B2a (m )+ zm z m-1 a - r 

2 
+ [2+4(m-3}]83 a ( }+{[4(m-1)+12(m-1 ) ]B+Ã }b ( 1)+ z m-3 n a m-

. 
+ {(8(m-2)+12(m-2) ]B1 +3BÃ }b ( )+ n r m-z 

m-5,6,7 , . .. 

263 

(38a) 

(38b) 

(38c) 

(38d) 

(38e) 

As constantes C
3
n e c,.n são determinadas das condições ( 11 }: 

onde: 

o = ,n 

o,n = 

-[T (r. )Jp n 1 

c •n (39) 

(40) 

(41) 
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Nas expressões acima [Tn(r; )Jl' [Tn(r; )]
2

, [Tn(ri lJp e 
(T

0
(re)] 1 , [Tn(re)J , . [Tn(re)Jp são, respectivamente, os valores de 

(T n )1 , (Tn ) , e (Tn ) P para r=ri e r;re. 

SOLUÇAo NUM(RICA 
O problema representado pela equação ( 4 ) , suje i ta ãs condi

ções de contorno (Sa,b), foi resolvido também numericamente, por dl 
ferenças finitas, utilizando-se o metodo iterativo de Gauss-Seidel. 
Essa solução teve como finalidade servir de comparação e verificação 
das so l uções analiti cas por desenvolvimento em sêrie. 

Como, para os primeiros casos, a convergência era lenta, utl 
lizou-se um fator de sobre relaxação ("successive over relaxation") 
igual a 1,8 [6). Com esse fator de sobre relaxação o numero mêdio de 
iteracôes, para uma precisão da ordem de 10- 7

, ficou em torno de 80. 

Foram testados vãrios tamanhos de malha, desde 9x9 atê um mãximo de 
Z4x24, e para todos os casos a convergência se deu, e para o mesmo 
valor, o que vem mostrar a consistência do mêtodo usado; para a maio 
ria dos casos apresentados adiante usou-se uma malha de 19x19 . 

OUTROS PARAMETROS NO NOCLEO 
Com a solução do campo de temperatura TN, pode-se, a partir 

do sistema de equações (2), obter os outros parâmetros no nücleo: 

<» 

( ) zr , 
vN r,z = 2h(1+Br 2 ) + L 

n=1 

o 

! T sen[nw(-hz +1)] 2 n 
(44) 

( 45) 

(46) 
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O valor de pN dado por (45) ê resultado da anti-simetria das 
condicões de contorno. A solucâo para wN ê obtida da chamada •rela
cio de compatibilidade" éntre o fluxo de massa axial no núcleo e na 
camada de Ekman. Essa relacão ê representada pela condicâo de con -
torno para w junto ãs tampas (isto ê, para y.Q) - ver Parte 1, equ~ 
cão (17c) . Dessa condição e do valor de wE (a velocidade axial na 
camada de Ekman), calculada para y- 0, obtêm-se: 

(47) 

lembrando que wN nao depende dez, conforme atesta a equação (2a) . 

APLICAÇOES, COMENT~RIOS E CONCLUSOES 
Assim como na Parte 1 o fluido de trabalho utilizado foi o 

hexafluoreto de urânio; os dados da mãquina tambêm são os mesmos , a 
saber, re · 10cm, re '" 1, r;"'0,70 e hc1. o parâmetro de guia ê o numero 
de Brinkman B, sendo que, variou - se 8, variando a velocidade de 
rotação -veja tabela 1. 

Tabela 1. Valores do fator de celeridade A, numero de 
Ekman E e numero de Brinkman B, em funcão 
da veloc~dade periférica nore. o fluido ê 
UF, com T0 ~300K e (pe)cr·8000N/m 2 • 

nore(m/s) A E B 

100 0 , 71 1 ,50 lO- ' 0,0215 
200 2,82 7,50 to- 7 0,0852 
300 6,35 5,00 10- 7 o' 1919 
400 t 1 ,29 3,70 10- 7 0,3412 

Para o cãlculo com as sêries a precisão estabelecida foi de 
to- s . isto ê , aumentava-se o numero de termos da serie, ate que a 
diferença entre dois valores sucessivos da grandeza que estava sen 
do calculada ficasse menor que to-s. No caso das sêries em r, noto~ 
se que conforme r a umentava no intervalo, aumentava o numero de te~ 

mos para convergência. Para valores de r prõximos de 1 chegou-se a 
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necessitar atê 33 termos, enquanto para r pequenos (prõximos do li
mite esquerdo do intervalo) o numero de termos para convergência era 
em media 7. No caso das séries em 8 o número mãximo de termos foi 
12, mantendo-se esse número o mesmo para praticamente todo o inter 
valo, a menos das extremidades, onde se dava uma diminuição. Os cãl 
culos foram feitos em uma calculadora HP 98Z5T e os grãficos foram 
traçados no plotador HP 72258 . 

Dentre os vãrios resultados numéricos obtidos, alguns são 
apresentados a seguir sob a forma de grãficos . O termo "linear",que 
aparece na legenda das figuras , significa que a distribuição de te~ 
peratura nos cilindros e linear, condição esta estabelecida na Par
te 1. 

Antes de passar aos comentãrios e importante analisar o caso 
"8• 0" . No limite, quando o numero de 8rinkman B se anula , as equa
ções de quantidade de movimento azimutal e energia se desacoplam 
ver equações (6) da Parte 1 -e, inclusive, a equação da energia pa~ 
sa a ser a equação de Laplace. Nesse caso a solução geral para o 
campo de temperatura e T•z/h , visto que, essa função satisfaz a equ! 

cão diferencial e as condições de contorno. Essa mesma solução e ob 
tida para o campo de temperatura (considerando mesmas condições de 
contorno deste problema) quando o fluido e incompressivel , pois,ne~ 
te caso, o parâmetro B também e igual a zero. 

As figuras de 1 a 4 mostram a compa ra ção entre as três manel 
ras distintas usadas para cãlculo de TN, a temperatura do núcleo. 
Inicialmente, para B·O, hã uma coincidência perfeita dos três meto
dos, como, em razão do exposto acima, não poderfa · deixar de acon te
cer. Conforme 8 aumenta, considerando-se a solução por diferenças f.!_ 
nitas como referência , o desvio apresentado pela sé rie em r mantêm
se praticamente o mesmo, enquanto que para a série em B, como era 
de se esperar, o desvio aumenta. Concluindo, deve-se usar as séries 
em B para valores pequenos de .8 e as sêries em r para valores gran 
des de 8. 

A figura 5 mostra perfis da temperatura T, resultantes da so 
ma da solução do núcleo com a solução das camadas de Stewartson . Ob 
servando a linha pontilhada, a qual representa TN ' nota-se como as 
camadas de Stewartson permitem o acerto das condições de contorno 
junto ãs paredes sõlidas . E notãvel também a modificação que o efe! 
to de compressibilidade provoca; se o escoamento fosse incompressi
vel com distribuição linear de temperatura nos cilindros, na figu ra 
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5 ter-se-ia T- 0,40, para qualquer valor de r e independente da rot~ 

cio. Alem desse aspecto, conforme B aumenta, o que i um reflexo do 
aumento da velocidade angular (ver tabela 1 ), a modificação do per
fil de temperatura aumenta; esse ê um resultado tipico do efeito da 
compressibilidade. 

A figura 6 ilustra a velocidade axial w para duas velocida -
des de rotação diferentes. Como jã foi destacado na Parte 1, nota
se o efeito do refluxo interno nas camadas de Stewartson. 

Em conclusão, pode-se afirmar que os resultados obtidos são 
consistentes, em função de três evidências principais: 

( i ) Os valore s obtidos para TN' quando calculados de três manei
ras distintas são bastantes próximos, e, dessa forma, aconte
ce uma verificação cruzada entre essas diversas soluções. 

(ii ) O presente problema foi resolvido fazendo B:O e obteve-se pa
ra o campo de temperatura a solução T=z/h, como atesta a fig~ 
ra 1. Assim, a partir do caso compressivel, conseguiu-se "re
cuperar" o caso íncompressivel. 

(iii) A figura 7 mostra a comparação entre o presente trabalho e o 
artigo de Sakurai e Matsuda [4]; estes autores estudaram a 
centrifugação de um gãs em uma máquina monocilindrica, consi
derando condições de contorno térmicas: aquecimento da tampa 
superior, resfriamento da tampa inferior e cilindro condutor, 
com distribuição linear de temperatura. Como se percebe,a co~ 
paracão e interessante, visto que, as condições de contorno 
são semelhantes. Como ê mostrado na figura 7, as duas solu
ções são obtidas fixando-se os mesmos parâmetros bãsicos, e 
para a configuração bicilindrica tomou-se ri=0,05, dentro da 
ideia de se "recuperar" a solução monocillndrica a partir da 
bicilindrica no limite r 1•0 . Os valores de TN foram compara -
dos para Z• -0,40h e z;-0,80h, e são realmente muitos próximos 
(maio r diferença da " ordem de a) . 
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INTRODUÇJ(Q 
Quando se deseja um tratamento local. uma das formas de se an! 

lisar um escoamento através de um meio poroso e tratar o fluido e 
o sõlido (que compõe o meio poroso) como constituintes contlnuos de 
uma mistura binãria. 

Sob este ponto de vista [1,2] temos que analisar o movimento 
de uma mistura continua onde os constituintes são dotados de cine
mãtica independente e tem sua interação levada em conta nas equa 
ções da dinâmica. 

Para uma mistura tontlnua, composta por dois constituintes, na 
ausência de reações qulmicas, temos a equação da continuidade, pa
ra o constituinte i, dada por 

i= 1 • 2 (1) 

enquanto que a equação da quantidade de movimento linear ê postul! 
da como 

1- 1 • 2 ( 2) 

onde P; é uma relação local entre a massa do constituinte i e o v~ 
lume de nlistura correspondente , .!i ê o campo de velocidades do con_! 
tituinte i, !i seu tensor parcial de tensões, ~i é a força externa 
por unidade de massa que age sobre i e m. ê a força de interacão 

-1 
por unidade de volume que atua sobre i por efeito dos demais cons -
tituintes da mistura. Neste trabalho, por estarmos considerando ap! 
nas dois constituintes, ~i ê o efeito dinâmico do outro constitui~ 
te sobre i. 

Por ser m. uma força interna ã mistura temos que, para o balan 
- 1 -

co de quantidade de movimento ser satisfeito para a mistura comoum 
todo 

~1 + ~2 • o ( 3) 

Se supusermos agora que a matriz porosa ê rigida e possui movi 
mento prescrito, não precisaremos nos preocupar cor as equações (1) 
e (2) para o constituinte sólido. Assim sendo, pará o fluido,temos 
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que 

( 4} 

( 5} 

o objetivo deste trabalho e o estabelecimento de equações cons 
titutivas para !!!f supondo que o meio poroso seja rigido, homogêneo, 
isotrôpico e estejasaturado pelo fluido que por ele escoa. Serão pr~ 
postas relações constitutivas para dois tipos de fluidos não-Newt~ 
nianos incompressiveis a partir de uma situação fisica simples. 

Definindo agora a porosidade <1> e supondo que o constituintefluido 
seja incompressivel podemos reescrever as equações de balanço, pa
ra o fluido, como 

div 2f z O ( 6} 

(7) 

onde p e a densidade real do fluido . 

Se o fluido for Newtoniano podemos supor que [3] 

(8) 

!!!t (9) 

onde p ê a pressão no fluido, Q a velocidade da matriz porosa, K a 
permeabilidade especifica, na viscosidade do fluido, À um parâme
tro geométrico adimensional, !f o campo de velocidad es, !t o ten
sor parcial de tensões e !!!f a força de interação só lido-fluido. 

Para um escoamento de um fluido Newtoniano incompressivel com 
!t constante teremos que (na ausência de forças de corpo externas) 

.. 
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( 1 o) 

A equação (10) ~conhecida como a "Lei de Darcy", sendo um re
sultado bastante conhecido e encontrado na literatura de meios po
rosos. 

HIPOTESES CON STI TUTIVAS 

Suponhamos que o fluido não-Newtoniano que satura o meio poro
so seja incompressível e que 

~f o ... s o ( 11) 

Vamos determinar uma relação constitutiva para ~f a pa r tir de 
um escoamento onde ~f seja constante. Isto forca rá, por (11), que 
!f seja um múltiplo escalar da ident i dade e reduzirá (7) ã seguin
te equação (na ausência de forcas de corpo) 

q, grad p ( 1 2) 

Basearemos nosso estudo num meio poroso idealizado, formado por 
vãrias placas paralelas de espessura "6" espaçadas de "A", como ê 

esquematizado na figura 1 [4,5]. 

Podemos determinar a per~eabilidade K e a porosidade 4> do meio 
poroso abaixo analiticamente. 

Se pudermos supor que entre cada duas placas temos um escoame~ 
to de um fluido Newtoniano incompressivel a baixas velocidades, t! 
r emos a velocidade real do fluido, num po nto que dista ~ do centro 
do intervalo entre duas placas, dada por 

( 1 3) 

Pensando agora no flu i do como um constituinte da mistura sõli 
do- fluido, temos que ~f serã dada por 

~f • -~t~' 12 ~( t )dE; = - l grad p ~ 
J - fl/ 2 n 

( 14) 
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Figura l. O meio poroso idealizado 

sendo portanto constante ne ste caso. 

Comparando (14) com (lO) vem que 

K t:.' 
~ = TZ 

271 

( l 5) 
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A porosidade ê dada, diretamente da figura 1, como 

( 16) 

e assim a pe r meabilidade K pode ainda ser expressa por 

( 17) 

Sabendo que 

( 18) 

vamos extrapolar os resultados obtidos, para certos fluidos, escoa_!! 
do atravês de um meio poroso como o da figura 1, para escoamentos 
através de meios porosos quaisquer caracte r izados apenas por ~ e K. 

ESCOAMENTO ENTRE PLACAS PARALELAS DE UM CERTO FLUIDO 

Vamos voltar nossa atenção para um fluido incompress1vel cujo 
tensor tensão e dado por 

grad _y+(grad _y)T 
0=-----...----- --

l. 
( 19) 

onde a função n(Q) ê dada por 

(20) 

sendo n
0 

e n
1 

constantes. 

Em (19) e (20) p ê a pressão no fluido. 

Suponhamos agora que este fluido escoa entre placas paralelas 
infinitas e impermeáveis w baixas velocidades de tal forma que , se~ 

do v~ a componente do campo de velocidades na direção de -grad p, 
tenhamos (escoamento plenamente desenvolvido) 

= o ( 21 ) 

Assim sendo trabalharemos com apenas uma componente da equação 
da quantidade de movimento, ou seja 
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(22) 

no caso de regime permanente sem forcas de corpo externas. 

Uma vez que o escoamentosejasuposto plenamente desenvolvido,(22) 
se reduz a 

(23) 

Figu ra 2. Escoamento entre placas paralelas 

Com relação ã figura 2, a equação (23) serã resolvida sob as 
seguintes hipõteses 

dvx 
Y > 0->-oy<0 

dv 
y • Ooo(.>af=O 

Para O< y<h temos que (23) pode ser reescrfta como 

d d r: dv dv z-, 
·~ • Ty Lno crf -nl<of> J • constante= c 

Sendo que 

c < o . 

(24) 

(25) 

( 26) 
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dvx 
Integrando (26} e considerando que (fjl ~ O para O ~y~h temos que 

( 27) 

Integrando novamente e observando a terceira condição em (24) 

ficamos com 

1 11 o ,1 
{O~ no 2 

~~ 3 ;z vx(y) 2 
~~ (y-h}- 3 c -) 

'h 

-o~ 
n

0 
2 ~] 312} - )-n1 

A velocidade media v pode ser então calculada como 

l (h 
1:" J v ( y) dy 
n O X 

o que fornece 

Definindo a como 

temos que 

, 2 

( ( o ) 
~ 

l/2 4n~ n 2 ~12 

~ ~ > - m (( 2 n°1 ) - ~ ~ > + 

312 
-(1-c:t) 

(28} 

(29} 

(30) 

( 31) 

(32) 

3 1 z 
Expandindo (1-a) em sêries de Taylor obtemos (em torno de 

et=O) 

3 1 z 
(1- c:t) 1- 3 

2 
3 

Ct+ ã 3 
m 

3 
m (33) 
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Substituindo (33) em (32) ficamos com 

hn
0 3 3 3 

n3 

vx -[- az+ Q3 + ... ] o 
~ "2" a+ ã l"S 30acl1~ -

3 3 3 
11$ 

a'+ aJ .•• ] o -[1- "2" a+ ã l"S "2llCiii 
( 34) 

Simplificando os termos comuns vem que, para a pequeno 

ou seja, em função de c 

1 C h2 1 
czhzl'll 

v ! 4 n' X 11o o 
( 36) 

Da equação acima podemos tirar que 

2 na V 2 n~ z 4vx n• 
ç o o . - Jli ~ 111 ... (!li ii7) - 111 

(37) 

A outra raiz de (36) nao foi considerada pois se deseja que c•O 
quando vx•O. 

Levando em conta (26) reescrevemos (37) como 

(38) 

GENERALIZAÇAO DA LEI OE DARCY 

Se pensarmos agora no meio poroso idealizado,da figura,e consl 
derarmos o fluido, que por ele escoa, e o sólido, como constituin
tes contlnuos de uma mistura biniria, teremos que sua velocidade 
(sob o ponto de vista da Teoria de Misturas) serã dada por 

( 39) 
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Vamos então estender o r esultado da seção anterior para ummeio 
poroso com permeabilidade espec1fica K e porosidade~. 

Considerando as equações (17) e (18) e lembrando que 6=2h nes
te caso, ficamos com 

-Fx=s-
onde 6 é definido como 

Comparando (40) com (12) podemos escrever que 

-~ * = - mfx =~- vs2-2S(~)vfx I ] 4> 

(40) 

(41) 

(42) 

Extrapolando o resultado para o caso vetorial e supondo que a 
força de interaçãotenhasempre a direção da velocidade relativa en
tre o fluido e o sólido, escrevemos que 

-4> grad P = Hf(l l ~fl l )J~f (43) 

onde ~f é o campo de velocidades , para o constituinte fluido , na 
mistura. 

A função f( 11 ~fll ) é dada por (42) da seguinte forma 

li ~f 11 

11 ~fll 
(44) 

e a força de ínteração ~f' para a mistura considerada, ê dada en
tão por 

(45) 

Este resultado pode ser novamente estendido para o caso onde o 
meio poroso esteja em movimento. Se pude r mos supor que ~f depende, 
localmente, da diferença de velocidades entre o constituinte sôli -



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VIl, n~ 3- 1985 277 

do e o constituinte fluido, então podemos escrever que 

~f ( 46 ) 

onde U ê a velocidade do constituinte sÕlido (meio poroso). 

Uma vez que, para chegar atê aqui, supusemos a pequeno,ê bas
tante razoãvel simplificar a expressão acima supondo que Bseja gra_!! 
de. jã que 

6 8 .k. 
J a 

Desta forma torna-se conveniente reexpressar (46) como 

( 4 7) 

(48) 

2 ~1)0 
e expandir o termo entre colchetes em função de ã - K- 11 ~f-~11. que 
ê suposto ser muito menor do que a unidade. 

Assim procedendo, vem que 

~f 
-~B(v -U) -f-

11 ~f-.\!.11 
(49) 

onde x ê o termo anteriormente referido. 

Com algumas simplificações chegamos a 

(50) 

As equaçÕes (48) e (50) (esta ultima com a expressão truncada 
em algum termo) generalizam a clissica Lei de Darcy, para escoamen 
tos de fluidos Newtonianos incompress1veis através de meios poro
sos, ji que no limite quando n1 +0 teremos s~ e então 
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que ê exatamente a expressão proveniente da Lei de Oarcy no casoda 
viscosidade do fluido ser n

0
. 

UM OUTRO TI PO DE FLUIDO 

Consideremos agora um outro fluido não-Newtoniano, que também 
segue a equação (19), diferindo do modelo anterior na função n (~). 

que aqui ê suposta 

n>-1 (52) 

Segui ndo a mesma linha de racioc1nio da seção anterior, chega
mos ã seguinte equação diferencial 

dv n+l 

~= -lcf l 
Considerando as condições (24) ficamos com 

l ii+T n+2 n-t2 

vx(y) = - ~:1 (~~) + ~ii+T - hn+TJ 

(53) 

(54) 

Sob o ponto de vista da Teoria Cont1nua de Misturas temos que 
o constituinte fluido terã a seguinte velocidade 

l 
n;T O+ 2 

(2) ( 0+ l ) hii+T 
n. 2n+1 (55) 

Procedendo como no modelo anterior chegamos a 

n-t 2 1 
d r, Tn+2 2n 3 ;1 õ+T 

-$~=~"*L(~) vfx( n-tj ~ (56) 

ou, estendendo da mesma forma que na seção ante r io r 
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(57) 

Deve ser notado que, quando n~o, este modelo tambêm se reduz ã 
clãssica Le1 de Darcy, para um fluido Newtoniano com viscosidade 

RESUMO DAS EQUACOES OBTIDAS 

- Equacão da Continuidade para o Constituinte Fluido. 

div !.f • O (58) 

- Equação da Quantidade de Movimento para o Constituinte Fluido. 

(59) 

- Equacões Constitutivas para a forca de interaçâo ~f em escoamen
tos através de meios porosos rlgidos, homogineos, isotr~picos e 
saturados . 

a) Se o tensor tensão for dado por !=-P!+2nQ (Newtoniano). 

<J>2'1 

~f a - ~ (!,f-~) (Lei de Darcy) (60) 

b) Se o tensor tensão for dado por != -P!+2[~ 0 +'1 1 ~)~. 

( 61 ) 

c) Se o tensor tensão for dado por !=-P!+2n.(12Q · Ql nQ. 

n+ 2 1 
<l>zn* t 4> 2(n+l)2 2 3 n+T K J ~ f E - ,...- ('!'R ) ( ::1 ) ----"---"-=n~ <.~ f - Q) 

4>lb-!:!.11"+ 1 
(62) 
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COMENTARIOS FINAIS 

Neste trabalho partiu-se de modelos clãssicos aplicados a fen~ 
menos simples (escoamentos entre placas paralelas) para se cons
tru ir relações constitutivas, aplicáveis ã Teoria Continua de Mis
tu ras , quando esta for usada para modelar certos escoamentos atra
ves de meios porosos. 

De posse de uma relação constitutiva para a força de interação 
(por unidade de volume) ~f podemos, com uma escolha adequada de Ir 
determinar o campo de velocidades do constituinte fluido (sob o 
ponto de vista de Teoria de Misturas) em um escoamento através de 
um meio poroso. Tal informação não i alcançada, em geral, através 
de Teorias Clãssicas de Mecânica do s Fluidos. 

As equações constitutivas aqui propostas possuem suporte na si 
tuação idealizada na figura 1, porem não existe argumento teórico 
que garanta a possibilidade de extensão da ideia para um meio por~ 

so qualquer. Isto , na realidade, sõ poderã ser comprovado através 
de experiência. 
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NOVA APLICAÇÃO PARA A REDE TELEX 

A partir de agosto, a Rede Nacional de Telex coloca mais 
um serviço à disposição de seus usuários . Trata-se de um banco 
de dados com informações bibliográficas - o SUPRIR. Ao uaá-lo, o 
cliente toma conhecimento de livros, artigos de revistas, tesés, 
relatórios, patentes e outros tipos de publicações. Além de re
sumo e palavras-chave, há uma série de indicações por publicação 
nome do autor, t1tulo do trabalho e outros dados de identifica~ 
ção. Após selecionar as publicações, a partir destas indicações, 
o cliente pode ainda utili~ar um serviço complementar para obter 
os textos completos . Estes pedidos também aio feitos na hora, 
via telex. 

o banco de dados tem informações internacionais em vá
rias áreas: Informática, Engenharia Elétrica, Eletrônica, Ftsica 
e informações nacionais e internacionais em todos os campos da 
Energia, inclusive a Energia Nuclear. As fitas estão internali
~adas no Centro de Informações Nucleares da Comissão Nacional de 
Energia Nuclear e são operadas em seu computador, um Honeywell
-Bull OPS - 7, no Rio de Janeiro. O software para operação do ais
tema foi inteiramente desenvolvido pela equipe do CIN. 

Todos os assinantes da Rede Nacional podem ter acesso 
às informações arma~enadas no SUPRIR. Para dar-lhes maior segu
rança, porém , o CIN fa~ um cadastramento pr~vio e fornece uma se
nha para uso do sistema. O telex que se ligará aó computador do 
CIN é o mesmo utilizado nas outras comunicações. Com esta nova 
aplicação, os usuários telex, sem qualquer investimento adicional 
em equipamentos, passam a ter acesso a um serviço on-line que an
teriormente só era posstvel por meio de ligação ao exterior, via 
Interdata . As bases operadas agora são: INSPEC !Informática, Con
troles, Ftsica, Engenharia Elétrica, Eletrônica), INIS (Engenha
ria Nuclear) e FONTE (Fontes renováveis de energia) . Em breve 
serão acrescentadas outras: ISMEC (Mecânica), WELDASEARCa (Sol
dagem) e METADEX (Metalurgia), que já estão em fase de implanta
ção . 

Durante o mês de agosto o sistema estará em pertodo ex
perimental, com um conjunto-amostra de 100.000· documentos da base 
de dados INSPEC para demonstra~ão. Neste pertodo, o cliente que 
fizer buscas pagará apenas os custos de comunicação a Embratel. 

NÚmero do indicativo do SUPRIR 32527+ 



INSTRUCOES PARA ASSOCIAR-SE À ABCM 

Preencher a ficha anexa, destaca -la e envia-la para 
ABCM 
LCC - Laboratório de Computação Cientifica 
Rua Laura Müller, nQ 455 
Caixa Postal 56018 
22290 - Ri o de Janeiro, RJ - Brasil 

Remeter juntamente com a referida ficha, para o mesmo end! 
reco, um cheque nominal (Associação Brasileira de Ciências 
Mecânicas) no valor de 1,36 ORTN's, para sõcios efetivos e 
US$20 , 00 para estrangeiros. Estudantes pagarão a metade 
dos valores e sõcios institucionais 27,16 ORTN's. 

8 



FORMULÁRIO. PARA AFILIAÇÃO 

8 ASSOCIAçAO BRASILEIRA DE CIENCIAS MECÂNICAS 

PARA USO OA ASSOCIAÇAO 
Recebodo Aprovado 

Readmhldo Eleito M...,.bro 

Membro~ Anuidade 

Afiliaçlo .-. I I I I I ) I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
Nome (Abrevoe se necosútio) 

Oaclmiulo 
Pedido de O mudança 

OrHdmisslo 

paro • categoria de M0<1lbro I ndlvldual 

SuonovtÇio. qual o llltimo ano dt tlillaçlo tfetiva? I I I I I 

O Aspirante (EJtu<lanteJ 

O Eletivo 

e,..eço RH~cMne;.t I I & I I I I I I I I I I I· I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
Rua, ., Apto. 

I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
CEP, CicMde, Eltado, Ptlt 

Endereço eom.rc;.l I I &,1 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
Rua, . , Oepentmento, etc. 

I I I I I I I 1-1 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
CEP. Cidtde Ellado, PaCs 

empteA I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
muto Pronaionat I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 1'1 I I I I I I I I I 
Po•içio Atual I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 

Eneenheifo de Produçlo, Profesoor Auistente, etc. 

Oetl de NuclrNnto I I 1-1 I 1-1 I I 

Endereço 1*'1 onde deve..- env;.dt oorrespondine;.: R .. idinc;. O Empr""' O 

FORMAÇAO SUPERIOR E TITULOS 

Indique em ordem cronológica IUII.onnlçio ouperior. Em olrNs de .,..ntwria deve1e indu. ex. Engenlwit Mednic:a, Mettli.gica, 
etc., • em olr•• de especieliaçio; lndustr;.l, Citnáas <~?' Mater;.is, etc. Eltu<lantes devem ondic:ar data prevista do grlduaç§o. 

Uniwnidedel GI'IUI Olttl Especiel iz~ 



EX PERtENCIA PROFISSIONAL 

lndiQut em otdem O'Onolõg'ca sua expenénc1a p1ofiuional Seja exptrcito tom relaçio a posições ocupadas tcomo Engenheíro de 
Produçio, Consultor, etc.l, tun«iM exercidas (como Chefe de Oepart~mento de Manutenção, Consultaria em Transientes Htdráu· 
hcos. etc. I. da tis e períodos das posaç6es ocupadas 

Poslçlo Emprew 

Funçlo 
~ 

Posição Emprua 

Função 

PoSJçáo Empresa - -
Função 

Per lodo 

De' 

A . 

De: 

A : 

Oe: 

A: 

Tempo 
Total 

ÁREAS DE INTERESSE 

O Meánica To6rica 

O Termodi,.mica 

O Projetos de M6qu;,., e 
Componentes 

O Otimlzaçfo e Controle. 

Remeter para : 

Secreteria da A B C M 

O Mednica dos Sólidos 

O Mecânica dis Estruturas 

O Anãlise Expe11mtntal 

o 

LCC - Laboratorio de Computação Cientifica 
Rua Louro Múller. 455 
CEP 22290 - Roo de Jlnetro, Br11tl 

O Mecánica dos Fluidos O Trans1erência de Calor e Massa 

O Propri-des dos Materia is O Processos de Fabricaçlo 

O Vibra~es e Awst•ca 

o 
D Métodos Anatrrocos e 

Num6rlcos 

o 

OBJETIVOS DA A B C M 

A Assoc•atSo Brui letro de Cténcras Mednicas 6 uma 
Sociedade C•vrl, sem' fins luc:o-a~lvos, lundeda em 19 de 
abril de 1975 por proftuiona•s rnttressados em Ciii\Cta> 
Meein•c.as. com • f•f1alidade de congregar PeiSOiiS Hsu;a.s 
e j11ídicas vtsando 

. eontr ib\~tr par• o dcsf!nvo lvimftf'l to da Engenharia 
Meçán•ca no Brasil, 
&stimuf.ar um efetivo rntercámb•o entre u Universida 
dts, Centros dt PesQu•sa e a I ndolstlll, 

. drvu~r o conhec•mento ..,.. Ciênoas M.ec:'Jn•ca~ 
auaves dt ~ oubl,çaçlo dt l•vrO\ te .r. tos, monograf••s 
t t~LS\IS 

. realtnr Congressos. Simpósios. Conferencias, Cursos e 
Reunlôe< Técnlco ·Cienlifieas. 

, ptO{n()vec o i nter~mbio com associaç6e• similares do 
C)liS I do ~XlefiOf , 

São atlvidedes tcadrciona" da ABCM; 

, O Congre,.o BraSileiro do Engenharía Mednica · 
COSEM, que se reali ze a cada dois anos na primeira 
Quin.r.ena d~ dezembro dos anos imparel. 

. O StmpÔ>IO Brastltiro de Tubulações 1 Vuo• de Prts· 
..So · SIBRAT, Que 6 reali"tdo nos ano• pares. 

. A Alllt<t• Brasileira de CiPnc:ias Mec.tnrcas - RSCM, 
pubhcaçio Lrimestral 



O BradescO financia 
tudo o que você precisa. 

CRÉDITO BRADESCD 
DIRETO AO ~dtl/lfltd 
CONSUMIDOR. 

I 



PEDIDO DE ASSINATURA DA RBCM OU DE NÚMEROS ATRASADOS 
QUER DA REVISTA OU ANAIS DE CONGRESSOS 

-Preencha a ficha anexa, indicando · o desejado, e remeta para 
ABCM 
LCC- Laboratório de Computação Cientifica 
Rua Lauro Müller, nQ 455 
Caixa Postal 56018 
22290 - Rio de Janeiro, RJ - Brasil 

-Remeta, em anexo, um cheque nominal (Associação Brasileira de 
Ciências Mecânicas) no valor indicado na referida ficha. 

------------- --- -----------------------~ 

BRASIL EX TE RIOR 

Anais do COSEM { ) 3,0 ORTN'S { ) uss 100,00 

Ana-is do SIBRAT ( ) 2,0 ORTN'S { ) uss 50,00 

Vnlume avulso RBCM ( ) 1,0 ORTN'S ( ) uss 25,00 

Assinatura RBCM ( ) 2,0 ORTN'S ( ) uss 50,00 

ASSI NALE SUA SO LI CI TAÇ~O 

'Nome: 

Enderece: 

Cidade: ESTADO: CE P: --

~ Composto ~ 1111presso por 
.... J. DJ CIORCIO & CIA. LTDA. 

Rua Vaz de Toledo 536 · Eng. Novo· RJ 
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