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EDITORIAL

Em abril de 1975, na UNICAMP, com a presenca de 15 pessoas, praticamente
todos professores universitérios, foi fundada a ABCM. Calcada fortemente em padrfes
de atividades académicas por forga do perfil dos seus fundadores a ABCM nos Gltimos
dez anos esteve presente na comunidade técnico-cientifica principalmente como veiculo
de divulgagdo de conhecimento.

~ Este ano realiza-se o VIII COBEM. Em 1986 teremos o |V SIBRAT e o primeiro
Simp6sio sobre Sistemas Dindmicos de Mecénica, A Revista Brasileira de Ciéncias
Mecénicas firma-se mais a cada dia e pode-se dizer que hoje é um periddico que nfo
sofreré solugfo de continuidade.

Além destas atividades a ABCM tem colaborado na organizagfo e dentro dos
limites do possivel no co-patrocinio de eventos de &mbito nacional e regional como o
Encontro Nacional de Atualizagfio Tecnolégica em Engenharia Mecdnica (ENATEM)
realizado na UFSC, os cursos de Mecdnica Tebrica e Aplicada realizados no LNCC pro-
movido na regifio do Rio de Janeiro em 1986.

Todas estas atividades tém sido bem sucedidas e tém conquistado um espago
crescente para a ABCM a nivel nacional e também internacional. Em 1983 a ABCM foi
aceita como membro brasileiro na International Union of Theoretical and Applied
Mechanics (IUTAM), e na mesma época afiliou-se ao IFTOM. Em agosto de 1985, foi
realizado no Rio de Janeiro o Simp6sio da IUTAM sobre Comportamento Ineldstico de
Placas e Cascas, organizado pela ABCM que alcangou grande sucesso, colocando a
comunidade brasileira ativa na drea de ciéncias mecénicas na 6rbita internacional.

N&o obstante os progressos conquistados na drea de organizag8o de congressos e
encontros, de cursos especializados e de divulgacfo do conhecimento cient(fico ainda hd
muito o que fazer em particular no que se refere a aproximag8o com o setor industrial,
cooperagdo na preparacfo de recomendacBes técnicas e ediclo de livros, sejam textos
didéticos, sejam de consulta especializada. Os primeiros passos neste sentido j& foram
tomados e j& surgem alguns efeitos promissores. Empresas como |IBM, Vale do Rio Doce,
Promon Engenharia, Xerox do Brasil e a Fundagfo Yehan Numata criada pelo fundador
de empresa japonesa Mitutoyo que héd 10 anos instalou uma filial no Estado de S8o Paulo,
vem cooperando concretamente com a ABCM. A Fundagio Yehan Numata, honrou-nos
com o convite para juntamente com o CNPg conferir anualmente o prémio Yehan
Numata de Tecnologia, no valor de 400 ORTN's para o melhor trabalhe produzido na
érea de instrumentos de precisfo ou de medicdo geométrica.

O reconhecimento da importéncia de prestigiar a produg8o cientifica e tecnol6gica
através da ABCM deve-se sobretudo ao valor e ao trabalho dos pesquisadores atuando na
drea de mecdnica. Acreditamos que o prestigio que a comunidade vem alcangando e a
elevagfo do nivel de produgfo cientifica e tecnolégica envolvem um processo de
realimentacdo positiva que esperamos ser irreversivel,

Um outro servigo que a ABCM deverd ativar é a atuago junto a 6rgfos federais e
estaduais de fomento 4 pesquisa e desenvolvimento e de definigdo de polftica cientifica
e tecnoldgica no sentido de levar as reivindicacBes e sugest8es da comunidade de ciéncias
mecanicas. Hoje em particular esta atividade é muito importante, em virtude da indefi-
nigdo e fraqueza que comega a se instalar em setores plblicos. A desconexdo entre
promessas e realizagBes denuncia uma desvalorizacdio do compromisso que no caso do
desenvolvimento cientifico e tecnolégico é uma pedra fundamental. A retomada de
rumos corretos para o nosso desenvolvimento é de importdncia crucial para a sobrevi-
véncia da produgo cientifica e tecnolégica que continua ameagada. A ABCM através de
seus associados deve participar na corregdo daqueles rumos e nfo pode ficar alheia a -
defini¢do dos planos nacionais de desenvolvimento.
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SOME CRITICAL REMARKS ON THE USE OF POTENTIAL DROP
AND COMPLIANCE SYSTEMS TO MEASURE CRACK
GROWTH IN FATIQUE EXPERIMENTS

Jaime Tupiassti Pinho de Castro - Membro da ABCM
Departamento de Engenharia Mecénica - PUC/RJ

ABSTRACT

The precide and automatic measunement of the Length of a fatigue crack i3 a very
impontant nequinement in Fracture Mechanics-based, fatigue crack propagation
studies. Here, a enitical study of the twoe most commonly used analog electronic
systems to measure crack Lengthis made, in order fo quantify the maximum possible
nesofution that can actually be expected 4rom them, The {wo systems studied are
those based on the "Potential Drop™ and onthe "Compliance” methods, The intrninsie
sensitivity of both methods £s assessed, and the effects of some unavoidable
ernon bounces, as well as the impontance of the present technofogical Limitations,
are quantified. Moreover, some comments are made on athedpn.acﬂm AmplLementation
o4 expernimental systems that have been success fubly used in the past.

RESUMO

Med{cies precisas ¢ automaticas do compriments de trnincas de fadiga sdo um requi
s0t0 muito {mpontante, em estudos de propagacdo de tadincas de fadiga baseados nos
concedtos da Mecdnica da Fratura. Neste trabalho & feito um estudo oritico dos
dods sistemas analbgicos lefetricos) mais freglentemente usados nessas medidas
de camprimentos de trincas, de modo a quantificar a maximaresolugds possivel que
pode, na pratica, sen esperada desses slstemas. Os dois metodos experimentals
analisados aqui sdo ague.zu baseados nos conceitos de "Varniacdo da Flexibilfidade
da Peca" e de "Queda de Potencial” (induzdda pele fluxo de uma conrente efetrica
constante na peca tiincadal. A sensibifidade intrinseca de ambos o0s metodos &_es
tudada, bem como ado quantificados ob efeitos das presentes Limitacoes teenofogd
cas. Alem disto, alguns comentarios sdo feltos sobre a mplementacas pratica de
sistemas experndmentacs usados com sucesso no passado necente.

INTRODUCTION
Despite more than 120 years of intense technical and

scientific research, and of all the vast accumulated experience in
uncountable engineering designs, fatigue is still in our days the
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most important cause of mechanical failure in machines and
structures that are subjected to vibratory service loads [1-2].
Much has been lTearned in the past, but the economic and social
impact of the fatigue-related failures that continue to occur in
practice, with no doubts justifies the need of more research in
this field.

It's clear that when the effects of the costs of equipment
failure are unacceptable, designing for maximum reliability is
mandatory. The Damage Tolerant Design Approach is the only method
that can be used for achieving maximum reliability when designing
any structure against fatigue loads, because this method assumes
that a crack might already be present in the structure, even after
the routine non-destructive inspections are made, and then studies
the crack propagation behavior until it can cause the final failure
of the structure,

The best analytical tool presently available for studying
fatigue crack propagation is based on Fracture Mechanics concepts
[3-15]. However, much is still unknown about the basic phenomenology
of fatigue crack growth behavior under complex loads.

Since most machines work under complex loading, the present
state of the art of the analytical tool is simply not sufficient to
solve many design problems. Therefore, it is still necessary to
experimentally simulate service conditions in laboratory specimens,
in order to really improve the reliability of actual engineering
structures. The purpose of this work is to discuss the proper
interpretation of such experimental results, by studying the maximum
resolution that can be achieved, under careful but real operational
conditions, by the two most used methods of analogic (electrical)
measurements of the length of fatigue cracks in testing specimens:
the so-called "Potential Drop Method" and the "Compliance Method".

For illustration purposes, Figura 1 [16] presents a drawing
of a typical testing specimen (the CTS) used in fatigue crack
propagation studies [17]. MNote the details of the devices used to
ensure pure axial (Mode I) loading. Note also the presence of the
potential drop system current supply and voltage sensing leads, as
well of the COD {Crack Opening Displacement)clip gage,and of
similar transducers used to measure the mechanical compliance of
the specimen.
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Figure 1. A typic fatigue crack propagation experimental system

POTENTIAL DROP SYSTEMS

Basically, all Potential Drop Systems consist of a very good
servocontrolled, constant current source (that can be AC or DC, the
latter being more common), and of a very stable, high duality
amplifier, for the low level signals generated in the metallic
specimens by the flux of the electrical current around the fatigue
crack.

The function of the power source is to supply an adjustable
current to the specimen, current that is maintained coﬁ;tant during

203
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the whole duration of the test by a feedback circuit. The amplifier
is designed to filter and to multiply the (typical) microvolt-level
signals that are generated by the changes in the specimen resistance,
due to the growth of the fatigue crack. (For more details on the
theory of, and on the design requirements for using potential drop
systems to measure crack length, see [18-251).

The Measurement of Crack Growth by Potential Drop Systems

0f the sim}lar results available in the literature, the
calibration curve for the CTS used in [16] to translate the
potential drop readings into crack length measurements (a/W vs. V/Vo)
was based on experimental and numerical works done by Ritchie et
al. [18-20]. Their numerical results were obtained from a solution
of the Laplace's equatian for the electrostatic field in the cracked
specimen. by means of a finite element model of the CTS. Also
investigated was the influence of changes in the positioning of the
current 1hput. and of the voltagg reading points. Their experimental
calibration involved methods such as electrical analogs, optical
observation of the surface of thin fatigue specimens, and marking
of the fracture surface by changes in the mean fatigue load (which
leaves clearly detectable bands on the crack surface, without
causing significant Toad interaction effects). The following
polynomial is a least square best fit of their data points:

a/M = 0.6254(V/V,)? - 2.5825(V/V,)* + 4.2365(V/V,) - 1.9296 , (1)

where V is the potential drop system output, V, is the initial
voltage caused by the current flow in the uncracked specimen, a is
crack length, W is specimen width and a/W should be Tess than 0.75.
In Figure 2, a plot of this CTS experimental calibration curve and
also a plot of its derivative, d(a/W)/d(V/V,) vs. a/W are shown
(the latter gives, of course, the intrinsic sensitivity of the
potential drop system). From these curves it can be seen that the
sensitivity of this system is not strongly d%pendent on the
absn1u§e value of crack length, at least for the range of a/W
nornalfy used in fatigue tests, 0.35 <a/W<0.75. It is also
important to note that -the minimum showed by the derivative curve
should be due only to the empirical nature of this polynomial
calibration, since it can be argued that the rate of change of the
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specimen resistance should increase monotonically with respect to
the (increasing) crack length. This argument will be explored in
detail later in this work.
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Figure 2. The CTS potential drop calibration curve

Typically, 1uV is the best figure that can be expected for
the short term resolution of high quality potential drop systems.
This number reflects the best job that can be done {within
reasonable cost) to minimize the effects of the unavoidable
electrical noise sources that are always present in a laboratory
environment. :

Having found the minimal measurable AV, it is clear that the
value for V, should be chosen as high as possible, in order to
maximize the system resolution in terms of crack length. However,
the maximum practical current that can be used in such systems is
limited by the heat it generates within the specimen (or by the
size of the available power supply). An experimentally found value
of'1Dﬁ/cu' for the current density within the specimens, has been
recommended in the literature [1B] (This number was used in [16] as
a quide in choosing the value of V, for the uncracked specimens,
that was set as 2mV at the start of the tests, which tipically
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required a current of about 30A from the power supply. Due to this
V, value, and to the 1uV resoltution, a 4 1/2 digit voltmeter was
required to read the output of the system, since it carried a
potential informatien of 1 part in 3000).
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Figure 3. The CTS standard dimensions

Figure 4 shows the crack growth increments that could ideally
be detected during the tests using the curve given by (1). By the
way, it is important to emphasize that the anly method that can be
realistically used to significantly improve the resolution of any
potential drop system is to decrease its intrinsic noise level,
which can be a very difficult and expensive task.

Another critical piece of information is needed to permit the
proper interpretation of the tests results: the quantification of
the effects of all the unavoidable error sources in the measurements.
By far the most important problem in most cases is the thermally-
-induced changes in the specimen resistance, that e.g. for steels
are in the order of a=0,3% per degree Celsius (at room temperature)
[26]. The potential drop system output dependence on (small)
variations of the specimen temperature is given by:

V=1IR [1+ a{r-r,,}] (2)
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Figure 4. Ideal resolution of (1) for.V, = 2mV and AV = fuV
dV/dT = oV = 0.003(2 to 3 mV) = 6 to 9uv/C , (3)

where R is electrical resistance, V is voltage, I is current,
(T-T,) is the change in temperature, and 2 to 3mV is a typical
operational range for potential drop systems (it is the V equivalent
to 0.35 <a/W<0.75 and V, =2mV). Therefore,.each degree Celsius
change in the specimen temperature causes a change in the read
potential drop of 6 to 9uV, or an apparent change in crack Tength
of about 120 to 180um! Since one degree Celsius is the typical
limit for the range of specimen temperature control that can be
maintained by the air conditioner system used in a properly
installed laboratory, a mean figure of 150um can be used for the
nominal long-term resolution of carefully made fatigue experiments.
It is important to note that this resolution value, based on a very
simple but sound argument, is widely different from many supposely
better values frequently claimed in the literature.

To completely solve this thermal noise problem, either a
very stable servocontrolled constant temperature chamber (constant
within, say, 0.1C or better) should be built, or an intrinsically
self-compensated rationometric type of measurement system should be
used. However, it is important to note that those are neither
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simple nor inexpensive projects. The first would require some form
of heat pump, because the current density in the specimens (and the
consequent heat dissipation) increases with crack length. The

second (rationometric method) would require the use of two identical
specimens in series, subjected to the same current and to the same
temperature. Only one of the specimens should be fatigue cracked,
and it is the ratio of the specimens' voltage drop that should be
measured, which poses some obvious experimental difficulties,.

A third (and possibly more elegant) solution would be to continuously
measure the temperature of the specimen, and to use its value to )
correct the crack length readings in real time. This last solution,
of course, in practice can only be implemented in computer-controlled
experimental systems.

A second potentially important thermal-induced error source
can be found at the connections between different metals in the
cable that is used to read the potential drop signal. Seebeck
voltages (thermocouple effect) can be significant in comparison to
the potential drop signal, if the specimen and cable are made of
different materials (they generally are, since copper wires are
almast universally used in electronic instrumentation), and if the
two junctions (between the copper wires and the specimen material)
are maintained-at different temperatures [27-31].

For example, a7 s5tandard Fe-Cu thermocouple has a gain of
11pV/C:at room temperatiure -{which was the equivalent, in the system
described:above-to-about~220um/C): However, the effects of this
error source can be minimized withrelative ease in practice, if two
simple precautions-arevtakeni First; by using just two different
materials-in.the potential/drop lead,=sayy the specimen material
and copperuy:-Second|oby maintaining the '{two) confiections between
the copper wire.and thelspecimen material'ds ¢Vosé to the same
temperature as possible fevgly by‘maunting the eonnect%ons over an
isothermal-block}. gham ' Tele~gn 1o o " :

5.Note, howeveryuthat the requirement 'of just two materials in
the cah]a;thatycannawts the pétentidl drop probes td thé amplifier
may present some practidal probleds s for éxaiplé ] the 18-8 §tainless
steel-Cu and ‘the  'sgring steel-Cu" thermdcouple voltages ‘(obtained
from ‘[32}) -are ; wespectively; 3uV/C @nd 6uV/C, vaTués “that are widely
diffenent -from the Fe-Cu pair,- Therefore, some common procedures,
such as./spot-welding i@ -Fe wire to any Steel ‘specimen and then "' 1

R R AT ok 93312 dmill w120 Ll
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{(carefully) connecting the wire to the copper cable, must be done
with caution, because the Fe wires may not always behave as the
(implicitly assumed) continuation of the specimen material for sake
of avoiding the thermocouple problem. Moreover, despite the
existence of even a standard method for measuring thermocouple
voltages [33], actual values for most engineering alloys are
extremely difficult to find in practice, which can prevent simple
numerical estimations of this error source.

To complete the study of the effects of error sources on the
potential drop measurements, a critical analysis of the amplifier
and of the current supply circuits is needed. A simple but clear
review of the practical effects of those sources is made in [18],
and here we are not going to pursue this point any further than by
saying that their combined effects should be small compared with the
temperature problem, if those cirguits are built with very high
quality components.

As a closing note on this study of the potential drop system,
we recall that the empirical calibration polynomial used to find
crack lengths from the voltage drop measurements was defined only
for a/W<0.75 (We also recall that the shape of its derivative was
not physically appealing. Moreover, it is very important to
emphasize that this polynomial has clearly incorrect limits and,
therefore, cannot be extrapolated: e.g., by taking the value a/W=1,
which obviously describes a broken specimen and an open circuit,
and by (blindly) using the empirical calibration polynomial, we
would predict V/V, =1.82!). Since it had been realized that
experimentally it was not easily feasible to increase the intrinsic
gain of the potential drop system, a natural question was proposed:
Was it possible to significantly increase that intrinsic gain by
working with deep cracks? This question motivated the start of a
study of the potential drop problem from an analytical point of view.

It was decided that a good way to start the analytical work
would be, for example, by finding the (asymptotically) correct upper-
-1limit for the potential drop calibration curve. This limit would
not be difficult to find, by using the analogy that exists between
the Mode IIl linear-elastic and the classical electrostatic field
problems, in any two-dimensional space [12,34]. The equations that
describe these problems can be summarized by:

Mode I1l Elasticity (Linear-elastic solution of the anti-plane
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shear problem in 2 body of, constant thickness, when the point loads
Tj are specified at the boundaries). The Mode Il displacements
and stresses are related by:

u=velD, ux-ay-a:--rw-u. and w=w(x,y) anly .".

Vw =0, 1, =G(aw/ax) and Ty ® Glow/ay) (4)

where x, y, z are cartesian coordinates; u, v, w, are the
corresponding displacements; and p, T are normal and shear stresses,
respectively.

Electrostatics (Solution of the electric field caused by
point inputs of current [j, specified at the boundaries of a body
of constant thickness, where the voltage at any point is given by
VeV(x,y) only). The current flux and the conservation of electrical
charge are described by:

pd==-W and V=0 , (5)

respectively, where J is the current density and p is the electric
resistivity of the used material (the negative sign implies that
the current flows down the potential gradient).

From the summary above we can see that both the Mode III
displacements in linear elasticity, and the voltage in electrostatics,
obey Laplace's equation., Therefore, these two problems are
mathematically analogous: the voltage V is analogous to the
displacement w, the current density J is analogous to the shear
stress T and the resistivity p is analogous to the inverse of the
shear modulus G. And, to be as clear as possible, we can make the
following statement:

Let the Mode III displacement between two specified "output"
points of a body with planar geometry be denoted by & (say that the
output points are g, and g,, such that s =w(q,) - w(q,)), and let &
be induced by m forces TJ applied at (xj.,y;). where 1 <j<m. Now
denote by V the voltage between the equivalent two output points of
a geometrically identical body, and let V be caused by m current,
inputs Ij. also localized at {xj.xj). If the T‘1 and the I, are
known, & and V can be found by solving Laplace's equation, which
can be done by using very well-established analytical techniques.
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Therefore, the solution of the §-problem by means of a conventional
Tinear-e1ast1l stress analysis, and the solution of the equivalent
V-problem by the classical electrostatic theory, are identical from
a mathematical point of view.

Having clearly stated the analogy that is going to be used,
it is very easy to find a first estimation for the limit of UIVD as
a a/W+1, by solving the problem presented in Figure 5. The problem
is to find the displacements between the two points (0,0%) and
(0,0°), localized at the mouth of the crack of length c, in an
infinite strip of width L and thickness B, due to the pair of loads
T and -T applied there. The value of Kyry for this problem is known
[12, pg.2.28], and it is given by:

Kppp = (2178 /D[sin(zbc}]""’ ' (6)

Y [ ]

el unig

I

o

-

Figure 5. Crack mouth displacements in the infinite strip due
to the pair of forces T(0,0%) and -T(0,07)
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where b =mw/2L. For simplicity, we can rewrite equation (6) using
the notation K=T+k, where K is given by the product of an applied
force T, with a function k of the specimen geometry only.(in the
equation beloﬁ the subscript "0" denotes "at the crack mouth"):

Kg=T kg » where kg = (2/B¥f)[!1n(2bc)]-% (7

(Note that we are using “c and L" to denote the crack length and the
width of the infinite strip. This is done to avoid confusion with
the notation "a and W" used for similar parameters in the CTS, since
in the latter those values are measured from the load line and not
from the specimen boundary).

We also know that the strain energy release rate per unit of
crack area advance, G, can be related to the applied stress
intensity factor by: (see, e.g., [3-16, 35]).

G = 3U/aA = (1/B)(aU/ac) = KEIIIZG " (8)

where G is the shear modulus and U is the strain energy stored in
the strip. Moreover, by using Castigliano's theorem (4(Q) = 3U/3Q,
where 6(Q) is the generalized displacement in the direction of the
generalized force Q), we can easily find the increment in the crack
mouth displacement of the strip, caused by the pair of forces T
applied at (0,0%) and -T applied at (0,0-), when the crack grows
from 4 to Cs (in other words, we can find the value of

ﬁﬂ(cf- c1) = w(0,0%) - w(0,0)). From basic Fracture Mechanics
concepts, we recall that the change in the strain energy stored in
the strip is given by:

AU = BfGdc = (B/2G)K*dc (9)

Therefore, using this last equation 8y can be found by

c

6gleg-cg) = (B726) [T (kM /aThde .. (10)
1

sg(ce-cq) = (B/G) /Ky ky de (1)

And, by substituting the values of Ko and koz
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C

sy(ce-c;) = (8/)(aT/8vT) [ | rsin(be)™ . (12)
¢

8plee-cg) = (4T/mBG) an[tan(bee) / tan(bc)] . (13)

Equation (13) must be, by Saint Venant's principle, the
carrect form of the required upper-limit (i.e., the deep crack
behavior) of the potential drop problem in the CTS (and also, by
the way, in the single edge notch specimen, the SEN, another very
commonly used Fracture Mechanics specimen)}. (Note that if we do not
use the analytical trick of finding the difference in the
displacements at the crack mouth, as the crack grows from a finite
initial value ¢y to the final length cg (i.e., if we do not avoid
the particular case ¢; =0 in (12)), the integral would diverge.
This divergent behavior is, of course, expected, and is a common
feature of all problems where displacements are calculated under
point loads).

Motivated by the simplicity of this result, it was decided
to undertake the task of finding a complete amalytical solution for
the CTS electrostatic problem. This analytical study is presented
elsewere [16].

Note that this assymptotic behavior of deep cracks indicate
that there is no advantage in working with deep cracks in CTS (or,
for the same reason in SEN or similar specimens), since the &n(tan)
behavior is very smooth, and there is no big increase in the
intrinsic sensitivity of the potential drop measured as compared
with shallow cracks,

THE MEASUREMENT OF CRACK GROWTH BY COMPLEANCE-BASED SYSTEMS

In Mechanics the concept pf compleance is used as a measure
of the "softness" of a structure, i.e.,, it gives a measure of how
easily a structure deforms under load. Formal™ , the mechanical
compliance C is defined by:

C=x/p (14)

where P is the load applied on the structure and x is the load point
displacement {(or, in other words, the load-induced displacement of
the point of the structure where the load was applied). The
compliance concept also finds many uses in crack problems, because
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the compliance of cracked bodies under Mode 1 linear elastic
fracture mechanics conditions can be related to G, the strain
energy release rate per unit of crack area advance, by: (see, e.g.,
[3-161).

G = (P?/26}{dC/da) = x;;E' (15)
dC/da = (ZBfE'][Kle)' (16)

where dC/da s the rate of compliance change with respect to crack
length, G is the shear modulus, E' =E for plane stress (E is the
modulus of elasticity), or E'=E(1 - v?) when plane strain conditions
are dominant at the crack tip (where v is the coefficient of Poisson),
and B is the specimen thickness.

Also from basic Fracture Mechanics concepts, it is know that
KI’ the Mode 1 stress intensity factor, can be written as:

Ky = (P/B/W) fla/W) . (17)

In this last equation, f(a/W) is a numerical function of the
specimen geometry and crack lTength, and W is the specimen width,
Therefore, the rate of compliance change with respect to crack Tength
is given by:

dC/da = 2f>(a/W) / BWE' (18)

In order to non-dimensionalize this equations, define
Cu =1/BE' and C/CD = E'Bx/P to obtain:

d(C/Cy) / d(a/M) = BME'dC/da = 2f*(a/M) (19)

And C;’Cn can then be found by:

ap/
g =i £ (a/N)d(a/M) + —= (20)

Co lag aq /M Co lay
'S W

Therefore, if the value C{CO {aiful can somehow be found or
measured, it is possible to use equation (20) as the calibration
curve for all analog compliance measurements of crack length.
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(The initial value of the specimen compliance can always be obtained
by just one simultaneous measurement of Toad and Toad point
displacement, However, this many times is not an easy task, due to
the inaccessibility of the actual load point is most practical
specimens, see the appendix).

In particular, for the CTS the function f(a/W) is given by
the following poTynomia! [36]:

f(a/W) = [2+ (a/W)] /v [1~(a/W)]" + [0.886 +4.64(a/W) -

- 13.22(a/M)? + 14.72(a/M)> - 5.6(a/W) *] (21)

In a recent experimental work, Fisher and Buzzard [37]
carefully measured C versus a for CTS (using a specially designed
load fixture that allowed access to the center of the load pins, in
order to measure their actual load-induced displacements). They
fitted their data points by the function:

C/Cy = exp[2.3764-8.060(alw}4-?.298(&/H}!1-D.tOT(a/H)‘ -

- 15.21(a/W)" + 14.75(a/W) "] . (22)

In order to check the consistency of their work we
numerically integrated equation (20), using the CTS' f(a/W) function
given by (21) and the value of C/Cy at a/W = 0.35 given by 22,
and compared the result with the compliance values predicted by (22).
And, as a cross checking measure, we also differentiated this last
expression and compared the numerical results with (19). 1In the
first case the maximum difference that was found was 1.5%, and in
the second it was 5.3%, see Figures 6 and 7.

After having checked the consistency of the theoretical and
of the experimental results given by (21) and (22), the next step
was to find what was the maximum resolution that could,
realistically, be expected from the analog systems that are used to
measure crack length by detecting the compliance changes that are
caused by the growing crack. 1In other words, we wanted to quantify
the minimum increment of crack length Aa, that we could expect to
resolve by using compliance-based systems, built with available
technology and operating under optimal conditions.
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Typically, compliance measurements are obtained by plotting
the lToad versus load point displacement signals on an x/y recorder,
and it is from the slope of this graphic that the compliance of
the piece is calculated. Also typically, the resolution of these
graphical measurements is at best on the order of 1%, [If more
accurate techniques are used (as, for example, a numerical best
fit of the difitalized output of the load and of the displacement
signals, in order to find the slope mentioned above), it is
reasonable to expect intrinsically better experimental results,
However, it is not realistic to assume that anything much better
than (say) a 0.1% resolution can be obtained in practice, because
compliance measurements are essentially of a derivative (slope)
type and are, therefore, intrinsically noisy.

In Figure 8 we plotted the minimum resolution that would be
required from the reading of the load versus load-point displacement
graphics (or from a numerical calculation base on A/D outputs, as
suggested above), in order to measure crack length increments of
Aa = 1uym and of Aa = 100um, respectively. Note that the plots
give the percentage change on the value of Cfc0 versus a/W, when
the crack grows by 1 or 100um. By carefully studying those
figures, it can be seen that the intrinsic optimal resolution that
can be expected from compliance-based experimental systems is, at
best, comparable to the 20um figure obtained for the short-term
resolution of the potential drop system, far the range of a/W
normally used is practice.

From Figure 8a, it can be seen that a 1um resolution in crack
length would require a resolution of about 1 part in 10000 from the
(calculated) slope of the C/Cu vs. a/W curve, which, in view of the
arguments exposed above, seems very hard to obtain from experimental
systems built with available technology. It seems more reasonable
to expect crack length resolutions in the order of 100um, which can
be experimentally implemented even with the careful use of graphical
methods, as shown in Figure 8b. Once again, it is important to
note that this Tast resolution figure is in conflit with many
supposely better figures frequently claimed in the literature.

Another interesting point to note is that the intrinsic
sensitivity of compliance-based systems does increase (exponentially)
with crack length, as opposed to the very smooth behavior of the
(assymptotically) an(tan) behavior of potential drop systems deduced
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in the last section. This indicates that compliance systems can
profit from the use of deep cracks to do measurements where high
sensitivity is a must. However, when working with deep cracks it

is important to be aware that specimen displacements and rotations
are bigger for a given load,as compared to more conventional shallow
cracks, which indicates that friction-related problems at supports
and lToading points should also increase.

To complete this study of compliance-based systems of fatigue
crack length measurement, a very brief discussion of the influence
or error sources follows.

Besides the obvious problems with the correct measurement of
loads and load point displacement (it is, e.g., very difficult teo
buy load cells in a class better than 0.25%), among the more subtle
error sources that can perturb the experimental results, specimen
temperature and the transducer fixing to the specimen seem to be
the more important. A (common) temperature change of 10C can
induce a change in the elastic modulus of most metallic specimens
in the order of 0.2 to 0.6% [38], a figure that is important if
crack length resolutions in the order of 10um are expected from
very high quality compliance-based systems. Temperature, of course,
also perturb the electronic circuitry, but this discussion is
considered beyond the scope of this work (see e.g., [39-40]).

The use of clip-gages or similar devices to measure crack
opening displacements, besides the very big problem of accessing
the actual load points, as discussed in [37], have the added
complicating problem of intrinsic friction at knife edges, with the
consequent hysteresis-related disturbances of difficult
quantification, A simple and elegant solution to this problem is
to avoid the use of clip-gages by bonding strain-gages directly on
the surface of the specimen, e.g., in the back face of the CTS as
discussed in [16]. However, again, this solution is not without
any shortcomings, because the measured strain output, despite being
almost hysteresis-free, must somehow be calibrated in terms of
absolute crack length. Regretfully, this is not an easy task from
an analytical point of view for most practical specimen geometries,
and the author is not aware of any available theoretical calibrations
in the literature.
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CONCLUSIONS

The resolution and the effects of error sources in two
analogic systems of crack length measurement has been studied.
Arguments are presented to show that resolution figures in the
order at 0.1mm should be expected from both compliance-based and
potential drop systems, if decent operational procedures are
carefully followed. This number is significantly higher than many
figures quoted in the literature, but it seems to be closer to the
reality of present technological limiations, There is still an
urgent need for development of better experimental systems, to allow
a closer study of low crack-growth rates and fatigue-cycle
interactions, with crack length resolution in the order of lum as a
goal for the near future.
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APPENDIX

AN ANALYSIS OF THE USE OF THE CTS LOADING PIN TO MEASURE THE LOAD
POINT DISPLACEMENT

In order to make absolute compliance measurements, it is
necessary to measure the load point displacement. However, this
can be a very difficult task to be achieved when working with
compact tension specimens, because the actual load points are
virtually inaccessible. One proposed simplistic solution was to
use, as an approximation, the displacement of the loading pins's
face. The purpose of this Appendix is to show that a simple
calculation proves that this choice would not be wise, unless the
deflection of the pins are accounted for.

The Deflections of the CTS Loading Pin

We are going to study the deflections that the CTS loading
pins have during actual service (Figure 9 illustrates the problem
we have in mind), We want to estimate the difference in displacement
between the points ¢ and f, localized at the center and at the face of the
loading pin, respectively. The objective is to estimate the error
made when using f to measure the compliance of the CTS. We idealize
the situation by assuming as uniformely distributed the forces
applied by the grip and by the specimen an the pin,
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Figure 9. The CTS loading pin problem

By equilibrium, we have:

P, + P, + Qy(x, - %;) + qg(xg=-x,) = qy(x, - x,)
And from elementary beam theory:
¢*[E1ery/axt)] /7 ax? = a(x)

where EI is the beam's bending stiffness. MWritting the load q(x)
as a summation of singularity functions, we get:

EI—L=£(x a1>8‘| » Where 31--2, 1.0, 1, 2, .\&
d: dx?

For a pin of constant cross section, after integrating the
beam equation four times, we get:

313
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Ely = 2¢x-a; D' # Cox® # €% + C1x + €,
i

‘were the C; are the integration constants, that must be found from
the boundary conditions. 1In practice, we can assume P,, P, =0 and
q,(x, -x,) = q,(x, -xg) = F/2.

In a typical example, let the pin be made of steel and have
a diameter of 12.7mm. Therefore, E = 205GPa and I = nd“/64 =1277mm".
Moreover, x4 = 4.0; 19.0; 22.5; 35.3; 38.8; 53.8; 57.8mm, for
i=1,7, respectively. fhe point ¢ had x = 28,9mm. From the free
end conditions C, = C, = 0 and, by symmetry, dy/dx|c = 0. (Note that
when using singularity functions q;(x) = A; <x-a;>* to describe
the loading of beams we have:

Ely = [A1 x-ay )“1]dx + Cyx* & Cx2 4 Cix + €,

where Ci must be determined by the boundary conditions. When both
ends are free, y"(0)= y"(L)= 0, y“(0) = y"(L) = 0, and

Cy =C; =0 .", those four b.c. are not enough to uniquely solve
the problem. This is due to the two remaining degrees of freedom
of the beam, namely, translation and rotation). Making y(0) = 0,
we get the difference in displacement between the center and the
face of the pin as:

y(c) = 6.35 107%F (y in mm and F in Newtons)

For a typical load F = 10kN, y(c) = 65.3um. For comparison,
the load point displacement caused by the same Toad is 98.1um for
a/W =10.4, 242um fo a/W = 0.6 and 1.101mm for a/W = 0.8 , where
a/W is the crack length divided by the specimen length. Therefore,
if any precision is required from the compliance measurements, the
use of the pin's face must be avoided (or the difference between
y(c) and y(f) must be accounted for), principally for small a/W
cracks.,
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RESUMO

Apresenta-se uma analise ndo-Linear da estabilidade de tonres supor
tadas por cabos. A estrutura & divddida em dods subconjuntos, colu
na e cabos, iniclalmente estudados separadamente. Na obtencdo da ma
triz de nigidez da estrutura utiliza-se a formulfacdo de vidgas-colu-
nas e a forma catenaria dos cabos, com uma relacdo forca-deslocaman
to nae-Linear. A solucdo ¢ obtida supondo a ELinearnidade do s{stema
entre dods estados condecuidlvos ne processo Lncremental.

ABSTRACT
A nondinean stability analysdids of towers supported by cables L4 phe
sented. The 4tructure L& divided 4in Ltwo ghoups, column and cables,
which are finst analysed separately. Beam-column formulation and
catenany cables ane used in obtadining the stiffness matrix of Zhe
staucture, with a nonlinear force-displacement nelatienship. Solution
{4 achdieved through stepwise Lineanization.

INTRODUCAO

Nos Ultimos anos, a rapida e difundida exapansdo dos varios
meios de comunicacdo na area eletronica, fez comque a engenharia es
trutural enfrentasse o problema de como suportar equipamentos de
transmissao, tal como antenas de grandes alturas, necessarios para
emissdo de sinais a longas distancias. Embora tenham provado, ao
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longo dos anos, que torres:aute suportadas sejam satisfatdrias para
alturas moderadas, mastros suportados lateralmente por cabos propor
cionam, usualmente, uma solucdo mais economica para o projeto de tor
res altas.

A inclusdo desses cabos torna as torres bem mais rigidas e o
projeto bem mais barato em relacao as auto-suportadas, pois minimi-
za o custo de construcao, pela consideravel reducdo dematerial. Por
outro lado, as torres éstqiadas. alem de ocuparem grandes espacos pa
ra a sua construcao e montagem, requerem uma analise bem mais com-
plexa que as auto-suportadas. '

A andlise do comportamento de torres estaiadas nao pode ser
considerada como completa, sem que se tenha feito umestudo geral da
instabilidade do sistema.

Métodos para determinacdo da carga critica de uma coluna com
suportes elasticos lineares sao bem conhecidos [1]; contudo, somen-
te uns poucos casos simples tém sido estudados para uma coluna com
suportes elasticos nao-lineares.

Hull [2] sugere uma aproximacao, linearizando-se osistema no
sentido da determinacao do momento de inercia critica do mastro de
torre. 0 mastro @ considerado como.sendo uma viga-coluna com Su-
portes elasticos n3o-lineares, sendo os cabos estudados com a sua
forma real, ou seja, em catenaria.

Goldberg e Gaunt [3] apresentam um método para determinacdo
da resposta de torres sustentadas por cabos, atraves de incrementos
da carga lateral até que a condicdo de instabilidade seja atingida.
0 metodo consiste em, montado o sistema de equacdes algebricas nao-
-lineares, referente ao sistema cabos-torre, transforma-lo, a sequir, em um
sistema de equacdes nao-lineares diferenciadas. Esta diferenciacdo
¢ efetivada com respeito a um parametro de carga. Este sistema po-
de entdo ser resolvido numericamente, usando-se subrotinas padrdes
para -inversao de matrizes, conjuntamente com um método de integracdo
numérica, como por exemplo, o processo Runge-Kutta de quarta ordem.

Williamson [4] aprésenta um estudo do efeito da carga devido
ao gelo na estabilidade de um tipo especial de torres estaiadas, uti
lizadas em telecomunicacOes, denominadas de "top-Loaded towers". Nes
te tipo de torre, o Ultimo nivel de cabos (nivel superior) consiste
de uma rede de cabos condutores que serve como elemento irradiante
de sinais, ou seja, funciona como antena. A técnica wutilizada na
analise da torre sob a agdo das cargas, devido a agdo do gelo e do
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vento, & uma solucao aproximada por tentativas, envolvendo um aumen
to, por incrementos, da espessura da camada de gelo sobre a torre e
cabos, verificando-se a cada passo o comportamento do sistema. 0 1i
mite de estabilidade para o primeiro modo de flambagem & encontrado
quando os deslocamentos laterais tornam-se bastante grandes.

0 presente trabalho mostra uma analise completa, ndo-linear,
da estabilidade estrutural de uma torre-estaiada. Ao contrario dos
outros trabalhos, a carga critica @ atingida nao somente com a va-
riacdo da carga horizontal do vento, mas também com a varjacdo das
cargas verticais.

Na analise, o mastro & considerado uma viga-coluna com supor
tes elasticos ndo-lineares, representando a reacdo dos cabos sobre o
mastro, A solucdo para os deslocamentos & obtida através de um pro
cesso iterativo de convergencia, ampliando-se as cargas em incremen
tos de pequena ordem. O parametro critico de flambagem, um fator
multiplicativo das cargas reais atuantes na torre, & obtido quandoo
determinante da matriz de rigidez se anula, ou seja, quando os des-
locamentos tendem para valores muito grandes.

0 estudo leva em conta:

a) a analise do comportamento do cabo sob a forma catenaria;

b) o efeito do vento sobre os cabos, além de sua acdo sobre o mas-
tro;

¢) a influéncia do peso proprio do mastro e da reacdo dos cabos na
compressao axial da torre;

d) a obtengdo do parametro critico, variando-se seletivamente a car
ga transversal do vento, as cargas verticais, ou ambas,.

RELACOES FORCA-DESLOCAMENTO PARA 0 CABO
0 cabo, devido ao seu peso proprio, toma a forma de uma cate
naria, cujo comprimento & dado pela relacdo:

¥
2
Lo -[-‘—H:‘—’-— senh? (—9-‘-5-3—"—'0—“1—) +C; » sen? un] (1)
% 2K,

0s significados dos parametros H,, V,, a,, c, € q, $30 mos-
trados na Figura 1.

A componente Y, & obtida tomando-se o somatdrio dos momentos
em relagcdo a base do cabo na Figura 1.

V, = H, tg u,+_‘!°zi (2)
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Figura 1. Geometria do cabo sujeito ao peso proprio

Sob a acao da carga de vento, considerada constante ao longo
do cabo, considera-se que o mesmo permaneca com a sua forma catena-
ria tendo o seu plano e a sua curvatura sido alterados em consequég
cia desta carga.

0 novo comprimento experimentado pelo cabo, sera dado por:

2
L= [—t:%— senh? (ifz'nffii)* c? sen? q]’;’, (3)
onde
q = resultante da soma vetorial de q, e W (carga de vento), por unidade
de comprimento;
¢ = novo comprimento da corda;
Hq = componente da reacao na extremidade superior do cabo. Figura 2.

A reacao Vq na extremidade superior do cabo seri dada por:

qc

anHqtga+T (4)
Nas relacGes (3) e (4), a & o angulo agudo entre o plano nor

mal ao cabo e a direcdo de g, medido no novo plano da catenaria. Fi

gura 3.
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CORDA DO CABO —— TORRE

Figura 2. Geometria do cabo sujeito ao pesa
proprio e @ carga de venta

-

-

/'

-

CORDA DO CABO

(a)

-

-

-

Ws+ q, sena,

/'«conu 00 CABO
Q- (b)

Figura 3. Componentes de carga de vento e do peso
proprioc para um elemento do cabo
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Por consideracoes aerodinamicas, a magnitude e a direcdo da
carga de vento, W, podem ser determinadas. Esta carga pode ser de-
composta nas componentes Wi, WZ e W3 mostradas na Figura 3a. Na Fi
gura 3b mostra-se como estas componentes da carga de vento sdo com-
binadas com o peso proprio do cabo na obtengdo da resultante, q, que
sera dada por:

q= [m‘ + W2 « W3% + qf + 2q,(W1 cosa, - W3 senu,)]y’ (5)

Os angulos o e B, mostrados na Figura 3b, fornecem a posicao
de q relativa a q, e serao dados por:

W2
W1-q, coso,

B = tg~! (6)

(g, sena, - W3) cosp

o= tg™? (7)

Wi+ qg cosa,

As expressdes (3) e (4) sdo denominadas de relacdes forga-des
locamento para o cabo, visto que ¢ & uma funcdo do deslocamento na
extremidade superior do cabo e Vq e Hq componentes de forca neste
ponto.

A variacdo do comprimento do cabo pode ser escrita como:

AL = L - L, (8)
Considerando Tho @ T, como tensoes medias no cabo, respecti-

vamente, sem e com carga de vento atuando, uma expressao aproximada
para AL, sera dada por, [5],

H
T 2 Lo (9)
cosa cosa, Aq Eg

onde
A= area da secao transversal do cabo
Eg = modulo de elasticidade do cabo

Levando-se a expressao (9) na expressado (8) e o resultado na
expressao (3), tem-se:

Hq _ Ho ]B fﬂi . [9¢cosa o Y2
b [' " RgEgoesa  AgEgeosar || @ o T se"(:‘ﬂ)
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Por consideracdes de geometria, [5], chega-se a expressdo de
c, em funcao do deslocamento A na extremidade superior do cabo, ou
seja,

c=(a?+h?+2%+2a4 cos¢]arz (1)

onde
a = projecao horizontal da corda do cabo

h = projecao vertical da corda do cabo

A = deslocamento na direcao do vento do ponto de fixacao do
cabo na torre

¢ = angulo entre a direcdo do vento e a projecdo horizontal
do cabo ’

Para serem utilizadas nas equacdes de equilibrio, todas as
forcas nos pontos de fixagdo dos cabos na torre (nds), devem ser re
ferenciadas a um sistema comum de coordenadas. Assim sendo,atraves
de trés rotacdes de eixos e por consideracoes de equilibrie, obteve
-se as seguintes componentes de forg¢a [5].

q Co [
H1 = (sena cosa, - cosa cosB sena ) + Hy (”?EEE;_) (12}
onde
H1 = componente horizontal da for¢a total, na extremidade su
perior do cabo, atuando no plano original da catenaria.
W2 ¢,
- — (13)
onde
HZ2 = componente horizontal da forca total no cabo, atuando
perpendicularmente ao plano original da catenaria, e
C, LWl cosa
e Ll o I (14)
2 cosa,
onde

V1 = componente vertical da for¢a total no cabo, atuando no
plano original da catenaria.
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Devido ao fato da componente V1 ser excéntrica em relagdo ao
centroide da secdo transversal da torre, um momento externo, M, sur
ge em cada nivel de cabos. Denominando-se e, como sendo adistancia
do ponto de aplicacao da carga V1 ao centroide da secao transversal

da torre medido na direcao do vento, tem-se:
M=vixe [15)

Portanto, tendo-se obtido H_ que & funcdo de A por (10) e (11),
as forcas que sao transmitidas @ torre pelo cabo podem ser determi-
nadas atraves das expressdes (12), (13), (14) e (15).

EQUACOES DE EQUILTBRIO DA TORRE

As equacdoes de equilibrio da torre sao obtidas a partir da
formulacdo de vigas-colunas dada por Timoshenko [1]. 0 mastro da tor
ra @ analisado como uma viga coluna engastada ou rotulada em sua ba
se, sustentada lateralmente por apoios nao-lineares.

Para a torre, as forcas externas sao devidas aos movimentos
dos cabos e, por exemplo, a agao do vento. :

Analise da Torre

A Figura 4 mostra as forgas atuando em dois elementos de uma
torre estaiada. Hn e Hn+1 sao cargas de vento uniformemente distri
buidas; M _,, M, M e M  , s3ao momentos resistentes internos; N, &
o momento externo produzido pelos cabos; Pn+1 € a resultante das for
cas axiais atuando imediatamente abaixo do nivel de cabo n+1, inclu

indo a componente axial proveniente do cabo; e Pn' similarmente, e
a carga total atuando imediatamente abaixo do nivel de cabo n,

. Wnsl nel

0 Dot ST S T THAL M T
ot I EL R

_I_ Bn-1 \ M-
P T ~a M\ IG; e " Basl
| i_:h‘-hﬁith-i_-!&l

Figura 4. Forcas atuando em dois segmentos continuos do mastro da torre
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Para manter-se a continuidade do no n, da teoria de viga-co-
luna, [5] e [1], tem-se:

L L n+
aM 1—: #lug) + 8 Hn[—l-:-- Wup) + S i "’[“mil]
- R i
@(un“) + 8 Hn l_n' ﬂl(u“) + Hn —1n— x{un] +

= 2n+1
+ 4{!1‘“1 + Hm-‘l} ;

£ A -4 -4
1 n “n-1 ﬂh+1 n
Wy L) =24 E - (16)
LU P n+t t [ in Ined ]
onde
ln. In+1 = momento de inércia dos segmentos n e n+| domastro
Ey = modulo de elasticidade do mastro da torre.
£ P
= — 7
Y 2 Ey 1 )
3 1 1
u) = — -— 18
#(u) : S % (18)
1 1
Ll 2u u tg 2u (19)
3(tg u-u
) « 2U8 9= (20)
u

A equacdo (16) & uma tipica equacaoc de continuidade, Na Fi-
qura 5 aparecem os diagramas de corpo livre para os segmentos de
torre mostrados na Figura 4, com as forcas aplicadas sendo indicadas.

Por consideracdes de equilibrio chega-se a2 seguinte equacao

£s1, -
M 1 1 M M
R o=— (W +W_,)+ = («--~—-+ PR . I TR
n 2 ''n Tn+l Ly n\ %, Lnet Lot Ln
M, P 4
n+1 n n+1
+ 1 + £ 3 (8= 854) - g (8p,q = 2p) (21)

onde

R“ = v;‘ + ‘ln



324 RevBrMec. Rio de Janeiro, V. VI, n94 — 1986

n=1 Wn n
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P \“n-l
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in Va fl Pa
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n Wnel ntl

INEEENEEEEENEEEEREEE
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\fl “"'--.._”__- “.l‘-l/ ald-l.
B i """-——L
Tasl V.,|ﬂ fand
|

Figura 5. Diagramas de corpo livre para dois segmentos
contTnuos do mastro da torre

Para uma torre com m segmentos, as equacoes de continuidade e
de equilibrio, devem sermodificadas para os segmentos extremos [5].

As incognitas nestas equacoes sao M,, My, ..., Mp.13 Ris Ray
cevs Ro® Ayy B4 «uuy Ag. Portanto para uma torre com m niveis de
cabos, tem-se 3m parametros desconhecidos se a base da mesma for fi
xa e 3m-1 se a base for rotulada.

Por outro lado, s0 podem ser escritas 2m equacdes para uma
torre com base fixa e 2m-1 equacOes para uma torre com base rotula-
da, ou seja, tem-se um numero de incdgnitas maior que o nUmero de e
quacdes disponiveis.

Resolve-se este problema, utilizando-se as equacdes anterior
mente obtidas para'os cabos, e assim reduz-se o nimero de incognitas
ao mesmo numero de equacdes disponiveis.
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Escrevendo-se as equacdes de equilibrio e de continuidade pa
ra cada nivel de cabo, monta-se a matriz de rigidez a qual sera uti
lizada na determinacao das cargas criticas de flambagem.

CONSIDERACOES DE ESTABILIDADE

A estabilidade de torres sustentadas por cabos & um problema
nao-linear, naoc so devido a compressao do mastro da torre, mas tam-
bem por causa do comportamento nao-linear dos cabos,

No presente trabalho utiliza-se uma tecnica de solugao por
tentativas sucessivas, ou seja, incrementa-se, por exemplo, a carga
lateral devida ao vento e observa-se a resposta do sistema. A obser
vagao da resposta @ feita atraves do valor do determinante damatriz
de rigidez. Quando este valor tende a zero, os deslocamentos late-
rais tornam-se extremamente grandes, caracterizando neste ponto a
carga critica referente ao primeiro modo de flambagenm.

ANALISE NUMERICA

Para avaliacao da analise teorica exposta anteriormente, de-
senvolveu-se um programa em linguagem FORTRAN, para calculo de des-
Tocamentos, momentos internos e cargas criticas de torres estaiadas
[5]1. 0Os dois exemplos que se seguem foram selecionados de forma a
permitir que o leitor tenha uma idéia da versatilidade do referido
programa, que permite analisar torres com diferentes caracteristi-
cas geométricas, fisicas e de variacdo da carga,

Dentre as geometricas, estdo os tipos de torres c¢ilindricas.
e trelicadas;: dentre as fisicas, as torres de base rotulada ou en-
gastada; quanto aos tipos de variacao da carga, podem ser:

i} variando-se a carga horizontal devido ao vento, o que im-
plica em variar indiretamente a componente vertical do esfor¢o que
0os cabos transmitem a torre; 8 o que ocorre em uma estrutura real ja
instalada;

ii) variando-se as cargas verticais devido ao peso proprio
(por exemplo alterando-se a secdo transversal da torre) e as compo-
nentes axiais provenientes dos cabes (por exemplo alterando-se apre
-tensdo dada aos cabos por ocasido da construcde da torre). Estudo
valido quando se projeta a torre; e

ii1) variando-se, ao mesmo tempo, cargas verticais e horizon
tais.
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Pode-se tambem utilizar o programa desenvolvido para se de-
terminar o momento de inércia c¢ritico da secdo transversal da torre,
ou seja, quais sdo as dimensdes minimas que a secao transversal da
torre devera ter de forma a fazer com que a mesma fique estavel.

Exemplo ITustrativo = 1

Como primeiro exemplo numérico, selecionou-se uma torre de se
¢do transversal cilindrica, Figura 6, com trés niveis de cabos, ten
do sua base engastada, Figura 7. Tem-se trés cabos por nivel espa-
cados igualmente de um angulo de 120°.

A Tabela | apresenta as caracteristicas dos cabos wusados no
sistema e a Tabela 2 as caracteristicas da torre, dividida em 4 seg
mentos.

Na Tabela 2, o carregamento axial inicial por nivel & resul-
tante da soma das seguintes cargas:
a) peso proprio do segmento;
b) componente axial da pré-tensao de montagem dada aos cabos inicial
mente (Tabela 1);
c) peso proprio dos cabos;
d} componente axial da resultante das cargas de vento atuando nos ca
bos.

[ ‘Pe=1000 mm

0 )

I Bz 975 mm |

Figura 6. Secao transversal da torre
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E
[
=
£
|
8
8
Figura 7. Esquema de montagem do sistema torre-cabos
Tabela 1. Propriedades dos cabos
Lﬁdulo de | RArea_de Projecao | Projecde | Peso por |Pré-tensao
T lasticida secao horizontal | vertical |unidade de | no cabo
Nivel . transversal| do cabo do cabb |comprimento
(x10°Kg/cm2)|  A(cm?) a{m) h{m} qfKg/m) (kg)
1* 1,0 2,55 55,0 19,0 2,50 2000
2 1.0 2,55 55,0 43,0 2,50 3000
3 1,0 4,82 55,0 70,0 4,73 4000

* Nivel inferior
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Tabela 2. Propriedades da torre

- Peso de Comprimento | Carregamento Carga El
Numero de|  coomento | do segmento |axial inicial| de vento (x 10%)
seqmento | (xq/m) (m) (Xg) (Kg/m) (Kg xcm2)
I* 461,0 19,0 49643 89,0 55,91
2 4340 24,0 37857 106,0 55,91
3 | 3,0 27,0 20948 117,0 55,91
4 482,0 10,0 0 120,0 55,91

* 10 segmento a partir da base

As Figuras 8 e 9 mostram como se comportam respectivamente, o
deslocamento lateral para o segundo nivel e odeterminante da matriz
de rigidez, [K], quando se varia o vetor de cargas verticais (deter
minado inicialmente conforme descrito anteriormente) por meio de uma
variacdo do fator multiplicativo das cargas verticais, denominado A,

DESLOCAMENTD LATERSL PARA O SEEUNDO MIVEL (ew )
-~
)
Fd
1o
—

" AR Lane (hy!

Figura 8. Deslocamento lateral Figura 9. Determinante de [K]
para o nivel 2, ver- _
sus variacdo da car- versus variacao da

ga vertical carga vertical “v)
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Note-se que para cada valor do parametro & necessario mon-
tar a natrif de rigidez da estrutura, e, apos esta ser montada por
completo, avaliar-se o seu determinante. A quantidade de operagoes
envolvidas neste processo & relativamente grande, lembrando que ca-
da termo da matriz de rigidez relacionado com os deslocamentos trans
versais & uma fun¢ao transcendental da carga axial.

0 valor critico do carregamento fornece um valor nulo para o
determinante, e o parametro relacionado a este valor critico do car
regamento, ou seja, em quantas vezes foi aumentada a carga de proje
to, @ denominado parametro critico ou coeficiente de flambagem. Co-
mo este valor nulo para o determinante mui dificiimente sera atingi
do com exatiddo no processo incremental, deve-se aplicar umprocesso
iterativo, apos detectada a passagem pelo zero pela mudanca nosinal
do determinante. 0 incremento de carga a ser dado em cada passo de
ve ser cuidadosamente estudado. Quanto menor o valor do incremento,
maior sera o numero de passos necessarios para se alcancar o valor
critico, supondo-se o mesmo valor inicial. Entretanto, um valor mui
to alto no acrescimo pode resultar na "perda" do primeiro e menor va
lor de carga critica, havendo, assim, o perigo de a resposta se re-
ferir a um modo de flambagem que fornece uma carga superior, Como
cada caso @ um, nao existe uma regra geral para o valor do passo a
ser utilizado e este vai depender da experiéncia e do bom senso do
projetista.

A Figura 10 da uma idéia qualitativa-do comportamento do mas
tro da torre, a medida que se incrementa a carga vertical.

Conclui-se que, pelo alto coeficiente critico encontrado A=
=22,5, esta estrutura nao ira falhar por instabilidade, ou seja,
ela encontra-se superdimensionada no que diz respeito aestabilidade.

Exemplo Ilustrativo = 2

Este exemplo refere-se a uma torre cilindrica com base engas
tada, variando-se a carga horizontal (carga de vento).

E importante observar que 3 medida que se varia a carga de
vento, o mastro da torre desloca-se e, portanto, as componentes a-
xiais das forcas que os cabos transmitem também variam. Ou seja, pa
ra cada incremento no vetor de cargas horizontais ter-se-3 que cal-
cular a matriz de rigidez correspondente,

Basicamente, as caracteristicas geométricas e fisicas para a
torre deste exemplo sdo as mesmas do exemplo 1; a unica diferenca
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esta no didmetro da secdo transversal da torre, que neste exemplo & de 500mm,
Figura 11, 0 que implica numa diminuicao do peso de cada segmento.

iv-d
g o~ Ilf.:’i’ui’;‘."':'."f:m.|
2
= wASTRO
£ &0
"
: Oj \
. M,
)
/T e
: /
/ r ga v » LLO{CONDICRD OE PROJETO)
Av o IB
/ DAy, 20
. & L,.—*" @rva2is
20 = OLYE ez-slgﬁl;:lu DE INSTABILI|]
o 10 20 10 40 50 [ 70 80 30 100 1o

DESLOCAMENTO LATERAL [em)
Figura 10. Deslocamento lateral da torre por variacao da carga vertical {l\,}

I&' Omm
i
S

‘-III'I

*4T7S5mm

Figura 11. Secao tipica da torre para o exemplo 2
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As Figuras 12 e 13 mostram como se comportam, respectivamen-
te, o deslocamento lateral para nivel 2 e o determinante da matriz
de rigidez, [K], quando sevaria a carga horizontal atraves da varia
¢ao do parametro Xy.

A Figura 14 da uma idéia do comportamento domastro da torre,
a medida que se incrementa a carga horizontal.

Pelo valor do parametro critico encontrado Ay =14, tem-se no
vamente uma estrutura superdimensionada do ponto de vista de estabi
lidade.

25 /
TORRE CILINDRICA ENGASTRADS /
#r 300 mw
E /
:Dl\ ,
s
z
21 /
: /
e /
b 4
: /
i /
/'/
/
5
//
o k4
0 1+ o 3 4 5 & T B o€ 10 w om0 M 15 s

LAMBDA ()

Figura 12. Deslocamento lateral para o nivel 2 versus
variacdo da carga horizontal ()
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Figura 13, Determinante de [K] versus variacdo
da carga horizontal (ay)
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Figura 14. Deslocamentpo lateral da torre por varjaciao
da carga horizontal (iy)

CONCLUSOES

0s dois exemplos de torres analisados mostraram que a carga
de instabilidade para uma torre estaiada existe e pode ser determi-
nada pelo metodo apresentado neste trabalho.

Ainda que a proposicdo bidsica deste estudo esteja na determi
nacao da carga critica para a qual o sistema torna-se instavel, ome
todo de solug¢ao tambem propicia uma completa descricao da resposta
estatica, claramente indicando os aspectos nao-lineares do comporta
mento elastico.

Em torres com alturas até 100m, considerar os cabos como ti-
rantes ndo induz a erros apreciaveis nos resultados do ponto de vis
ta pratico. Mas, a medida que se tem torres com mais de 100m, tor-
na-se necessario considerar os cabos na sua forma real, ou seja, em
catenaria.

Atraves dos exemplos numéricos, ficou demonstrado que os des
locamentos crescem rapidamente, a medida que o valor do parametro de
carga aproxima-se da faixa critica. Nos problemas classicos de es-
tabilidade, os elementos da matriz de rigidez sao funcoes somente
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das forcas axiais, mas para problemas nao-lineares os elementos des
ta matriz dependem tambem dos desJocamentos, atravées das constantes
de mola provenientes dos cabos.

Um procedimento para tornar a torre mais estavel e portanto
elevar o seu parametro critico seria aumentar-se arigidez dos supor
tes (cabos). 1Isto pode ser feito por dois caminhos. Uma vez que pa
ra grandes deslocamentos tem-se aproximadamente arigidez do cabo co
mo sendo proporcional a AgngL , atraveés de um acrescimo em Ag. a-
rea do cabo, ou um decréscimo em L, comprimento do cabo, consegue-
-se efeito desejado (aumento na rigidez). Mas, umadiminuicdo em L,
faz com que a componente vertical das rea¢oes no cabo aumente, o que
e prejudicial. Consequentemente, o melhor caminho para se elevar
a rigidez @ aumentando-se o numero de cabos e, por conseguinte, a
sua area. Um ligeiro aumento na carga vertical também se verifica,
mas este & inevitavel e ndo compromete o beneficio do aumento do ni
mero de cabos.

As forcas de vento sobre os cabos tem um efeito significati-
vo nos deslocamentos e na estabilidade da torre e, portanto, devem
ser levados em consideracao.

Conclui-se, finalmente, que o método exposto inicialmente bem
como o programa elaborado permitem ao projetista obter, rapidamente,
deslocamentos, momentos e cargas criticas paraestruturas estaiadas.
R medida que crescem o numero de niveis de cabos, a necessidade do
uso de um computador para se fazer os calculos fica evidente.
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RESUMO

Neste trabalho ¢ apresentada a fonmulacdo de um elemento tridimensional para a and
Lise Linearn de vigas com numero reduzide de graus-de-Libendade. 0 elemento pos-
sui quatrno vaniaveis de estado pon ponto nodal onde tnés cornespondem acs deslo-
camentos espacials do no e a quarta estz associada a roiagdo da secdo-reta da vi
ga em tonno do seu eixo Longitudinal. Rotacoes da secdo neta devidas a gLexao
da viga sdo consideradas na formulacdo do modele atraves da hipdtese de Kirchho f§
-Love para vigas. As condigoes de contorno do modelo no engastamento e na compa
tibilidade entre efementos contiguos sdv garantidas atravis de um procedimento de
penalidade, modificando-se o Potencial Total do elemento. Para demgnstran a efid
eigneia da formulacdo sa0 aphesentadas analises de algumas estrutunas simples e
o0s nesultados comparados com outhas solucoes anallticas ou numericas.

ABSTRACT

The fonmulation of a general tri-dimensional Linear beam element with reduced de
grees-of-freedom is presented. The element displays four d.o.§. per node associ
ated to three spatial displacements and Lo the forsdonal notation along Lthe beam
axis. Cnoss section bending rotaiions are Laken into account {imn the fommubation
through the Kixchhoff-Love condition fon the beam. The conditions of nodal nota
tion nestnaint and coupling between elements are guaranteed by a penatly procedune
Amposed at the common nodal point and by mod{f{ying the element Total Potential.
The analysis nesubts of some sample problems ane compared Lo other numenical oxn
analytical sofutions to demonstrate zhe'a“zc.t,éuema of the fonmubation.
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INTRODUCAO

Componentes estruturais cujo comportamento fisico correspon-
de ao do modelo de vigas sao de grande interesse em varias areas da
mecanica estrutural. Assim, @ natural que com o desenvolvimento do
metodo de elementos finitos, um grande numero de formulacoes tenham
sido propostas para a analise de vigas tridimensionais [1-3]. De for
ma particular, os elementos de viga que utilizam a formulacdo isopa
ramétrica podem ser especialmente atratives devido @ consisténcia da
formulacao utilizada, a sua generalidade e, em muitos casos, & sua
eficiencia computacional [2].

Na teoria cl3assica de Euler-Bernouilli para vigas retas &pro
posto que em pequenas deformacoes as rotacoes da secao reta sejamre
lacionadas as derivadas dos deslocamentos transversais em relacdo a
coordenada longitudinal da viga. Esta condigao resulta de que os e-
feitos das deformacdes por cisalhamento transversal da secao retade
vido @ flexdo devam ser pequénos em comparacdo com os efeitos das de
formacoes longitudinais [4,5]. Além disso, dofs modos basicos dede
formacoes, axial e de flexdo, sao considerados através dos graus de
liberdade de translacao da viga enquanto que o terceiro modo, a de-
formacao por torcao, € considerado atraves da rotacdo da segao reta
da viga em relacdo ao seu eixo axial. Portanto, em uma analise tri
dimensional de vigas utilizando o modelo classico de Euler-Bernouilli,
apenas quatro graus-de-liberdade em cada ponto nodal sadosuficientes
para definir a cinematica de deformacdo do elemento. Esta reducdo
no numero de variaveis de estado do modelo representa um ganho subs
tancial no esforco computacional para a resolucao das equacdes de e
quilibrio de problemas de grande porte, especialmente quando compa-
rado com o modelo tradicional de vigas com seis graus-de-liberdade
associados a cada nd.

Recentemente, uma atencao maior tem sido dedicada ao desenvol
vimento de modelos que efetivamente preveem os principais modos de
deformacao da viga e incluem alguns efeitos correspondentes Ssdefo:
macoes locais de empenamento e ovalizacdo da segao reta [3,6 e 7].
Para acomodar tais efeitos & necessario adicionar-se graus-de-liber
dade generalizados 3 formulacdo do modelo matematico [1-3], repre-
sentando assim um Gnus 2 eficiéncia do elemento.

Neste trabalho & proposta a formulacio de um elemento isopa-
ramétrico com nimero variavel de nds para a analise tridimensional
de vigas planas retas ou curvas circulares. O0s mecanismos de defor
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macao sao definidos pelos quatro graus-de-liberdade espaciais acima
descritos e foram desenvolvidos para dois tipos de secdo reta: re-
tangular e tubular. A formulacdo estd proposta de forma aser exten
dida para incluir efeitos de deformacGes locais da secao reta  bem
como analises nao lineares do material e dinamica.

FORMULACAD DO ELEMENTO

Na analise estrutural utilizando o método dos elementos fini
tos baseado nos deslocamentos, consideram-se as equacoes de equili-
brio individual de cada elemento e posterior solu¢dac do sistema de
equacoes independentemente dos tipos de elementos envolvidos. Este
processo geral de discretizacao da estrutura, como na analisede Ritz,
propde que funcoes de interpolacao aproximem os campos de desloca-
mentos em todo o dominio do elemento. Nesta secdo sao apresentadas
as equacoes de compatibilidade geométrica e constitutivas que defi-
nem o equilibrio, e as condicoes de contorno essenciais do elemento.

Cinematica do Modelo

Considerando-se a viga curva de raio R, mostrada na Figura 1,
cuja secao reta nao se deforma em seu plano ou fora do seu pl;nnteg
-se o seguinte campo de deslocamentos admissiveis referido ao siste
ma global de coordenadas X5

ui[pvasz} IE1{S} + r‘(EH-BH} + Z(EZ.i—ez.i] » 1=1.2;3 (1)
onde,

Palaz = coordenadas cilindricas do ponto considerado,

31 = componente i do vetor deslocamento U dos pontos so

bre a linha media da viga,
r = p-R = coordenada radial local na direcao e,

e.;(€.;) = componente i do vetor local 'r{ir)’ na configura-
cao inicial (final),

e .{&_ .) = componente i do vetor local e,(€,), na configura-
¢ao inicial (final).

0 campo de validade das coordenadas r e z depende do tipo de
secdo reta do elemento considerado. No caso da secdo retangular de
dimensdes b e ¢ paralelas aos eixos e ee,, respectivamente, o do-
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minio de validade @ definido por
-b/2 srsb/2 e -¢ftszse/2 (2)

enquanto que no elemento de secao tubular de raio externo a, a equa
cao (1) se aplica a condicao

(-—:—)ﬁﬂsl (3)

a

onde § € a espessura da parede da secao reta.

&r

| POSIGAD INICIAL
/ (INDEFORMADA )

Figura 1. Parametros geométricos e cinematica de deformacio
da viga curva
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As diferencas vetoriais na equacdo (1) representam, em peque
nas deformacoes, o resultado da combinacao de rotacGes segundo dois
planos distintos referentes as cinematicas de flex3do e de torgao da
viga. Portanto, tem-se

Er =Wy =y By Bl €y (4)

&, -€; =0 8 - dg e, (5)
onde ¢, € a primeira rotacao de flexdo no plano [er,es}, by g a ro-
tacao devido a torcdao da viga e ¢, B a segunda rotacao de flexao em
relacido ao plano (ea ,ezl. Substituindo-se em (1) os resultados das
equacoes (4) e (5) obtém-se o vetor deslocamento referido aos graus
-de-liberdade do elemento definitos na posicao indeformada da viga.

u(r.,8,z) = u e +use +u e, (6)
com

U, = W - Z 4y

Ug = Wg =1 d, +2Z4, (7)

U, =W, + T by

onde Wps Wy B W, sao as componentes do vetor deslocamento global u

segundo 0 sistema coordenado ¢ilindrice [er s B4 ez}.

Deformacoes Associadas

No calculo das deformacdoes do elementp considera-se que a se
¢do reta ndo se deforma, mantendo-se normal a0 eixo longitudinal do
elemento. Em pequenas deformacbes, o tensor de Green-St. Venant re
duz-se a parte simétrica do gradiente de deslocamentos, na forma

E=—%~(W+WT] . (8)

As componentes do tensor deformacdo para uma viga com rajio de curva
tura R e definidas em coordenadas cilindricas fornecem
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dwg ¢, Aoy 1
Ean * 36 i ~36 r+ e 4+ (T) [wr- ¢92] (9)
dﬂr d@g r 1
YB'I"‘ = poT) - _pd_e - (‘ - —p-) ¢z - (—D—) “a'l' ¢rz] {IU}
dw,  dég
'Yaz ¢l" + odb + _EO-_ r [11}

onde £, e a deformagdo longitudinal e Ygr & Yg, 580 as distorches
angulares. Utilizando a hipotese de Kirchhoff-Love [8] obtem-se as
seguintes expressoes para as rotacoes da secao reta da viga devidoa
flexao

s X
Wi (12)

dw W
L CR
%" me "R (13)
Substituindo-se este resultado nas expressoes acima, as com-
ponentes do campo de deformacao relacionam-se com o campo de deslo-
camentos na linha média da viga e com a rotacao longitudinal ¢e[9].
na forma

dw d?w d’w dw,
R 8 1 o
Feo = (?)[ M - WmT " W z] ¥ (?) ['RE r "r"ez] (14)
1) RY %
Yor = (?) Rde " ('E) Rde - (15)
1) dw; RY dég
Yoz * '(?)T&é"”(?) RdE " ()

0 campo de deformagdes associade a viga reta de coordenada longitu-
dinal local - x, & obtide por reducao geométrica considerando-se

%w , -§—+1 , Rde~dx e Rde? - dx? (17)

nas equacoes (14-16).
Para a implementacao destes resultados no modelo de 2lementos

finitos, descrevem-se os deslocamentos da viga em funcdo dos graus-
-de-1iberdade associados a g pontos nodais,
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o - (o Tor Tozd » el - Legg Yor Yoz! o ©
(23)
E 0 0
C = G 0
Sim. G

hy=(-98°+ 98"+ % -1)/16

X
B he=( 98°+ 97%- ¢-1)/16
hy=(27¢- 9E*- 27 + 9) /16
hy=(-276 - 9F *+ 27 + 91 /16
4 PONTOS NODAIS
x' 16 GRAUS-DE-LIBERDADE

Figura 2. Graus-de-liberdade sistemas coordenados associado
ao elemento de viga curva

IMPOSICAD DAS CONDICOES DE CONTORNO

No método de elementos finitos, o sistema de equacgdes que go
verna o equilibrio @ obtido impondo-se a estacionaridade do funcio-
nal de energia potencial total da estrutura, com as condicdes de con
torno naturais automaticamente incluidas na formulacao enquanto que
as condigdes essenciais de compatibilidade geométrica sdoc impostas_
aos graus-de-liberdade [4,10]. Em um elemento tipico de viga sdo
condicoes de contorno essenciais basicas, apliciaveis aos nos extre-
mos (1) e (4) as de continuidade entre elementos e as de engastamen
to do elemento. Em ambos os casos & necessario impor-se a fgqualda-
de de deslocamentos, automaticamente garantida pelos graus-de-liber '
dade dos nos comuns aos elementos, e uma condicdo de igualdade ou
nulidade de rotacdo da secdo reta. Devido ao acoplamento dos graus
-de-liberdade de rotacdo com os de translacdo do elemento, utiliza-
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-se um procedimento de penalidade para a imposicdo destas restricoes.

Aplicacao do Metodo de Penalidade

0 metodo de penalidade de fungoes, extensivamente utilizado
em programacdo matematica, & uma técnica numerica largamente empre-
gada na soluclio de problemas de vinculacao envolvendo equacbes en-
tre as variaveis de estado do problema [6,11 e 12]. No caso parti-
cular do modelo de vigas o métode consiste em adicionar-se ao Indi-
cador Variacional do problema estrutural

w=U-NW , (24)

onde U & a energia de deformacdo do elemento e W @ o trabalho das for
cas externas, um funcional representativo de uma restrigcao do tipo

VINCULAGAO = 0. (25)
e formar um novo Indicador Variacional do problema
o =1+ = [ (VINCULACKO)? dA (26)
z

onde a & um parametro de penalidade. A solucdo obtida utilizando-se
a equacao (26), com &n* =0 satisfaz a condigdo da equacao (25) com
uma maior precisac na medida em que o valor de a & majorado,

Fisicamente, o parametro a representa na andlise do elemento
de viga a constante elastica de uma mola rotacional aplicada 3@ se-
cdo comum entre dois elementos contiguos ou a um suporte de engasta
mento [12]. A seguir consideram-se estas duas possiveis condigdes
de vinculacao entre elementos.

Condicao de Engastamento

Quando um elemento esta fixo a um suporte rigido as condicoes
de contorno siao de que na secao do engastamento (nd %) nao deve ha-
ver desTocamentos transversais e que as rotacoes da secdo retaemre
lacao aos eixos locais e_ e e_ devam anular-se, Figura 3a. Portanto,

r z
considerando-se o no £ de vinculacao,

u§ - 0. (i =1,2,3) (27)
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¢} -0 e ¢ =0 (28)
£=31 Eat

A restricdo na equacao (27) indica que os deslocamentos no-
dais em k devam ser nulos e esta condicdao & imposta diretamente nas
equacoes de equilibrio. As condicdes de nulidade das rotacoes  as
equacoes (28) nao podem ser impostas diretamente aos graus-de-liber
dade do elemento. A incorporacao destas condicoes ao funcional do
elemento @ fefta utilizando-se o metodo de penalidade através das e-

quacoes
-u,]
E=t1

-a.]
E-t1

onde @f e ¢: sdo definidos as equacdes (12) e (13),respecticamente.
Portanto, as restricoes as rotacdes podem ser escritas na forma ma-
tricial seguinte,

[
VINCULACRO . = [¢r

(29)

VINCULACRD, = [q:’;

¢ﬁ =Pu i =0
(30)
¢: L gest ’
com as matrizes
P= [ 00 -{{;%)hk'r 0 ] i e Viiaan (31)
Q- [ L —hT:‘ 0 0 ] 2 (32)

associadas aos graus-de-liberdade do elemento listados no vetor u,
definido 3 equacdo (21).

Substituindo-se os resultados acima na equagao (29) e impondo
-se a condicado de estacionaridade de #*, definido em (26), resulta
na matriz de penalidade a ser adicionada diretamente a matriz de ri
gidez do elemento [6,12). Para a condicdo de engastamento a equa-
cao (28) obtem-se,

KE(a) = alPT P+ Q" @ (33)
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Elemento (n+1)

(a) Condicdo de engastamento no no (£) (b) Condicao de continuidade no no (%)

Figura 3. Condigoes de vinculacao utilizadas no modelo de vigas

Condicdo de Continuidade

No ponto nodal comum £ a dois elementos contiguos, Figura 3b,
os campos de deslocamentos s3o continuos porque 05 mesmos graus-de-
-liberdade de translacao estao associados a ambos os elementos. En
tretanto, & necessario impor-se as condicoes de contipuidade das ro
tacoes transversais entre dois elementos consecutivos (n) e {(n+1).
Estas condicoes a serem impostas sao expressas na forma,

VINCULACRD, = o (n} _ g2ilnet) (34)
MlE=et £=-1

VINCULACKO,, = ¢’z“|(“) o Ll (35)
E=+1 E==1

Utilizando-se a definicao e discretizacaoc apresentadas as equagoes
(30) os resultados acima reduzem-se a seguinte forma matricial rela
cionada aos graus-de-liberdade dos elementos,

VINCULACRO,. = p(n) gin)

. plmt) i(mﬂll (36)
E=+1

Ex-

L) ()

VINCULACRO,, = o gtn) " |£ 1
=4 =-

(37)
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onde P e Q sdo as matrizes definidas as equacoes (31,32),associadas
a cada elemento, Procedendo-se com as equacdes (36), (37) e (26) ,
de forma similar a condicao de engastamento obtém-se a matriz de pe
nalidade associada para impor-se @ formulacdo variacional do proble
ma as condicdes de contorno as equacdes (34) e (35),

o - u[(,(n)_,,(mn)T (’(n)_P{miD (Q(n)“o(ml))]'(n(n) _Q(m))]
38)
A convergéncia da solucdo para as condicoes de vinculacdo es
tabelecidas através do metodo de penalidade depende da magnitude do
parametro a. Testes numéricos com problemas distintos de compatibi
lizacao em estruturas [6, 12 e 13] mostram que o uso do parametro de
penalidade da mesma ordem de magnitude dos maiores elementes da ma-
triz de rigidez da estrutura fornece solucées que satisfazem as con
dicoes de vinculacado a uma precisdao da ordem de dois dTgitos signi-
ficativos. As analises apresentadas a seguir ilustram o uso de va-
lores apropriados do parametro de penalidade.

ANALISES E COMPARACAO DOS RESULTADOS

A formulacao do elemento foi implementada em um programa de
computador. As analises apresentadas a seguir indicam a eficiéncia
e a aplicabilidade do elemento na solucdo de problemas envolvendo mo
delos de vigas.

Viga Reta Hiperestatica Sujeita a Cargas Concentradas

A viga reta mostrada na Figura 4a & analisada utilizando-se
o modelo da Figura 4b, 0 objetivo & verificar a resposta do elemen
to quando incorporadas na formulacdo as condigoes de contorno do en
gastamento e da continuidade das rotacoes devido a flexdo. Neste ca
so & necessario que o ponto B de aplicacdo da carga seja comum adois
elementos contiguos porque s0 & possTvel impor-se o carregamento no
contorno do elemento, Também, para uma melhor convergéencia do méto
do de penalidade os elementos contiguos nestes pontos foram conside
rados com o mesmo comprimento [6,14].

0s deslocamentos transversais nos pontos nodais do modelo sao
comparados com a solucao analitica do modelo de Bernouille e com a
obtida utilizando-se um programa geral de elementos finitos [15].
Para valores crescentes do parametro a observa-se uma rapida conver
géncia para a solugdo analitica. A igualdade entre os resultados
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analiticos e numeéricos se verifica porgue os dois modelos wutilizam
as mesmas hipoteses. Por outro lado, as diferencas com as solucoes
do programa ADINA devem-se a presenga das deformagdes por cisalha-
mento no elemento 3 que ndo satisfaz a condicao de esbeltez necessa
ria a poder-se desprezar tais efeitos.

P.1kgf i Pt
l /j o= + Elemento @ M=1
T 2)
% 13. 5em J[ 4, 5:&_1 —-*—9— — ]._ 9cm ) "\'ki?cm'l_ qéc—m"‘|

E=2.10° kgt/ cm?

(a) Viga reta biapoiada {b) Modelo utilizado na analise

Figura 4. Viga hiperestatica sujeita a cargas concentradas

Tabela 1. Solugbes fornecidas por diferentes modelos na analise
de viga reta hiperestatica sujeita a cargas concentradas

-3
(xJ;)NALm} {x10~3cm) VPGH(x1D‘3cm1
NO : VADN
(ANALTTICO) ( ADINA)
[14] =100 (%) g= 1000 (%) g=10000

0.05829 0.05986 0.06183  (6.07)  0.05864  (0.60)  0,05829
0.1845  0.1873  0.1910 (3.52)  0.1851 (0.33) 0.1845
0.3057  0.3095  0.3145 (2.88)  0.3065 (0.26)  0.3057
0.3415  0,3457  0,3504 (2.61) D0.3424 (0.26) 0.3415
0.3488  0.3533  0.3575 (2.49)  0.3496 (0.23)  0.3488
0.3182  0.3232 0.3268 (2.70)  0.3191 (0.28) 0.,3182
0.2442  0,2475  0.2499 (2.33) D.2448 (0.25)  0.2442
0.1344  0.1361 0.1373 (2.16)  0.1347 (0.22) 0.1344

W o~ O N B o R

B =% ;3 D = Major elemento da matriz de rigidez da estrutura.
B = Fator de amplificacav do parametro a.

o
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Anel Circular Tracionado Biaxialmente

Para verificar-se o comportamento do modelo em analises devi
gas curvas foi considerado o problema do anel circular tracionado
diametralmente na Figura 5a. A solucdo analitica & apresentada na
literatura como solucao classica de vigas curvas em gue as deforma-
coes por cisalhamento nac sao consideradas e os campos de tensdes e
deformacoes tomados uniaxiais ao longo da viga e linearmente dis-
tribuidos na secdo reta [16].

Devido a simetria do problema foi considerado na analise nu-
mérica o modelo com trés elementos mostrados na Figurs 5b. As con-
dicdes de contorno nos nos 1 e 10 sdao de nulidade da rotagao deixan
do-se livres apenas os deslocamentos nas direcoes X e Y, respectiva
mente.

g p ¥
&K Elmass
. ¢ W3
o]
0
O
p.1
e fadad,)
"
Pe i kgt
E= 2, 10%gfsem® - Compaotibilidode das rotacdes Oz

imposta nos nos 4a7

(a) Anel considerado na analise (b) Modelo utilizado

Figura 5. Anel circular tracionado diametralmente

As diferencas apresentadas a Tabela 2 na comparacao entre as
solucoes do problema devem-se as caracteristicas de cada modelo. No
caso do presente modelo a distribuicao das tensoes e deformacgdes &
obtida considerando-se a mudanca de curvatura nos pontos da secaore
ta enguanto que no modelo analitico a distribuicdo & linear. Por ou
tro lado, o modelo de viga utilizado com o Programa ADINA apresenta
uma solucdo mais geral incluindo na formulacdo os efeitos das defor
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macoes transversais por cisalhamento. No entanto, devido a pequena
razao de aspecto geométrico t/R”,1 do problema, & pequena a diferen
¢ca entre as solucoes apresentadas pelos modelos. A distribuigao das
tensdes longitudinais ao longo da viga curva apresenta boa concor-
dancia para os modelos numéricos, em analise a Ref., [14].

Tabela 2. Solucoes na analise de um anel diametralmente
carregada (2 =1000.)

DESLOCAMENTO  ANALITICO ADINA PROGRAMA
(x10-2cm) VANL VADN VPEM (%)
af‘” .894 ,896 895 (.06)
5\5”” -.822 -.817 -.817  (.67)

Estrutura Sujeita a For¢a Concentrada Fora do seu Plano

0 problema fisico considerado e sua caracterizacao geometri-
ca esta apresentado a Figura 6a. 0 objetivo desta analise & verifi
car o comportamento do modelo de vigas na compatibilizagao de ele-
mentos curvos e retos contiguos quando sujeites a cargas externas
normais ao plano da estrutura. Um modelo com dois elementos retos
e trés curvos & utilizado na analise a Figura 6b. Condigdes de ro-
tacao e deslocamento nulos sao impostas nos nos 1 e 16 enquanto que
a condigao de compatibilidade de rotacdo da secdo reta e imposta nos
nos 4, 7, 10 e 13,

Rotacoes devido a torcdo e deslocamentos da estrutura forado
seu plano sao comparados & Tabela 3. Uma boa concordancia com os re
sultados numéricos fornecidos pelo programa ADINA, utilizando mode-
lo semelhante, & observada. As diferencas apresentadas nas solucdes
de rotagao a torgaoc sao devidas principalmente aos efeitos do empe-
namento da secao reta incorporados no programa ADINA. Neste exemplo
ressalta-se ainda a incompatibilidade de deformacoes 1longitudinais
utilizadas pela formulacdo nos modelos de vigas retas e curvas na
regiao proxima aos nos 4 e 13 do modelo considerado na analise.
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Elemento @|
16 T

E ; } "
|
'I
i
o ) Z
0‘ X
P= 1kgf ‘ Y
E = 2. 10%gt/cm® g
®
(a) Definicao do problema fisico (b) Modelo utilizado

Figura 6. Estrutura plana carregada fora do plano

Tabela 3. Comparacdo dos resultados da analise de um elo
carregado axialmente (R =1000,)

U, (x10-2cm) dp(x10-3cm)
NO LAON PeM ADN PGM

# U, ERRO o7 o7 ERRO

ADINA PROGRAMA (%) ADINA PROGRAMA (%)
2 17.62 17.51 (-0.62) 1.740 1.739 (-0.06)
3 57.59 57.37 (-0.38) 3,481 3.478 (-0.09)
4 100.11 100,60 (-0.33) 5.221 5.217 (-0.08)
7 120.11 119.82 (-0.24) 7,934 7.931 (-0.04)
10 109.75 109.51 (-0.22) 6.556 6.557 (0.22)
13 78,47 78,30 (-0.22) 2.629 2.632 (0.11)
14 39.53 39.42 (-0.28) 1.762 1.755 (0,17)

15 11.06 11.01 (-0.45) 0.8762 0.8773 (0.13)
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CONCLUSOES

A formulacdo de um elemento de viga com namero variavel de
pontos nodais e quatro graus-de-liberdade ativos por no & apresenta
da. 0 elemento foi implementado em computador e o$ resultados deal
gumas analises representativas do comportamento do modelo sao discu
tidos. Como o elemento foi formulado considerando-se basicamente o
modelo de Bernouille extendido @ vigas curvas eliminando-se o efei-
to das deformacdes transversais por cisalhamento, este ndo & capaz
de modelar o comportamento de vigas com razao de aspecto geométrico
t/R elevado. Entretanto, o elemento prediz os deslocamentos e ten-
soes apropriadas em uma qr%nde faixa de aplicacdes praticas de enge
nharia, e para uma mesma precisao, o uso do elemento fornece solu-
¢6es com menor esfor¢o computacional que o0s modelos correntes com
seis graus-de-liberdade por ponto nodal.

Dos resultados apresentados nas anilises propostas a formula
cdo do elemento demonstrou grande potencial para sua genera]idade a
analise de problemas envolvendo nao linearidades do material e efei
tos dinamicos.
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A NUMERICAL STUDY OF NATURAL CONVECTION
IN HORIZONTAL ELLIPTIC CYLINDERS

F.L. Bello-Ochende
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Faculty of Engineering and Technology
University of Ilorin
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ABSTRACT

This paper presents a steady-state numerical study for Laminan free
conveetion in hornizontal efliptie cylindens. A numerical method of
discnetization 48 proposed which allows mesh points to falf on the
cylindern boundary 40 £that the problfem of innegular boundany is avoided.
To achieve Zhis, arecurrence relation {s constructed Lo generate Auc
cessdvely decreasing grid sizes between any fwo neighbouning nodal
points in a preferred coondinate dinection. This ensures befiern ac
curacy in computational regions where sofution gradients are espe-
edafly high. For non-unifonm heat §Lux applications at the cyfinden
peadphery, graphical nesults for heat transfen and fLow regimes anre
presented for some values of eccentnlcity and a range of Rayledgh
numbens .

NOMENCLATURE

a - semi-major axis of the ellipse

b - semi-minor axis of the ellipse

A,B - dimensional constants expressed in terms of temperature

c - characteristic reference velocity, [Bg(Tl-Tn)b]lf‘; AT = (T1-Ty)
e - eccentricity of the ellipse

g - local acceleration due to gravity
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Gr, - Grashof number, g 84 Tb?*/v?
h{4) - loecal circumferential heat transfer coefficient

k - thermal conductivity of the fluid

N - number of divisions in the X-and Y-directions

Nu{¢}- local peripheral Nusselt numbers

Nu - average Nusselt number

Pr - Prandtl number, v/a

Ra - Rayleigh number, Gerr

T - dimensional fluid temperature

T - dimensional temperature at the top end of the semi-minor axis

T - dimensional temperature at the bottom end of the semi-minor axis
U,u =~ respective dimensional and non-dimensional velocities in X-direction
V,v =~ respective dimensional and non-dimensional velocities in Y-direction
X,Y - dimensional Cartesian coordinates

Greek symbols

o - thermal diffusivity of fluid

g - bulk modulus of fluid expansion

T - dummy space variable

-] - non-dimensional temperature

0 - dimensionless vorticity

¥ - dimensionless stream function

¢ - angular location of any point on the ellopse
n,t - dimensionless Cartesian coordinates

v - kinematic viscosity of fluid

A - angle between inward normal and the horizontal
v - non-dimensicnal Laplacian operator, g%; f%;
€ - eccentricity parameter, (!—e’}xA, and parameter for iteration

convergence
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Subscripts

i,j ~- a typical nodal point in the discretized domain
m - mean value

W - wall value

INTRODUCTIORN

Studies in natural convection within enclosures have received
considerable attention particularly for domains with regular
geometries [1,2,3]. This work investigates natural convectian
phenomenon in horizontal elliptic enclosures subject to non-uniform
heat flux applied at the cylinder periphery.

Numerical techniques are frequently employed to solve the
non-linear coupled system of governing equations. However, for
domains with curved boundaries, numerical algorithms based on
uniform grid spacing introduce some complications into the finite-
-difference approximations for the derivatives of dependent space
variables near these boundaries. For example, Carnahan et al [4]
subdivided regions near the curved boundary into four subregions in
order to tackle effectively the torsion problem for shafts with
elliptic cross-sections. A widely used technique to handle curved
geometries is to solve the conservation equations in a coordinate
system that matches the domain boundary. These coordinates, defined
as natural coordinates, may be either orthogonal or nonorthogonal,
The disadvantage of the nonorthogonal system of coordinates is that
the resulting finite-difference analogues of the governing equations
involve nine discrete points (for a 2-D flow problem) as opposed to
five points in orthogonal system of coordinates [5]. Also, the
governing equations must be transformed from the orthogonal to
nonorthogonal coordinates using appropriate and possibly complex
transformation relations. This makes the choice of natural
coordinates which match the domain boundary geometry sometimes
unattractive. This is the case of the present work, which utilizes
rectangular Cartesian coordinate system.

Grid refinement is an important feature of numerical
techniques, especially in portions of the computational region where
solution gradients are very high. This is to achieve better
accuracy and convergence for the numerical sclutian.
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Refinement is achieved in some cases by first transforming the
appropriate coordinate before subdividing it uniformly. 1In the
present work, the approach is different as a combination or regular
mesh sizes in one coordinate direction and irregular discretization
in the other coordinate direction is employed. The benefit
derivable from this technique is automatic grid size refinement
near the high curvature portions of the rigid boundary. Also, the
method allows grid points to fall on the curved boundary, thus side~
-tracking awkward approximations associated with regular
discretization near the curved periphery. To this end, a recursive
relation is constructed to generate successively decreasing mesh
sizes along a preferred coordinate. For this work, for a few
number of divisions, say N=10, the horizontal grid sizes are found
to vary from 0.400 at the central core of the ellopse to 0.002 in
the vicinity of the curved boundary., This technique has been
employed successfully by Roache [6]. A 20x20 grid network is used
in the present analysis and predicted results are reported for
bottom-heated elliptic cylinders,

MATHEMATICAL MODEL

Consider a steady laminar two-dimensional free convection
due to density gradients resulting from variations in temperature
within a lTong horizontal elliptc cylinder whose curved boundary is
arbitrarily-heated such that the maximum and minimum temperatures
occur at the points 1 and 0 as shown in Figure 1. Because of the
geometric, flow and thermal symmetry about the vertical axis, only
the right-hand half of the domain will be considered henceforth.

The physical model and coordinate system are shown in Figure
1. For the problem, the following additional simplifying
assumptions are made. The flow is presumed incompressible and for
low-velocity flows, viscous dissipation and pressure stress work
are neglected. The fluid is Newtonian and fluid properties are
considered temperature-indepentent except density for which the
Boussinesq approximation is invoked. Referred to the rectangular
Cartesian coordinate system, the governing conservation equations
of continuity, momentum and energy, are respectively:

Ux"“"y’n (1)
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1
Uy + VUy = - p—m Py + WUy + Uyy) (2)
Wy + WY = - » Py + \)(VXX + VW} + Bg(T-T,) (3)
UTy + VTy = alTyy + Tyy) (4)

where the subscripts, except 0 and m, indicate the space coordinate
with respect to which the partial derivatives are obtained. The
prescribed constraints on the domain boundary are:

U=V=T,=0 on & (5)
U=V =T-T(é) =0 on &C, (6)
where ,
n L
Tw[qs] = A + BSin(s¢), -?s b $+T (7a)
and .
A= [Tu+T1]/z H B = (To”Tl}/E (7h)

4
8 =(1-Sinp)/2
— U=y :Y: 0

b G

N ¢
Of« a >7
/&2
u=fl=¥=0
o7 =37 =°
1 Figure 1. Physical model, normalized

coordinates and boundary
constraints
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Reduction of the Governing Egquations

It should be noted that the system of governing equations
are non-linear, non-homogeneous and coupled through the temperature
term. Understandably then, the equations are not amenable to
closed-form solution. Consequently, we resort to an approximate
method of solution; namely, the finite-difference approximation.

However, a question of primary importance is the definition
of the appropriate or characteristic reference velocity which must
be known a priori. It is clear that for this problem, a unique
characteristic velocity must be determined from the differential
equations. Since the velocity components U and V are due to the
buoyancy force in the fluid, a parameter related to the temperature
distribution in the fluid must be introduced into the normalizing
scheme as suggested by Dstrach [7] in his apalysis of a pure free
convection problem. Hence the appropriate scaling quantity for
velocity may be obtained with heuristic reasoning. From
considerations of force balance in the momentum eguation, it is
obvious that since the convection process is initiated by the
impressed thermal gradient, the inertia and buoyancy forces are of
the same order of magnitude. These forces may therefore be equated
following Tritton [8] and Faris and Viskanta [9] to obtain the
characteristic reference velocity, C as [Bg(T, -Tt,)I:]l"’2 . Comparing
th? orders of magnitude of the inertia and viscous forces yields
Erﬁﬁ . This is the case of high Grashof numbers. Following Rego
and Fernandez [10], Gr'b‘/2 is introduced as a scaling factor into
some of the normalizing coordinates. After eliminating the pressure
terms between the momentum equations (2) and (3) by cross partial
differentiation, the resulting dimensionless vorticity and energy
transport equations cast in their divergence forms are respectively:

(Qn— un+-Grbe)n + (95--\:0)g =0 (8a)
(en- ud Pr)n + (EE-vve i’r)E =0 (8b)

The vorticity function, £ is linked with the stream function, ¥
through the Poisson equation,

n+vm+wgg=u (9)
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where the stream function, ¥ is defined by the relations:

ue¥ 3 ¥a=-¥ : (10)

and the normalizing coordinates are:

X Y T-T,
= ; Eme B i 1
=% % Yoot (112)
UGry? VGPgE PGry
u = ; va= i ope= (11b)
C C PmC?

The normalized boundary constraints are shown in Figure 1.

NUMERICAL ALGORITHM

The unique method of discretization employed allows mesh
points to fall on the cylinder periphery so that the problem
associated with near-boundary grid points does not arise. Also, in
order to achieve grid refinement, a recurrence relation is
constructed to generate successively decreasing grid sizes between
any two neighbouring nodes in n-direction, as illustrated in
Figure 2b. If the equation of the ellipse is given by:

X1 Y?

—_ =1

ikt (12)

and the eccentricity, e is defined as:

a’ - b? = a%? , (13)
then the normalized equation of the ellipse is:

(1-e?)n® + £ = 1 (14)
If "i.j and LIPEIN are the non-dimensional distances of any two
adjacent nodes from the origin, 0, and AL is the uniform grid size

in the g-direction, then the equation of the ellipse may be weitten
as:

(1-et)n 5+ (346)7 = 1 (15)
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3

=N+1

J N 4
; jd \\“x\
1 7 Te G 1

!

(f L—a N# ,7
J*

J= Not!

Figure 2a. Discretized domain

Figure 2b. Typical five point computational mulecule
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Hence,
- LME% (16a)
rH:j 1_ el
Similarly,
1 (3= 1)2(ae)2 |72
Mi+1,4 '3 P f (16b)

Also if any 4, is defined as ["1+1,j '“1,11’ then,

R (5-1)2(8)1" - 11 - (1a8)?1 " (16c)
[ L ez ]5E

Substituting for AE=1/N and for j =N+1-1 for any point on the
ellipse, the final recursive relation for grid refinement is:

(17)

sn, , =
i+1
[ 1 - ei ]5&

where i=1,2,3,...,N and 4n, 1is zero.

Finite-difference Analogues of Normalized Equations

If T=r{n,£) is a dummy space variable, then the second-
-order accurate Taylor series approximations for the partial
derivatives, Tos Tons g and e at the point {i,j) are given by:

Bnggg 8y M gTy) Wiy y=Ty) i)
i.d {Aﬂi+| + ﬁni) (Ani+1}2 (bni}z

- _ 2 . (Tian,g -rm} . (FM,J-ri ) i)
nnl'i,j [ﬁn‘i+1 + ﬂﬂi) Aﬂi*1 ﬂn.i

(r'i ,j+1 B r'i .J‘1} (20}

Eli,g 20E

| o By B By ¥ Ppgeqd (21)
£l (86)?
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Particularizing T appropriately in the governing equations, the
following finite-difference approximations for 8, Q, ¥, u and v are
obtained.

Temperature Equation

8.5 = A Biar,g * By O3 % Co 0,541 * Dp Oy 41 (22}
where,
2(An; ., - &n; u; 2 1 1
Jy = L 2 M Sl s STl N (23a)
Ang, . An; Pr\ (ang,, an,) (ag)?
(2-|u Ang Pr)
Ag = | Ul L (23b)
ony,q (Bng g+ any) Prd,
(2+ |u; An, .4 Pr)
By = lus g1 8541 (23c)
An, (Ani+1 +ﬂni} Pr Je
(2-]v, .| ag Pr)
Co = i,d (23d)
2(86)? Pr Jg
(24 |v; | Pr)
D, = LEY (23e)
2(aE)? pPr g
Vortex Equation
%, "Mt TR * B O Ry gt En Brur g *
+ I-'Q 51‘-1,1 + G‘2 81 J (24)
where,
(ang 4 = 2ny ug 1 1
J, 4 ML S 7 TRERET R ; (24a)
5"1«1 ﬁl’]i ﬁrl.i_'_' 5“1 (&E)

Bng,y (Bng 4 +any) Iy

1]
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(a+l”i,;]| an;)

Bn =
an; (‘m‘IH"Mi) Jg
c (2'|""1 il AE)
@ (k)2 Jq
- (24 |, [] AE)
a 2(86)? 3
g . ang Bry
l
804, {an1+1 +an1) Jo
£ An341 8rp
f Ani(ani+1+an1) g
o o (AN - any) Gry
0

ng g &y Jg

Poisson Equation for the Stream Function

AR RR AR AL WE SRR

where,
1 1
Jﬂ‘ = 2 +
2
bng,, bng (58)
2
A =
Bngyy (Bngyy+any) 9,
. 2
w =

Ang (bn1+1+nr11} J'l'
¢ 1
¥ 2

(ag) 9y

D.JL_

¥ (ap)?

and

(24¢)

(24d)

(24e)

(24f)

(24g)

(24h)

(25)

(25a)

(25b)

(25¢)

(25d)
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Velocity Components

(¥ 501~ %,i-1)

ui lj - ZEE (26}
... . Moy~ Y3 - Mioag-Ying! (27)
‘i,j (6ﬂi+1 +An1) (ﬂni‘_')’ (Ani)’

where, i=2,3,...,N and J=j%=N+1-i.

The iteration schemes for e1 g ni Ale and ¥y .d are set
out sequentially as follows and iup!emented using Gauss Seidel
iteration technique.

1 n n n+1 n N+l 1
8y, = (1-wploy 4+ ["e %i41,5 * Ba O4-1.5 * O 04,501 * Do 8 5-1]%

(28)
A= ey (B g o 5 YY) o
(c 0 et * 00 9 g0y + Eq Oy 5 * F GT}J)
+ Gy e?*.j wg (29)

n**s| b it x|
IR AV (’\» i+1,5 * By “’MTJ') u, +
e ik 1 n‘* l
*("w ("’?.Ju * '?.th) +0y %5 ) oy 0

where n, n*, n** are the number of iterations and Wgs Was Wy
represent the relaxation parameters for the temperature, vorticity
and stream function fields and 1 e(ma,mn.m )<2.0. Following
Nogotove [11] for flow situations where the Rayleigh number is less
than 10°%, wg = Wg 1.0 and w, is chosen to be 1.6 . The criterion
for iteration convergence of the (6,R,¥) system of difference
equations is chosen in this case to be:

ep =1 lr""+1 I':‘:jl s 10-* (31)

Alternatively, to further save computer space and reduce
computation time, steady state solutions may be obtained from a
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rough grid system and then grid parameters are decreased and the
crude approximations are extrapolated to zero grid size with
reasonable confidence following Ozoe et al [12].

Boundary Approximations
Along the hypothetical plane of symmetry, i.e. n=0, the
temperature and vortex functions values are approximated by:

{an2+An3)= 8y 5 - (4ny)? 03 4

85" (32)
* (&n, = ang)* = (8ny)?
(An, + 4n,)? - (any)? @
ay - g+ Ang)” B 5 2! 3 5 (33)
" (any + 8ng)* = (any)?
Along the curved boundary,
in 1% I LIS (34)

ﬁi sj = AE ﬁ.n.l
where 1 =2,3,...,N and j* =3 =N+2-1
HEAT TRANSFER CALCULATIONS

The local circumferential heat transfer coefficients are
defined through the conduction-referenced Nusselt numbers given by:

36(¢) |

Nu(¢) = - L (35)

em|{ - 8,(¢)
where,

der e 28(0) 20(9) |

20(e) { iy " w) (36)

an 1-(1-¢*)? 2
T Me2-i

}; GNE 4% 0

elml\i = AP I % I oy PP | (37)
& [u2 5+ vi 4] anern)

=1

LS
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T

B"(ﬂ" (1-sin{g)) /2 -?S¢S+% (38)

The mean Nusselt number is obtained from:

m

— +n/2
Nu = Lf Nu(o) dé (39)
-n/2

The integral in equation (39) is evaluated exactly but can be
obtained by any standard numerical quadrature scheme using unequal
interval sizes.

RESULTS AND DISCUSSION

The Flow Patterns

The flow patterns considered are for the bottom-heated
elliptic cylinders for which thermal stratification is potentially
unstable. For the range of parameters examined in this case, two
flow regimes, namely: bicellular and multicellular, are identified.

(i) Steady-state bicellular flow: For Rayleigh numbers

lying between 0 and 500, the flow pattern consists

of unsymmetrical cells in each quadrant. Figures 3a

and 3b clearly show fluid circulations and the resulting

temperature distributions. Near the top region of the

first quadrant, thermal stratification is indicated.

However, because the convective action appears to be

more pronounced 1in the central region of the first

quadrant of the ellipse, the isotherms exhibit charac

teristic distorsions whicﬁ resemble the letter "S". In

the fourth quadrant where the convective activity

appears to be less vigorous, thermal stratification

is shown and the isotherms are almost horizontal.

(i1) Steady-state multicellular flow: For the same range

of Rayleigh numbers, as the eccentricity increases

from 0.4 to 0.8, pockets of circulations appear near

the bottom of the cylinders and the stream lines are

crowded towards the top of the cylinders. The isotherms

in the first gquadrant suffer considerable deformations

for high Rayleigh numbers- in this case, Ra =500. 1In

the middle of the first quadrant, the familiar thermal

"caves" vanish and isotherms are duplicated as shown

in Figure 3d, However, thermal stratification charac

teristic are still prevalent in the fourth quadrant.



Figure 3a. Ra = 250 Figure 3c. Ra = 250
eccerdricity=0-4 eccentricity =0-8

0 .15

0.30 d
I-Il--l----—==;=:
0. 82
2:3¢
& -89
6.92

Figure 3b. Streamlines and isotherms, Ra = 500 Figure 3d. Streamlimes and isotherms, Ra = 500

G861 — ¥ 6V “IIA A ‘Olleuer 8p oiY "J8jNIgAeY




368 RevBrMec. Rio de Janeiro, V. VII, n? 4 — 1985

Heat Transfer

Heat transfer is described in terms of the local peripheral
Nusselt numbers for typical Rayleigh numbers and eccentricities. As
shown in Figure 4, for unstable stratification, most of the heat
transfer occurs at locations which correspond to ¢ =+6 degrees.
Also, it is observed that the Nusselt number changes sign twice for
both bicellular and multicellular regimes. Figure 5 illustrates
the influence of Rayleigh numbers on the mean Nusselt numbers.
Clearly, critical values of the Rayleigh numbers are predicted for
which heat transfer rates are maximized, However, the heat transfer
situation worsens as the Rayleigh number exceeds the critical value.
This observation could be attributed to the development of the
multicellular flow structure accompanied by drastic changes in the
temperature field. The isotherms are duplicated and localized high
temperature spots are shown.

CONCLUDING REMARKS

The effect of eccentricity on heat transfer has been
reported in this work with particular reference to bottom-heated
elliptic enclosures. Existence of optimum Rayleigh numbers is
manifested. A rigorous determination of these critical Rayleigh
numbers is not presented here but work is currently going on in
this respect.
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FLAMBAGEM DE BARRAS EXTENSIVEIS

Murilo Pereira de Almeida
Rubens Sampaio - Membro da ABCM
Departamento de Engenharia Mecdnica - PUC/RJ

RESUMO
Consthoi-se um modelo para descrever a plambagem de uma barra elas-
tica onde Leva-s¢ em conta a estensibilidade da bawra. Sdo apresentadas.
equagdes para cafcular as cargas ¢ modos cniticos. 0 resuliade cen
trat do trabalho © a existincda de somente um numero finito de can-
gas criticas, diferenca fundamental com respeito ao problema classi
ce da elastica.

INTRODUCAO

0 problema da elastica, estudado por James Bernoulli, Daniel
Bernoulli e Euler [1], consiste no estudo das configuracoes de equi
1ibrio de uma barra inextensivel sujeita unicamente a compress3o a-
xial.

0 modelo adotado para esse estudo, geometricamente exato, con
duz a uma equacdo semilinear do tipo

d de
—-‘F (A(S) —dT)+ P seng = 0 +

onde s & comprimento de arco, 6(s) @ o d@ngulo entre a tangente a cur
va em s e a direcado da carga aplicada, P & a magnitude da carga apli
cada e A @ a rigidez a flexao da barra, suposta estritamente maior
que zerao.

0 resultado basico desse modelo & a existéncia de umconjunto
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infinito discreto de cargas criticas que correspondem a pontos de bi
furcacao.

Apresentaremos nesse trabalho um modelo geometricamente exa-
to para descrever flambagem de barras levando em conta avariag¢dao de
comprimento da barra devido a compressdo. A auséncia da hipotesede
inextensibilidade no nosso modelo acarreta que o nimero de cargas
criticas @ finito, em marcante contraste com o modelo inextensivel.

Nosso modelo & bem mais realista que os presentemente em uso
em projeto de engenharia e bastante superior ao considerado por Love
[2] e Reiss [3] que s3o geometricamente inexatos, isto e, envolvem
aproximagoes da geometria.

Medidas de Deformacao

Apresentaremos aqui, para melhor exposicao das idéias, ape-
nas deformacdoes planas.

A elastica sera representada, em sua configuracao inicial e
deformada, por curvas planas como sugerido na figura abaixo, ondes,
4, $ e 8 sdo os comprimentos de arco nas configuracdes inicial e de
formada e os angules formados com a horizontal pelas tangentes  3s
configuracoes inicial e deformada, respectivamente.

Y e i
/r%_f—-"—-- Ko
A | S
- :

Usaremos como medida de deformacdo as variaveis

ds o8 (g_g) . g0 ds  do
e(s) = 1, T (6-¢)

ds ds ds
Observe que ¢ mede a varijacdao de comprimento por unidade de
comprimento da configuracdo inicial e que K = d¢p/ds e k = do/ds
sdo as curvaturas das configuracoes inicial e deformada, respectiva
mente. Logo

U+ K=k(1+e)
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EQUAGCOES DE EQUILIBRIO

Nessa secao derivaremos as equacoes de equilibrio de uma bar
ra plana sujeita a esforcos generalizados distribuidos dados por for
cas e momentos,

Para derivarmos as equacoes de equilibrio governando o pro-
blema faremos balanco de forcas e momento entre o extremo A e umase
cao 4 qualquer da barra na sua configuracao deformada. A figura a-
baixo esquematiza o problema.

\

Ql(a)

Mar Faxs Fay sdo0 os esforcos atuando emA; m(s), q,(4), qy{a) as soli
citacoes externas; e M(s), N(s), Q(&) os esforcos internos na secao.
As equacOes de equilibrio sao:

5

EF, =0 .". Fp + Ncoss-Qsens +jﬂ qx(E)dEuO (1)

rFy w0 2% FAy+NsenB+Qcose +J: qy(t}dz-n (2)
4

L “(A] =0 .°, My - (N cos® - Q sena)J; sen[8(£)1dE +

4 4
+ (N seno + Q cose)f sen[8(E) 1dg +j m({E)dE -
0 0
f (.r.)'l'€ [6(z) 34 E ¢
" iqx 4 sen[8(z))dgp dE +

& £
+J; ’qy(K)J; cos[a(c)ldc} dE+ M =0 (3)
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Localizaremos essas equacoes tomando derivadas com respeito
a &, obtendo:

—% (N cosg - Q sens) + q (s) = 0 (4)
—é%— (N sen8 + Q cosg) + qy{A} =0 (5)
d

M+O+m(4]=ﬂ (6)

E conveniente considerar balanco de forcas nas direcdes tan-
gente e normal a configuracao deformada, combinando (4) e (5), e no
tando '

n(s) = q,(s) cosd + qy(a} sens

q(s) = -q,(s) seno + q (4) cose

obtemos:
dN da
.—az... =0 R +n=10 (7)
dQ de _
0 + N 7 +q=20 {B)

0 conjunto (6), (7), (B), ou equivalente (4), (5), (6), sao
as ecuacoes de equilibrio da barra referidas a configuracdo deforma
da. % equacdes de equilfbrio referidas a configuracao inicial sao
obtid4. transformando variaveis, de 4 para s, e sao:

M'+ (1+e)Q+ (1+e)m =10 (9)
N' = (p+K)Q+ (1+e)n=10 (10)
Q'+ (u+ KN+ (1+€)g =10 (11)

onde ( )' = 7%; () e por “abuse" de notacdo usamos os mesmos simbo
los para M, N, Q, m, n, q como funcao de &4 e s embora,obviamente,
as expressoes funcionais nao coincidam necessariamente.
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MODELO

Queremos estudar as configuracdes de equilibrio de uma barra
compressivel, que na configuragao inicial & reta e submetida unica-
mente a esforcos de compressao. A configuragao reta, com compressao
apropriada, @ sempre uma configuracao de equilibrio; o que estamos
sobremodo interessados e na existéncia de configuracgoes nao retas,
denominadas doravante de flambadas. Nosso objetivo 8 construir um
modelo matematico que nos permita determinar quantas e quais sao as
configuracies de equilibrio associadas a um dado valor de carga de
compressao axial,

X
‘-'""-___'—“
P P P P
A B X(A) x(B)

Adotaremos como hipdteses constitutivas

N M
€=+ . Vs (12)

onde EA e EI sao constantes que dependem do material e da geometria
da barra.
Consideremos que nas equagdes de equilibrio, (1) a(11) temos
q=n=m=10 . FAyaPI'IAaU . Fax = P (13)
Das equacoes (1) e (2) tem-se imediatamente que
0 = P seng i N = =P cos@ (14}
A configuracaec inicial da barra sendo reta resulta que

p=a' (15)

Substituindo as equacdes (12), (13), (14) e (15) nas equacles de e-
gquilibrio obtemos

8" + B{1-1% B cosd)send = 0 (16)
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onde

P T

-l -
El » A

B =

Estudaremos o problema de uma barra AB, livre em A e engas-
tando em B, ou seja, com as condicoes de contorno

8' =0 em A (17)

8 =0 em B (18)

SOLUCAO DO MODELO

Considerando que a barra na configuracdo inicial tem compri-
mento unitario (o que equivale a iniciar com uma barra de comprimen
to L e fazer uma mudanca de variaveis para -%J, temos que resolver

o problema
8" + B(1-1% B cosd)send = 0 ., Des <1 (19)

Vejamos inicialmente para que valores do parametro £ temos
solucao nao trivial. Para isso basta estudar o problema

" +k6=0 (21)
8'(0) =8(1) =0

onde
k=8(1-i% )

Os autovalores para o problema linearizado sao
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ky = (2n-1)? w?/4 = n=1,2,...

Para que £n seja real e necessdario que

1 1
NSt

0 que restringe o nimero de cargas criticas de flambagem.
Vamos agora resolver o problema completamente. Seja &(0) =
= a. Multiplicando (19) por 6' e integrando entre 0 e s achamos

(8'(s))? = 2 B(cos 8(s) - cosa) - i? B?(cos?8(s) - cosa) (22)
Por conveniéencia adotaremos a transformacao de variaveis
P = sen—-g;- , P send = sen —-;-— (23)

Substituindo (23) em (22) encontramos apds algumas operacdes
a equacao integral

f F($,8,p)de = 1 (24)
n/2

onde
"V
FN,&D}-{ﬂl-p%eﬂ¢H1-PBU—pﬂt+smﬁ¢H]} i

A equacdo (24) @ resolvida iterativamente para determinar B.
Determinamos (s) pela equacdo (19) com 6(0) =a e & sequir determi-
namos as deformacdes e os esforgos por (12), (14) e (15). A confi-

-

guracao flambada e obtida integrando-se as equagoes

"%f- =cos 8(a) ou x'= (1+e(s))cos 8(s)

—%f— = sen 8(s) ou y' ={1+e(s))sen &(s)

RESULTADOS NUMERICOS

Apresentaremos aqui alguns resultados obtidos com o modelo,
A introduc@ao da extensibilidade da barra no modelo faz que o numero
de cargas criticas seja finito, existindo situacGes em que ndo ha
carga critica real. Alem disso, a carga critica obtida pelo modelo
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2 maior que a encontrada pelo problema cl@assico da elastica; oquee
visto na Figura 1, que mostra como a relacao B,/k, varia com 21/[;.
onde B, e k. s&o ps parametros de carga critica para o n-ésimo modo
de flambagem no modelo extensivel e inextensivel, respectivamente.
Ressalta-se que o nUmero de cargas criticas esta limitado pela rela
¢io 2 i/k, s1.

0 zivek, 1
Figura 1. Taxa de ampliacdo das cargas criticas

0 comportamento pds-critico para os trés primeiros modos de
flambagem de uma barra com i =0,1, determinado pelo modelo com e
sem extensibilidade, esta mostrado na Figura 2, que € o graficode 8
contra o angulo o, que a barra faz com a horizontal em s =0, Obser
va-se que inicialmente a barra extensivel requer maiores cargas pa-
ra um mesmo o e que a medida que o aumenta isso se inverte.

———— Extensivel
200 =—— Inextensivel i= 0.1

O¢ (GRAUS)

Figura 2. Comportamento poés-critico
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A barra com i =0,! nao tem carga critica real para o tercei-
ro modo; entretanto, @ possivel encontrar neste modo configuracao
flambada para o grande.

Na Figura 3 estao mostradas as configurag¢oes deformadas, re-
ferentes ao 19 modo de flambagem, para barras submetidas aomesmo pa
rametrc de carregamento (8=2,55), sendo uma inextensivel e a outra
extensivel com i =0,1.

S

2 —_—
T
_L . | Extensivel i=0,1
‘ |_ _ 0,936
- 0,962 —

Figura 3. Configuracdes deformadas
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APENDICE

MODELD GEOMETRICAMENTE APROXIMADO

Obteremos a partir do modelo apresentado, outro geometricamen
te aproximado encontrado na literatura [3], verificando que simpli-
ficacOoes sdo introduzidas bem como o que istc acarreta quanto a sua
aplicagao.
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Colocaremos as equacdes em termos das coordenadas cartesia-
nas da configuragdo deformada (x e y) e entdo faremos as considera-
coes simplificadas. As equacOes basicas do nosso modelo sdo

8" + B(1-1i2 B cosB)send =0 (A.1)
4" =T +e=1-i? g cost i (A.2)
x'" = (1+¢€)cose (A.3)
y'= (1+e)send ; (A.4)

e as condicoes de contorno de uma barra engastada e livre

6'(0) =8{1) =0
y(0) =y, (A.5)
y(1) =0

Das equacdes (A.1), (A.2) e (A.4) temos que (A.1) pode seres
crita como

"+ By'=0 (A.6)
que apos ser integrada entre 0 e s resulta em

8' + B[y'-yb) =0 . {A.7)

Das equacdes (A.3) e (A.4) temos

8 = arctg(y'/x') {(A.8)

e portanto

NI, it 32 4 (A.9)
(xllz+(yi)z

Combinando (A.2), (A.3) e (A.4), levando em consideracio que
de (A.8) temos
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cosd = x' / (k') +{y")?* ,

chegamos a

_.iz B == xl +_(y‘)2-r (K'}2+(.\f'}2 (ﬂ.'lﬂ)

Facamos a expansdo da raiz quadrada em torno de y' =0 obtendo

Vx')-(y')? =x'+—%'?),i-+ o(({y')?) . (A.11)

Substituindo (A.11) em (A.10) temos

-j? B=x'- 1+(y|}2[1 - 2;1 ] x ,:l + D(ji:)’)

Escrevendo as coordenadas x e y em termos dos deslocamentos
u e v dos pontos nas direcoes dos eixos cartesianos temos

x=X+u (A.13)
y=Y+u (A.14)

onde X,Y s3d3o as coordenadas na configuragado de refeé@ncias.
A configuracdao inicial & dada por

X(s) =5 e Y(s)=0 (A.15)
donde temos que

x" =1+ u' (A.16)
=v' . (A.17)

Considerando pequenos deslocamentos desprezamos em (A.9) os
produtos entre suas derivadas, obtendo 8'=v" e em consequéncia(A.7)
ficando

v+ Blv-vg) =0 . (A.18)

Temos tambem que
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.

—i1l—---i-;1—a-r—51-ul (Aoig)

e entao em (A.12) retendo termos até a ordem 2, temos
-i2 8-u'+—;—{v‘)“ (A.20)

As condicoes de contorno do modelo aproximado em termos dos
deslocamentos ficam

0 = 8'(0) = v*(0)
0= 8(1) =v'(1)
v(0) = y,
v(1) =0

Executando o mesmo procedimento para uma coluna bi-rotulada,
obtemos o modelo apresentado por Reiss [3].

0 modelo aproximado leva em conta que os deslocamentos sdo pe
quenos o suficiente para desprezar os termos de ordens superiores a
2%, n3ao sendo portanto, adequado para a determinacao de configura-
coes que se afastem bastante da inicial. D0 processo de aproximacao
torna possivel a obtencdao dos autovalores B atraves de uma equacdo
linear (A.18), sendo estes, entretanto, diferentes dos autovalores
do problema original. 0 modelo aproximado calcula os autovalores do
problema linearizado e utiliza o encurtamento so para adeterminacdo
da funcdo u(s) do deslocamento paralelo ao eixo inicial da barra.
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