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EDlTORfAL 

Em abril de 1975, na UNICAMP, com a presença de 15 pessoas. ptatlcamen~e 
todos professores universítários, fo i fundada a AaCM. Caléada fortemente em padrO~s 
de tltividildes aca.dêmicas por força do perfil çfos. S:~IIWf~ntflld9ftiS a ABCM.no$ .ú'ltlm.Q.s 
dez. anos esteve pre$ente na comunidade tbteo-c'itittffiéâ prl'nciPIIImente coma ve:fculo 
de.divulgaçro de conhecimento. 

Este ano realiza-se o VIII COSEM. Em 198,6 teremos o IV SIBRAT e o prirm,iró: 
Simpósio sobre Sistemas otnamteós de Medlnlea. A Revista- Brasífei.ta de Cr~ncl~$ 
Meclnlcas firma-se mais a cada dia e pode-se dizer .que hoje é um periódico que nlo 
sofrerá soluçlo de continuidade. 

Além destas atMdades a A'BCM tem colaborado n'll· or:ganlzaça"'o e def'!tr~ dos 
limites do rpossrvel no CQ~patrocfnio de eventos de âmbito .nacional e tegionat çorno .o· 
Encontro Nacional de Atualiza~o ·l~noJ6gj~ ~ E~~!lh!""·!~ ,~~.~!çà_ (ENATeM)' 
realizado na UFSC, os· cursot dt fatclpu::,a Th(~Jaca,• ·Aeh~a r;UIJ~rng. L;N~C.pro-
movldo na regiiO do À io de Jani1r.ó 'ém · 1986. · · " ' · 

Todas estas ativldal\tês: têm sido bém svcecili('las ~· têm conqutstado um espa® 
crescente para a ABCM a. nfvel naclonaJ e tam~m fJltetni!Cfonãt. 8mr19S3.jtMJQirffÓI 
aceita como membro brasilejro na· lntématlonal ~oion 10f TheOretiC'al àrxt ARplied 
Mechanfcs (IU'tAM), e na mesma i,pGta afJiiou-se ao IFTOM. Em agosto di ~985, foi 
realizado no Rio de Janeiro o Sirnp6sto da lUTAM sobre C(lft!portarÍ'Iênto :tnetástico de 
Placas e Cascas., or;gar-~izado pela ABCM que alcançou grande $Ue8~; colocandG 11 
comunidade brasileira ativa na área de ciências mecanicas. na óibita intemaclo'na'l. 

Nlo obstante os progressos conquistados n11 área de organí~aça'o dé oongress:os e 
encontros, de cursos especializados e de divulgaçlo do conhecimento ctent~freo. ainda há 
muito o que fazer em particular no que se refere a aproxlmaçlo com o setor índl:lstr.ia1', 
oooperaçê'o na preparaçl'o de· recomendaçaes t~nicas e ediçlo de livros., sejam textos 
didáticos, sejam d' consulta e,pecializada. Os primeiros passós neste sentido.já foram 
tomados e já surgem alguns efeitospro.mlssore·s. 'Empr~sa.s como IBM, Val.e do Rio Doce, 
Promon Engenharia, Xerox do Brasil e a Fuooaç!o Yehan Nu mata criada pelafuo!;lador 
de empresa Japonesa Mitutoyo.qu:e hã 10 anos inStalou uma, fifíal no Fistad'Ó:de SA'o Paulo, 
vem cooperando ooncriltameote oom a ABCM~ A Fundaçfo Yehan Numata, honrou-nos 
com o convite para Juntamente com o, CNPq confer"ir anualmente o prémio .Yehan 
Numa'ta de Tecnologta1 no valor d~ 401l ORT:N's para o me.lhor trab~lha. produzido na 
área de instrumentos de l)reci$1o ou de mediça'O geomélrícá'. 

O reconhecimento da importância de prestJgíar a produçlb cientfficá e tecnológica 
através da ABCM deve-se sobretudo ao v,alor e ao trabalho dos pesquisadortts atuando na 
átea de 11lée4nica. Acreditamos que o prestígio qUe a e»muQ'id;ade. V-em alcançando re. a 
elevaQê'o do nívet de prod'uça'o cientffica e tecnológica envolvem Llm proce~$0 da 
realimentaçê'o posltiva que esperamos ser i'rreversfvel. 

Um outro serviço que a ASCM deverá ativar é a atuaçlo junto a órglos fed~rai,s e 
es.taduais de fomento à pesquisa e desenvolvimento e de definiça'o de potrtfcâ cie11tffica 
e tecnológica no sentido de levar as relvindicaçlSes e sugestlSes da comunidade-de ciências 
mecanicas. Hoje em particular esta atividade é muito Importante, em virtude da 'indefl· 
niça'o e fraqueza que começa a se instalar em setores público.s. A desconexà'o entre 
promessas e realizações denuncia um~ desvalorit~ç_!<l.do .compromisso que no caso do 
desanvolvtmento cientffíco ~ tecnológico á: ,~:~ma pêdrà:fundamental. A retomada de 
rumos. corretos para o nosso·:dt.$4li'IV91vtmê'lt0' ;é ~' imp,ortancra crucial para a sobrevi
vência da produçlo cientffíca e leonot6g1ea que oolÍtfnÓ& ameaçada. A ABCM através de 
seus associados deve participar na con;eçlo daqueles rumos e nâ'o pode ficar àlh"eia a 
definiçlo dos planos nacionais de desenvotvimente. 
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SOME CRJTICAL REM.ARXS ON TBE USE OF POTENTIAL DROP 
AND COMPLIANCE SYSTEMS TO MEASURE CRACK 
GROWfH lN FA TIQUE EXPERIMENTS 

Jaime Tupiassú Pinho de Castro · Membro da ABCM 
Departamento de Engenharia Mecânica. PUC/RJ 

ABSTRACT 

The pJLe.c.ibe. and autom~ me.MWI.eme.nt o6 .the. le.ngth o6 a. 6a.t.i.gue. CM.ck iA a. veJty 
.ünpcltta.rtt ILe.qtWr.e.me.nt .<,n FMatWte. Me.ci~M<.u-~ed. 6a.ü.gue. CJI.a.c.k p!I.Optl{la.Uon 
.6-tu.d..i.u. HMe. , a. C/I.U.lca.l l>:tudq o6 :the: .two mOA.t commonltj u.&ed a.na.log eh.Wt.on{.c 
~!{4tent6 to me.a.6uii.IZ. Cll.a.c.k le.ng.thiA ma.de., .út oJt.deJt to qua.nt.i.6rJ the. rna.JWnum pou,.i.bte. 
JtUotu.túm .tha.t ca.n a.&.ua.Uy bl?. e.x.pe.ate.d 6.tom .them. The .two I>IJil~ I>Zu.d..i.ed Me. 
.tho1>e ba.6ed on .the "Po.te.n.ti.ol. VMp'' and on.the 1'Comp:Ua.ltce" me..thod-6. The. lntJtJ..n.6lc 
M.~.i.üv.Uy oó bo.th me.thod-6 iA a.6.6Uiled, 4l'ld the e66ect.6 o6 Aome. WUJ.vo.i.da.bü. 
eNWJJ. MWI.a.e..6, a..6 weU a4 :the: lmpo.lttaiice o 6 .the piJ.U·ent .te.chnotog.i.eal UmJ.;t.a;ti.on-6, 
a/te qu.a.nt.i.ó.i.ed. MoJte.aveJt, AOme commelltl. a1t.e ma.de. on .t.M. p11.11atlca.l lmpteme.nta.tlon 
o6 e.x.pll.IL.i.mental. ~y.6.tent6 .tha.t h.a.ve be.en I>Ut!C.Ut>6ull.y ut.e.d .i.n .the pMt. 

RESUMO 
Med4õu p!te.Wa.6 e. a.utom4:Uea.6 do comp'tkmento de tlWtea.6 de 6ádlgt:t ~>@ um 1t~ul 
;,i..t.D mu...i:to .<mpolt.ta.nte., em U:tu.do~> de. pJt.Opa.ga.cão de .oú.nea..6 de 6a.cU.ga. bMe.a.do;, rufi 
concei..t.D~ da. Mecân{.ca. da. FJtatWI.a.. Nu.te .tJu;tba.tho ê 6e.Uo um u.tui.l.o cM.t.i.co do;, 
doiA w:tema.6 Cl.YIIllEg.i.coh ( e.tê.tlt.i.co-6) ma.ú. ~Ü2.11.te:illehte u.&ado;, ttUI>air me.dlda..6 
de compi!À.IIIento.6 de. -tM.t~Ca..6 , de modo a. quant.i6(.ca.1t a. m4xhnalt:.~AOtucão poMl.~el que 
pode, na. pM.t.i.ca., 1> eJt u pll.lta.da. du~> u ;,.U;Wna.6 • . 0;, do.i.h mUodo;, expeJú.menta.l.6 
an.o..U6a.dol> a.qul hã.o a.qu.eW f>a.6,eado;, 1104 con.c.e.i:toJ, de. "VaM.a.cão da. F.teU.Iú.Uda.de. 
da. Peca." e de "Queda. de Po.ten.cla.t'' (.i.nclu.z.úúl peta 6.fu.x.o de uma c.oJVt.e.n.te. e..útll.i.ca. 
co~.ta.nte na. peca tlúnca.da.l. A ;,en~>.i.ólUda.de i.ntJ!ln~>ec.a. de ambo.6 oll ~~tetodcfl e: u 
.tuda.da., bem como ;,ão qu.a.nti&i-cadol. 0.6 €.6e.i.toh dà6 p~LUe:ntu ~eeu te:cno6a;<: 
ca.1> • Atêm dl.6-to , ~unll ccmen.tã~Li.o.t~ hiie 6útot. 1>0bll.e a. .bnp.te.me.n:ta.cão p!tÕUca. cíe 
wtema.~> expll.lt.i.me.n.t:W u.&a.do~> com ;,ucu;,o no pa.6.6a.do ~~.e.cente. 

I NTRODUCTION 
Despite more than 120 yeal's of i ntense techni cal and 

scientific research, and of all the vast ac c~mulated experience tn 
uncountable engineering designs, fatigue is stil l in our days the 
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most important cause of ~echantcal fa1lur• tn IDaçhtnes and 
structures that are subj.ected to vi b.ratory servi ce loads (t-2]. 

Much has been learned in the past. but the economic and social 
impact of the fattgue-related fatlures t hat continue to occur in 
practice, wtth no doubts justifies the need of more research in 
this field. 

lt 's c lear that when the effecü of the costs of equipment 
failure are unacceptable, designing for maximum reliabAlity is . 
mandatory. The Damage Tolerant Design 1\pproach is the only method 
tnat can be used for achieving maximum reliability when desígning 
an-Y structure agaiost fatigue loads, be,ause this method assumes 
that a crack migbt already be present in the structure, even after 
the routine non-destructive inspections are made. and then studies 
the crack propagatfon behavior unttl it can eause the final faflure 
of the st·ructure . 

lhe best analytical tool presently avatlable for studytng 
fatigue crack propagation is based on Fracture Mechantcs concepts 
[3·15] . However. much is still unknown about the baste phenomenology 
of fatigue crack growth b~havior under complex loads. 

Since most machines work uoder complex l?ad~ng . tbe present 
state of the art of the analyt1cal tool is sfmply not sufftcient to 
solve many design problems. Therefore. i~ is still ne cessa~y to 
exper1!1le,ntally simulate sel"vic,e conditions in laboratory specimens. 
in order to really imp~ove the reliab~lity of actual engineerin~ 
structures. lhe purpose of this work is to discuss the proper 
i·nterpretation of such experi111ental results, by studying tbe maximum 
resolution that can be achieved. under careful but real operational 
conditions . by the two most used methods of analog1c (electr1cal) 
measur,ements of the length of fatigue cracks in testing s~ec1mens : 

the so-called "Potential Dro.p Method" a.nd the "Compliance Method" . 

For illustratton purposes , Figura 1 [16] presents a drawing 
of a typical test1ng .s pec1men (the CTS) LUed in fatigue crack 
propagat1on studtes [17]. Note the details of the devices used to 
ensure pure axial (Mode I) loading •. Note also the presence of the 
potential drop system current supply and voltage sensing leads, as 
well of the COO (Crack Opening Oisphcement)c lip gage,and of 
similar trarrsducers used to measure the tnecllantcal compliance. of 
the specimen . 
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UNIVERSAL JOINT 

Figure t. A typfc fatigue cra ck propagation experimental system 

POTENTIAL DROP SYSTEMS 
Basically, all Potential Drop Systems consist of a very good 

servocontrolled. constant current source (tbat can be AC or DC; the 
latter being more common). and of a very stable. high qual~ty 
amplifier. for the low Jevel signals generated fn the meta111c 
specimens by the flux of the electrf.cal current around the fati~ue 
crack. 

The function of the power source is to. supply an adjus~a~Je 
. \ 

current to the specimen. current that is mainta1ned con~tant durfng 
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the whole duration of the test by a feedback circuit. The amplifier 
fs designed to filter and to multiply the (typical) microvolt-level 
signals that are generated by the changes 1n the specimen resistance, 
dueto the growth of the fatjgue crack. (For more details on the 
theory of, and on the design req~irements for using potential drop 
systems to measure crack length, see [18-25]) . 

The Measure11ent of Crack Growth by Potential Drop Systems . 
Of the similar results available in the literature, the 

ca11bration curve for the CTS used in [16) to translate the 
potential drop readings fnto crack length measurements (a/W vs. V/Vo) 
was based on experimental and numer1ca1 works done by R1tchie et 
al. [18-20] . Their numerical results were obta1ned from a solutton 
of the Laplace's equation for the electrostatic field in the cracked 
specimen, by means of a finite element model of the CTS. Also 
investiga~ed was the influence of changes 1n the positioning of the 
current input, and of the vol~ag~ reading points. Their experimental 
calibrat1on involved methods 1uc~ as electrical analogs, optical 
observation of the s~face of thin fatigue specfmens, and marking 
of the fracture surface by changes in the mean fatigue load (which 
leaves clearly detectable bands on the crack surface, w ~thout 
causing s1gnif1cant load interaction effects). The following 
polynomial is a least square best fit of their data points: 

a/W • 0.6254(V/V0)' - 2.5825(V/V0 )l + 4.2365(V/V0 ) - 1.9296 ( 1) 

where V is the potential drop syst~m output, V0 is the initial 
voltage caused by the current flow in the uncracked specimen, a is 
crack length, W is specimen w1dth and a/W should be less than 0 . 75. 
ln Figure 2, a plot of this CTS experimental calibration curve ahd 
also a plot of its der~vative , d(a/W)/d(V/V 0 ) vs . a/W are shown 
(the latter gives, of course, the fntrinsic sensitivlty of the 
potential drop system). From these curves it can be seen that the 

. ~ 

sensft1v1ty of this system is not strongly dependent on the 
absolu\e value of crack length. at least for the range of a/W 
normally used in fatigue tests, 0.35 < à/W < 0.75. It is also 
important to note that ·the minimum showed by the derivative curve 
should be due only to the empirical nature of this polynomial 
cal1bration. since it can be argued that the rate of change of the 
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specimen resistance should íncrease monotonically ~ith respect to 
the (increasing) crack length. This argument will be explored in 
detail later in this work. 

t.e 

>o 
~ 

f .4 

~ 
....... 

~ f .2 
....... 
o ..... 
~ 

o f .O 
z 
CC 

-?: 
> 

0 .8 

o.e 

Figure 2. The CTS potential drop calibrat1on curve 

Typically, 1uV is the best figure that can be expected for 
the short term resolution of high quality potential drop systems. 
This number reflects the best job that can be done (withín 
reasonable cost) to minimize the effects of the unavoidable 
electrical noise sou r ces that are always present in a labo~atory 

environment. 

295 

Having found the minimal measurable âV, it is clear that the 
value for V0 should be chosen as hi9h as possible , in order to 
maximize the system re solution 1n terms of crack length. However, 
the maximum practical curr~ni that can be used in such sys tems is 
limited by the heat it generates within the specimen (or by the 
size of the available power supply). An experimentally found value 
of 10A/cmt for the current dens1ty within the specimens , has been 
recommended in the literatura [18] (This number was used in [16] as 
a quide in choosing the value of V0 for the uncracked specimens, 
that was setas 2mV at the start of the tests, which tipically 
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requ1red a cu rrent of about 30A from the power supply. Dueto this 
V0 value, and to the 1uV resoltution, a 4 1/2 digit voltmeter was 
required to read the output of the system, since 1t carried a 
potent1al information of 1 part in 3000). 

o 

8 

W to W 
T T 

Figure 3. The CTS standard dimensions 

Figure 4 shows the crack growth ·;ncrements that cou ld ideally 
be detected during the tests using the curve g1ven by (1). By the 
way, it is important to emphas1ze that the only method that can be 
reali s tically used to significantly improve the resolution of any 
potential drop system is to decrease its intr i nsic noise level, 
whi ch can be a very diff icul t and expensive task. 

Another critical piece of information is needed to permit the 
proper interpretation of the tests results: the quantification of 
the effects of all the unavoidable error sources in the measurements. 
By far the most important problem in most cases is the thermally
-induced changes in the specfme n resistance, that e.g. for steels 
are 1n the order of a .. o.n per degree Celsius (at room température) 
[26]. The potential drop system output dependence on (small) 
variations of the specimen temperature is given by: 

(2) 
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Fi gure 4. Ideal resolution of (1) for .V0 • 2mV and âV • luV 

dV/dT = aV • 0.003(2 to 3 mV) • 6 to 9uV/C • (3) 

where R 1s electrical resistance . V is voltage, I is curre,nt, 
(T- T0 ) is the cbange in temperatura, and 2 to 3mV is a typical 
operational range for pote ntl~l drop systems (it is the V equivalent 
to O. 35 < a/ W < 0.. 75 and V 1 .. 2mV). Therefor e·, .each degree Ce 1 si us 
change in the spec1men temperatura causes a change in the read 
potential drop of 6 to 9uV , or an apparent change in crack length 
of about 120 tQ 180um l Since one degree Ce l sius is the typica l 
limit for the range of specimen temperature control that can be 
ma1nta1ned by the air conditioner system used 1n a properly 
i nstalled laboratory, a mean figure of 150JJlll .can be used for the 
nominal long-term resolut1on of carefu l ly made fatigue experfments. 
It is important to note that "this resolut1on value . based on a very 
simple but sounJ argument, is widely d1fferent from many suppose ly 
better ~alues frequently clafmed in the 11terature. 

To completely solve this thermal noise problem , either a 
very stable servocont r o l led constant temperatura chamber (constant 
with1n, say~ Q.1C or bett er) should be bu11t, or an 1ntr1nsica11y 
self-compensated rat1onometric type of measurement system should be 
used. However, it is important to note that those are neither 
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simple nor inexpensi ve projects. The first would require 
of heat pump, because the current density in the specimens 
consequent heat dissipation) increases with crack length. 

some form 
( and the 
The 

second (rationometric method) would require the use of two identical 
specimens in series, subjected to the sarne current and to the sa•e 
t e• perature. Only one of the specimens should be fatigue cracked, 
and it is the ratio of the spec1mens' voltage drop that should be 
measured, which poses some obvious experimental difficulties. 
A third (and possibly more elegant) solution would be to continuously 
measu re the temperatura of the speclmen, and to use its value to 
correct the crack length readings in real time. This last solution, 
of course, 1n practice can only be implemented in computer-controlled 
experimental systems. 

A second potentially important thermal-induced error source 
can b~ found ,at the connecti ons between di fferent meta 1 s i n the 
cable that is used to read the potential drop signal. Seebeck 
voltages (thermocouple effect) can be significant in comparison to 
the potential drop signal , if the specimen and cable are made of 
different materials (they generally are, since copper wires are 
almqst universally used in electronic instrumentation), and if the 
two junctions (between the copper wires and the specime n material) 
are maint~ined - ai dtfferent temperaturas [27-31). 

Fo.r l eumple ~ a .,-.&tahdard Fe-Cu thermocouple has a gain of 
11uV/C ~ at roo~ te~pe~atóre ~~~~ich was the equivalent, in the system 
described ~ above to~ about~220~m/C) . However, the effects of this 
error souroe oan be m~n~11ized V<i~ltt>ehUve ease in practi ce, if two 
simple , precaut,ons .,àr&"! l!alten! uFhst b9 u~ing just two different 
material$ ~ f~ ~ 'he ~ potent1Al r d~op ~ 1ead, ~e~y ~ t~~ specime n material 
and copper ., .second ~ i.l bj1mai ntafn,ngiT tl\e ·l ~t~ô~', eoilinecti ons between 
the copper w1re q anct the lspectmen Jáa1!ef!i'U as 'éTc;se to the sa•e 
te•pera!lure as posstb_le r. t .e.g., by m~Cintling -tlfe conn.eetions over an 
isotber.aal ~ blo ok~ • • '•t g.t.t .:,·••:1 h.:o • ~ ..,,~ 

, ·• 9 ,•NQte ~ hGwev!e r.: lil ~fbat ·1 the ..J ii'e' qà1 rêmerlt ' o fi j 11st t"f(o máter 1 a 1 s i n 
the Q ãble •; tlbat -..: o~nne,c:·t<!t tlhen J'd1lér'l'ttállbdt>'oP: pl'dbe-'S'I•'fd ' tfiª L·ampl i fier 
may present some praooild«·'II ~Jt!ióble'!ds tl " fõ>J9 ~\fX>árftp][/ } ·'~Hé> ~fê-S "'sliã; nless 
steel - C" a:nd' ·tlle ?"S'p~ingl s:tree>l-0"~'~'- t!Wérm'cfêoup'l~ · Vo');.h'Sé'~ Q(bSta f ned 
from :ól2H alie. r<es_Jft!;ct<11V'ély. 3pVt/ a 1Md' 1"6liV /C. YA 1 ue:s ('flra1: are wi de l y 

d iffe r.érlt. ·troiD , btre f'e;- eu; pai r. The ~ f'ó're-. some com111o nó I p r"o ce.dur es , 
suclb::raS:. woit>-we.H .\..rlg 'lll ~F-81'\Wli;)o!e ta a~ <stt~r spe-trfnle'n \\Jtd' ~fhen) 
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(carefully) connecting the wire to the copper cable. must be done 
wit h caution. because the Fe wires may not always behave as the 
(implicitly assumed) continuation of the specimen materhl for sake 
of avoiding the thermocouple problem. Moreover, despite the 
existence of even a standard method for measurlng thermocouple 
voltages [33), actual values for most engineerfng alloys are 
extremely difficult to find in pract1ce. wh1ch can prevent simple 
numerical estimations of this error source. 

To complete the study of the effects of error sources on the 
potential drop measurements, a critical analysis of th·e amp11f1er 
and of the current supply circuits is needed. A s1mple but clear 
review of the practical effects of those sources is made in [18]. 

and here we are not going to pursue this point any further than by 
saytng that their combined effects should be small compared with the 
temperatura problem, if those cirçuits are built with very high 
quality components. 

As a closi ng note on this study of the potential drop system, 
we recall that the empiri cal calibration polynomial used to find 
crack lengths from the voltage drop measurements wa s defined only 
for a/W <0.75 (We also recall that the shape of its derivativa was 
not physically appealing. Moreover, it is very important to 
emphasize that this polynomial has clearly incorrect limits and, 
therefore, cannot be extrapolated: e.g., by taking the value a/W .. 1, 

which obviously describes a broken specimen and an open circuit, 
and by (blindly) using the empirical calibration polynomiaT, we 
would predict V/ V0 oe1.82!). Since it had been re alhed that 
experimentally 1t was not eas11y feasible to increase the intr1nsic 
gain of the potential drop system , a natural question was proposed: 
Was it possible to sign1ficantly increase that intrinsic gain by 
working with deep cracks? This question motivated the start of a 
study of the potential drop problem from an analyt1cal point of view. 

It was decided that a good way to start the analytical work 
would be, for example, by finding the (asymptotically) correct upper
-limit for the potential drop calibration curve. This limit would 
not be difficult to find , by using the ana logy that exists between 
the Mode III linear-elastic and the classical electrostatic f1e1.d 
problems, in any two-d1mensiona1 space [12,34). The equat ions that 
descr1be these problems can be summarized by: 

Mode III Elastic1ty (Linear-elast1c solut1on of the anti-plane 
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s hear problem in a body o~ constant thickness, when the po1nt loads 
Tj are specified at the boundaries). The Mode III displacements 
and stresses are related by: 

u. v • O, "x • a
1 

• a:r. • Txy • O., and ·W•W(x,y) only •• 

91w • O, Txz • G(i!w/ax) and Tyz • G(aw/ay) (4) 

where x, y, z are cartesian coordinates~ u. v~ w, are the 
corresponding displacements~ and p, T are normal and snear stresses, 
respectively. 

Electrostatics (Solution of the electric field caused by 
point inputs of current lj• spec1f1ed at the boundartes of a body 
of r.onstant thickness, where tbe voltage at any point is given by 
V • V(x,y) only) . The current flux and the conservation of electrical 
charge are described by: 

pJ • - vv and V2V • o (5) 

respectivel y, where J is the current density and p is the electric 
res1st1vtty of the used material (the negative s1gn 1mplies that 
the current flows down the potential gradíent). 

From the summary above we can see that both the Mode III 
displacements in linear elastic1ty, and the voltage 1n electrostatics, 
obey Liplace's equation. Therefore, these two problems are 
mathematically analogous: the voltage V is analogous to the 
displacement w. the current density J i s analogous to the shear 
stress T and the resistivity p is analogous to the 1nverse of the 
shear ~odulus G. And, to be as ~l ear as possible , we can ~ake the 
following sta tement: 

Let the Mode III ctsplacement between two spec1f1ed "output• 
points of a body with planar geometry be denoted by 6 (say thát the 
output po1nts are q1 and q11 such that 6 • w(q 1 ) - w(q 2 ).), and let tS 

be induced by m forces Tj applied at (xj•Yjlr where 1 <J<m. Now 
deMte by V the vol.tage between the equivalent two output points of 
a geo~etrically identtcal body, and l~t V be caused by m current_ 
inputs Ij' also local1zed at (xj ,xj ). lf the Tj and the Ij are 
known, 6 and V can be found by solv1ng Laplace's equ4t1on , which 
can be done by using very well·established analytical technfques. 
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Therefore, the solution of the 6- problem by means o1 a conventional 
linear-elasti~ stress analysis, and the solution of the equivalent 
V-problem by the classical electrostatic theory, are identical from 
a mathematical point of view. 

Having clearly stated the analogy that is going to be used, 
it 1s very easy to find a f1rst est1mat1on for the 1im1t of VtV 0 as 
a a/W•1, by solving the problem presented in Figure 5. The problem 
is to find the displacements between the two points (o,o•) and 
(o,o-), localized at the mouth of the crack of length c, in an 
infinite strip of width L and thickness B, due to the pair of loads 
T and -T applied tltere. The value of Kur for this problem is k~own 
[12, pg.2.28] , and it is given by: 

K111 • (2T/B /[}[sin(2bc)f% 

y 

T~------~------+---X 
-T ..,___,.__--e~ 

L 

T 

Figure 5. Crack mouth displacements in the infinite strip due 
to the pair of fo r ces T(o,o+) and -T(o,o·> 

(6) 
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where b. n/2L. For simpli.city, we can rewrite equation (6) using 
the notation K·T•k, where K is given by the product of an applied 
force T, w1th a function k of the specimen geometry only . (in the 
equat1on below the subscr1pt "O" denotes . •at the crack mouth"): 

Ko • T k0 , where ko • (2/ 8 II)(si n(2bc)]-% (1) 

(Note that we are using "c and L" to denote the crwck length and the 
width of the infinite strip. Th1s is done to avo1d confusion with 
the notation • a and w• used for similar parameters in ~he CTS, since 
in the latter those values are measured from the load line and not 
from the specimen boundary). 

We also know that the strain energy release rate per unit of 
crack area advance, G, can be related to the appl1ed stress 
intensity factor by: (see, e.g., [3-16, 35]). 

G • autaA = (1/8)(aUtac) • Ki 1112G , (8) 

where G is the shear modulus and U is the strain energy stored in 
the strip. Moreover, by using Castigliano's theorem (6(Q) • 3U/3Q , 
where 6(Q) is the generalized displacement in the direction of the 
generalized force Q), we can eas1ly find the increment in the crack 
mouth displacement of the strip, caused by tne pair of forces T 
applied at (O,O+) and -T applied at (o,o-). when the crack grows 
from c1 to c, (1n other words, we can find the value of 
cS0Cc,-c1) • w(o,o•)- w(o,o-)). From basic Fracture Mechanics 
concepts, we recall that the change in the strain energy stored in 
the strip is given by: 

t.U • 8/Gdc = (8/2G)K1 dc 

Therefore, using this last equation &0 can be found b~: 

cS 0(cf - c1) • (8/ZG) J.Cf (3K1/iH)dc 
c; 

And, by substitut1ng the values of K0 and k0: 

(9) 

(10) 

( 11) 
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(B!G)(4T r s.;r) J'' (sin(2bc)r1 

c; 
(12) 

cS0<c,- c1) • (4T/118G) .tn[tan(bcf) I tan(bc1)J ( 13) 

Equation (13) must be, by Saint Venant's principle, the 
correct form of the required upper-limit (i.e., the deep crack 
behavior) of the potential drop problem in the CTS (and also, by 
the way, in the single edge notch specimen, the SEN, another very 
commonly used Fracture Mechanics specimen). (Note that if we do not 
use the analytical trick of finding the difference ín the 
displacements at the cr&ck mouth, as the crack grows from a ffnite 
initial value c1 to the f,nal length cf (i . e., if we do not avoid 
the particular case c1 =O in (12)), the intef)ral would diverge. 
This divergent behavtor is, of course, expected, and is a common 
feature of a11 problems where dísplacements are calculated under 
pofnt loads). 

Motivated by the simplicity of this result, it was decided 
to undertake the task of finding a com~lete analytical solution for 
the CTS electrostatic problem. This analytical study is presented 
elsewere [16]. 

Note tbat this assymptotic behavior of deep cracks indicate· 
that there is no advantage in working with deep cracks in ClS (or, 
for the same reason tn SEN or similar specimens), stnce tbe .tn(tan) 
behavior is very smooth, and there is no big inctease tn the 
intrinsic sensitivity of the potential drop measured as compared 
with shallow cra cks . 

THE MEASUREMENT OF CRACK GROWTH BY COMPLEANCE-BASED SYSTEMS 
ln Mechanics the concept pf compleance is used as a measure 

of the "softne:os" of a structure, i.e., it gives a measure of how 
easily a structure deforms under load . Formal· , the mechanical 
compliance C is defined by: 

C = x/P (14) 

where P is the load applied on the structure and x is the load point 
d1splacement (or. in other words, the load-indueed displaceme,nt· of 
the point of the s tructure where the load was applied). The 
compliance concept also finds many uses 1n crack problems, because 
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the compliance of cracked bodies under Mode I linear elastic 
fracture mechanlcs conditions can be related to G, the strain 
energy release rate per unit of crack area advance , by: (see , e . g., 
[3-16]). 

G • (P1 /2G)(dC/da) • K~/E' ( 15) 

(16) 

where dC/da is the rate of comp l iance change with resp~ct to cr~ck 
length, G is the shear modulus, E ' ·E for plane stress (E is the 
rnodulus of elasticity) , or E'= E( 1 - v') when plane strain conditions 
are dominant at the crack tip (where v is the coefficient of Poisson), 
and B is the specimen thickness. 

Also from basic Fracture Mechanics concepts, 1t is ·know that 
K1, the Mode I stress intensity factor , can be written as: 

K1 • (P/BIW) f(a/W) ( 17) 

ln this last equation, f(a/W) is a numerical function of the 
specimen geometry and crack length, and W is the specimen width . 
Therefore, the rate of compl iance change with respect to c.rack 1 ength 
is given by: 

dC/da a 2f'(a/W) I BWE' 

ln order to non-d1mensionalize this equatfons, define 
c0 .. 1'/BE' and c;c0 • E 'Bx/P to obtai n: 

d(C/C0) I d(a/W) • BWE 'dC/da a 2f'(a/W) 

And c;c0 can then be found by: 

c I J af/W -- • 2 
Co af a;/W 

f 1 (atWld(aJw> + ~~ 
O a; 

w w 

(18) 

(19) 

(20) 

Therefore , if the value C/C 0 (a 1/wl can somehow be found or 
measured, it is possible to use equation (20) as the calibration 
curve for all analog compliance measurements of crack length. 
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(The initial value of the specimen compliance can always be obtained 
by just one simultaneous measurement of load and load po.int 
displacement, However, this many t jmes is not an easy task, due to 
the inaccessibility of the actual load point is most practical 
specimens. see the appendix) . 

l n particular~ for the CTS the function f(a/W) is given by 
the following polynomial [36]: 

f(a/W) .. [2+ (a/W)] I /[1- (a/W)J' • [0.886 + 4.64(a/W) -

- 13.22(a/W) 2 + 14.72(a/W) 3
- 5.6(a/W) .. ] (21) 

ln a recent experimental wor k, Fisher and Buzzard [37] 
carefully measured C versus a for CTS (using a special ly designed 
load fixture that allowed access to the center of the load pins, tn 
order to measure their actual load-induced displacements) . They 
fitted their data points by the function: 

c;c0 = exp[2.376+0.060(a/W)+7.298(a/W) 2 +0.107(a/W) 3
-

- 15.21(a/W)" + 14.76(a/W) 5
] • (22) 

ln order to check the consistency of their work we 
numerically integrated equation (20). using the CTS ' f(a/W·) function 
given by (21) and the value of c;c0 at a/W = 0.35 given by (22), 
and compared the result with the compliance values predtcted by (22). 
And, as a cross checking measure, we also d1fferentiated this last 
express i on a:nd compared the numeri c a 1 resu 1 ts wfth ( 19). I n the 
first case the maximum difference that was found was 1. 5%, and in 
the second it was 5.3%, see Figures 6 and 7. 

After having checked the consistency of the theoretical and 
of the experimental results given by (21) and (22), the next step 
was to find what was the maximum resolution that could, 
real istically , be expected from the analog systems that are used to 
measure crack length by detecting the compliance changes that are 
caused by the growing crack . ln other word,, we wanted to quantify 
the m1ntmum increment of crack )ength Aa, that we could expect to 
resolve by using compliance-based systems. built with available 
techno1ogy and operati~g vnder optimal conditions . 
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Typic~lly, compliance measurements are obtained by plotting 
the load versus load point displacement signals on an x/y r ecordar, 
and it is from the s lope of this graphic that the compliance of 
the piece is calculated . Also typically, the resolution of these 
graphical measurements is at best on the order of 11 . If more 
accurate techniques are used (as, for example, a numerical best 
f1t of the difitalized output of the load and of the displacement 
signals, in or der to find the slope mentioned above), it is 
reasonable to expect intrinsically better experimental results . 
However, it is not realistic to assume that an·ything much better 
than (say) a 0.1 1 resolution can be obtained in practice, because 
compliance measurements are essentially of a derivativa (slope) 
type and are , therefore, intrinsically noisy. 

ln Figure 8 we plotted the min1mum resolution that would be 
required from the reading of the l oad versus load-point displacement 
graphics (or from a numerical calculation base on A/0 outputs. as 
suggested above), in order to measure crack length increments of 
6a • 1vm and of 6a • 100 ~m. respectively . Note tbat the plots 
give the percentage change on the value of c;c0 versus a/W, when 
the crack grows by 1 or 100vm. By carefully studying those 
figures, it can be seen that the intri nsic opti•al reso~uCion that 
can be expected from compliance -based expe r imental systems is, at 
best , comparable to the 20vm figure obtai ned for the short-term 
resolution of the potential drop system, for the range of a/W 
normally used is practice. 
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From Figure 8a, it can be seen that a 1vm resolution in crack 
length would require a resolution of about 1 part in 10000 from the 
(calculated) slope of the c;c 0 vs. a/W curve, which, in view of the 
arguments exposed above , seems very hard to obtain from experimental 
systems built with available technology. It seems more reasonable 
to expect crack length resolutions in the order of 100um, which can 
be experimentally implemented even with the car-eful use of graphical 
methods , as shown in Figure 8b. Once again, it is 1mportant to 
note that this last reso lut ion figure is in conf l it with many 
supposely better figures frequently c laimed in the literatura. 

Another interesting point to note is that the intrinsic 
sensitivity of compliance-based systems does increase (exponentially ) 
with crack length, as opposed to the very smooth behav1or of the 
{assymptotically) tn(tan) behavior of potential drop systems deduced 
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in the last section. This indicates that compliance systems can 
profit from the use of deep cracks to do measurements w~ere high 
sensitivity is a must. However, when working with deep cracks it 
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is important to be aware that spec;men d1splacements and rotations 
are bigger for a given load,as compared to m~re conventional shallow 
cracks, which indtcates that friction-related problems at supports 
and loading points should also increase. 

To complete this study of compliance- based systems of fatigue 
crack length measurement, a very brief discussion of the influence 
or error sources follows. 

Besides the obvious problems with the correct measurement of 
loads and load po1nt displacement (it is, e.g., very difficult to 
buy load cells in a class better than 0.25%), among the more subtle 
error soorces that can perturb the experimental results, specimen 
temperature and the transducer fixing to the specimen seem to be 
the more important. A ( co111mon) temperature change of 10C can 
induce a change in the elastic modulus of most metallic specimens 
fn the order of 0.2 to 0.6S [38], a figure that is impo rtan t if 
crack length resolutions in the order of 10~m are expected from 
very high quality compliance-based systems. Temperature, of course, 
also per turb the electronic circuitry, but this discussion is 
considered beyond the · scope of this work (see e . g., [39-40]). 

The use of clip-gages or similar devices to measure crack 
opening displacements, besides the very big problem of accessing 
the actual load points, as d1scussed in [37], have the added 
complicating problem of intrinsic friction at knife edges, witn the 
consequent hysteresis-related disturbances of d1ff1cu1t 
quantification . A s1mple and elegant solutfon to this problem is 
to avoid the use of clip-gages by bonding strain-gages directly on 
the surface of the specimen. e.g., in the back face of the CTS as 
discussed in [16] . However, again, this solution is not without 
any short com1ngs. because the measured strai n output. despite being 
almost hysteresis-free, most somehow be calibrated 1n terms of 
absolute crack length. Regretfully, this is not an easy task from 
an analytical point of view for most practical specfmen geometries , 
and the author is not aw·are of any available tneoretical calibra.tions 
in the literature. 
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CONCLUSIONS 
The resolution and the effects of errar sources 1n two 

analogic systems of crack length measurement has been studied. 
Arguments are presented to show that resolutio~ figures in the 

order at O.lmm should be expected from both compliance-based and 

potential drop systems, if decent operational procedures are 
carefully followed. This number is significantly higher than many 

figures quoted in the literatura, but it seems to ~e closer to the 

rea11ty of present technological limiations. There is still an 
urgent need for development of better experimental syítems, to allow 

a closer study of low crack-growth rates and fatigue-cycle 
interactions, with crack length resolutio~ in the order of '~m as a 

goal for the near future . 
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APPENDIX 

AN ANALYSIS OF THE USE OF THE CTS LOAOING PlN TO MEASURE THE LOAD 
POINT DISPLACEMENT 

ln order to make absolute compliance measurements, it is 
necessary to measure the load point displacement. However, this 
can be a very difficult task to be achieved when working with 
compact tension specimens, because the actual load points are 
virtually inaccessible. One proposed simplistíc solution was to 
use, as an approximation, the displacement of the loading pins's 
face. The purpose of this Appendix is to show that a simple 
calculation proves that this choice would not be wise, unless the 
deflection of the pins are accounted for. 

The Deflections of the CTS Loading Pin 
We are going to study the deflections that the CTS loading 

pins have during actual servfce (Figure 9 illustrates the problem 
we have i n mi nd). We want to est i mate the di fference i n displacement 
between the poi nts c and f, local i zed at the center and at the face of the 
loading pin, respectively. The objective is to estimate the error 
made when using f to measure tbe compliance of the CTS . We idealize 
the situation by assuming as uniformely distributed the forces 
applied by the grip and by the specimen on the pin. 
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Figure 9. The CTS loading pin problem 

By equilibrium, we have : 

And from ele~entary beam theory: 

where EI is the beam's bending stiffness. Writting the load q(x) 
as a summation of singularity functions, we get: 

For a pin of constant cross section, after integrating the 
beam equation four times, we get: 
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· were the C; are the integration constants, that must be found from 
the boundary conditions. ln practice, we can assume Pp P 2 • O and 
q1 (x 2 -x l ) • q, (x, -x5 ) • F/2. 

In a typical example, let the pin be made of steel and have 
a diameter of 12.7mm . Therefore, E • 206GPa alid I •lld~/6 4 .. 1277mm~. 
Moreover, x; • 4.0; 19.0! 22 .5; 35 . 3; 38.8; 53.8; ·sJ.Smm, for 
i ,. 1,7, res.pectively . The point c had x • 28.9mm. From the free 
end conditions c, • C1 • O and, by symmetry, dy/d-xlc · .. O. (No te that 
when using singularity functions q1(x) .. A; (x -a1)a; to describe 
the loading of beams we have: 

where c1 must be determ1ned by the boundary conditions. When both 
ends are free, y"' (O) • y"' (L) • O, y"(O) • y" '(L) • O, and 
c, • C2 • O .·. those four b.c. are not enough to uniquely solve 
the problem . This is due to the two rema1n1ng degrees of freedom 
of the beam, namely, translat1on and rotation). Ma'king y(O) • O, 
we get the difference in displacement between the center and the 
face of the pin as: 

y(c} • 6.35 10-'F (y in mm and F 1n Newtons) 

For a typical load F • 10kN, y(c) • 65 . 3~m . For comparison, 
the load point displacement caused by the same load is 98.1~m fo r 
a/W • 0.4, Z421Jm fo a/W • 0. 6 and 1.101mm for a/W. 0.8, where 
a/W is the crack length divided by the specimen length. Therefore, 
if any precision is required from the comp11ance measurements, the 
use of the pin's face must be avoided {or the difference between 
y(c) and y(f) must be accounted for), principally for small a/W 
cracks. 
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Ap.JLU en.ta-Ae uma. a..niit.W e. não-l.ine.a.JL dà u.ta.bi.Uda.de. dll. .toJtJte.A .su;po~ 

.ta.du po.t cabo~. A u..t.JLu..tuJta. e d.i.v.i.d.ida.. em do.ü .subconju.n..to~;, cot!:_ 
nc1 e cc1b .o~ , üúc.<.a.tme.n..te. e.~tu.dc1do6 A epa.Jta:da.111e.n.te. . . Na. ob.te.lt~ão .da. m~ 

.t.tú de tigi.de.z da u.tJLu..tuJta. u.t.i.lüa-J>e a 6oJtmula.cão de vLg a.A-Mtu.

na..s e a 6oJtma. c~e.n~a. do~; cab~4 , com uma .JLe.!a.cão 6oJLCcl·de.~;toca..mcl~ 

.to não-Llne.a.Jt . A Aolucão ~ ob.tLda. Au.pondo a. Llne.a:Jtida.de do ~;i~;.tema 

en.t.JLe do.W· e.~>..tado.s eoMec.u.tl.vo4 no pJLocu~;o l.nc.te.me.n.ta.l. 

ABSTRACT 
A noni..i.nta.Jt JJtab.u'.i.ty ana1.y4l6 oó .towe.li.JJ 6u.ppoJt:te.d by ca.ble.JJ .i..6 pA.~ 

J>e.n.ted. The. .6t.JLuc.tuJte. 1..6 di.v-i.de.d in .two gh.ou.pt., col.umn and oa.bLe.6 , 
whie.h a.JLe. 6.úu:t a.na.ty<> e.d <> e.palta..tely. 8ea.m~ colum·n ó oJt.mu:t~i.o n a.11d 
ca..te.na.A!f ca.ble.h a.11.e. I.Lhed ln ob.ta.in.i.ng .the. h.ti66ne.h4 ma.tJt.i~ o6 .the. 

A.tJLu.c..tuJte., wi..th a. nonl.i.ne.al!: ~OJr.ce-dúp!a.ce.me.n..t ILela.;t.<.onhhip. Sotuti.on 
ú a.c.hie.v e.d .thlt.ou.g h <>.te.pw.i.H li.ne.a.JL-i.z a..t.<.o n . 

I IITRODUÇAO 
Nos últimos anos, a râp)da e difundida exapansão dos vârios 

meios de .comunicação na ãrea eletr?nica, fez com que a engenharia e! 

trutural enfrentass·e o problema de como suportar e-quipamentos de 

transmissão, tal como a nt .enas de grandes alturas. necessários para 
emissão de sinais a longas distâncias. Embora tenham provado, ao 
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longo dos anos, que torres · auto suportad.a~ sejam sat'isfa,tõr1a·s para 
alturas moderadas, mastros s~portados lateralmente por cabos propor 
clonam, usualmente, uma solução mais econõmica para o projeto de 'to!. 
res altas. 

A inclusão desses cabos torna as torres bem mais rlgidas e o 
projeto bem mais barato em relação ãs auto - suportadas , pois minimi
za o custo de construção , pela consi.derã.vel redução de materia l . Por 
outro lado, as torres ~sta.iadas, alêm de ocuparem grandes espaços P! 
ra a sua construção e montagem, requerem uma anãlise bem mais com
plexa que as auto-suportadas . 

A anâlise do comportamento de torres estaiadas não pode ser 
considerada como completa , sem que se tenha feito um estudo geral da 
instabilidade do sistema. 

Metodos para determinação da carga critica de uma coluna com 
suportes elãsticos lineares são bem conheci dos [1]; co ntudo , somen
te uns poucos casos simples têm sido estudados para uma coluna com 
suportes elásticos não-lineares. 

Hull [2] sugere uma aproximação, linearizando- se o sistema no 
sentido da determinação do momento de inercia critica do mastro de 
torre . O mastro ê cons1derado como . sendo uma viga-coluna com su
portes elãsticos não-lineares, sendo os cabos estudados com a sua 
forma real, ou seja, em catenãria. 

Goldberg e Gaunt (3] apresentam um método para determinação 
da resposta de torres sustentadas por cabos, atravês d~ incrementos 
da carga lateral atê que a condição de instabilidade ~eja atingida. 
O mêtodo consiste em, montado o sistema de equações algêbricas não
-lineares, referente ao sistemacabos-torre,transformã-lo,a seguir, em um 
sistema de equações nio-lineares d1férenciadas . Esta diferenciaçio 
ii efetivada com respeito a um parâmetro de carga . Este sistema po
de então ser reso l vido numericamente , usando-se subrotinas padr~es 

para -inversão de matrizes, conjuntamente com um método de integração 
numérica, como por exemplo, o p~ocesso Runge-Kutta de quarta ordem. 

W1111amson (4] aprésenta um estudo do efeito da carga devido 
ao gelo na estabilidade de um tipo especial de torres estaiadas, ut.!_ 
lizadas em telecomunicações , denominadas de ".t.op-toa.de.d .t.owe.M". Ne! 
te tipo de torre, o ultimo nivel de cabos (nlvel superior) _consiste 
de uma rede de cabos condutores que serve como ele~ento irradiante 
de sinais, ou seja , funciona como antena. A técnica ut1lizada na 
anil1se da torre sob a ação das cargas , devido i ação do gelo e do 
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vento, ê uma solucão aproximada por tentativas, envolvendo um aume~ 
to, por incrementos, da espessura da camada de gelo sobre a torre e 
cabos, verificando-se a cada passo o comportamento do sistema. O 12. 
mite de estabilidade para o primeiro modo de flambagem é encontrado 
quando os deslocamentos laterais tornam-se bastante grandes. 

o presente trabalho mostra uma analise completa, não-linear, 
da estabilidade estrutural de uma torre-estaiada. Ao contrãrio dos 
outros trabalhos , a carga critica é atingida não somente com a va
riação da carga horizontal do vento, mas também com a variação das 
cargas verticais. 

Na anãlise, o mastro é considerado uma viga-coluna com supo! 
tes elásticos não-lineares, representando a reação dos cabos sobre o 
mastro. A solução para os deslocamentos e obtida através de um pr~ 
cesso iterativo de convergência, ampliando-se as cargas em increme~ 
tos de pequena ordem . O parâmetro crTtico de flambagem, um fator 
multiplicativo das cargas reais atuantes na torre, ê obtidoquandoo 
determinante da matriz de rigidez se anula, ou seja, quando os des
locamentos tendem para valores muito grandes . 

O estudo leva em conta: 
a} a anãlise do comportamento do cabo sob a forma cateniria; 
b) o efeito do vento sobre os cabos, alem de sua açâo sobre o mas

tro; 
c} a influência do peso prÕprio do mastro e da reação dos cabos na 

compressão axial da torre; 
d) a obtenção do parâmetro critico , variando-se seletivamente a car 

ga transversal do vento , as ca rgas verticais, ou ambas. 

RELACOES FORCA-DESLOCAMENTO PARA O CABO 
O cab~. devido ao seu peso prõprio, toma a forma de uma cate 

nãria, cujo comprimento é dado pela relação: . 
% 

Lo .,[ 4H1~ senh2 ( 9o C o cosa o ) + c! • senz <lo] ( 1} 
Qo 2Ho 

Os significados dos parâmetros H0 , V0 , a 0 , c0 e q0 são mos
trados na Figura 1. 

A componente V0 ê obtida tomando-se p somatõrio dos momentos 
em relação ã base do cabo na Figura 1. 

Qo Co 

2 
(2) 
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H o 

Fi gura 1. Geometr i a do cabo su j eito ao peso prõprio 

Sob a acio da carga de vento, considerada constante ao longo 
do cabo, considera-se que o mesmo permaneça com a sua forma cateni
ria tendo o seu plano e a sua curvatura sido alterados em consequê~ 
cia desta carga. 

onde 

O novo comprimento experimentado pelo cabo, seri dado por: 

[ 
4H~ ( q c cosa\ ]% 

L • T senhz 2Hq ;+ c2 sen2 
o; (3) 

q • resultante da soma vetorial de q0 e W (carga de vento), por unidade 
de comprimento; 

c • novo comprimento da corda; 
Hq • componente da reação na extremidade superior do cabo. Figura 2. 

A reacão vq na extremidade superior do cabo seri dada por: 

q c 
V q a Hq tg a + - 2-

(4) 

Nas relações (3) e (4) . a e o ângulo agudo entre o plano no~ 
mal ao cabo e a direção de q, medido no novo plano da catenãria . Fi 
gura 3. 
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Figura 2. Geometria do cabo sujeito ao peso 
próprio e ã carga de vento 

Figura 3. Co.mponentes de carga de vento e d'o peso 
próprio para um elemento do cabo 
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Por considerações aerodinâmicas, a magnitude e a direção da 
carga de vento, W, podem ser determinadas. Esta carga pode ser de
composta nas componentes W1, W2 e W3 mostradas na Figura Ja. Na Fi 
gura 3b mostra-se como estas componentes da carga de vento são com
binadas com o peso prõprio do cabo na obtenção da resultante, q , que 
serâ dada por: 

q • [ w1 2 + W2 2 + W3 2 + q: + 2q0 {W1 cosa,- WJ sena0~% (5) 

Os ângulos a e B, mostrados na Figura 3b, fornecem a posição 
de q relativa a q 0 e serão dados por: 

W2 B • tg- 1 __ _;_..:..._ __ 

(q0 sena0 - W3) cosB 

Wl + q 0 cosa0 

(6) 

(7) 

As expressões (3) e (4) são denominadas de relações força-de! 
locamento para o cabo, visto que c é uma função do deslocamento na 
extremidade supe ri or do cabo e Vq e Hq componentes de forca neste 
ponto. 

A variação do comprimento do cabo pode ser escrita como: 

t.L • L - L0 (8) 

Considerando Tmo e Tm como 
vamente, sem e com carga de vento 
para 6L, serâ dada por , [5], 

tensões medias no cabo, respecti
atuando, uma expressão aproximada 

onde 

( 
H_ H0 ~ L0 

6L• ~- ---
cosa cosa0 Ag Eg 

A9 • ãrea da seção transversal do cabo 
E

9 
~ mõdulo de elasticidade do cabo 

(9) 

Levando-se a expressão (9) na expressão (8) e o resultado na 
expressão (3), tem-se: 

L[1+ Hq 0 Ag E9 cosa 
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Por considerações de geometria, [5], chega-se i expressio · de 
c. em função do deslocamento 6 na extremidade superior do cabo, ou 
seja , 

onde 
a • projeção horizontal da corda do cabo 

h .. projecão vertical da coNia do cabo 

(,) 

IJ. " deslocamento na direcão do vento d.o ponto de fixação do 
cabo na torre 

~ .. ângulo entre a direcão do vento e a projeção horizontal 
do cabo 

Para sere·nt utiliz~das nas equações de equillbrto, todas as 
forcas nos pontos de fixação dos cabos na torre (nõs), devem serre 
ferenc1adas a um sistema co·mum de coordenadas. Assim sendo,atraves 
de três rotações de eixos e por considerações de equilíbrio, obtev~ 
-se as seguintes componentes de forca (5]. 

onde 

onde 

onde 

q Co 
H1 .. --

2
- (sentx cosa0 - coso cosB sena

0
) + H ( COS<lo ) 

q cosa 
( 12) 

H1 ,. componente horizontal da forca total, na extremidade s~ 
perior do cabo, atuando no plano original da cateniria. 

H2 
W2 c0 

2 
(13} 

H2 = componente horizontal da forca total no cabo, atuando 
perpendicularm~nte ao pla~o original da tatenãria , e 

c0 (W1 + q 0 cosa0 ) 
V1 = --''-----'---- + H1 tg a0 

(14) 

V1 • componente vertical da forca total no cabo, atuando no 
plano original da cateniria . 
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Devido ao fato da componente V1 ser excêntrica em relação ao 
centroide da seçio transversal da torre, um momento extern~. M, SU! 
ge em cada nl'vel de cabos. Denominando-se !.• como sendo a distância 
do ponto de aplicação da carga V1 ao centrÕide da seção transversal 
da torre medido na direção do vento , tem-se: 

R .. V1 x e ( 15) 

Portanto, tendo-se obtido Hq que e função de t:. por ( 10) e (11), 

as forças que são transmitidas ã torre pelo cabo podem ser determi
nadas através das expressões (12), (13), {14) e (15). 

EQ UACOES DE EQUILfBRlO DA TORRE 
As equações de equilibrio da torre são obtidas a partir da 

formulação de vigas-colunas dada por T1moshenko (1]. O mastro da to! 
ra e analisado como uma viga coluna engastada ou rotulada em sua b_! 
se, sustentada lateralmente por apoios não-lineares. 

Para a torre, as forcas externas são devidas aos movimentos 
dos cabos e, por exemplo, ã acão do vento. 

Anã li se da Torr e 
A Figura 4 mostra as forças atuando em dois elementos de uma 

torre estaiada. Wn e Wn+l são cargas de vento uniformemente dist ri 
buidas; Mn_ 1 , M~, Mn e M~+l são momentos resistentes internos; Rn e 
o momento externo produzido pelos cabos; Pn+l ê a resultante das fo! 
ças ax1ais atuando imediatamente abaixo do nlve1 de cabo n+1 , incl.!!_ 
indo a componente axial proveniente do cabo; e Pn , similarmente , e 
a carga total atuando imediatamente abaixo do nivel de cabo n • 

••• 

1 ' •·• l "'•·• 
"• ---------- lt• C I 6~ a. 

---- -I\"'• .. ~ .. 
~~----- .___J 6~ •• - ------

'• "'• •••• '"· ' 

Figura 4. Forças atuando em dois segmentos contlnuos do mastro da torre 
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Para manter-se a continuidade do nõ n, da teoria de viga-co
luna , [5] e [1), tem- se: 

onde 

gura 5 
torre 

[5 J. 

onde 

+ 4(Mrw-1 

1~1 
+ wn+1 -1-- x<~1) 

rw-1 
(16) 

ln, In+1 • momento de inercia dos segmentos n e n+1 domastro 

Et • mÕdulo de elasticidade do mastro da torre. 

R. p 
( 17) u .T 41 

~(u) J ( 1 1 ) • u sen2u - """2U (18) 

ljl(u) ·- --J ( 1 
2u 2u ,,',, ) (19) 

x(u) • 
3(tg u- u) 

u~ 
(20) 

A équacão {16) ê uma tipica equação de continuidade. Na Fi
aparecem os diagramas de corpo livre para os segmentos de 

mostrados na Figura 4. co111 as forcas aplicadas sendo indicadas. 
Por considerações de equilibrio chega-se ã seguinte equação 

1 Mn-t ( 1 1 ) Mn+ 1 Mn 
R •-(W +W 1) +---M ----.-+-- +-- - --+ 
n 2 n n+ tn n tn tn+1. .tnt1 l.n 

Mn+t Pn P 1 
+--+-(A -A 1) . __!!!_(A 1-t.) 

in+t Ln n n- .tn+1 n+ n 
(21) 
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11•1 11 

---------- 3 
Vft•l ---- M' . --- _y 6-6 ----- . ·-· ---
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11 Wntl 

11 I I I I I I I 

la V' • 

tttl 

I.:--------------------__ ·.::y 1. ..... - .._I 
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figura S. Diagramas de co rpo livre para dois segmentos 
continuos do mastro da torre 

Para uma torre com m segmentos. as equações de continuidade e 
de equili br io, devem ser modificadas para os seg~entos extremos [S). 

As incógnitas nestas 
... , R

111 
e ll 1 , ll 21 ... , ll

111
• 

cabos, tem- se 3m parâmetros 

equações são H0 , M1 , ••• , Mm. 1 i R1 , R1 , 

Portanto para uma torre com m nive1s de 
desconhecidos se a base da mesma for fj 

xa e Jm -1 se a base for rotulada. 
Por outro lado, sõ podem ser escritas 2m equações para uma 

torre com base fixa e Zm-1 equações para uma torre com base rotula
da, ou seja, tem-se um numero de i ncógnitas maior que o numero de! 
quacões dis~oniveis. 

Resolve-s e este problema, utilizando- se as equações anter1o! 
mente obtidas para' os cabos , e assim redu z-se o ·numero de i ncógnitas 
ao mesmo número de equações disponiveis. 



RevBrMec. AiodeJane-íro, V. VIl, nC?4 ..,... 1985 

Escreve~do-se as equaç5es de equillbrio e de continuidade P! 
ra cada nivel d.e cabo, monta - se a matriz de rigidez a qual serã uti 
lizada na determinaçio das cargas criticas de flambagem. 

CONSI DERAÇOES DE ESTABILI DADE 
A estabilidade de torres sustentadas por cabos é um problema 

não-1 i near. não só devido ã compres.são do mastro da t -orre, mas tam
bém por causa do comportamento não-linear dos cabos. 

No P·resente trabalho utiliz:a-se uma ticnica de solução por 
tentativas sucessivas , ou seja, incrementa-se, por exemplo, a carga 
lateral devida ao vento e o·bserva - se a resposta do sistema. A. obser 
vação da resposta e feita atrav·ês do valo r do d·etermi nante da matriz 
de rigidez . Quando este valor tende a zero, os deslocamentos late
rais tornam-se extremamente grandes, caracterizando neste ponto a 
carga critica referente ao primeiro m~do de flambagem. 

A.NAUSE NUMERICA 
Para avaliação da anilise teõrfca exposta anteriorme~te, de

senvolveu- se um programa em lingua9em FORTRAN, para ciltulo de des
locamentos , momentos internos e cargas criticas d·e torres estai adas 
[5]. Os dois exemplos que se seguem foram selecionados de forma a 
permitir que o leitor tenha uma idiia da versatilidade do referido 
programa, que permite analisar torres com diferentes caracteristi
cas geométricas. fisicas e de variação da carga. 

Dentre as geométricas, estão os tipos de torres cilindricas 
e treliçadas; dentre as flsicas, as torres de base rotulada ou en
gastada; quanto aos tipos de variação da carga, podem ser: 

i) variando-se a carga horizontal devido ao vento , o que im
plica em variar indiretamente a componente vertical do esforço que 
os cabos transmitem ã torre; e o que oco·rre em uma estrutura real jã 

instalada~ 

ii) variando-se as ·Cargas verticais devido ao peso prÕprto 
(por exemplo alterando-se a seção transversal da torre) e as compo
nentes axiai.s provenientes dos cabos (por exemplo alterando-se apr! 
-tensão dada aos cabos por ocasião da construção da torre). Estudo 
vilido quando se projeta a torre; e 

iii) variando-se. ao mesmo tempo. cargas verticais e horizon 
tais. 
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Pode-se também utilizar o programa desenvolvido para s e de
terminar o momento de inercia critico da secão transversal da torre , 
ou seja , quais são as dimensões minimas que a secão transversal da 
torre deverã ter de forma a fazer com que a mesma fique estãvel. 

Exemplo Ilustrativo • 1 
Como primeiro exemplo numérico, selecionou-se uma torre de S! 

cão transversal cilindrica, Figura 6, com três nlveis de cabos, te~ 
do s ua base engastada, Figura 7. Tem-se três cabos por nivel espa
çados igualmente de um ângulo de 120°. 

A Tabela I apresenta as caracteristi cas dos cabos usados no 
sistema e a Tabela 2 as caracteristicas da torre, dividida em 4 sei 
mentos. 

Na Tabela 2, o carregamento axial inicial por nivel ê resul 
tante da soma das seguintes cargas: 
a) peso prôprio do segmento; 
b) componente axial da pre -tensão de montagem dada aos cabos inicial 

mente (Tabela I); 

c) peso prÕprio dos cabos; 
d) componente axial da resultante das cargas de vento atuando nos c~ 

bos . 

i t!i.. 97~ ,, I . ., 
Figura 6 . Secão transversal da torre 
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Figu r a 7. Esquema de montagem do sistema torre-cabos 

Tabela 1. Propriedades dos cabos 

MÕdulo de Area de Projecão Projeçâo P~so por Pré- tensão 
Nivel e 1 as ti cidade se cão horizontal verti ca 1 unidade de no cabo 

transversa 1 do cabo do cabb comprimento 
E 

x10 1Kgtcm•) A(çm2 ) a(m) h(m) q(Kg/;ln) (Kg) 

,. 1,0 2,55 55,0 19 .o 2,50 2000 

2 1 .o 2,55 55 ,0 43,0 2,50 3000 

3 1,0 4,82 55 ,0 70,0 4,73 4000 

• Nivel inferior 
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Tabela 2. Propriedades da torre 

NUmero de Peso de C<imprimento Carregamento Carga El 
segmento do segmento axial inicial de vento (x 10lD) 

segmento (Kg/m) (m) (Kg) (Kg/m) (Kg xcma) 

1* 461,0 19,0 49643 89 ,0 55 ,91 . 
2 434 .o 24 .0 37857 106,0 55,91 

3 43l ,O 27,0 20948 I 17 .o 55,91 

4 482,0 lO ,O o 120 ,O 55,91 

* 19 segmento ã partir da base 

As Figuras 8 e 9 mostram como se comportam respectivamente, o 

deslocamento lateral para o segundo nivel e o determinante da matriz 

de rigidez, [K]. quando se varia o vetor de cargas verticais (dete! 

minado inicialmente conforme descrito anteriormente) por meio de uma 

variação do fator multiplicativo das cargas verticais. denominado ~v · 

Figu ra 8. Deslocamento lateral 
para o nivel 2, ver
sus variação da car
ga vertical 

I a ~ ~ 
~ IIII 11111 I IITII I Tt l l ~ 
- llllllllll lll lllll l '' 

...... ,),.1 

Figura 9. Determinante de [K] 

versus v a ri a cão da 

carga vertical (~v) 
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Note-se que para cada valor do parimetro i necessirio mon
tar a matrti de rigidez da estrutura, e, apôs esta ser montada por 
completo, avaliar-se o seu determinante. A quantidade de operações 
envolvidas neste processo e relativamente grande , lembrando que ca
da termo da matriz de rigidez relacionado com os deslocamentos tran!_ 
versais i uma função transcendental da carga axial. 

O valor critico do carregamento fornece um valor nulo para o 

determinante, e o ~arimetro relacionado a este valor critico do car 
regaNento, ou seja, em quantas vezes foi au~entada a carga de proj~ 
to, i denominado parimetro critico ou coeficiente de flambagem. Co
mo este valor nulo para o determinante mui dificilmente serã atfngl 
do com exatidão no processo incremental, de\'e-se aplicar um processo 
iterativo, apôs detectadil a passagem pelo zero pela mudança no sinal 
do determinante. O incremento de carga a ser dado em cada passo d~ 
ve ser cuidadosamente estudado. Qua.nio menor o valor d·o incrementoi 
maior serã o numero de passos necessãrios para se alcançar o valor 
critico, supondo-se o mesmo valor inicial. Entretanto , um valormu! 
to alto no acréscimo pode resultar na "perda" do primeiro e menor V_! 

lor de carga critica, havendo, assim, o perigo de a resposta se re 
ferir a um modo de flambagem que fornece uma carga superior. Como 
cada caso ê um, não existe uma regra geral para o valor do passo a 
ser utilizado e este vai depender da experiência e do bom senso do 
projetista . 

A Figura lO dã uma ideia qualitativa· do comportamento do mas 
tro da torre , ã medida q~e se incrementa a carga vertical. 

Conclui-se que, pelo alto coeficiente critico encontrado Ãv• 
• 22,5. esta estrutura não irã falhar por instabilidade, ou seja, 
ela encantra - se superdilllensionada no que diz respeito ã estabilidade. 

tada, 

Exe•plo I lustrat ivo • 2 
Este exemplo refere-se a uma torre cilíndrica com 

variando-se a carga horizontal (carga de vehto). 
r importante observar que ã medida que se varia a 

base enga!_ 

carga de 
vento, o mastro da torre desloca-se e, portanto, as componentes a
xiais das forcas que os cabos transmitem também variam. Ou seja. P.!. 
ra cada incremento no vetor de cargas hor1~ontats ter-se-i que cal
cula r a matri~ de rigidez correspondente. 

Basicamente, as caracter1sticas geométricas e flsicas para a 
torre deste exemplo sio as mesmas do exemplo 1; a ijn\ca diferença 
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estã no diâmetro da seção transversal da torre, que neste exemplo ê de SOOmm , 
Figura 11 . o que implica numa diminuição do peso de cada segmento . 

~~--.---~----r---.----r---.----r---~---r--~----r---, i ~0]1 T01Ut:& cn.tNo-.ac.i, I 
tM4U:TAOA • ·• 1000• •1 

~~/~·-.. ~··r-~~~4~~~~~~--+---~~---+--~--+---~~ 
·~ bJ \ 1\ "' 

// 0 0 ~ 
,r; / J /I G)" • • ,.Q{CONDIÇlO OE '"OJt:TOI 

J--f-LoC-.~'If--....,.'--+-.,.,LI---1---+-1 @A • , I 6 

11, // v @-'• .lO 

t //.--_..-/ @" ····-5 
10'f--+.// á.h.fv,... __.,......s,..--+c=::::;:-1--+--~--t----1-1@). • • tl-51 él)NOIÇlO ·DE INSTAIIILI w........ ·OAOU , 

lO 20 30 50 f.O lO ao to 100 I tO 

OESLOCAIUNTO LATEIIAL I, •• I 

Figura 10 . Deslocamento lateral da torre por variação da carga vertical (Ãy) 

r -·rO··l 
~ 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

I 
i 
-~ 
~ flt• 4~5mlll ~ 

Figura 11. Secão tipica da torre para o exe~plo 2 
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As Figuras 12 e 13 mostram como se comportam, respectivamen
te, o deslocamento lateral para nível 2 e o determinante da matriz 
de rigidez, [ K] , quando se v a r i a a carga horizonta l através da var i! 
tão do parâmetro XH. 

A Figura 14 dã uma ideia do comportamentodoma.stro da tor r e , 
ã medida que se incrementa a carga horizontal. 

Pelo valor do parâmetro crit i co encont rado XH • 14, tem- se no 
vamente uma estrutura superdimensionada do pont o de vista de es tabi 
lidade. 

.... 
"' .:: 
z 
o .. 
0: 
c ... 
.... 
: u~ 
"' !< .... 

o 

tO RIU 
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/ 
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I 
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I/ 
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v 

10 11 lt u 11 15 ·~ 

LAMBDA (ll,. ) 

Figura 12. Deslocamento lateral para o nivel 2 versus 
variatio da carga horizontal (lH) 
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Figura 13, Determinante de (KJ versus variação 
da ca r ga hor izontal (lH) 
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Figura 14. Deslocamento lateral da torre por variação 
da carga horizontat (ÃH) 

CONCLUSOES 
Os dois exemplos de torres analisados mostraram que a carga 

de instabilidade para uma torre estaiada existe e pode ser determi
nada pelo mêtodo apresentado neste trabalho. 

Ainda que a proposição bãsica deste estudo esteja na determi 
nação da carga critica para a qual o s;sterna torna-se instãvel, om! 
todo de solução tambêm propicia uma completa descrição da resposta 
estãtica, claramente indicando os aspectos não-lineares do comport! 
mento elãstico. 

Em torres com alturas ati \OOm, considerar os cabos como ti
rantes não induz a erros apreciáveis nos resultados do ponto de vis 
ta prãtico. Mas, ã medida que se tem torres co·m mais ~e 100m, tor
na-se necessário considerar os cabos na sua forma real, ou seja, em 
catenãria. 

Atravês dos exemplos numéricos, ficou demonstrado que os de~ 

locamentos crescem rapidamente, ã medida que o valor do parâmetro de 
carga aproxima- se da faixa c~itica. Nos problemas clãssicos de es-
tabilidade, os elementos da matriz de r igidez são func5es somente 
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das forças axiais, mas para problemas não-lineares os elementos de! 

ta matriz dependem também dos deslocamentos, através das constantes 

de mola provenientes dos cabos . 

Um procedimento para tor nar a torre mais estãvel e portanto 

elevar o seu parâmetro critico seria aumentar-se a rigidez dos supor 

tes (cabos). Isto pode ser feito J>Or dois caminhos. Uma vez q,ue P!. 

ra grandes deslocamentos tem-se aproximadamente a rigidez do cabo c~ 

mo sendo propor-cional a A9E9/L, através de um acréscimo em A9 , ã

rea do cabo, ou um decréscimo em L, comprimento do ca.bo, consegue

-se efeito desejado (aumento na rigidez). Mas, uma diminuição em L, 

faz com que a componente verti cal das reações no cabo aumente , o que 

é prejudicial. Consequentemente, o melhor caminho para se elevar 

a rigidez e aumentando-se o nümero de cabos e, por conseguinte, a 

sua ãrea. Um ligeiro aumento na carga vertical também se verifica, 

mas este e inevitável e não compromete o beneficio do aumento do nQ 

mero de cabos . 

As forças de vento sobre os cabos tem um efeito significati

vo nos deslocamentos e na estabilidade da torre e, portanto, devem 

ser levados em consideração. 

Conclui -se , finalmente, que o mêtodo exposto inicialmente bem 

como o programa elaborado permitem ao projetista obter, rapidamente, 

deslocamentos, momentos e cargas criticas para estruturas estaladas. 

Jl. medida que crescem o nümero de nivefs de cabos, a necessidade do 

uso de um computador para se fazer os cãlculos fica evidente. 
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R.ESUMO 

Nu.« .tJt.a.ba.tho é: o.p!lU e.n.:tllda. a. 6o~~..mu.tação de. um elemento .t.Júd.úllerlb.lona.t pa!Ut a. ~ 

we .UneM de. v.iga.6 com nüm~ Jt.e.duz..i.do de. g.taJ.JJ>-de-Ubvu.la.de.. O elemento ptU>

IIUÃ. qua.tllo vaJL.i.ã.vw de. u.tado polt. ponto noda.t onde. .tJti6 coM.e..4pondem MI> duto
came.nto~> upa.e.úl..<A do nó e. a. qWl!Lta. uú a.uoc.iA.da. à. Jt.o.ta.cõ..o da he.cão-.Jte-ta. iút v~ 

ga. em .to11.no do .~>e.u úxo J:cng~. Ro.tacõe..~> da. .~>e.cão 11..e..ta. de.v..i.da..~> ii ·6texã.o 
da. v.<.ga lliw c.oM-i.deA.ada.6 na 6oJUnula.câ.o do mode.to atJutvú dct M.põ.tue de.l<.i.Ac.hhc6f 
- Love. pa!Ut v.i.ga.6. A.6 eoncU.cõu de eon.t01t.no do mode.tó no e.nga.6.tame.nto e. na c.omp~ 

-Ub.t.Uda.de e.n.t~tt ~nto" cc.nú.gu.a~> "ão ga~Utn.t.i.da.6 a.t~t.a.vú de. wn p~~.oc.e.t:Wne.nto de. 

pe.~, mod.i.6.(.c.ando-~>e. o Po.te.ncútt To.ta.t. do e.l.eme.nto. Pa1!.4 demor14.tll..alt. a. e6~ 
ci.ênc..iA da 6oll..mtLC.Açà.o .6Âc ap!t.U e.n.ta.da..6 anâli.6 u de. a..tgWIW u.tlu.l:tulta.6 .s.lmplu e. 
o.~> lt.Uu.ttado6 c.ompa!Utdo6 c.om ou.tlut6 M~Õu a.n~ ou numWaa.& . 

ABSTRACT 
ThR. 6oJunula.t.i.on o 6 a. ge.neJI.af. .tJL.i,-dime.n&i.ona.t -Une.aJr. be.am e.l.eme.n.t r.u.Uh lt.e.duc.e.d d~ 

gJteU-o6-6Jte.e.dom lt. pii..Ue.nte.d. The. e..(.fme.n.t d.i./Jp.f;a.y.t> 6tli!A d.o.&. p~ node. a.660~ 
a.te.d .to .thlt.e.e. .~>pa..tJ..a.f.. d.i.6pt.a.ceme.n.t6 and .to .the. -toM-i.ona.t ~~;o.ta.t.<.on a.!o'lf} .:the. beam 

axú. . Cll.o-4.6 .~>ec.üon be.nd.i.llg ILO.ta.t.i.orlb aJr.e. ta.h.e.n .<.n.to aec.oWI.t .ln .tlte. 601lmutati:on 

.thlt.ou.gh the. I<A:Jcc.hko66- Love c.ond.i.ti.on 6011. .the. be.am. The. ccnd.<.Uom o6 noda.f. M.t~ 
üon ~nt 4lld ccup-Ung be.twe.e.n e..te.ment-6 aJr.e. gtiaJ~.an.te.,e.d by a pe.YltlLty plt.o&áwte 

.lmpcu.e.d a..t .the. c.onmon nodal po.útt a.nd by mod.i6ying .the. e.leme.nt Te~ Po.tenü.al. 
The. a.na.l.y6.ú. Jte..su.l:U o 6 11ome. J.ampte. pli.Ob.t0n6 a.« ccmpaJr.e.d to o.thvt 1'W111W.C4.l. ol!. 

a.na.l.JjV cal ~;ol.!..Ltlon~J .to demon~J.tJta.te. .the. e.66e.c.t.lve.nU6 o6 & 6o11..mula.t.lon. 
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INTRODU CAD 
Componentes estruturais cujo comportamento flsico correspon

de ao do modelo de vigas são de grande interesse em vãrias ãreas da 
mecânica estrutural. Assim, e natural que com o desenvolvimento do 
mitodo de elementos finitos, um grande nijmero de formulações tenham 
sido propostas para a anâlise de vigas tridimensionais [1-3]. De for. 
ma particular, os elementos de viga que utilizam a formulação isop! 
rametrica podem ser especialmente atrativos devido ã consistência da 
formulação utilizada, ã sua generalidade e, em muitos casos , ã sua 
eficiência computacional [2). 

Na teoria clâssica de Euler-Bernouilli para vigas retas e pr~ 
posto que em pequenas deformações as rotações da secão reta sejam r~ 
lacionadas ãs derivadas dos deslocamentos transversais em relação ã 
coordenada longitudinal da viga. Esta condição resulta de que os e
feitos das deformações por cisalhamento transversal da seção reta d~ 
vido ã flexão devam ser pequenos em comparação com os efeitos das d~ 
formações longitudinais [4,5]. Alem disso, dois modos bisicos ded~ 
formações, axial e de flexão, são considerados atravês dos graus de 
liberdade de translação da viga enquanto que o terceiro modo, a de
formação por torção, ê considerado atraves da rotação da secão reta 
da viga em relação ao seu eixo axial. Portanto, em uma anãlise tr1 
dimensional de vigas utilizando o modelo clãss1co de Euler-Bernouilli, 
apenas quatro graus-de-liberdade em cada ponto nodal são suficientes 
para definir a cinemâtica de deformação do elemento. Esta redução 
no nijmero de variãveis de estado do modelo representa um ganho sub! 
tancial no esforço computacional para a reso1ução das equações de~ 
quillbrio de problemas de grande porte, especialmente quando compa
rado com o modelo tradicional de vigas com seis graus-de-liberdade 
associados a cada nõ. 

Recentemente, uma atenção maior tem sido dedicada ao desenvol 
vimento de modelos que efetivamente preveem os principais modos de 
deformação da viga e incluem alguns efeitos correspondentes ãs defor. 
mações locais de empenamento e ovalização da secão reta [3,6 e 7], 
Para acomodar tais efeitos e necessário adfcionar-se graus-de -1 1be! 
dade generalizados i formulação do modelo matemitfco (1-3), repre 
sentando assim um õnus i eficiência do elemento. 

Neste trabalho ê proposta a formulação de um elemento isopa
ramêtrico com numero variável de nõs para a anãlise tridimensiona l 
de vigas planas retas ou curvas circulares. Os mecanismos de defor 
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mação são definidos pelos quatro graus-de-liberdade espaciais acima 
descritos e foram desenvolvidos para dois tipos de seção reta: re 
tangular e tubular . A formulação estâ proposta de forma a ser exten 
dida para incluir efeitos de deformações locais · da seção ret a bem 
como análises não lineares do material e dinâmica. 

FO RM UL AÇAO DO ELEMENTO 
Na anãlise estrutural utilizando o método dos e l ementos fini 

tos baseado nos deslocamentos, consideram-se as equações de equill 
brio individual de cada elemento e posterior solução do sistema de 
equações independentem~nte dos tipos de elementos envol vidos . Este 
processo geral de discretização da estrutura, como na anãlisede Ritz, 
propõe que fllnções de interpolação aproxi mem os campos de deslo ca 
mentos em todo o dominio do elemento. Nesta seção são apresentadas 
as equações de compatibilidade geométrica e constitutivas que defi
nem o equilibrio , e as condições de contorno essenciais do elemento. 

Cineaãti ca do Mode lo 
Considerando-se a viga curva de raio R, mostrada na Fig~ra I, 

cuja secão reta não se deforma em seu plano ou fora do seu plano te_!!! 
-se o seguinte campo de deslocamentos admissiveis referido ao siste 
ma global de coordenadas X;, 

onde, 

i .. 1 ,2 ,3 ( 1) 

p, e , z • coordenadas cilindricas do ponto co nside rado, 

u1 • componente i do vetor deslocamento ü dos pontos s~ 
bre a linha média da viga, 

r • p- R • coordenada r adial local na direção e r, 

eri(êri) • componente i do vetor local e r(êr ) • na configura
cão inicial (final) , 

e21 (ê2 i) • componente i do vetor local e
2

(e
2
), na configura 

cão inicial (final). 

O campo de validade das coordenadas r e z depende do tipo de 
seção reta do elemento considerado . No caso da secio r etangular de 
dimensões b e c paralelas aos eixos er e e

2
, respectivamente, o do-
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mioio de validade e definido por 

-b/2 $ r 5 b/2 e -c/2 s z s c/2 (2) 

enquanto que no elemento de seção tubular de raio externo a, a equ! 
ção (1) se aplica a condicão 

(1- ~) s ~ s 1 
onde õ e a espessura da parede da secão reta . 

I 
i 

I 
I 

I 

. ~p / 
I 

R 

----~-----------

POSIÇÃ,O 
DE: FORMADA 

-~E: 

POSIÇÃO INICIAL 
(I NDEFOR MAOA I 

Figura 1. Parâmetros geométricos e cinemãtica de deformação 
da viga curva 

(3) 

1 



~evBrMee. Rio de Janeiro, V. VIl, n'?4 -19a5 339 

As diferenças vetoriai s na equação (1) representam, em pequ~ 
nas deformações, o resultado da combinação de rotações segundo dois 
planos distintos referentes ãs cinemãticas de flexão e de torção da 
viga. Portanto, tem-se 

( 4) 

(5) 

onde ~zé a primeira rotação de flexão no plano (er,ee)· $8 e aro
tação devido a torção da viga e ~r e a segunda rotação de flexão em 
relação ao plano (e 8 ,ez). Substituindo-se em (1) os resLtltadosdas 
equações (4) e (5) obtém-se o vetor deslocamento referido aos grau~ 
-de-liberdade do elemento definitos na posiç~o indeformada da viga. 

(6) 

com 

(7) 

onde wr, w8 e wz são as componentes do vetor deslocamento global u 

segundo o sistema coordenado cilindrico (er, e 8 , ez). 

Defor•acões Associadas 
No câlculo das deformações do elemento considera-se que a se 

oão reta não se deforma, mantendo-se normal ao eixo longitudinal do 
el emento . Em pequenas deformações . o tensor de Green-St. Venant re 
du1-se ã parte simétrica do gradiente de deslocamentos, na forma 

(8) 

As componentes do tensor deformação para uma viga com raio de curva 
tura R e definidas em coordenadas cilindricas fornetem 
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(9) 

y ~ ~ -~ z - (1 - ...r....) ~ - (...L) [we + ~ z] er pd8 pd8 p z P r 
( 10) 

dw2 d~e 
Yez " ~ + -- + -- r r pde pde 

( 11) 

onde &98 é a deformação longitudinal e Yer e Yez são as distorções 
angulares. Utilizando a hipõtese de Kirchhoff-Love [8] obtem-se as 
seguintes expressões para as rotações da secão reta da viga devido a 
flexão 

dwz 
q, r " - ""'Rd6 

dwr w9 
q, z " ""'Rd6 - -R-

(12) 

( 13) 

Substituindo-se este resultado nas expressões acima, as com
ponentes do campo de deformação rela cionam-se com o campo de deslo
camentos na linha media da viga e com a rotação longitudinal q,

6 
[9]. 

na forma 

(14) 

( 15) 

( 1 ) dwz ( R) dq,a 
Yez ~ - P ""'Rd6 r+ P R<i"ã r ( 16) 

O campo de deformações associado ã viga reta de coordenada longitu
dinal local - x, ê obtido por redu ção geométrica considerando-se 

...L+ o p 
R 

• -+ 1 p 

nas equações (14-16). 

(17) 

Para a imple!lltntação destes resultados no modelo de !!lementos 
finitos, descrevem-se os deslocamentos da viga em função dos graus
-de-1 I berdade asso·ciados a q pontos noda 1 s , 
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c 

R 

,® 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

e 
(23) 

I 
9--1 ' 2 h,· (-9f ·9~+,-11/16 

.... , I he• ( 9~~ ~ 9~e- ; -1 )/l 6 

---2_~ I ' l2 h3•(27t - 9"! -27~+ 9)/16 

h4 .. (-27f'- 9~2·27~ + 9)/16 

4 PONmS NODAIS 

xt t 6 ~AOS-oE-LlBEROAOE 

Figura 2 . Graus-de-liberdade sistemas coordenados associado 
ao elemento de viga curva 

I MPOSI CAO OAS CONDI Ç(JES .DE CONTORNO 

No método de elementos finitos, o sistema de equações que g~ 

verna o equtlibrio i obtido impondo-se a estacionaridade do funcio- . 
nal de energia potencial total da estrutura, com as condições de co~ 
torno naturais automaticamente incluidas na formulação enquanto que 
as condições essenciais de compatibilidade geométrica são imposta~ 

aos graus-de-liberdade [4.10). Em um elemento tlpico de viga são 
condições de contorno essenciais bãsicas, aplicãveis aos nõs extre
mos (1) e (4) as de co ntin~idade entre elementos e as de engastame~ 
to do elemento. Em ambos os casos e necessãr i o impor-se a ig ualda
de de deSlOCamentOS, aUtOmaticamente garantida pelOS graUS-de-Jibe! I 

dade dos nõs comuns aos elementos , 
nulidade de rotação da seçio reta. 
-de-liberdade de rotação com os de 

e uma cond ição de tgualdade ou 
Devido ao acoplamento dos grau~ 

translacão do elemento, utiliza-

• 

, 

.. 
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-se um proced~mento de penalidade para a imposição destas restrições. 

Aplicação do Método de Penalidade 
O mêtodo de penalidade de funções, extensivamente utilizado 

em programação matemãtica. é uma técnica numirica largamente empre
gada na soluçio de problemas de vinculação envolvendo equ ações en
tre as variâveis de estado do problema [6 ,1 1 e 12). No caso parti
cular do modelo de vigas o método consiste em adicionar-se ao Indi
cador Variacional do problema estrutural 

.n .. U-W C24) 

onde U ê a energia de deformação do elemento e W é o trab~~ das fur 
ças externas, um funcional representativo de uma restrição do tipo 

VINCULAÇ.IIO • O. (25) 

e formar um novo Indicador Variacional do problema 

·~ • n + ~ ~ (VINCULACAO)l dA (26) 

onde a ê um parâmetro de penalidade. A solução obtida utilizando-se 
a equação (26). com 611* ·O satisfaz a condição da equação (25) com 
uma maior precisão na medida em que o valor .de a ê majorado. 

Fisicamente, o parâmetro a representa na análise do elemento 
de viga a constante elástica de uma mola rotacional aplicada ã se
cão comum entre dois elementos contTguos ou a um suporte de engast! 
mento [12]. A seguir consideram-se estas duas passiveis condições 
de vinculação entre elementos. 

Condição de Engastamento 
Quando um elemento estã fixo a um suporte rígido as condições 

de contorno são de que na seçio do engastamento (n5 1) não deve ha
ver deslocamentos transversais e que as rotações da seção reta em r~ 
lação aos eixos locais er e ez devam anular-se, Figura la. Portanto, 
considerando-se o n5 1 de vinculação, 

(i .. 1,2,3) (27) 
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•ftl . o. 
r 1;=±1 

e ~11 . o. 
z t•tl 

(28) 

A restrição na equação (27) indica que os deslocamentos no
dais em k devam ser nulos e esta condição é imposta diretamente pas 
equações de equilibrio. As condições de nul idade das rotações ãs 
equações (28) não podem ser impostas diretamente aos graus-de-liber 
dade do elemento. A incorporação destas condições ao funcional do 
elemento e feita utilizando - se o método de penalidade através das e
quações 

V I NCULACJI:Or -= [~~I -o J 
t • t 1 

(29) 

onde ~~ e ~~são definidos ãs equações ( 12) e (13) , respecticamente. 
Portanto, as restrições as rotações podem ser escritas na forma ma -
tricial seguinte , • 

com as matrizes 

p "' 

Q .. 

[ .. . o 

r .. 

.. o 

" o 

o 

(30) 

o ... J k. 1, ... ,q (31) 

o o ... J k . 1 •... ,q (32) 

associadas aos graus-de-liberdade do elemento listados no vetor u , 
definido ã equação (21). 

Substituindo- se os res ultados acima na eq uação (29) e impo nd~ 
-se a condição de estacionaridade de w*, definido em (26), resulta 
na matriz de penalidade a 
gidez do elemento [6, 12] . 
cão (28) obtem-se, 

ser adicionada diretamente ã matriz de ri 
Para a co ndição de engastamento ã equa-

( 33) 
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Elemento ( n l 

R 

I y 
(a) Condição de engastamento no nó (.t) (b) Condição de continuidade no nõ (t) 

Figura 3. Condições de vinculação utilizadas no modelo de vigas 

Condição de Continuidade 
No ponto nodal comum .ta dois elementos co ntiguos,Figura3b , 

os campos de deslocamentos são continuas porque os mesmos graus - de
-liberdade de translação estão associados a ambos os elementos. En 
tretanto, e necessãrio impor- se as condiçÕes de cont inuidade das ro 
taçôes transversais entre dois elementos consecutivos (n) e (n+l ). 
Estas condições a serem impostas são expressas na forma, 

VINCULAÇAO • t.tl (n) - ~.trl(n+1) e 
r r ~~+1 ~--1 

(34) 

VINCULAÇAO • t.t,( n) - ~.t, (n+l) 
z. z ("+ 1 z ~--1 

(35) 

Utilizando-se a definição e discretização apresentadas ãs equações 
(30) os resultados acima reduzem-se ã seguinte forma matricial rela 
clonada aos graus-de - liberdade dos elementos, 

VJNCULACAOr • p(n) Ü( n)l - p(n+1) u(n+l)l 
(e+l (=- 1 

(36) 

VINCULACA0
2 

• Q(n) Ü(n)l - Q(n+1) u(n+1)1 
C~+1 C•-1 

(37) 
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onde P e Q são as matrizes definidas as equações (31 , 32) ,associadas 
a cada elemento. Procedendo-se com as equacões (36) , (37) e (26) , 
de forma similar à condição de engastamento obtêm-se a matriz de p~ 

nalidade associada para impor-se ã formulação variacional do probl~ 
ma as condicões de contorno ãs equações ,(34) e (35), 

~(Cl) , a[(p< n) _ p< n+l) y (p< n) _ p(n+1' ( Q( n) _ Q(n+1 >) \ Q(n) _ Q(n+ 1)) J 
( 38) 

A convergência da solução para as condições de vincu l ação e~ 
tabelecidas através do mêtodo de penalidade depende da magnitude do 
parâmetro cr. Testes numéricos com problemas distintos de compat i bi 
1 i zacão em estruturas [6 , 12 e 13] mostram que o uso do parâmetro de 
penalidade da mesma ordem de magnitude dos maiores elementos da ma 
triz de rigidez da estrutura fornece soluçoes que satisfazem as con 
dições de vincu l ação a uma .Precisão da ordem de dois dlgítos signi 
ficativos. As anãlises apresentadas a segui r ilustram o uso deva
lores apropriados do parâmetro de penalidade. 

ANALI SES E COMPARACAO DOS RESULTADOS 
A formulação do elemento foi implementada em um programa de 

computador. As anâlises apresentadas a seguir indicam a ef i ciência 
e a aplicabilidade do elemento na solução de problemas envolvendo mo 
delos de vigas. 

Vi ga Re t a Hiperestãtica Sujei ta a Car gas Con cent radas 
A viga reta mostrada na Figura 4a ê analisada utilizando- se 

o modelo da Figura 4b. O objetivo ê verificar a resposta do eleme~ 
to quando incorporadas na formulação as condições de contor no do e~ 

gastamento e da continuidade das rotações devido ã flexão . Neste C! 
so ê necessário que o ponto B de aplicacão da carga seja comum adais 
e l ementos co ntlg uos porque sô ê possível impor - se o carregame nto no 
contorno do elemento. Também, para umá melhor convergência do meto 
do de penalidade os elementos contíguos nestes pontos foram consid~ 
rados com o mesmo comprime nto (6, 14] . 

Os deslocamentos transversais nos pontos nodais do modelo são 
comparados com a solução analitica do modelo de Bernouille e com a 
obtida uti l izando- se um programa gera l de eleme ntos fini t os [ 15 ] ' 

Para valores crescentes do parâmetro Cl observa-se uma râpida conv er 
gência para a solução analítica. A igualdade entre os resultados 
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analiticos e numiricos se verifica porque os dois modelos ~tilizam 

as mesmas hipõteses. Por outro lado, as diferenças com as soluções 
do programa AOINA devem-se ã presença das deformações por cisalha
mento no elemento 3 que não satisfaz a condição de esQeltez necessa 
ria a poder-se desprezar tais efeitos. 

P.1kgf P.1 

1 ~kgf.cm t Elemento ·0) . @ G) ,-{•1 

jt=========r=t======. =A: p~m .,_ J 
1-f ·---..:.::13~.5:::.!c:::.m~-v--+1...:.4'-", 15""cm"'---l1 ~liLT-- }-. ~cm ._ - -1--~~1'!1-+. 4.5cm' 

E• 2 .108 koftcmt 

(a) Viga reta biapoiada (b) Modelo ut\lizado na anãlise 

Figura 4. Viga hiperestãtica sujeita a cargas concentradas 

Tabel a 1. Soluções fornecidas por diferentes modelos na anãlíse 
de viga reta h i perestãti ca sujei ta a cargas concentradas 

(~1o-3cm) (xlo-3cm) vPGl(x1o-3cm) 
NO ANAL. VADN 

{ANALTTICO) (AOINA) 
fl=lGO (%) 6 ; 1000 ('1:) &=10000 (14] 

2 0.05829 0.05986 0.06183 (6.07) 0.05864 (0.60) 0.05829 
3 0.1845 0.1873 0.1910 ( 3.52) 0.1851 (0.33) o. 1845 
4 0.3057 0.3095 0.3145 (2.88) o. 3065 (0.26) 0.3ü57 
5 0.3415 0.3457 0.3504 (2.61) o. 3424 (0.26) 0.3415 
6 0.3488 0.3533 0.3575 (2.49) 0.3496 (0.23) a .3488 
7 o. 3182 0.3232 0.3268 (2.70) 0. 3191 (0.28) 0.3182 
8 o. 2442 0.2475 0.2499 (2. 33) 0.2448 (0.25) 0.2442 
9 0.1344 0.1361 0.1373 (2 . 16) 0.1347 (0.22) 0.1344 

a =~ O "Maior elemento da matriz de rigidez. da estrutura. o 
B ~ Fator de amplíficacão do parâmetro a. 
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Anel Circular Tracionado Biaxialmente 
Para verificar-se o comportamento do modelo em análises de v! 

gas curvas foi considerado o problema do anel circular tracionado 
diametralmente na Figura 5a. A solução analhica é apresentada oa 
literatura como solução clãssica de vigas curvas em que as deforma
cães por cisalhamento não são consideradas e os campos de tensões e 
deformações tomados uniaxiais ao longo da viga e linearmente dis
tribuidos na seção reta [16). 

Devido a simetria do problema foi considerado na anãlise nu
mérica o modelo com três elementos mostrados na Fig urij 5b. As con
diçÕes de contorno nos nõs 1 e 10 são de nulidade da rotação deixa~ 
do-se livres apenas os deslocamentos nas direcões X e Y, respectiv! 
mente. 

2P 2P 
-1+--... ~ --- - · - · -

p., 

p. 1. kgf 
E • 2 . 10,gflcm2 - Compatibilidade doa ratollÕet ~~ 

imPQtta nos nós <4 • 7 

(a) Anel considerado na anãlise (b) Modelo utilizado 

Figura S. Anel circular tracionado diametralmente 

As diferenças apresentadas ã Tabela 2 na comparação entre as 
solvcões do problema devem-se ãs caracteristicas de cada modelo. No 
caso do presente modelo a distribuição das tensões e deformações é 
obtida considerando-se a mudança de curvatura nos pontos da secão r! 
ta enquanto que no modelo analltico a distribuição é linear. Por O! 
tro lado, o modelo de viga utilizado com o Programa ADINA apresenta 
u~a solução mais geral lnclu i ndo na formulação os efeitos das defo! 

1 
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mações t r ansv er sa is por cisalhamen t o . No entanto , dev ido a pequena 
razão de aspecto geométrico t / R ~ .1 do problema , ê pequena a difere~ 
ça e nt re as so luçoes aprese ntadas pe l os mode lo s . A distrlbu1C ào da s 
t ensões longitudinais ao longo da vi ga curva apre se nt a boa co ncor~ 

dânci a para os modelos numéricos , em anâlis e ã Re f . (1 4). 

Tabela 2. Soluções na anãlis e de um anel di ametra lmente 
car rega da (a. 1000 . ) 

DESLOCAMENTO ANALlTI CO AD lHA PROGRAMA 
(x1o~•c•) VANL VADN VPGM ( S) 

6 ( 1) 
H 

.8g4 . 896 .895 ( . 06) 

6{10) 
v ~.82 2 -. 817 -.817 ( . 6 7) 

Estrutur a Sujeita a Força Concentrada Fora do seu Plano 
O problema f1 s ico considerado e sua caracterização geométri

ca estã. apresentado ã Figura 6a. O objetivo desta análise e verifj_ 
car o comportamento do modelo de vigas na compatibil i zação de ele
me nto s c urvos e retos contíguos quando suj eitos a cargas externas 
normais ao plano da estrutura. Um modelo com dois elementos retos 
e três curvos ê ut i lizado na anãlise ã Figura 6b. Condições de ro
tac ão e deslocamento nulos sio impostas nos nõs 1 e 16 enquanto que 
a co ndição de compa ti bilidade de rotação da seção reta ê imposta nos 
nos 4 . 7 . 10 e 13. 

Rotações devido ã torção e deslocamentos da estrutu r a fora do 
seu plano são comparados ã Tabela 3. Uma boa concordância com os r! 
sul t ado s numé ri cos fornecidos pelo programa ADINA, utilizando mode
l o s emelhante, e observada. As diferenças apresentadas nas soluções 
de rotação ã torção são devidas principalmente aos efeitos do empe
namento da s eção reta i ncorporados no programa ADINA . Neste exemplo 
re s s al ta- se a i nda a i ncompatibil i dade de deformações longitudinais 
utilizadas pela formulação nos modelos de vigas retas e curvas na 
região próxima aos nõ s 4 e 13 do modelo considerado na anãlise . 
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t8om 
- - -1 

p = 1kgf 

E • 2.to\gt/om2 

(a) Definição do problema fisico 

Ete111ento @ 
UI 1~ 

(b) Modelo utilizado 

Figura 6. Estrutura plana carregada fora do plano 

Tabela 3. Comparação dos resultados da anâlise de um elo 
carregado a x i a 1 mente ( B = 1 O O O . ) 

uz (xto-3 an) ~(xW3 C11) 

UADN 
z 

uP~ 
% ERRO ·~H ~~ ERRO 

ADI NA PROGRAMA (%) ADI NA PROGRAMA (%) 

17.62 17 .51 (-0.62} 1. 740 1. 739 (-0.06) 
57.59 57 .37 (-0.38) 3.481 3.478 (-0.09) 

100.11 100.60 (-0. 33) 5.221 5.217 (-0.08) 
120.11 119 .82 (-0.24) 7.934 7 .931· (-0.04) 
109.75 109.51 (-0.22) 6.556 6.557 (0.22) 
78.47 78.30 (-0.22) 2.629 2.632 (0. I 1) 
39.53 39.42 (-0.28} 1'.752 1.755 (0.17) 
11 .06 11.01 (-0.45) 0.8762 0.8773 (O . I 3) 

2 
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CO.NCLUSOES 
A formulação de um elemento de vi9a com numero variável de 

pontos nodais e quatro graus-de-liberdade ativos por n& i apresent! 
da. O elemento foi implementado em computador e os resultados de a.! 
gumas análises representativas do comportam.ento do modelo são disc~ 
tidos. Como o elemento foi formulado considerando-se basicamente o 
modelo de Bernouille extendido a vigas curvas eliminando-se o efei
to elas deformações transversais por cisalhamento , este não é capaz 
de modelar o comportamento de vigas com razão de aspecto geométrico 
t/R elevado. Entretanto, o elemento prediz os deslocamentos e ten
sões apropriadas em uma grande faixa de aplicacões prãticas de e·ng~ 

• 
nharia, e para uma masma precisão. o uso do elemento fornece solu-
ções com menor esforce computacional que os modelos corre·ntes com 
seis graus-de-liberdade por ponto nodal. 

Dos resultados apresentados nas anilises propostas a formul! 
ção do elemento demonstrou grande potencial para s ua generalidade ã 
anilise de problemas envolvendo não linearidades do material e efei 
tos dinâmicos. 
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ABSTRACT 
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Th.U pa.ptlt pi!.Uen.tll a lltta.dy-ll:ta-te nu.meJt..l.cd. <>.tudy 6011. tam..l.nAA 61tte. 

c o nvec-t..Lo n in hoJt.izo n.tal etUp.t.<.c. c.yt..Lnde.Jt,-6. A nume.A.i.cttl. me..thod o 6 
dúc.lle.t.iza..t.ion ú pllopolled wh..Lch a.Uowll mellh po.i.n.tll .to óaU. on .the. 

c.yUndeJt boundAAy .60 tha..t .the plt.o ble.m o 6 ..i.Ailegu..ta.Jt. oou.rtdtvuj Ü a. v o.i.de.d. 

To ttch..Leve .th.U , cutecu.Mence Jt.eta.t.ion ú c. o nlltJt.uc..ted to g ene.lta..te 1> u~ 

c.u.6.ive.l.tj deMett<>.i.ng glt.id <>.izu between a.ny two ne.ighbou.lt.i.ng nodal. 
po.i.nú .i.n tt plle.6e.Med COOI!.d.i.na.te düecüon. Thü eMUI!.ell be:t.teA tt~ 

c.u.ltac.y i..n compu.ta..t.i.onat 11.eg.i.on.6 whe.Ae 1> olu:t.i.on gAIU!.i.en-tll Me. e~> pe
c..ia..(.ly h.i.gh. Foi!. non-un.i.6ollm hea.t 6tuJC appti.c.a.ti.on.l> a..t .the c.yt.inde.Jt. 

pe.lt.i.phelly, gltaphic.al ILU u.U1> 60it hu.t tllart.6 6e.~t. a..nd 6iow Jte.g.i.mu Me 

pii.Ue.nte.d 6oll. 4ome va.tu.e-6 o6 ec.cen.tlll.c.t.ty a.nd a. 11..ange o6 Ra.yte..i.gh 
nu,mbe.Jt.<>. 

~OMENCLATURE 

a - semi-major axis of the ellipse 

b - semi-minor axis of the ellipse 

A,B dimensional constants expressed in terms of temperature 

C - characteris'tic reference veloc1ty, [Sg(Tl -To)b)%; 4T=(T 1-T0 ) 

e - eccentricit~ of the ellipse 

g - local acceleration due to gravity 
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Grb - Grashof number , g B·â Tb '/v 2 

h( ~) - local circumferential heat transfer coefficient 

k - thermal conductivity of the fluid 

N - number of divisions in the X-and Y-directions 

Nu(~)- local peripheral Nusselt numbers 

NU - average Nusselt number 

Pr - Prandtl number, v/a 

Ra - Rayleigh number, GrbPr 

T - dimensional fluid temperatura 

T dimensional temperatura at the top end of the semi-minor axis 

T -dimensional temperatura at the bottom end of the semi-minor axis 

U,u - respectivedimensional and non-dimensional veloc1t1es in X-direction 

V ,v - respective dimensional and non-dimensional velocities ín Y-direction 

X,Y - dimensional Cartesian coordinates 

Gree k sy11bo 1 s 

(l 

r 

e 

o 

'I' 

'V 

À 

'V 

E 

- thermal diffusivity of fluid 

- bulk modulus of fluid expansion 

- dummy space variable 

- non-dimensional temperature 

- dimensionless vorticity 

- dimensionless stream function 

- angular location of any point on the ellopse 

- dimensionless Cartesian coordinates 

- kinematic viscosity of fluid 

- angle between inward normal and the horizontal 

- non-dimensional Laplacian operator, ~ a
2 

1 
an ~ 

- eccentricity parameter, (1-e 2 ) h, and parameter for iteration 
converge nce 
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Subscripts 

i , j - a typical nodal point in the discretized domain 

m - mean value 

w - wall value 

INTRODUCTION 
Studies in natural convection within enclosures have received 

considerable attention particularly for domains with regular 
geometrias [1,2,3). This work investigates natural convection 
phenomenon fn horizontal elliptic enclosures subject to non-uniform 
heat flux applied at the cylinder periphery. 

Numerical techniques are frequently employed to solve the 
non-linear coupled system of governing equations. However, for 
domains with curved boundaries, numerical algorithms based on 
uniform grid spacing introduce some complications into the finite
-difference approxlmations for the derivatives of dependent space 
variables near these boundaries . For example. Carnahan et al [4] 
subdivided regions near the curved boundary into four subregions io 
order to tackle effecttvely the torsion problem for shafts with 
elliptic cross-sections. A widely used technique to handle curved 
geometrias is to solve the conservation equations in a coordinate 
system that matches the domain boundary . These coordinates, defined 
as natural coordinates, may be either orthogonal or nonorthogonal. 
The disadvantage of the nonorthogonal system of coordinates is that 
the tesulting finite-difference analogues of the ~overning equations 
involve nine discrete points (for a 2-D flow pro.blem) as opposeil to 
five polnts in orthogonal system of coordinates [5]. Also , the 
governing equations must be transformed from the orthogonal to 
nonorthogonal coordinates using appropriate and possibly co~plex 
transformation relations. This makes the choice of natural 
coordinates which match the domain boundary geometry sometimes 
unattractive . This is the case of the present work, which utilizes 
rectangular Cartesian coordinate system. 

Grid refinement is an important feature of numerlcal 
techniques, especially in portions of the computational region where 
solution gradients are very high. This is to achieve better 
accuracy and convergence for the numerical solution . 
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Refinement is achieved in some cases by first transforming the 
appropriate coordinate before subd1vid1ng 1t un1formly. ln the 
present work, the approach is different as a comb1nation or regular 
mesh s1zes i n one coordinate d1rection and irregular discretization 
in the other coordinate direction is employed. The benefit 
derivable from this technique is automatic gr id size refi nement 
near the high curvature portions of the rigid boundary. Also, the 
method allows grid points to fall on the curved boundary , thus side
-tracking awkward approx1mat1ons associated with regular 
discretization near the curved periphery. To this end, a recursive 
relation is constructed to generate successive l y decreasing mesh 
sizes along a preferred coordinate. For this work, for a few 
number of divisions, say N ·10, the horizontal grid sizes are found 
to vary from 0.400 at the central core of the ellopse to 0.002 in 

This technique has been the vicinity of the curved boundary. 
employed successfully by Roache [6]. A 20K20 grid network is used 
in the present analysis and predicted results are reported for 
bottom-heated elliptic cylinders. 

MATKEMATICAL MODE L 
Consider a steady laminar two-dimensional free convection 

due to density gradients resulting from variations in temperature 
within a long horizontal elliptc cylinder whose curved boundary is 
arbitrarily-heated such that the maximum and minimum temperatures 
occur at the po1nts 1 and O as shown in Figure 1. Because of the 
geometric, flow and thermal symmetry about the vertical axis , only 
the right-hand half of the domain will be considered henceforth. 

The physical model and coordinate system are shown in Figure 
1. For the problem, the followiog additional simplifying 
assumptions are made. The flow is presumed incompressible and for 
low- velocity flows, viscous dissipation and pressure stress work 
are neglected. lhe fluid is Newtonian and fluid properties are 
considered temperature - indepentent except density for which the 
Boussinesq approximation is invoked. Referred to the rectangular 
Cartesian coordinate system, the governing conservation equations 
of continuity , momentum and energy , are respective l y: 

(1) 
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UUX + VUy • - -
1

- PX + \)(UXX + Uyyl 
Pm 

(2) 

( 3) 

C4) · .• 

where the subscripts, except O a~d m, indicate the s~ace coordinate 
with respect to which the partial dertvatives are obtainel. lhe 
prescribed constraints on the domain boundary are: 

where, 

and 

(5) 

(6) 

Tw( q,) = A + BSin( q,), - ...:!!.. S 4> S + ...!.. 
2 2. 

(7a) 

B = (To -TI) I 2 (7b) 

u =n =Y =o 
~~~=0 

1 Figure 1. Physical model, normalized 
coordinates and boundary 
constraints 
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Reduction of the aoverning Equations 
lt should be noted that the system of governing equations 

are non-linear, non-homogeneous and coupled through the temperatura 
term. Understandably then, the equations are not amenable to 
closed-form solution. Consequently, we resort to an approximate 
method of solution; namely, the finite-difference approximation. 

However, a question of primary importance ts the definition 
of the appropriate or characteristic reference velocity which must 
be known a priori. lt is clear that for this problem, a unique 
characteristic velocity must be determined from the differential 
equations. Stnce the velocity components U and V are due to the 
buoyancy force in the fluid, a parameter related to the temperatura 
distribution ín the fluid must be introduced into the normalizing 
scheme as suggested by Ostrach [7] in his analysls of a pure free 
convection problem. Hence the appropriate scaling quantity for 
velocity may be obtained with heuristic reasoning. From 
considerations of force balance in the momentum equation , it is 
obvious that since the convection process is initiated by the 
impressed thermal gradient, the inertia and buoyancy forces are of 
the sarne order of magnitude. These forces may therefore be equated 
fo11owing Tritton [8] and Faris and Viskanta [9) to obtain the 
characteristic reference velocity, C as [Sg(T 1 -T 0 )b]

1
/ 2 • Comparing 

the orders of magnitude of the inertia and viscous forces yields 
Gr~2 • This is the cas~ of high Grashof numbers . Following Rego 
and Fernandez [10], Grt2 is introduced as a scaling factor tnto 
some of the normalizing coordinates. After eliminating the pressure 
terms between the momentum equat·ions (2) and (3) by cross partial 
differentiation, the resulting dimensionless vorticity and energy 
transport equations cast in their div~rgence forms are respectively : 

The vorticity function, n is linked with the stream function, f 

through the Poisson equation, 

(8a) 

(8b) 

(9) 
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where the stream function, ~ is defined by the relations: 

u • ~~ v " -V n 

and the normaliztng coordinates are: 

X y 
I)·- '·-b b 

UGr% VGr'fa b v • b u • c c 

e = T- T4 

T 1- T D 

PGrb 
p =---

Pmel 

The normalized bounda~y const r aints are sho wn in Fig ure 1 . 

NUMERlCAL ALGORITHM 
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( 1 o) 

(11a) 

( 11 b) 

The unique method of discretization employed allows mesh 
points to fall on the cylinder periphery so that the problem 
associated with near-boundary grid points does not arise. Also , in 
order to achieve grid refinement, a recurrence relation is 
constructed to generate successively decreasing grid sizes between 
any two neighbouring nodes in n-direction, as illustrated in 
Figure 2b. If the equation of the ellipse is given by: 

( 12) 

and the eccentricity, e is defined as: 

(13) 

then the normalized equation of the ellipse is: 

( 14) 

If n; ,j and n1+ 1 ,j are the non-dfmensional distances of any two 
adjacent nodes from the origin , O, and 6~ is the un;form grid size 
in the '-di rection, then the equation of the ellipse may be weitten 
as: 

(, 5) 
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Figure 2a . Discretized domain 

Figure 2b. Typical five point computational mulecule 
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He nce, 

I 2 f"~2 • 1 - (j6f;) 

1 - e 2 

Similarly, 

Also if lHli+l is defined as (ni+ 1 , j ·'1;,jl' then, 

[1- {j -1 ) 2 (6EY J% - [1- (j6~ ) 2 ]1, 
[ 1 _ ez J lf2. 

( 16a) 

( 16b) 

( 16c) 

Substituting for 6~ .. 1/N and for j ~ N+1-i for any po i nt on the 

ellipse, the final recursive relation for grid ref1nement is : 

6'1· " [t -~fz -[1 - (N+ ~ 2-.i)2f2 
1+1 l'!: 

[1-e2 ] 2 

( 17) 

where i= 1,2,3, ... ,N and 611 1 is zero. 

Finite-difference Analogues of Normal ized Eq uations 
lf r .. r(n,E:) is a dummy space varfable, the n the second 

- order accurate Taylor series approximations for the partial 

derivativas, rn' r1111 , r~C and r ~ at the point (i ,j) are given by: 

t~n1 •• 1 61)1. I (r. 1 . - r .. ) (r. 1 . -r; .) I r I _ --~-..:...,_- . 1+ ,J 1 , J _ ,_ ,J ,J 

n i,j (6ni+l + 6'1;l (6'1;.1)2 (6n;l 2 

2 ~(r . 1 .-r1 .) <r1 1 .-r .. )1 r I " ------ . 1+ ,J .J + - ,J , ,J 
1111 

i ,j (6ni+l + 6n;) 6n;.1 61'1; 

r cl· ;:' 1 ,j 

<r; ,j+1 - r, .J-1 l 
26( 

(r,. ,j+ 1 - 2r. . + r1 . 1 l r I - , , J ,J -
f;( i , j ;:' ( 6() 2 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 
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Particularizing r appropriately in the governing equations, the 
following finite-difference approximations for e , n, '· u and v are 
obtained. 

where, 

where, 

Temperat ure Equation 

( 2 - I v . ·I 6~ Pr) 
C l ,J e • ----=-~---

2{M;)2 Pr J
8 

(2.+ I v;) Pr) 

2(60 2 Pr J 9 

Vortex Equation 

n; ,J = An ni+1,j + 8n ° i-1,j + cn 11; ,j+1 + 0n 11; ,j-1 + En 9i+l.j + 

+ F 11 e; _1 ,j + G0 e; ,j 

{22) 

{23a) 

{23b) 

{23c) 

(23d) 

{23e) 

(24) 

{24a) 

(24b) 
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where, 

and 

Bn • 

cn • 

on • 

(2+ lu; ,JI óll;l 

Ól)i (t.l)i+1 + Ól)i) Jfl 

(2- I v i zJ I A~) 

2(t.CP J0 

(2 + lv; zJ I M; ) 

2( t.~P J 0 

(t.lli+l - t.ll;) Grb 

61l;+ 1 t.ni Jn 

Poisson Equation for the Stream Function 

J ljl • 2 +---
An1+1 All; ( 6~)2 

2 
Aljl • 

An1•1 (t.ni+1 + ilTJ;) Jlj! 

2 
B • 

1jl 
illl; (ól)i+1 + t.n;) J"' 

1 

c"' . (M.;) a JV 

Dljl • 
A~ 

(6E;)2 
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(24c) 

(24d) 

(24e) 

(24f) 

(24g) 

(24h) 

(25a) 

(25b) 

(25c) 

(25d) 
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where, 

Velocity Co•ponents 

('fi,i+1-,.i,i-1) 

2llf; 

vi,j •-
('l'i+1.j- '~';} 

(lln;. 1 )2 

• 2, 3, ... , N a nd j • j * • N+ 1- i . 

('!'1-1 ,j- '; ,j> 

(lln1 )2 

(26) 

(27) 

The 1 teration schem'es for 6; ,j , o1 ,j , and 'I'; , j are set 
out sequentially as follows and implemented using Gauss-Seidel 
iteration techn iq ue. 

o~:j1 
• (1 - ~)~:J + (Ao ~;1,j + 8o ~~!j) ~ + 

( 1 n* n*+1 n+1 n+1 ) 
+ \cn °; ,j+1 + 0o fl; ,j-1 + Eo 91+1..1 + Fn 6i-1,j wo + 

n+1 
+ '"o e, ,J ~ (29) 

) n** ( n** n**•1) 
• (1-wljl "'1,j + \ 'l'i+1,j + BljJ '~'i-1,j' w\jl + 

{, ( ,..n** n**+ 1) n*+ 1) 
+\CW \Ti ,j+t + 'I'; ,j- 1 + Dljl tli ,j r.~~ (30) 

where n, n*, n** are the number of iterations and w6 , w0 , w\jl, 

represent the relaxation parameters for the temperatu re, vorticity 
and stream function fields and 1 < ( r.~6 ,w0 ,~»'11) .<2.0 . Following 
Nogotove (11] for flow situations where the Rayleigh number is less 
than 10 5 , w6 aw0 ll1.0 and r.~ 111 is chosen to be 1.6. The criterion 
for iteration convergence of the (6,0,'1') system of difference 
equations is chosen in this case to be: 

Alternatively , to further save computer space and reduce 
computation time, steady state solutions may be obtained from a 

(31) 
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rough grid system and then grid parameters are decreased and the 
crude approxftmations are extrapolated to zero g.ridl size with. 
reasonable confidente following Ozoe et al [12]. 

Boundary Approxi•ations 
Along the hypothetical plane of symmetry, i . e. n • O, the 

temperatura and vortex funct i ons values are approximated by: 

e1,j " 
(t.~ + cu,3 )2 a2 , j - (lll)z) 2 e3 , j 

(t~ -al)3l 2 
- (t.~P 

< t.nz • 6"3 P nz , j - < 61)2 P 03 ,j 

< Mz + 61)3 )2 - ( tl1)2 P 

Along the curved boundary, 

where i •2,3 , .. . ,N and j* ~j •N+2-1 

HEAT TRANSFER CALC ULATlONS 

(32) 

(33) 

(34) 

The local circumfere~tial heat transfer coefficients are 
defined through the conduction- referenced Nusselt numbers given by: 

(35) 

wh ere, 

e f c2 ( 
ae(~) lw + 11 aea(() lw} ~1'1 

1- (1 - c' )2 % 
(36) 

N+2-i [ut + v~ J lh ?:; a, ,J 
J·1 i ,j 1 • 

;! i : 1 ,2, 3 • .•. ,N (37) 
N+2-i 

[u1,j + vi,j] Y2 (N+1-i} E 
J•1 
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(38) 

The mean Nusselt number is obtained from: 

Nu = ...!.... Nu(~) d4> f
+n/2 

n -n/2 
(39) 

The integral in equation (39) is evaluated exactly but can be 

obtained by any standard numerical quadratura scheme using unequal 

interval sizes. 

RESULTS ANO DI SC USSION 
The Flow Patterns 

The flow patterns considered .ar·e for the bottom-heated 

elliptic cylinders for which thermal stratification is potentially 

unstable. For the range of parameters examined in th is case, two 

flow regimes, namely: bicellular and multicellular, are identified. 

(i} Steady-state bicellular flow: For Rayleigh numbers 

lying between O and SOO, the flow pattern consists 

of unsymmetrical cells in each quadrant . Figures 3a 

and 3b clearly stiow fluid circ·ulations and the resulting 

temperature distributions. Near the top region of th~ 

first quadrant , thermal st ratlfi cahon is indicated. 

However, because the convective action appears to be 

more pronounced in the central region .of the first 

quadrant of the ellipse, the isotherms exhibit char ac , -
teristic distorsions which resemble the letter "S". In 

the fourth quadrant where the convective activity 

appears to be less vigorous , thermal stratification 

is shown and the isotherms are almost horizontal. 

( ii) Steady-state multicellular flow: For the sarne range 

of Rayleigh numbers, as the eccentricity increases 

from 0.4 to 0.8, p~ckets of circulations áppear near 

the bottom of the cyl i nders and the stream 1 ines are 

crowded towards t.he top of the cyl inders . The isotherms 

in the first quadrant suffer considerable deformations 

for high Rayleigh numbe r s- in this · case , Rao600 . ln 

the middle of the first quadrant, the familiar thermal 

"caves" vanish and isotherms are duplicated as shown 

io Figure 3d. However, thermal stratification chara~ 

teristic are still prevalent in the fourth quadrant. 



Figure 3a. Ra = 250 

eccertricity = O .J. 
9 

Figure 3b. Streamlines and isotherms, Ra . SOO 

Figure 3c. Ra ; 250 

eccertricity :0 ·8 
9 

~~dL---l 
Figure 3d. Streamlines and isotherms, Ra • SOO 

.-
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He at Transfe r 
Heat transfer is described in terms of the local periphe~al 

Nusselt numbers for typical Rayleigh numbers and eccentricities. As 
shown in Figure 4 , for unstable stratification, most of the heat 
transfer occurs at locations which correspond to~ a ·Hi degrees. 
Also, it is observed that the Nusselt number changes sign tw1ce f or 
both bicellular and multicellular regimes. Figure 5 illustrates 
the influence of Rayleigh nu111bers on the mean Nusselt numbers. 
Clearly, critical values of the Rayleigh numbers are predicted for 
which heat transfer rates are maximized . However, the heat transfer 
situation worsens as the Rayleigh number exceeds the critical value. 
Thfs observation could be attributed to the development of the 
multicellular flow structure accompanied by drastic changes in the 
temperature field . The isotherms are duplicated and localized high 
temperature spots are shown. 

CONCLUDING REMAR KS 
The effect of eccentricity on heat transfer has been 

reported in this work with particular reference to bottom-heated 
elliptic enclosures. Existence of optimum Rayleigh numbers is 
manifested . A rigorous determination of these critical Rayleigh 
numbers is not presented here but work is currently going on in 
this respect. 
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Figure 5 . Variation of rnean Nusselt number with Rayleigh nurnber 
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c. o da ~táó .t.i.ca. 

INTRODUÇAO 
O problema da elástica, estudado por James Bernoulli, Daniel 

Bernoulli e Euler [1], consiste no estudo das configurações de equ! 
librio de uma barra i nextensivel sujeita unicamente a compressão a
xial. 

O modelo adotado para esse estudo, geometricamente exato, co!!_ 
duz a uma equação semilinear ~o tipo 

-- A(s) -- + P sena " o d ( d6 ) 
ds ds 

onde s é comp rimento de arco, e(s) é o ângulo entre a tangente ã cur 
va em s e a direção da carga aplicada , P é a magnitu de da carga aplj_ 
cada e A é a rigidez a flexão da barra, suposta estritamente maior 
que zero. 

O resultado bãsico desse modelo é a existencia de um conjunto 
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infinito discreto de cargas criticas que corresp"Ondem a pontos de bj_ 
furcação. 

Apresentaremos nesse trabalho um modelo geometricamente exa
to para descrever flambagem de barras levando em conta a variaçâo de 
comprimento da barra devido a compressão. A au.sênc1a da hipótese de 
inextensibilidade no nosso modelo acarreta que ·o numero de carga"s 
criticas e fin i to, em marcante contraste com o modelo inextensivel. 

Nosso modelo e bem mais realista que os presentemente em uso 
em projeto de engenharia e bastante superior ao considerado por Love 
[2] e Reiss [3] que são geometricamente inexatos, isto ê, envolvem 
aproximações da geometria. 

Medidas de Defor•ação 
Apresentaremos aqui, para melhor exposição das idêias, ape

nas deformações planas. 
A elãst1ca serã representada, em sua configuração inicial e 

deformada, por curvas planas como sugerido na figura abaixo. onde s. 
4, ~e e são os comprimentos de arco nas configurações inicial e de 
formada e os ãngulos formados com a horizontal pelas tangentes as 
configurações inicial e deformada, respectivamente. 

X 

Usaremos como medida de deformação as variãveis 

cl6 t(s) • --- t , 
ds 

d de d6 d~ v • -(9-~)·----
ds cl6 ds ds 

Observe que e mede a variação de comprimento por unidade de 
comprimento da configuração inicial e que K = d~/ds e k • d8/d4 
são as curvaturas das configurações inicial e deformada 1 respectiv! 
mente. Logo 

\1 + K • k(1+e) 
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EQUAÇOES DE EQU I LIBRIO 
Nessa seção derivaremos as equações de equillbrio de uma bar 

ra plana sujeita a esforços generalizados distribuldos dados por for 
cas e momentos. 

Para derivarmos as equações de equillbrio governando o pro
blema faremos balanço de forcas e momento entre o extremo A e uma se 
cão 4 qualquer da barra na sua configuração deformada . A figura a
bai~o esquematiza o problema. 

y q)'(AJ t 
~)'a(h ) 

- qal_. l 

~(MA 

tFAY 

Q (A) 

' e 
X 

MA , FAx' FAy sãoosesforços atuandoemA; m(4), qx(4), qy(4) as sol! 
citações externas; e M(4). N(4). Q(4) os esforços internos na seção . 

As equacões de equi l fbrio são: 

E Fx • O . · . FAx • H cose- Q sena •J(: qx(C)d~. O 

E M(A) • O . . -MA- (N cose - Q sena) J
0

4 
sen[e(~)]df,; + 

+ (N sena • Q cose) J : sen[e(~)Jd~ •Jf: m(t)d~
-jí

0

4 
lqx(t) jí0~ sen[e(r;)]dt} d~ ~ 

( 1) 

(Z) 

• J
0

4
1qy<tl fo~ cos[e(r;)Jdt f d~ + M. o (3) 
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Loca 1 i zaremos essas equações tomando der'i v adas C·Oib respeHo 
a ~> , obtendo: 

_d_ (N cose - Q sena) + qx(~) = O 
di> 

:~> (N sena + Q cose) + qy<.&) = O 

! + Q + m(.6) = O 

(4) 

(5) 

(6) 

r conveniente considerar balanço de forcas nas direções tan
gente e normal ã configuração deformada, combinando (4) e (5), e no 
tando 

obtemos: 

~ - Q ~ + n = O 
d.6 d.ll 

(7) 

~+N..J!!..+q=O 
d.6 d.ll 

(8) 

O conjunto (6), (7), (8), ou equivalente (4), (5), (6), são 
as equações de equiltbrio da barra referidas i configuração deform! 
da. ~ s equaç~es de equillbrio referidas i configuraçio inicial sio 
obtid 1' transformando variiveis, de • paras, e sio: 

M' + (1+E:)Q + (1+e:)m =O (9) 

N' - ( 1-1 + K)Q + ( 1 + e:) n ... O (10) 

Q' + (J.I+ K)N + (1 H:)q .,. O ( 11) 

onde ( ) ' ~-is ( ) e por ''abuso'' de notação usamos os mesmos s'ímbo 
los pa~a M, N, Q, m, n, q como função de • e s embora,obviamente, 
as expressões funcionais não coincidam necessariamente. 
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MODELO 
Queremos estudar as configurações de equi11brio de uma barra 

compress1vel' que na configuração inicial e reta e subme·tida unica
mente a esforços de compressão. A configuração reta, com compressão 
apropriada . e sempre uma configuração de equ i llbri o; o que estamos 
sobremodo interessados é na existência de configurações não retas, 
denominadas doravante de flambadas. Nosso objetivo e construir um 
modelo matemitico que nos permita determinar quantas e quais são as 
configurações de equilfbrio associadas a um dado valor de carga de 
compressão axial. 

p -;------p ~ p 
A 8 X(A) ?((8) 

Adotaremos como hipóteses constitutivas 

N 
E:=--EA 

M 
IJ=--EI 

( 12) 

onde EA e El são constantes que dependem do material e da geometria 
da barra. 

Consideremos que nas equações de equillbrio, (1) a (11) temos 

(1 3) 

Das equações (1) e (2) tem-se imediatamerite que 

Q = P sen6 N ... -P cose ( 14) 

A configuração inici~l da barra sendo reta resulta que 

IJ : 8 I (15) 

Substituindo as equações (12), (13). (14) e (15) nas equações de e
quil1brio obtemos 

e" + B{1- i 2 B cose)sene .. O ( 16) 
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onde 

Estudaremos o problema de uma barra AB, livre em A e engas
tando em a. ou seja , com as condições de contorno 

e• • o em A ( 17) 

e • o em B (18) 

A 

L 

SOLUÇ~O DO MODELO 
Considerando que a barra na configuração i nicial tem compri- . 

mento unitãr io (o que equivale a inicia r com uma barra de comprime~ 
to L e fazer uma mudança de variãveis para ~), temos que resolver 
o problema 

e"+ 8(1-1 1 8 cose)sene • O o < s < 1 ( 19) 

6'(0) • e(1) • o (20) 

Vejamos inicialmente para que valores do parâmetro 8 temos 
solução não triv i al. Pa r a isso basta estudar o problema 

e• + k e • o (21) 

e'(O) • 6(1) • o 

onde 

k .. 8( 1 - i 2 8) 

Os au tova lore s pa ra o problema l i near izado são 
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n • 1 .2 , ••. 

Para que Sn seja real e necessário que 

1 1 
n :ii -2- + "2,T'T 

o que restringe o numero de cargas crlticas de flambagem. 
Vamos agora resolver o problema completamente. Seja e(O) • 

• a . Multiplicando (19) por O' e integrando entre O e sachamos 

Por conveniência adotaremos a transformacão de variáveis 

p • sen ~ 
2 

p sen~ • sen ~ 

(22) 

(23) 

Substituindo (23) em (22) encontramos apõs algumas operacões 
a equação integral 

onde 

( w F(t.B.p)d. • 1 
J 11/2 

(24) 

A equação (24) e resolvi da iterativamente para determinar S. 
Determinamos (s) pela equação (19) com e(O) •a e a seguir determi
namos as deformações e os esforces por (12 ) , (14) e (15). A conff
guracão flambada ê obtida integrando-se as equações 

~ .. cos 8(6) 
il4 

RESULTADOS NUMtRICOS 

ou X 1 
• ( 1 + &( S) )tOS 8( S) 

ou y' • (1 +e(s))sen e(s) 

Apresen taremos aqui alguns resultados obtidos com o modelo. 
A introdução da extensibilidade da barra no modelo faz que o numero 
de cargas criticas seja finito, existindo situacões em que não hã 
carga critica real. Alem disso, a carga crltica obtida pelo modelo 
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ê maior que a encontrada pelo problema clâssico da elãstica; o que é 
visto na Figura 1. que mostra como a relação Bnlkn varia com Zi I1Ç, 
onde sn e kn são ps parâmetros de carga critica para o n-és1mo modo 
de flambagem no modelo extensível e inextensivel, respectivamente. 
Ressalta-se que o n~mero de cargas criticas est~ 11m1tado pela rela 
ção 2 i l"k,;" s 1 • 

J!!!_ 
kn 

o ei v;ç 

Figura 1. Taxa de ampliação das cargas criticas 

O comportamento põs - cr1t1 co para os três primeiros modos de 
flambagem de uma barra com 1 • 0,1 , determinado pelo modelo com e 
sem extensibilidade, estã mostrado na Figura 2, que é o grãfico de 8 
contra o ângulo a, que a barrA faz com a horizontal em s. O. Obser 
va-se que inicialmente a barra extenslvel req uer maiores cargas pa
ra um mesmo a e que ã medida que a aumenta isso se inverte. 

útenafvee 
200 lnu tenarv.t i· o. t 

(i) 
:::::> 

"' 180 0:: 
C) 

8 100 

o 
22,21 et.89 ~ 

/33,U 
ESCALA LOOAR(TMA 

Figura 2. Comportamento pÕs - critico 



RevBrMec. Rio de Janeiro. V. VI l , n~ 4 - 1985 381 

A bal"'ra com i. 0,1 não tem carga critica real para a tercei 
ro modo; entretanto, ê posslvel encontrar neste modo configuração 
flambada para Q grande. 

Na Figura 3 estão mostradas as configurações defo r madas , re 
ferentes ao 19 modo de flambagem, para barras submetidas aomesmo P! 
rãmetro de carregamento {6 • 2,55), sendo uma inextensivel e a outra 
exte nslvel com i • O ,1. 

n --0 .,....,..-1 _L}--1 
- - 0,936 ]t---

i------ - 0,902 ------ -----1 

Figura 3. Configurações deformadas 
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AP[NDI CE 

MODELO GEOMETR I CAMENTE APRO XIMADO 
Obteremos a par tir do modelo apresentado, out r o geometricame.!!_ 

te aproxima do encontrado na l ite r at ura [ 3] , verificando que simp l i 
ficações são introduzidas bem como o que isto acarreta quant o a sua 
aplicação. 
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Coloca,remos ãs equações em termos das coordenadas c artes ia
nas da configuração deformada ( x e y) e então farern·os as considera~ · 
coes simplificadas. As equações bâsicas do nosso modelo são 

e"+ S(1-i 2 6 cose)sene • O 

.6 I 1 + e: a 1 - i 2 B cose 

x ' (1+e:)cose 

Y1 = (1 + e:)sene 

e as condições de contorno de uma barra •ngastada e livre 

e~(o) • e( 1) =o 

y(O) = Yo 

y(1) • o 

(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

(A.S) 

Das equações (A . 1) , (A.2) e (A . 4) temos que (A . 1) pi>desere~ 
crita como 

e•· + s y' .. o (A.6) 

que ap6s ser integrada entre O e s resulta em 

e I + s(y I - Yo > .. o (A. 7) 

Das equações (A.3) e (A.4) temos 

e= arctg(y 1/X 1
) (A.B) 

e portanto 

a ' " y" x' - Y I x" 
(x1)2+(y')2 

(A.9) 

Combinando (A.2), (A . 3) e (A.4), levando em consideração que 
de (A.8) temos 



RevBrMec. Rio de Jeneiro, V. VIl , n.Ç 4 - 1985 383 

cose .. x1 /(x')2+(y·') 2 

chegamos a 

-i 1 13 = X 
1 + 

(y I) 2 - I (X I )2 + (y I) 2 
(A . 1U) 

Façamos a expansão da raiz quadrada em torn~ de y' =0 obtendo 

I (x ')2 - (y 1 )2 "' x 1 + . (y')2 +O( (y 1 ) 3 ) 
2x 1 

Substituindo (A . 11) em (A . IG) temos 

1 1 O((y 1
)') -i 2 13 .. x' - 1 + (y') 2 (1 - --) x -- + ~~-..,.!-..!_ 

2x' X 1 x' 

(A.11) 

Escrevendo as coordenadas x e y em termos dos deslocamentos 
u e v dos pontos nas direções dos eixos cartesianos temas 

(A.13) 

(A. H) 

onde X,Y são as coordenadas na configuração de refeências. 
A configuração inicial e dada por 

X(s) .. s e Y(s) .. O (A. 15) 

donde temos que 

x' = 1 + u' (A . 16) 

e 
(A.17) 

Conside r ando pequenos deslocamentos desprezamos em (A . 9) os 
produtos entre suas der i v adas, obtendo e' a v~ e em consequenci a (A .7) 
ficando 

v• + 13(v-v0) "O 

Temos tambêm que 
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;: 1 - u' (A. 19) 

e então em (A.12) retendo termos ate a ordem 2, temos 

-i~ 8 • u' + j_ (v') 2 

2 
(A.20) 

As condições de contorno do mo de 1 o aproxima do em termos dos 
deslocamentos ficam 

O • &'(O) • v"(O) 

O. e(1) • v'(1) 

v(O) • y
0 

v(1) • O 

Executando o mesmo procedimento para uma coluna bi-rotulada, 
obtemos o modelo apresentado por Re1ss [3J . 

O modelo aproximado leva em conta que os deslocamentos são P! 
quenos o suficiente para desprezar os termos de ordens superiores ã 
2t. não sendo portanto. adequado para a determinação de configura
ções que se afastem bastante da inicial. O processo de aproximação 
torna posslvel a obtenção dos autovalores a através de uma equação 
linear (A.18), sendo estes, entretanto, diferentes dos autovalores 
do problema original. O modelo aproximado calcula os autovalores do 
problema linearizado e utiliza o encurtamento sõ para adeterm1nação 
da função u(s) do deslocamento paralelo ao eixo inicial da barra. 
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