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ABSTRACT 

101 . 

The 6low ~ound ~wo elo4ely 4paeed eyl~nde~4 mov~ng h~mon~ea ty i n 

an ~nó~~~e ólu.i.d ~eg.i.on ü analy4ed. The mo~~on4 ampl.i.~ude ü M4umed 

~o be 4mall and ~he vüeo4.i.~y ü neg!ee~ed. The eomp!ex veloe.i.~y 

po~en~.i.al ü w~.i.~~en M a 4e~.i.e4 and, u4.i.ng a gene~al.i.zed óo~m oó 
. ... . 

~he Bla4iu4 ~el~.i.on4, ~he hyd~odynam.i.e loali4 ean be ealeula~ed. 

Fo~ 4ueh a 4imple eonó.{.gu~a~.i.on oó a mul~~bod.i.e4 4 y4~em ~he analy~.i.eal 

4ol~~on ~4 u4ed ~o eheek ~he ~e4u!~4 oó a nume~.i.eal a~aly4i4 wh.i.eh 

u4e~ ~he Bounda~y E!emen~ Me~hod. 

NOTA TI ON 

UpEercase 

F - hydrodynamic 1oad 
W complex potential 
C - added mass coefficient 

Lowercase 

R. - di stance between the di pol e and o ri gi n of the coordi na te system 
m' - added mass 
p - static pressure 
r - radiu~ of a cylinder 
t - time 
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Greek .· •.. .,. ·. · . . -- . 
ô - ·· p'hás.e .·of 't'he motion 
e: - small parameter 
~ - strenght of a dipole 
n amplitude of the motion 
~ - velocity potential 
p - specific mass 
w - frequency of the motion 

Subscripts 

A - refers to cylinder A 
B - refers to cylinder B 

I NTRODUCTI ON 

RevBrMe.c, RiodeJaneiro, V. Vll,n~2-1985 
... 

' . 

·-

This paper deals with the analysis of the flow around a group 
of bodies moving closely-spaced from each other. For distantly 
spaced bodies of simple forms, analytical solutions for the fluid 
problem can be found. Generally if the bodies have no simple forms 
or if they are closely-spaced one has to resort to numeric~l 
methods in order to get the solution for the fluid dynamic problem; 
these numerical methods are the finite diff~rence method (F.D.M.) 
[ 1] and the finite element method (F.E.M.), [ 9 ],[10] which rt::qu1re 
thediscretization of the fluid domain. As an alternative to those 
mentioned methods there is the boundary· element method (B.E.M.)[ 2 ], 
[ 3 ],[ 4 ],[ 8] which requires only the discretization of th·e 
boundaries of the fluid domain . 

As a preliminary study to problems with complex geometry, 
which will require the use of numerical methods, this paper deals 
with the analysis of the flow around two closely-spaced circular 
cylinders of radius yA a~d y8 moving harmonically with small 
amplitude in an infinite fluid region. Assuming all the necessary 
conditions, the velocity field is given by the gradient of a 
velocity potential. 

The solution to the potential problem is obtained 
analytically as the real part of a complex velocity potential 
written as a series; each term of such a series represents a dipole 
inside one of· the circunferences. As the sequential index 
increases, the respectiv~ dipole is located. nearer the circle 
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boundary. · A ge~era1ize<;l : form ·for the B1asi·u.s relatiq,n ·, wh/ch is 
: • .. t ··: • ·• • • 

aep 1 i. ed .t'ê>non-~teady state 'f1 .ows, is used to ·get the . hy~~:~~y~am1 c 
1 õ ad s. · 

A numerica1 so1ution to the sarne prob1em was obtained using 
the BEM. Added mass was, then, ca]cu1ated for different 
configurations and the resu1ts show good agreement with . those 
obtained using the ana1ytica1 method. 

FORMULATION OF THE PROBLEM 
The equation of motion for an array of n bodies moving in a 

f1uid region can be written as 

(1) 

where [MJ is the mass matrix, [C] the structura1 damping, [KJ the 
stiffness matrix and {FH} the hydrodynamic 1oad vector. ln the 
above equation the externa1 1oads are reduced to the hydrodynamic 
ones. The hydrodynamic vector can be sp1it as 

{ FH} = [MI ]{Ti } + [c I ]{f,} + [ K I ]{ 11} + { Q} (2) 

where [M'J represents the inertia of the f1uid (added mass matrix), 
[C'] the f1uid damping, [K'J the f1uid "stiffness" and {Q} is the 
excit i ng force. 

Since it is assumed that the viscosity effects can be 
neg1ected and that the f1uid region extends to 1arge distances from 
the bodies, FH reduces to the inertia force . This is dueto the 
fact that the f1ow is generated by the osci11ation of the bodies, 
wich move harmonica11y a1ong the y-axis, as shown in Figure 1. The 
body motions are defined by 

and the body surfaces by 

* -*'(**) Tis = Tis s 1 n w t + o (3) 

(4) 
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where the. as ter is k den?tes dimensional 
are without asteris). ·· 

variables and tbe. d:imens i onl ess 

· ·· .si;?:;·. · 
ones 

L" a 

Figure 1. Modeling 
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I 
r-1 s, 

Assuming all the necessary conditions for the existence of a 
velocity potential, a boundary value problem can be written. This 
problem is made non dimensional using w*- 1 and r*= max(rÂ, rB) as 
references for time and le·nght. ln addition one writes the velocity 
potential as an assymptotic series 

x,y,t fixed 

Substituting the above expansion in the non-dimensional boundary 
value problem and considering only the leading terms, one gets [ 4] 

in fluid region (5) 

DFA • 
-- = 2y nA • • • • • • • • • • • • • • • i n s A 

Dt 
(6) 

Dt 
DFB = 

2y ng ................ in s8 {7) 

IV ~1 +O ••.•.••••••.••••••. at large distances (8) 
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where the quantÜ~i: ~f are non-dimensional and · DFflDt , DF8/Dt ar.e 
the "linearized'"~.fo.J.m qf th"E! material derivative of the e~pressions 
defining the l)'leaii ~~~-itfons CsA and 58 ): 

· ... , . 
- ( )2 ·-·'·· 2 2 
FA = x- R.A -+ .. ~- - .- rA =O 

FB = (X+ R.B)2 + _yf ~ .rs . = O 

(i) = 1 

Note that in the above equations the subscript (1) in ~ 1 was 
deleted. It is also to be noted that a Taylor expansion was used 
to transfer the body condition from the actual to the mean positio~. 

THE VELOCITY POTENTIAL 
As mentioned before, the velocity potential defined by (5)­

- (8) is, in general, difficult to be obtained analitically and one 
has to resort to numerical methods. For our simple configuration, 
however, one can get an analytical solution. 

Analytical Solution 
Let's write 

~(x,y,t) = Re [W{z,t) J 

where W(z,t) is the complex velocity potential; an analytical 
function. Using the circle theorem [ 6], one has [ 4] 

W(z,t) =-i 

where: 

JJBn \ 
+ l-+' R.Bn} 

(9) 

( 1 o) 
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.. Éa~h · te ·rm of ·thl! s·e"ries (1 .!) represents ·a dipole insi .de oJt 
of the ·:circ.les as shown ·in Figure 2. As it. can be seen in that • .... . 
figure and i n the above ~xpressf on, the· re~pe<:.ti v e di po.l e i !1 1 ocâ.ted 
nearer the boundary of the cylinder · as the . index of the term 
incre ases. 

I 

Figure 2. Dipole series 

Sol~tion Via BEM 
To get the velocity potentia) utilizing the BEM one starts 

with the relation [ 1 ]: 

where 

a. ~(Z.) = -- w. de- ~ - 1
- de i í:l~ i í:lw' 

1 1 c í:ln 1 c í:ln 

\

1 -

1/2 

if Zi is an interior point 

- if Zi js on the contour c. 

and wi (z) = * R..n (
1 
Z _1 Zi 

1
) , which represents a point source 

( 11) 

located at Zi with an intensity equal to unity. The boundary of 
the fluid region is divided in N strai~ht segme~ts within which ~ 
is constant. We therefore have, for the boundary, 

1 
-~. 2 1 

N ~~ . 1 N i í:lw· . E ~ w. de - E ~. - 1
- de 

j=1 í:ln cj 1 · j=1 J cj í:ln 
(12) 
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[H .. 1{~-} ;. .[G .. ] ~~l •, 
1 J~ J · 1 J } . a n ~ 

. ' . . ~ 

i.f we define 

i aw; 
--de 

cj <ln 

- + --1
- de , 1 1 ÔW · 

2 cj ôn 

Equation (13) is of the form 

[A .. J{x.} = {b . } 
1J J 1 

where: and 

is a known function on c. 

j 

.. .. 

when 

10~ 

( 13) 

( 14) 

(15) 

We note that the evaluation of the line integrals on c are 
reduced to the integrals on. SA and SB, since the integral at large 
distances vanishes. Each surface, ~A · and SB, was divided into 4U 
elements as shown in Figure 3. When db elements were used, the 
numerical results didn't shown significant change~. 

,, 

• 

Figure 3. Discretization 
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. 
THE HYDRODYNAMIC LOADS · 

o o • 

The · hydro.dynamic loads can b'e óbtained by -.:lirect integratT:on .. · . .· .. 

of the .pr(i!ss.ure on the cyl i nders surfaces [ 7] 

~H = - [ p~ds ( 16) 

where n is the unit external normal. Alternativelly, if one has 
the analytical solution, the generalized form of Blasius relations 
can be .used [ 5 ]. 

F =X- i Y = F1 + F2 + F3 ( 1J) 

F1 = _j_ p J(~)
2 

dz 
2 c az ( 18) 

. a 1---1p- W dz 
at c 

( 19) 

dÜ 
F 3 = p As dt ( 20) 

The bar over a complex quantity means its complex conjugate and the 
symbol As in F3 means the sectional area. 

The F1 term is like the · steady state load given by the usual 
Blasius relations and represents an attraction force between the 
cylinders. This term results from the integration of the quadratic 
ones in Bernoulli equation; they are of higher arder and can be 
neglected. An expression in closed form is available and its 
numerical value confirms the above arguments. The residue theorem 
is used to evaluate the F2 term, resulting 

Applying (20) to the boundaries A and B, one · has: 

. dJJso 
F B = 1np --­

dt 

(21) 

(22) 

which represent the usual hydrodynamic ·inertial fQrce acting on 
cylinders A and B respectively in an infinite fluid region. This 
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f~ice is responsible for the added mass associated to . the motion of 
th~ cylinder5 if t·hey are moving .. far apart Úoni eath 'O·ther ~· The F

2
A 

force is _lhe corre.cti _on · to F
3

A, the force acting on cylin·d~r · A·, due 

to the close presénc~ of the cylinder B; an analogous interpretation 
is taken for the F28 force. 

To compute the added mass coefficients it is convenient to 
write the velocity potential as [ 5] 

nA •A • Re [-i f ( 11
A(2n) 

n=O Z- R.A(2n) 
+ 

11B ( 2n+ 1) \] 

Z+ R.A(2n+1)) 

nB ~B = Re [-i f [ 11A(2rH1) + 11B(2n) \] 

n=O\Z- R.A(2n+1) Z+ 9'B(2n)) 

where ~A- ( ~ 8 )- is the velocity potential if the body B- (A)- is 

at rest and the body A- (B)- moves with unity velocity. From (16) 

and using the linearized form of Bernoulli equation, one has. 

~A = ~AA + ~AB = nAfs ~A~ ds + nsfs ~B ~ ds 
A . A 

~B = ~BA + ~BB = nAfs ~A~ ds +'ris is ~J3 ~ ds 
B B ,, 

and therefore. 

FAA • DA~ ·A~ds] MM 
= n.A M,.\A o r CAA "i.. X 

X SA X yx X 7T r 2 
A 

FAA • DA~ •,~ds] - . DA MAA -
M' 

o r CAA = 
AAY.Y. 

y SA y yy y 7T r 2 
A 

• n, .~ •a ~ ds] • Da "Aa 
4M' 

(24) 

FAB o r CAB = 
ABY.X 

X SA X yx X TI( r A+ rB) 2 

FAB • Da~ •a~ds] • Da "Aa 
4MAB 

o r CAB = Y.Y. 
y SA y yy y TI( r A+ rB)2 

.. 
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W~ ·,'l~:te ·; _ in the·. ri.o~atioo, that iAs is t .he ··y .- .. Fomponent .•. V~~ 
the force on body A dueto th·e . accelerati~n of . body B; 'ttie''fir\ie\·· 
capital letter in the index ·c·órresponds to .. ~he body 'on which the 
force ·is acting, the second to the ·body whcise motion is ' responsible 
for the fotce, and the lower case letter ~eans the direction of the 

force. The MÁA , MÁA • etc mean adâed-mass and CAAx , CAAy, the 
corresponding aa~ed-ma§§ coefficients. 

Numerical integration leads to the values of these 
coefficients but, using (21) and (22) one can write, for the present 
case. 

00 d1JAn 
i-is MP.s -i 2n p L . ta k i ng the body A at rest 

yy n=1 dt 

00 d1JBn 
nA M6A -1 2n p L • taking the body B at rest 

yy n=1 dt 

. ( 25) 

MBB = o 
yx 

NUMERICAL RESULTS 
Figure 4 shows the analytical results when the two cylinders 

have t he sarne radius and the spa c ing between then is defined by 

L = ( 1 -r/ R. ). Of cour~e CAA = c88 and CAB = c8A ( the y index was 
de l eted) and CAB = c8A +O as L + 1, the large spaced cylinders 
case . It is to note that for L + O, one cannot expect reliable 
re sults from a potential flow model but it is still valid to 
expect good results for L ~ 0.05 which means a gap of 1% of r. 

Figure 5 shows the coefficients CAA and c88 for cylinders of 
different radia, and Figure 6 shows the crossed coefficients CAB 
and CBA' These coefficients represent the influence on the virtual 
ma ss of a cylinder due to its own movement, and due to the presence 
of the other one, respectivelly . 
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. . , 
CONCLUSIOMt · · 

.· 

Our ·.results show 'the powe,r of the B.E.M. for t~e hiÚodynamic 

analysis of complex geometry res~lting form the exist~rife of 

multiple bodies moving closely spaced. Of course our · resu1ts are 
. .. 

valid within the range of the potential flow theory, which 

restricts the distance between two adjacent bodies to a length 
larger then the sum of the two boundary layer thickness. This, 

however, is not a severe restriction since here we are interested 

in the added mass, which is nota strong function of the viscosity. 
Refering back to equation (2) we can see that we were able to 

calculate the inertial term [M']. Reference [ 8]. shows that by 
using the BEM one can calculate the part of the fluid damping C' 

which is associated with radiation waves in a free surface problem, 

but not the one associated to the viscosity. However it is worth 
to note that it is very difficult to take into account the viscosity 

~ffects in a multiple bodies problem which, to the authors 

knowledge, has only been successfully done for low Reynolds number. 
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RESULfAoos·EXPt.fuMENTAis·nE ÜM.REBOCAOOR --. 
INDUSTRIA:L MoVJi)o POR UM voLANTE PE INÉRCIA 

Douglas Eduardo Zampieri 

Hans lngo Weber 
Laboratório de Projeto Mecânico 

DEM/FEC/UNICAMP · Campinas, SP 

RESUMO 
Foi con4:tJr.uZdo 40bJr.e. a. ba.4e. de. um Jr.e.boca.doJr. indul/.tJr.ia..e. um 4Ü.te.ma. de. 

.tJr.a.cão u:ti.e.iza.ndo um vo.f.a.n:te. de. 1,5 kWh que. 6oJr.rr.e.ce. po:tência. poJr. um 
mo.toJr. de. 3 kW. Ne.4.te. .tJr.a.ba..f.ho 4 e.Jr.ão a.pJr.e.4 e.n:ta.da.4 c o rr.c.f.u4 õ e.4 h o bJr.e. a. 

e.6iciência. de.4:te. 4it.:te.ma., de.:ta..f.he.4 cont..tJr.u.tivo4 da. unidade. de. vota.~ 

.te., con4ide.Jr.a.cõe.4 4obJr.e. a. me.thoJr. ma.ne.iJr.a. de. :tJr.a.M 6e.Jr.iJr. a. potência., e.n 

6,i.m, va.n:ta.ge.n4 e. de.t.va.n.ta.ge.n4 do ve.Zcu.f.o cÓn.4:tJr.uZdo. 

ABSTRACT 
A 6.f.ywhe.U t.:toJr.a.ge. 4 yt..te.m wi.th 1. 5 kWh ca.pa.ci.ty WM buiU in a. in­
dU4.tJr.ia..f. ve.hic.f.e. wi.th a. 3 kW :tJr.a.c.tion t.yt.:te.m. In .thü wOJr.k .the.Jr.e. 

a.Jr.e. pJr.e.t.e.n.te.d in6oJr.ma.:tion4 a.bou.t :the. conce.p.t, .the. e.66icie.ncy a.nd 
a.bou:t .the. de..ta.iü o 6 :the. 6.f.y_whe.e.t uni:t • . Adva.n:ta.ge.4 a.nd dü a.dva.n:ta.ge.4 
a.Jr.e. dücu4t.e.d a.nd cont.ide.Jr.a..tiont. a.Jr.e. ma.de. a.bou:t :the. be.4:t wa.y o6 

.tJr.a.n46e.Jr.Jr.ing .the. powe.Jr.. 

INTRODUÇJ!:O 
Veiculos com volantes de inercia tem sido .objeto hã mais d·e 

uma decada de investigações em vãrios pontos do mundo. Hã cerca de 
quatro anos houve um miximo de produtividad~ mensurivel pelo nGmer~ 
de trabalh6s publicados a nivel internacional. As duas Gltimas reu 
niões especiftcas para est a ãrea foram em 1980 e 83,e tim seus re­
sultados publicados [1,2]. De outro lado os americanos promoveram 
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em ' 1977 ' e 79 mais 2 simpõsios sobre volantes. Uma nova reunião, a 
"4th Flywheel T~chnology Symposium" esti sendo progr~m~~a p~ra 1~85, 
o que significa um considerivel espaçamento neste si~pis~o ~•ue che­
gou a ser repetido bienalmente. 

Um trabalho desenvolvido no Brasil embora d!!va le.var .em con­
ta as caracteristicas nacionàis de aproveitamento dos resul~ados, d! 
ve tambem apoiar-se em resultados de pesquisas internacion~is extr~ 

indo as informaç5es que permitam a "queima de etapas" [3]~ Por ou­
tro lado todo trabalho experimental i fortemente caracterizado pela 
disponibilidade de recursos para pesquisa. Baseado na experiência 
anterior de um protõtipo de laboratõrio [4], resolveu-se construir 
um armazenador para veiculo na sua configuração mais simples, isto 
i, com recarga intermitente e sem regeneração. Desta forma o traba 
lho centralizou-se no desenvolvimento de um mõdulo de armazenamento 
e de uma transmissão. O projeto foi adaptado para um rebocador in­
dustrial da Empresa SKAM, obtido por empréstimo. 

Neste trabalho serão apresentados alguns aspectos referentes 
ooprojeto e desempenho deste veiculo. o sistema de tração e consti 
tuido por um volante de inercia de aço AISI 4340 fundido avãcuo, m~ 
terial gentilmente cedido pela Industria de Aços ELETROMETAL, por 
uma redução 4: 1 de um par de engrenagens helicoidais fabricadas por 
especial deferência pela Industria ROMI, e de um gerador adaptado a 
partir de uma mãquina utilizada em vagões ferroviãrios pela Firma 
ECIL. O gerador alimenta o sistema eletrico padrão existente no r! 
bocador da SKAM. 

O mõdulo de armazenamento e carregado através de um disposi­
tivo acionado por um motor hidrostãtico. A autonomia obtida para o 
veiculo, 7 minutos, foi menor que na previsão original (20 minutos) 
em grande parte pela falta de vãcuo no recipiente que contem ovo­
lante. O veiculo ·apresentou boa manobrabilidade e uma estabilidade 
adequada para movimento qualquer. em superficie horizontal. Dinami­
camente manifestou-se uin pro.blema de ressonância na faixa de 8000 
rpm que, embora não chegue a prejudicar a operação deve ser estuda­
do em especial. 

DESCRIC~O DO PROJETO 
Embora com aplicações diversas, as unidades de armazenamento 

de energia utilizadas apresentam uma estrutura semelhante. O comp.2_ 
nente fundamental e o volante armazenador de energia, constituido de 

---------
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inercia, eixos, mancais, sistema de -vãcuo, sistema de lu6rificação 
e ·sistema de .próteção . 

. «' Fo"i construido um protõtipo de engenharia constituido, basi­
camente, de um rebocador industrial, no qual a alimentação do motor 

· dé · tra·ção ·de corrente continua e feita a traves da energia retirada 
de um VDlante, ao invés de baterias. 

As caracteristicas bãsicas deste protõtipo (mostrado na Fig~ 

ra 1) permitem, avaliar a aplicabilidade de volantes em veiculos e, 
em se tratando de um protõtipo ainda são necessãrias algumas melho­
rias tecnolÕgicas para ~e viabilizar a custos compensadores tal em­
prego. 

n I 

Figura 1. Vista de conjunto do protõtipo 

O método bâsico de projeto para a definição das medidas de p~ 
râmetros do volante foi o mesmo desenvolvido anteriormente em outros 
protõtipos [5]. 

Considerando-se como velocidade mãxima 12000 rpm como limit~ 

ção tecnolÕgica da transmissão mecânica, determinou-se os se~uint•s 

parâmetros: 
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Energia mãxima armazenãvel 
Diâmetro 
Tensão ·da mãxima 

" Mãxima rotação 
Altura do pacote 
Inércia 
Massa 

rot.ação 

de discos 

· ~evBrMec, Ri.o de Janeiro, V. VIl, n? 2- 1985 

E 1 ,5 kWh 
D 490 11111 

crp 307 N/mm 2 

N 120i0 rpm 
H 154 11111 

I 6,8 kgm 2 

M 228 kg 

O volante estã montado cóm seu eixo de rotação na ver'tical. 
Nesta posição foi comprovado em trabalhos anteriores que são meno­
res as solicitações nos mancais, decorrentes da inêrcia do volante e 
da movimentação do veiculo. Consequentemente são menores tambêm as 
solicitações nos eixos. 

A sustentação e centragem do volante ê feita por duas pontas 
de eixos. A ponta de eixo inferior ê montada apoiando-se em dois r-2_ 
lamentos que resistem ãs solicitações axial e radial . A ponta do el 
xo superior é montada apoiando-se .sobre dois rolamentos de resistê~ 

cia somente radial, separados pela engrenagem do redutor da alimen­
tação e do escoamento da energia do volante. 

Um terceiro eixo de saida do redutor ê apoiado em dois pon­
tos por rolamentos de sustentação radial. Neste eixo estã montada 
a engrenagem do redutor, a polia da correia dentada que aciona o g~ 
radar e possuindo na extremidade um acoplamento tipo roda-livre. 

A outra parte do acoplamento roda-livre estã montada em ali­
nhamento rigoroso com um quarto eixo que ê sustentado em dois pontos 
por rolamentos de contato angular e tem na outr-a extremidade um aco 
plamento flexivel e de rãpida acoplagem·. 

Com esta configuração tornou-se possivel a alimentação do V-2_ 
lante com o motor hidrãuJico que se desengata rapidamente para a 
translação do veiculo. Este desengate ê possivel porque a roda-li­
vre permite que o quarto eixo pare de rodar com o terceiro eixo na 
rotação de trabalho . 

Do ponto de vista operacional o protõtipo pode ser simplifi­
cado como sendo constituido de 4 elementos principais a saber: toma 
da de força, redutor/multiplicador, volante, gerador. Um esquema da 
interligação entre estes elementos e suas faixas de operação ê mos­
trado na Figura 2. 
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Figura 2. Esquema de operação do armazenador 
cinético de energia 
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A seguir detalharemos os principais componentes do protõtipo 
esquematizado mais adiante na Figura 3, ou seja: 

a) Volante: 
Apôs contatos estabelecidos com a Empresa SKAM, optou-se pe­

la utilização do rebocador como inercia de acionamento do volante. 
As caracteristicas do rebocador foram favorãveis ã sua utilização, 
particularmente pelo seu pequeno peso e disponibilidade de espaço. 

Definiu-se que o diâmetro do volante não poderia exceder 50 
cm por limitações de espaço 
da deve ri a ser de 1 ,5 kWh. 

e, que a energia mãxima a ser armazena­
Com isto, ter-se-ia uma autonomia esti­

recarga do volante por uma fonte externa mada em 15 minutos, ate a 
eletrica. 

O tempo de recarga previsto no projeto deveria ser de aproxi 
madamente 2 minutos, requerendo uma potência de 67,5 kW, desenvolvi . 
da pelo motor eletrico que aciona o volante. 

A forma escolhida para o volante deste projeto foi de um pa­
cote de discos presos por parafusos passantes. Os motivos que lev~ 

rama esta escolha foram a facilidade de execução, uma tecnologia de 
projeto ja desenvolv i da e experiências acumuladas na realizaç ã:o de 
p-rojeto anterior. 

b) Mancais: 
A escolha e especificação dos mancais requer, para seu per­

feito desenvo1vimento, que jã estejam definidos vârios parâmetros, 
tais como a solução construtiva a ser adotada, tipo de lubrificação, 
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'· 

temperatura de operação, velo-c.idade e carga a ser suportad~. 
Como po.r -um lado estes fâ_tores não · estão todos inicialmente 

jã definidos e .. pór out~o ate . ~esmo dependem do~ P;rÕprios mancais, uma 
primeira escolha e especificação, baseada em hi~Õteses preliminares, 
inicia um pr·ocesso iterativo que conduz~ - solução final e definitiva. 

Alem do tipo adequado e da capacidade para suportar as cargas 
nominais previ~tas, são fatores importantes para a seleção dos rol! 
mentos a rotação de trabalho, o tipo de lubrificação e a vida prevista. 

Ficaram especificados todos os mancais, da seguinte forma (vj_ 
de Figura 3): 

- Volante ~ 

Mancal Inferior - 7.305 BG contato angular em Tadem 
Mancal Intermediário - 6.005-2 RS com 2 placas de vedação 
Mancal Superior - 6.005 

- Eixo Externo: 
Mancal Inferior - 30.207 rolos cônicos 
Mancal Superior - 6.207-2 RS com 2 placas de vedação 

c) Redutor: 
O sistema de transmissão utilizado no protõtipo tem a final.!. 

dade de intercambiar energia entre tomada de força, volante e gera­
dor . Este sistema atua como multiplicador dura)'lte o carregamento do 
volante e, como redutor durante a utilização da energia armazenada. 

Entre os sistemas analisados optou-se por um par de engrena­
gens helicoidais na entrada e sa·ida do volante, polias e correias de_!! 
tadas para o acionamento do gerador, conforme mostra o esboço da Fi 
gura 3. 

Foi adotado para o pinhão um numero de dentes igual a 18, P! 
ra evitar interferência, e p~ra o diâmetro disponivel um mõdulo no~ 

ma 1 de 2,5. A relação de transmissão sendo de 4 : 1 define uma coroa 
com 72 dentes. Adotou-s~ uma largura de 38mm. 

Para acoplar o gerador do sistema ao redutor, foram projeta­
das duas polias iguais a uma correia sincronizada,para uma capacid! 
de de trans mi ssão de potência de aproximadamente 10 kW a uma velocj_ 
dade mãxima de 3000 rpm e uma relação de transmissão de 1 : 1. 

d) Gerador: 
A partir dos dados do motor de tração do rebocador foi espe­

cificado inicialmente um gerador de corrente continua com as segui_!! 
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tes caracteristicas: 
Tensão: 
~otência: 

·Rotação: 
Diâmetr:o: 
Comprimento: 
Campo: 

2 ~ VDc ± 10 ~ 
6 . kW 
225Q ± 740 rpm 
360 mm 
550 mm 
serie 
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Como tais caracteristicas. são bem prõximas daquelas apresent! 
das por geradores utilizados .em veicules ferroviãrios, contratou-se 
a Firma ECIL Ltda., tradicional construtor deste ramo, que se pron­
tificou a redimensionar o seu projeto de gerador tipo ESTATODINE,de 
forma a atender as especificações do projeto. 

Este gerador apresenta, sobre os geradores de corrente conti 
nua comum ~ as vantagens de não necessitar do sistema de comutação e 
de requerer baixissima manutenção. 

Em 

Mancai 
do Eixo 

Mancaltmrior 
do Eixo 

Figura 3. Armazenador cinético de energia 
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.· 
' TESTES DE DESEMPENHO 

Os te;te$_ foram -realizados etn'tiuas fases: a· primeira consti- ' · 
tuiü~se de .testes prelimtnares., de cárãter qualit.ativo";: eo·m R obj·e­
tivo de se verificar, ~m cond~ções de segurança, o desempenho geral 
do volante, do sistema ·de acioname~to e . da pr5pria sistemit~ca ·de 
testes; a segunda constituiu-se di_· testes finais de desempenho, de 
cariter quantitativo, com o objetivo de se verificar o comportamento 
do volante montado sobre o veiculo e, do pr5prio veiculo movimenta~ 
do-se ã custa da energia armazenada no volante. 

Para o acionamento do vó1ante foi escolhida uma transmissão 
hidrostãtica devido ãs pequenas dimensões do motor hidrostãtico, da 
possibilidade de um controle continuo da velocidade e tendo-se em 
conta que as estruturas para sustentar um motor de corrente ·conti­
nua seriam exageradamente grandes. 

Nessas condições e devido ã existência de um motor trifãsico 
de indução com potência de 30 HP e 5600 rpm, optou-se pelo aciona­
mento da bomba por este motor, i ritroduzi ndo-se um redutor de relação 
de transmissão 1,16 devido a bomba hidrostãtica admitir somente 3000 
rpm na entrada, com o 5leo pressurizado. 

O motor de indução opera ã velocidade constante, monitorand~ 
-se a corrente para e vi ta r sobrecarga. A· rotação ã plena carga ê de 
3540 rpm. 

Com este esquema,e devidO ã restrições da transmissão hidrãu 
l i ca, conseguiu-se elevar a rotação do volante de zero a 11.000 rpm 
em um intervalo de 30 minutos. 

o sistema foi instrumentado com cinco acelerômetros, um sen­
sor õtico de velocidade, um termopa; e um sensor de temperatura por 
cantata, de acordo com esquema da Figura 4. 

~ 1. Acelerômetro radial X 

2. Acelerômetro radial y 
3. Acelerômetro axial 
4. Acelerômetro radial x' 
5. Acelerômetro radial y' 
6. Termopar 
7. Sensor fotosensivel 
8. Ponta do termômetro 

Figura 4. Montagem de instrumentação 
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::• Para fins de registro e ~ocument·ação .as sinais, de velocidade 
·, .. e de aceleração · foram· levadoi tt*d~is registrêl<iores, çonfQrme indica 
do . ~o eiq~ema · ~a Fi~ura 5, -para · se obter as · grificos . de qu~~a d~ . ~; 
locidade em função do tempo . e da aceler~ção em função 'da rotação. 

tes: 

Àegiah ador 
X-T 

Figura 5. Esquema dos sinais dos registradores 

Na segunda fase foramrealizados basicamente dois tiposdete~ 

19) Teste do comportamento do sistema sobre o veiculo. 
2Q) Teste de operação do veiculo utilizando a energia armaz! 

nada no volante para se locomover. 
No primeiro teste o veiculo permaneceu parado, acelerando-se 

o volante desdeo repouso at~ a velocidade mixima monitorafldo-se os 
sinais de aceleração na direção radial nos màncais inferior e supe­
rior e na direção axial. Foram monitorad~s tambêm os sinais deve­
locidade e temperatura. Apõs atingir a velOcidade mixima o volante 
foi desacoplado do acionamento e deixado desavelerar, primeiro li­
vremente e depois aplicando-se uma carga constante de 750 watts ao 
gerador. Foi assim observada a desaceleração do si~tema em carg~ e 

' ' 
em vazio bem como a aceleração medida pelos acelerômetros em ambas 
as situações. 

No segundo teste o volante foi acelerado da mesma forma, mo­
nitorando-se os sinais atê atingir a velocidade mãxima. Nesse ins­
tante os cabos.. de ·transmissão de sinais forain desconectados e o a­
cionamento desacoplado. O veiculo foi então ~ôvimentado, observan­
do-se as condições de operação e a autonomia. 
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Com o si·stema montado .. so.bre. o veiculo parado identificou-$ f 

um ponto de ~iximo no nivel de vibração em torno de 10-300 · rpm, com 

uma queda ac~ntuada a _partir des~e ponto, o que caractertZ:~· uma res 

sonância do sistema. Isto pode ser observado na Figura . 6 · .~~e mos­
tra os registres dos sinais de aceleração em f .unção da veiócidade do 

eixo de entrada do sistema. Deve-se aqui chamar a atenção que a V! 
1 o c i da de do v o 1 ante e quatro v e z e s m-a i o r que a do e i x o de e n t r ada , 

que foi tomada como abcissa no grãfico referido. 

Acel. (g) 

t,5 

t,O 

o 1250 

Figura 6. Nivel de vibração em g's do mancal 

inferior do volante 

RPM 

A Fi g u r a 7 mos t r a o reg i s t r o do · s i na 1 de v e 1 o c i da d e d u r ante a 

desaceleração do volante para a condição do gerador com uma carga 
constante de 750 watts. t{ela fora, assinalados os pontos em que o 

gerador apresentava tensão de saida de 24 volts, que e o valor nom~ 

nal, 20 volts que e o valor ainda possivel de se operar e 15 volts, 
a partir do qual a tensão cai rapidmente a zero. 

o ultimo teste, de movimentação do veiculo, apresentou uma a~ 

tonomia de operação 7 minutos com o veiculo saindo do ponto de aci~ 

namento, percorrendo um caminho com relativamente pouca manobra e 
poucas partidas, para finalmente retornar, de re, ao ponto de onde 
saira para uma possivel recarga. 
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Figura 7. Desaceleração do volante com gerador em 
carga constante de 750 W 

Um teste de partidas repetidas e percurso minimo revelou a 
capacidade de ate 120 partidas. 

Cabe aqui observar que o gerador deveria, por especificação 
e testes de fãbrica, continuar gerando tensão de 24 volts ate uma ro 
tacão bem mais baixa, da ordem de 1.200 rpm. Isto poderã ser canse 
guido com uma revisão do sistema de controle do gerador e um reaju~ 

te adequado deste sistema. Com isso a autonomia do protõtipo deve­
ra ser bastante aumentada. 

Verificou-se, ainda, que a temperatura nos mancais esteve sem 
pre abaixo de 65°C, enquanto que a temperatura na periferia da cai­
xa de proteção se apresentou bem mais elevada chegando-se a obser­
var diferença de ate 20°C nos testes mais prolongados. 

CONCLUSOES 
A partir de uma experiência que transcende bastante aos resul 

tados apresentados neste trabalho,e que foi acumulada nos ultimas 8 
anos em que vimos tratando com este assunto,pode-se traçar algumas 
conclusões: 

O volante de aço tem um projeto adequado ã sua função. Ele 
se rã o preferi do em aplicações industria is que correspondem 
ãs necessida4es da prÕxima dec~da. Eventualmente virã a 
ser substituido por um volante de fio de aço. 
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• . . t'w 
- 'A velocidadê~')wmin .aJ ·ilue . nas informações ·"cri'sponiteis .da ex·· 

. . •\,; . . . . ~ 

peri~nc·i:a : io{tt.er<nad,onar constava como de 12;0ml "r''Plil, deve·· 
s~r reduzi"C:fa· para c'er·ca de 8000. Isto ··permit.i"rã. ·uma ope)'à. · 

. ;,·., ~ . 
çao subcrit'ica a co~tento, sem problema com niveis exager! · 
dos de vibraçio ou com medidas adicionais nec~~sirias pa~a 
evitar ressonâncias. 

Como regra geral deve-se prever a operaçio em vacuo e pro­
ver o sistema com uma vedaçio conveniente. 

O projeto dos mancais nio apresenta maiores problemas. 

A maior dificuldade atual estã no sistema de transmissão no 
toc·ante a perdas e geraçio de ruido acústico. A soluçio el! 
trica implica em inversores de frequência variãvel, cujo 
custo no Brasil ê elevado, a soluçio hidrãulica em sistemas 
importados. A solução por redutores planetirios e inexe-
quivel do ponto de vista financeiro. Em outras 
para uma série de aplicações atingiu-se o limite 
que ê razoivel de serfeito no Brasil. 

pa 1 avras, 
daquilo 

PERSPECTIVAS 

Viabilizer um mõdulo de armazenamento por volante para apli­
caçao veicular significa ter soluçio economicamente viivel para a 
transmi ssio e para o comando el êtri co ou h i drãul i co da mesma. Em te.!:_ 
mos de Brasil deve-se priorizer portanto os estudos nesta. irea. 

Por outro 1 ado mostram-se mui to promissores os resultados com 
unidades integradas (seladas) para uso em nivelaçio de potência[6], 
bem como aplicações especiais que podem utilizar partes dos siste­
mas previamente desenvolvidos nos trabalhos realizados com o protõ­
tipo de laboratõrio e o protõtipo veicular. 
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A modet ~é deée~~bed 6o~ é~mutat~ng the the~modynam~e behav~ou~ o6 

a ~ee~p~oeat~ng eomp~~éh o~. The eomp~eéé o~ cycte ü d~v~ded ~nto 

ématt t~me-étepé and a d~g~tat compute~ ~é uéed ~n the éotut~on o6 

pa~t~at d~66e~ent~at equat~oné wh~ch deéc~~bethe ene~gy batance ~n 

the cyR..~ndM contMR.. votume. Attowance ü made 6M the e66é.ct o6 

heat t~ané 6e~ to cyR..~nde~ watR..é. 1 nétantaneoué maéé 6R..ow ~ateh a~e . 

calculated ~n acco~dance w~th valve l~6t, wh~ch ~n tu~n, dependé on 

val ve dynam~c cha~acte~~ét~cé. Reéulté Me compa~ed w~th expe~~me!!_ 

taR.. data. 

RESUMO 
Um modelo de é~muR..aç.ão do compo~tamento te~mod~nâ.m~co de um comp~e! 

.60~ alte~nat~vo e de~c~~to. 0 C~clo do comp~eééO~ e d~v~d~do em p~ 

quenoé ~nte~valoé de tempo e um ·método nume~~co e ut~R..~zado na .60-

luç.ão do l>ú.tema de equaç.Õel> d~6e~enc~aü pa~c~a~é que deéc~evem o 

balanço de ene~g~a no voR..ume de eont~ote compol>to pelo c~t~nd~o. ·o 
e6e~to da .tMca de caR..o~ ent~e O gÍÚ e M pa~edel> do c~R..~ndM e c'on 

h~de~ado. o 6R..uxo ~nétantâ.neo de maééa e caR..cuR..ado em 6unç.ão da p~ 

l>~ç.ão da válvula de l>ucç.ão ou deéca~ga, que, po~ hua vez, depende 

dah ca~acte~Il>t~cah d~nâ.m~cal> do h~htema vâlvuR..a-mola. Rel>uttadoh 

hão compa~adoh com dado.!> expe~~ment~l>. 
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NOMENCLAJU~E '• . 

. Á 

Aij 

CD 

cd 

c v 

D 

FPL 

g 

h 

h 

k 

ks 

L 

m . 
m 

Nu 
p 

Pr 
Q 

R 

R 

s 
t 

T 

are a (m 2 ) 

constants in equation of state, eq.(3) .~ .. ··. 

discharge coefficient 

drag coefficient 

viscous damping coefficient 

di ameter (m) 
valve pre-load (N) 

gravity acceleration (m/s 2 ) 

specific enthalpy (J/kg) 
film coefficient (W/m 2 K) 
thermal conductivity (W/mK) 
spring stiffness (N/m) 

connecting rod length (m) 
mass (kg) 
mass flow rate (kg/s) 
Nusselt number 
pressure (N/m 2 ) 

Prandtl number 
heat (J) 
gas constant (J/kg K) 
crank radius (m) 
cylinder to piston distance (m) 
ti me ( s) 
temperature ( K) 

U internal energy (J) 
V volume (m 3 ) 

W work (J) 
w rotational speed (rad/s) 
x piston distance from TDC (m) 
y valve displacement (m) 

y isentropic index of expansion 
e crank angle 
nv volumetric efficienty 
À valve orientation coefficient 

.· 
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I.fHRODUCTI ON , .. · ·. 
·· ·rhe· reci·proc~ti ng type of ~ompresso-r ) _as · been th·e s_ubject 

of exten~ivedeve}oJ1.tRent and is n·ow ca·pable ot: achieving a high ....... 
standar~ of . mechantc~~ performance, in sizes ranging from a few 
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Watts to several Meg.awatt-s of input pow·er. Apart from many 
applications in process and manufacturing industries, reciprocating 
compressors have been used extensively for réfrigeration and air 
conditioning. Heat pumping is a variation of refrigeration which 
is now receiving greatly increased attention because of its 
potential for energy saving, especially where heat is required at 
moderate temperature. It differs from refrigeration mainly in 
that interest is centered on the delivery of heat, rather than in 
the extraction of heat so as to sustain sub-atmospheric 
temperatures. A feature of heat pumping is that the temperature 
difference between the heat source and sink is likely to be more 
variable than in refrigeration . This results in a wider range of 
inlet and delivery pressures from the compressor. The heat flow 
rate or 'load' also varies widely. Variable speed of operation of 
t h e compres s o r i s o n e m.e t h o d b y w h i c h t h e c h a n g i n g opera t i n g 
conditions can be accommodated. 

For these reasons, it is desirable to develop an analytical 
method of predicting the performance of any given compressor ~nder 
different conditions of operation. Much research has already been 
undertaken, particularly on compressors working with gases 
approximating to the 'ideal gas' equation of state, pv = RT. 
Wambsganss and Cohen [1] pioneered in the analysis of spring 
loaded reed valves. Benson and Üçer [2] analysed the interaction 
between valve motion and pressure waves in the delivery and inlet 
ducts. Hamilton and Schwerzler [3] have modelled a commercial 
compressor, taking into account wave action, valve dynamics and 
real gas equations . A goo.d level of accuracy was achieved though, 
as with all wave action calculations, data is required on the 
geometry of the inlet and outlet ducts. in addition to data on the 
compressor itself. 

Some simplified analyses are also available in the 
literature. Squarer and Kothman [4] considered - the valve problem 
by treating them as orifices with constant pressure drop. The sarne 
valve constant pressure drop approach was used by Hiller and 
Glicksman [5]. The authors have apparently taken into account the 
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mai n · va~í~b]"es .~ffêct::i"n.g comprt!(5Sor. · performance, ... ~ . . ... . 

• . ,li ~ 

en though the 
·wl:wle anál,-sis~a.~ ·~rr_ieêl out ôn a 'rumj)ed' basis. over ·eiich S.tàge~:, . . . . . ·. 
of the compression .. · cyc.le,. i.e. "no inst~,tltal}eou .s ~ri?iysi ·s · was made ._:. ·; 

. . . .. ' . 

Another simplified analysis carne from Woollatt [6] whose main 
objective was to predict valve· lift and pressure dro~ in air 
compressors. All the afore mentioned models dealt with perfect 
gas relationships only, and, apart from Hiller and Glicksman [5], 

did not consider heat transfer from cylinder walls. Prakash and 
Singh [7] proposed a model for a refrigeration compressor where 
pressures at suction and discharge chambers remained constant. The 
main shortcoming of their model, however, was to assum~ refrigerant 
vapour an ideal gas. Of importance is the attention given to heat 
transfer between suction and discharge gas streams, outside the 
cylinder, in the valve passages. 

The present investigation aims to provide a relatively 
simple modelling of a compressor intended for refrigeration or heat 
pumping. Pressure f.luctuations in the inlet and delivery ducts are 
ignored, so that pressures externa] to the compressor are 
considered to be steady throughout the cycle. The interaction 
between cylinders is then zero, so that the analysis can readily 
be applied to single or multiple cylinder single ·stage compressors. 
Real gas properties are taken into account by polynomial 
approximations to the equation of state of any working fluid. The 
dynamics of valve opening and closing is considered,and allowance 
is made for heat transfer from the cylinder. 

ANALYTICAL MODEL 
The principal equations which have been used in the 

compressor simulation are present~d in this section. 
Figure 1 is a diagram of a single cylinder of the 

compressor. The valves ar~ operated by pressure difference 
between the cylinder and the inlet or outlet duct. The sequence 
of events within the cylinder is: with suction and delivery valves 
closed, gas trapped in the clearance volume expands. The suction 
valve then opens, and gas flows into the cylinder. On the 
compression stroke, both valves are closed, until cylinder pressure 
lifts the delivery valve. Gas is then displaced into the 
delivery duct until the delivery valve ~loses and the cycle is 
rep~ated. 
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~ - . . . . . ~ . ~ : ~.: · .. 

Figure 1. Diagrammatic model of a single cylinder reciprocating compressor 

The following six basic equations co mp r ise the compressor 
analytical model: 

i) Energy equation applied to the cylinder control volume; 

ii) ref r igerant state equation; 

iii) mass flow rate equations for ref r. igera nt f lo w through the 
valves; 

iv) suction and discharge valve dynamic equ ations; 

v) heat transfer equation; 
vi) compressor kinematics equation (instantaneous cylinder volume 

equation). 

Energy Equation 
The control volume can be considered as a n open system with 

two flow boundaries (suction and discharge va l ves) , a moving 
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~ounda r y · (p i ~ton) &mf heat fl tix. across its surface, as shown. Oll 

Fi.gure 1. · -·. 
It ; s assumed that-: 

i ) t he gas properties ; n the cy,l i nder ·are uniform at any fi me, 
and 

ii) the flow through the valves orifices is cne-dimensional. 

The specific internal energy u of a mass m of gas in the 
cy li nder is affected by the addition of mass dm throu~h the inlet 
valve at specific enthalpy h;, heat addition dQ through the 
cy l in de r walls and work ·done by the gas on the piston, dW. The 
energy balance is 

!!!L = h· ~ + j_Ç_ - ~ 
dt 1 dt dt dt 

( 1 ) 

Quantities in equation (1) may change sign at different parts of 
the cy cle. For example, ~ becomes negative during discharge. 

ln terms of enthalpy, equation (1) becomes: 

dm dh dn dQ (h- h1·)- + m-- V-=---= O 
dt dt dt dt 

wh ere V is the cylinder volume at time t. 

Equation of State 
The real gas equation of state was assumed to take the 

fo r m of an equation relating enthalpy h, temperature T and 
pres sure p; 

Va l ues for coefficients Aoo -to A32 are provided by Gatecliff and 
Lady [8], for a number of halogenated refrigerants. 

It may be noted that equation (3) may also be applied to 
t he i deal gas if all coefficients are zero except A00 and A01 . 

Mass Flow Rate Equation 

( 2) 

( 3) 

The flow of gas through the valves is highly complex, being 
three-d i mensional, compressible, time dependent and frictional. 
I t is t r eated as cne-dimensional flow through a variable area 

.. 
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restriction in the . P.resent a_nalysis.' For iseritroP'iC fJow· through 
an _orifice . of area .A'F from an inlet state ~.1 : to- a- down-stream state 
2, the mass ' flow rate is 

(4) 

The gas constant R and specific heat ratio y may be evaluated at 
the upstream state 1. The flow passage through an open, or partly 
open reed valve takes the form of a circular orifice, followed by 
radial flow between the reed and valve plate , The greatest 
restriction usually occurs in the radial flow region. For 
compressible flow, the discharge coefficient Cd approximates to 

cd = 0.703 + 0.138 sin [; (1-1.515 ~:)] ( 5) 

At full valve lift, the effective flow area is equal to the actual 
area Amax multiplied by Cd. At partial valve lift, experiments by 
Woollatt [6], Wambsganss & Cohen [1], and Davis [9] have shown 
that the effective area of typical reed valves increases no~­

-linearly as they open. Figure 2 shows the data provided by ·these 
investigators, together with the empirical curve fit used in the 
present analysis which gives the effective area AF at valve lift y 
as 

A = cd A sin (...!.. · _Y_) F max 2 y max 

Equations (4), (5) and (6) enab1e the instantaneous mass 
flow rate through a valve to be estimated at any lift y, wh~n 
pressure differences are known. 

Valve Motion Equation 

( 6) 

Lift and pressure difference are related by the dynamics of 
valve motion. The valve may be considered as being acted on by 
four forces. These are the aerodynamic force caused by pressure 

' . ' 

difference, the spring force, a viscous damping force, and finally 
the gravitational force. Newton's law of motion applied to the 
valve give an equation for the valve lift, gives 

(7) 
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The total mêl's's m:r <;>f:_~he valve includes ·· a f_raction of the ~pring ·• 

m a -~s, cv is the vi~cous·•dam~ i,..;~ ' term; k .. 
5

. 1s .~he .Hring s~l"ffness 
and FPL is ttie s_pring pre-load · fÓrce ·whe~ : t~é v~ ·lve is closed. Jhe 

pressure di fference acti ng o r\ the eroje~ted are ,a Ap .of Úe reed is 

Ap and the coefficieht c0 , typically 0.8, accounts for the 

variation of 6p across the surface of the reed. The sign óf the 

gravitational term, (mv + ms}g, depends on th.e direction in which 

the valve opens, and is given by À (equal to 1 or -1). 

1.0 +---+---+---+----+-,:::..~,.....-----+ 

AF/AFmaít 

0.9 r----+---+--~t---71-T---i>7'r-+--t------+ 

• EQUATION ( 6) 

0. 5+---~r-~*'H--~,L-~----+-----~---------+ 

I 

+-------+--f>l~'" 0.4 AF/AFmdx = y/ymóx 

o 
o 

I 
I 

~ 

0 .2 0.4 0 .6 0 .8 1.0 

Y I Ymdx 
Figure 2. Valve effective flow area as a function of 

valve displacement 
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Other 
Woollàtt (6] 

after impa1ct 

forces wh.ieh ai;tu.ally ._ex.ist. h·a .. ve .'."not been "consiqered. 
~ • • • •. ' .• . ' 0 • 

suggests -a for~e .cómponent düe to: valve · bounc.ing 
against; the; seat. Thi~ · bounc·i~g force· is also 

. . present at maximum displatement and the rebound velocity is equal 
to the p~odoct of a coefficient of restitution by valve velocity 
at Ymax or y = O, whichever is the case. Considering no valve 
bouncing is equivalent to assuming that all the valve kihetié 
energy is lost when the valve reaches its seat. Oil 'stictiori' 
force also can occur, delaying the valve opening. The value of 
this stiction force would depend an the amount of oil present in 
the gas stream. 

Equation (7) has two time-dependent variables, P and y, and 
is therefore coupled to energy and mass flow rate equations. 
However, considering that the numerical salution progresses in 
small time-steps (0.5 degrees of crank angle), it is reasonable to 
assume that âp (t) remains constant .throughout any 6ne time 
i nterval. Therefore, 

âp(t) % âp 

Defining Fy as the sum of all time-independent 
components, equation (7) becomes: 

d 2 v dv 
~ --=-..L. + cv ...=.L- + ks Y = Fv 

I dt 2 dt 

where 

(8) 

force 

(9) 

( 1 o) 

Equation (9) can now be integrated to give explicit 
expressions for valve displacement and velocity. This 
approximation was used by Hai and Squarer [10] in a model of an 
undamped valve, but, to the authors knowledge, no work has yet 
employed it in a damped system. 

Heat Transfer Equat;on 
The rate of heat transfer dQ from Ot the cylinder wall at 

temperature Tw to the gas in the cylinder at temperature T is given by 

( 11 ) 
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' Ac i~ ·the ~re~ . of the cylinder head and -the fraction of thet 
· ·cylinder wall no1; ~ov~red .. by: tl:t.e. pi.sto~; h is the corresporra:~ng 

value of the heat t ·ransfer ·co-effi"cient, v- a~ying at d,iffere:nt parts 
. . 

of the stroke and calculated by the method of Adair et al [11]. 
The cylinder wall temperature Tw was regarded as constant 
throughout the cycle. For air cooled cylinders, the value of Tw 
was selected to give a heat flow,. between the cylinder and ·· the 
surroundings, equal to the integrated heat flow between the gas 
and the cylinder wa]l during the complete cycle. The external 
area of the cylinder must, of course, allow for fin ~rea and 
effectiveness, and the éxternal heat transfer coefficient must be 
appropriate to the type of cooling,e.g.forced or nat.ural convection. 

The heat transfer coefficient is obtained from the 
corresponding Nusselt number, Nu, defined as, 

Nu=~ 
k 

( 12) 

where k is the thermal conductivity and De is an characteristic 
length that takes into account the instantaneous shape of the 
working space. De is given by, 

3 Dp s De= _ __. __ 
s + Dp 

( 1 3) 

where s is the instantaneous distance from the top of ·the piston 
to the cylinder. 

According to Adair et al [11] the Nusselt number is given by, 

Nu = 0 •. 53 Re 0•8 Pr0•6 

The Reynolds _number was defined by means of the 
characte.ristic length, De· and a 'swirl velocity', w

9
. 

Kinematic Equation 
A kinematic equation re1ates V, t and crank geometry: 

(14) 

V(t) = . 1f~p {x+R(1-coswt) +L [1 -~1-({-sinwt) 2 J} (15) 

where D~ is cylinder diameter, xis the effective length of the . 
clearance volume, R is crank length, L is connecting rod length 
and w is shaft speed. 
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METHOD !()F SOLUl_ION 
·1;rhe equation~ presented in th.e pr.~viou .s ~e<;;iion forma set. ·.- · 

of cout led ncrn ~ linear o~dina~y differ~htia~ equationl. By 
integrati~n with r~spect to time, a complete anilysis of the 
sequence of events occuring in the compressor may be obtained . 

. Input data to the computation includes all relevant dimensions of 
the compressor, valve characteristics, shaft speed, ambient 
tempe~ature and heat transfer coefficient to the surroundings. 
The state of the refrigerant in the inlet manifold must be 
specified completely, but for the delivery manifold, only pressure 
need be prescribed. The state of the refrigerant within the 
cylinder is not known initially at any point in the cycle . 

The cycle is divided into small time-steps, or crank-angle 
values. The solution procedure adopted was to re-arrange the 
governing equations as expressions for the rate of change of 
cyl ~ nder pressure p, temperature T and heat transferred Q. These 
three rate equations were solved by a fourth order Runge Kutta 
method to determine the increment in p, T and Q over eachtime step. 

Starting with the piston at top dead centre, provisional 
starting values are needed for p, T and the cylinder wall 
temperature Tw. At the end of the cycle, final values of p, T and 
Q are obtained. The heat transfer from the gas to the cylinder 
wall must agree with that from ·the · wall to the surroundings; if it 
does not , Tw is adjusted for a further cycle of calculations. End 
values of p and T may be used as starting values for the next 
cyc le, or alternatively the adjustment may be modified by a 
damping factor. The cycle of calculations is repeated until the 
computation conv~rges, so that final values of all variables at 
the end of the cycle are consistent wi~h starting values at the 
beginning of the cycle. 

Checks are also nec&ssary to ensure that the time step is 
short enough. This is achieved by reducing the time step and 
ensuring that the sarne results are obtained. Typically, the 
necessary time increment corresponded to between 0.2° and 0.5° of 
crank movement, depending on shaft speed. 

APPLICATION OF THE METHOD 
Figure 3 shows a prediction of the performance of a 

refrigerant 12 compressor operating over a wide speed range. 
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The ·s· ·tmu~atjon• i;onfi-rms· th·e exP.~cted ·tre:h.ds ~(·;recreasing ~~ 
vo.lumet;ic efHc-ie~cy wfth' nc;e.asing s~·~d, · gt~ing a non-.l inear .... : ... 
i ncrease of mass fl ow rat e·.~ Pr.és.s l,!re .d'rop . a-cr.ôss the v a 1 ves a 1 so 
increases. so that with an . in 1et .pressure o.·f·:·S ·bar, the minimum. 
cylinder pressure during the suction stroke decreases from 4.7 bar 
at 200 rpm to on1y 2.2 bar at 2.200 rpm. The design speed is 900 
rpm. At the de1ivery pressure of 10 bar, peak cylinder pressure 
r i ses from 10.4 bar to 14.9 bar over the sarne speed range. The 
combined effect of these irreversibi1ities causes the de1ivery 
temperature to i ncrease fro'm . 68. 9°C to the ~ery h i gh v a 1 ue óf 

93.9°C. The in1et gas · temperature for these computations was 
35°C, representing a ~uperheat ·of a1mo~t 20°C. 

'C bar Pmáx 
' 100 15. 

bar ' 
5. 

50 2. 

1. 2 

5. 

o o 
o 1000 2000 

rpm 

Figure 3. Effect of compress~r speed on performance 

COMPARISON WITH EXPERIMENTAL DATA 
The simulation met hod has been app1ied to severa1 

compressors for which detai1ed geometrical . data are ·known, but 
which have not been subjec t ed to specia1 tests to determine va1ve 
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; .. 
disç i'Í arge coefficil!nt, eff.~ct'i.ve a.rea as .il fuhctJon . o~ valve lift, _- · 

. o r . C)! 1 i nde r h e at t"t>àrts fer. r a .i e s . .. :·:J:tr~soe "q uà nt i i i e s : · ·w .~ ·l"~ :dete.r'IRi.ne"d. 
by th.e emP,irical me·1;oods o.ut.lin-ed· ifl · ~-~~ : S~ct.ion devo.ted .to the- · 

. analytical methbd.Much of the available published data refers to 
air compres~~rs~ and the ~ethod has been applted to these, as well 
as refrigeration ·compressors, to estimate both overall performance 
trends and more detailed fluid properties within the cylinder. 

Air Compressor 
Figure 4 shows the variation of measured cylinder pressure 

and discharge valve displacement with crank ·angle for a single 
cylinder air compressor studied by Uçer [12]. Also shown is the 
cylinder pressure and valve displacement as predicted by the 
present model. The experiments were carried outona small single 
stage air cooled compressor, pumping air from atmosphere to a 
delivery pipe and receiver with a nozzle at the end. Pressure 
variations up to ±0.5 bar per cycle were observed at both the 
suction and delivery sides. Average suction and deíivery pressure 
values were therefore estimated to act as input data for the model. 
The valves were helicil spring loaded, of the poppet type. 

p( bar) 
EXPERIMENTAL 

PREDICTED 

,,, 
1.0 

I 

I 
I 
I 

I I 
' I I 

o I ""' 
280 (o) o 

(a) ( b) 

Figure 4. Comparison between predicted and experimental 
resultsfrom air compressor. 
a) Cylinder pressure vs. crank angle; 
b) Discharge valve displacement vs. crank angle. 
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Figure 5. Comparison between experimental and predicted 
discharge valve àpening ( ed0 ) and closing ( edc) angles 

.,, 



142 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VIl , n'? 2- 1985 

A ~eneral ··accord be~ween P!edicted and measured values is · 
found j~ the "pressure di~g~a~s~ ~articul•rl~ at the compressi~n 
aBd re-exp~nsion stages~ The . cr~nk angle a~ which the valve~ op~n 
and close are also ~redicted ~atisfactó~ily; as shown in Fig~re 5, 
even though the estimated frequencies of pressure and valve 
oscillation during the ~harging and delivery stages are inaccurate. 
They are nearly twice those experimentally obtained. The 
assumption of constant suction and delivery pressure would be the 
first in the list for possible causes for such discrepancy. 
However, observation of the theoretical results from Benson and 
Üçer [2], whose model has taken into account pressure variation in 
both suction and discharge lines, sho~that frequency patterns 
similar to those predicted by the present model were obtained. 
Therefore, the allowance for wave action would present no 
improvement over the results. Considering that the valve modelling 
in both analyses does not differ considerably, it may - happen that 
the problem lies in this area. ln fact, the valve model did not 
consider valve sticking and bouncing. Wambsganss and Cohen [1] 
have also pointed out that the one-degree of freedom valve model 
is, sometimes, insufficient to describe the valve behavior wholly. 

This fact emphasizes one advantage the present model has 
over the majority of models available in the literature. By assuming 
the pressure drop across the valve as constant over a time-step 
(see Equation (8)), a solution for valve velocity and displacement 
completely independent of the thermodynamic model was made possible. 
This permits the introduction of more sophisticated valve models 
(with two or more degrees of freedom, should this be necessary) 
without affecting the main numerical solution. 

Figure 6 shows the comparison between predicted and measured 
values for maximum and minimum cylinder pressures. These 
quantities are closely rela~ed to valve pressure drop. 

The overall mass flow rate has been satisfactorily 
predicted, as shown in Figure 7. For all speeds the discrepancies 
were under 10%, with the best results being obtained at the lower 
speeds. The general trend was for predicted mass flow rate to be 
higher than the experimental value. An explanation may be that the 
discharge valve was predicted to stay open for a period of time 
somewhat lohger than it actually did, as shown on Figure 
5. 
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Fig ure 6. Comparison between experimental and predicted maximum 
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This was a twin-cylinder compressor tested by P.arise [13]. The 
discharge valves, assembled in a group of two per cylinder, were 
of the semi-elliptical spring loaded type. They were located at 
the cylinder head giving way to the discharge chamber at the top 
of the compressor. Figure 8 showsthe details of the discharge 
valve plate assembly. Spring - and valve were weighed in a precision 
balance with an accuracy of ±0.001 g. The load-displacement 
characteristics of the springs were measured in a static 
dynamometer. Figure 9 shows the ~esulting force-displacement 
curve for one of the four discharge valves wich enabled the 
determination of the spring pre-load and stiffness and also the 
valve maximum displacement. Very similar curves were obtained for 
the other three discharge valves. 



146 RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VIl, nl? 2- 1985 

Figure 8. Discharge valve plate assembly 
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. . 

The gas leaving the cylinder would flow first through the 
circular valve ports in the cylinder ~ead and then, after being 
deflected thraugh 90 degrees, through a much sm~ll~r area, limited 
by the valve and its seat. This area, being the major restriction 
to flow, was assumed to be the characteristic flow area. Assuming 
that no tilt occurs during the valve movement, the maximum flow 
area per valve could be estimated by the following equation, 

AF o = nDv Ymax ,max, 

~here Dv is the diameter of the valve port. 

Similarly, the force area per valve was estimated as, 

2 
n Dv 

A=--
p 2 

( 1 5 ) 

( 1 6) 
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The · s.uctior.' valve, located ·at. he top,~ · the piston;· was o'f . . . ' . . 

the diaphr-agní type. · ~ach valve . ~orrs :i~ted :O_r::a .-~set of three 
perforate.d dis.cs .. ; .. w.hicb also acte.d a.s ._ spri .~gs·-. The gas .charge -was 
taken via lateral - streamfined - por.ts . . aricf th~n "int~r·nally thro~gh 
the 'double trunk' pistons: Th~ valves were secured tb the piston, 
with no pre-load, by a central bolt, as shown in Figure 10. Since 
the valve acted as a spring, the spring mass was considered to be 
zero, so that all weight could be 'concentrated' on the valve 
itself . The valve mass was measured but it would be unrealistic 
to consider that all this mass wo~ld oscillate the way described 
by the one-degree of freedom valve model, ·mainly because the discs 
were firmly secured at their centre. Only one third of the 
weighted mass was then considered as the 'valve mass', mv· 

The load-displacement area was obtained from static 
measurements which attempted to simulate the actual loading of the 
valve under gas flow. Figure 11 shows the load-displacement curve 
for one of the suction valves. As expected, both valves showed a 
variable stiffness characteristic. becoming stiffer at higher 
loads. Even though the valve stiffness could be easily described 
by a polynomial fun ction of the displacement [2], the present 
model only accepts a fixed value. Therefore, a compromising 
average value had to be estimated. No pre-load was found and a 
relatively small value for the maximum displacement was obtained . 
Other medes of valve displacement, for example non-axisymmetrical 
bending, are possible . 

Figure 12 shows the comparison between experimental and 
predicted mass flow rates. It can be seen that the model' has not 
been as successful in predicting compressor capacity as it was 
for the air compressor. Predicted valves exceeded the experimental 
results by an average margin of 25 %. ln contrast, with an average 
err or of 5°C, the predictjon of the average delivery temperature 
can be considered as good, as seen in Figure 13. 

From the results it can be concluded that the modelling for 
the suction valve wa~ inadequate. Perhaps a dynamic flow test fof 
the suction valve, as carried out by Wambsganss ans Cohen [1] 
could show a different load-displacement curve, directly affecting 
the maximum displacement and maximum flow area. 

Over-prediction of mass flow rate may also indicate that 
important restrictions to gas flow, between the suction and 
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Figure 10. Detail of suction valve 
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CONCLUSION 
An analytical simulation of the performance of a 

reciprocating compressor is presented. When dimensional details 
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of the compressor are provided, the method enables the overall and 
in t ernal performance to be estimated. When compared with test 
data, the method gives a good qualJtative estimate of performance 
trends, though improvements are needed to account for mechanical 
losses and a more accurate estimate of valve motion is desirable . 
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E.6.te. .tlt.a.ba..tho e.xa.m.<.na. o a.va.nc.o do.6 e..6.tudo.6 com o mê.todo de. e..te.me.n­

.to-6 de. bo4do; BEM, no cpnte.xto b4a.6.<..te..<.4o. Se. con.6.<.de.4a o de..6e.nvo.t 
v.<.me.n.to da. .têcn.<.ca., a..6 d.<.6.<.cu.tda.de..6 e.nco n.t4a.da..6 e. a..tguma..6 da..6 ma.ne..<. 
4a..6 d.<..6pon1ve..<..6 pa4a. .6upe.4á-la..6. 

ABSTRACT 
Thú pa.pe.4 e.xa.m.<.ne..6 .the. p4og4e..6.6 ma.de. .<.n Bounda.4y E.te.me.n.t , Me..thod.6, 
BEM, .<.n B4a.z.<..t. Some. o6 .the. p4ob.te.m.6 e.ncoun.te.4e.d du4.<.ng .the. de.ve.loE 
me.n.t o6 .the. .te.chn.<.que. a4e. con.6.<.de.4e.d .toge..the.4 w.<..th wa.y.6 6ound .to .6o.tve. 
.the.m. 

INTRODUÇAO 
Seguindo os trabalhos de Lachat [ 1 ] e Brebbi a [ 2] que est2_ 

beleceram os BEM como "weighted residual techniques", colocando os 
BEM no contexto de anãlise numérica como desenvolvimento lÕg}co apos 
os FEM, começaram a surgir os primeiros trabalhos no Brasil com o me 
todo, por exemplo Halbritter et al [ 3] e Gesteira [ 4 ]. 

Os primeiros trabalhos usavam elementos de contorno unidimen 
sionais para analisar problemas bidim~nsionais aproveitando a vant2_ 
gem principal do método, a de reduzir em um a dimensionalidade do 
problema. Os primeiros problemas analisados.foram elasticidade bi­
dimensional e problemas governados pela equação de Laplace. 



154 . 
..... 1. RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VIl, ri~ 2 ..:_.19B5 

..... 
.. . 

. .Em· 1980 Partddge.- a Melamed [ 5 J ·a'pret tàr.a.m, U!'l trebalho de 
ci r; (}'uJa'ção de ã~u'él.s · :Joa·~as· usando eleme'ntos ·:de>cõntorno. mais tard'e 
estendido ã anã.lise· . ~ofh . sub-regiõês [ 6 j. ' N:i· .sua. tese.[ l .J Melame.d 
analisa uma ser·i·e de ' problemas bidimension'ais in~lusive alguns com a 
variãvel tempo. Vãrios elementos são usados inclusive . alguns cur­
vos. 

Em 1981 Curotto [ 8] apresentou um trabalho de anãlise de e­
lasticidade tridimensional com o elemento triangular linear. O tra 
balho incluiu a representação da força de corpo devido ao aumento de 
temperatura como integral de cotorno. Scheer [ 9] começou o desen-
volvimento da anãlise tridimensional com outros elementos obtendo 
sucesso com o elemento retangular linear de quatro nõs. 

Seguindo o trabalho de Patterson .e Sheikh [10], Partridge a­
presentou uma manei r a de reso 1 ver os problemas encontrados por Scheer, 
que se encontra na referência [11]. Neste trabalho usa-se elemen­
tos triangulares e retangulares curvos no espaço. 

Rudolf na sua tese [12] discute o mesmo assunto alem de apr! 
sentar soluções para a rotação de um cilindro com a força de corpo 
considerada como uma integral de superficie. 
quadrãticos curvos no espaço são empregados. 
-se os resultados de Danson [13]. 

Novamente elementos 
Neste trabalho segue-

Outros trabalhos brasileiros incluem os de Moreira e Wrobel 
[14] tratando anãlise de elasticidade bidimensional por sub-regiões 
e [15] que trata forças de gravidade como integrais de superficie. 

A seguir examinaremos a inter-relação destes trabalhos e as 
maneiras encontradas para superar as dificuldades q~e iam aparecen­
do no desenvolvimento do BEM como ferramenta eficiente para anãlise 
do continuo. 

No contexto internacional o trabalho com os BEM tem sido in­
tenso. Acompanhar este desenvolvimento estã fora do âmbito deste P,! 
per , por em ex i s tem c i n c o .c o n g r e s s os i n te r na c i o na i s o r g a n i z ado s por 

Brebbia nos anos de 78, 80, 81, 82 e 83 que seriam indispensãveis. 
A referência [18] refere-se ao ultimo congresso sobre BEM realizado 
no Japão em novembro de 1983. 

EQUAÇOES PARA O CASO TRIDIMENSIONAL 
Para elasticidade linear tridimensional a formulação usual e 

i ,j = 1 ,Z, 3 ( 1) 
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onde 

onde 

... . . .. • 
e çónstant~ : :· ~ · . 
ê o de.sloc·amento no pônto i na dfreção j · 

deslocamento num ponto de contorno na direção j 

força de superflcie num ponto d~ contorno na direção j 

uij tensor de deslocamentos: solução fundamental 

tij tensor de forças de superflcie obtido por diferenciação 
da solução fundamental .para deslocamentos e substituição 
na relação constitutiva 

(2) 

( 3) 

n normal externa ã superficie 

n1 cossenos diretores da normal 

r distãncia do ponto singular at~ o ponto de integração 

G,v constantes elásticas 

ôij delta de Kronecker 

As constantes c~ são calculadas pela imposição da condição do movi­
mento de corpo rigido. 

ar X~ - X~ 
1 1 (4) r,; =--= 

ClX; r 

onde 
X~ 

1 
coordenada do ponto singular na direção i 

X~ 
1 

coordenada do ponto de integração na mesma di reção 

Substituindo a relação entre geometria e incõgnitas nodais conheci-
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das de elementos finitos 

n 
t = E (jli ti 
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-. 
(5) 

apos as necessárias transformações de c~ordenadas e integrando so- : 
bre todo o contorno para cada n5 e cada direção se obtim uma ex 
pressão matricial cheia 

(6) 

o termo Bi representando as forças de corpo, e que será examinado em 
detalhe mais adiante. Esta equação pode ser resolvida para valores 
desconhecidos de uj e tj no contorno. 

INTEGRAÇAO DAS EQUAÇOES 
A manei r a mais fá c i 1 de integrar as equações sobre o contorno 

i a quadratura de Gauss. 
tro pontos bastam [2,3]. 

No caso de elementos unidimensionais qua­
Porim a integração de Gauss nao e recomen 

dada para o cálculo de Hij e Gij para o caso do ponto singular es­
tar no mesmo elemento sobre o qual a integração esteja ~endo feita. 
Nos trabalhos citados neste caso a integração i feita analiticamen­
te. Estes trabalhos usam portanto elementos unidimensionais constan 
tes e lineares. 

Melamed [ 7] calcula estas integrais para o cas? de elementos 
unidimensionais quadráticos retos, e examina o caso do elemento uni 
di mensional quadrático curvo. Neste caso i necessário assumir a for 
ma da curvatura, por exemplo arco de circulo. 

O cálculo para o caso de elementos com curvatura geral pare­
ce dificil. 

A fonte da falta de precisão da quadratura de Gauss quando a 
integração está sendo feita sobre o mesmo elemento onde se encontra 
o ponto singular pode ser vista para elasticidade tridimensional nas 
equações ( 1 ,4). 

Súbstituindo (4) em (2) e (3) e por sua vez est1 ultima em 
(1) vi-se que a equação (1) envolve termos divididos por potincias 
de r, portanto, com o ponto de integração no mesmo elemento que o 
ponto singular o valor de r fica pequeno e esta i uma fonte de erro 
numirico. 

Watson [16] apresenta algumas sugestões de como resolver es-
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te problema. Ao menos que um n5 coinci~e co~ um ponto de jnte~ra­
çio r nio f i ca zero, porim apes~r disto. experiin~ias mostram que o 
uso da integraçio de G~~.s~ para elementos qll'e contim o ponto singu­
lar pode resultar em constderãvel 'erro, pàrticularmente no caso de 
elementos de ordem mais a~ta [9,11 ,12]. 

Curotto [ 8 J faz a integração exata para o elemento triangu­
lar de ·tris n5s. Scheer [ 9] tenta o mesmo para o caso do elemento 
retangular de quatro n5s obtendo algum êxito apenas no caso do ele­
mento com ângulos retas. Tal procedimento parece duvidoso no caso 
de elementos de ordem mais alta e/ou com curvatura. 

Uma maneira simples de resolver o problema i apresentada por 
Patterson e Sheikh [10]. O ponto singular i localizado no nõ, mais 
na normal externa traçada a partir do n5, a uma distância compati­
vel com o tamanhp dos elementos. Apresentam-se formulas para o cãl 
culo da posiçio do ponto singular fictTcio para o caso bidimensio­
nal. Assim o ponto singular nunca i num elemento, e qualquer tipo 
ou ordem de elemento com ou sem qualquer tipo de curvatura pode ser 
integrad~ facilmente usando apenas os pontos de Gauss. 

No caso tridimensional empregando elementos planos a posiçio 
do ponto singular fictTcio pode ser calculada como segue. 

Considere-se que num n5 R. encontram-se vãrios elementos. Ca­
da elemento terã uma normal definida por tris cossenos diretores. Co 
locando 

a E c os ( ni , x) 

b E c os ( ni , y) 

c E cos ( ni , z) 

e somando sobre .os elementos que se encontram no no, se 

as coordenadas do ponto ficticio t ' (xt, Yi• z~) seria 

x' - X 0 + d•a/s R, - ... 

y' 
R, 

z' 
R. 

y
1 

+ d•b/s 

z
1 

+ d•c/s 

(7) 

(8) 

(9) 
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(x R. , yR. , zR.) sendo a.s coorcte.nadas do .nõ· .A;. · d ·e a di~tância ~r~ · ~:· 
que deve :s'er--com.pat.ivel coftt· o tamanh-ó"'· dos ·~ ~lemento~. ,·.:· _. ·. 

. No ' caso de elemento~ nio planqs os ~ossenos . diret6re~ : ·deve~ 
ser calculados para oelemento no n~ : e~ que~tio. S~ a geom~tri~ for 
conheci da , este c ã 1 cu 1 o t:l i o o fere c~ ::di fi cu 1 da de s • Em t{) do~ · · q s c as os, 
os cossenos diretores nos pon~Qs de integração tem que ser disponi-· 
veis para avaliar a equação (3), portanto o esforço extra i pequeno. 

FORÇA DE CORPO COMO INTEGRAL DE SUPERFTCIE 
Na equação (6) o termo Bi devido ã força de corpo mereceaten 

çao especial. Nos trabalhos iniciais de Brebbia [ 2] sugere-se que, 
para fazer a integração deste termo, se divide o volume do corpo em 
cilulas. Este procedimento, alim de aumentar o volume de dados de 
entrada, destrõi a natureza do mitodo como sendo puramente de con­
torno. 

Existem vãrios trabalhos em que a integral devido ãs forçasde 
corpo i calculada a partir de uma transformação em integrais de co~ 
torno . Curotto [ 8] usa o enfoque matemãtico dado na referência[17] 
para calcular a força de corpo devida aos efeitos de temperatura c~ 

mo integral de contorno. Neste trabalho usa-se o elemento triangu­
lar l inear. Danson [13] apresenta porim uma anãlise de diversos tl 
pos de forças de corpo,em que mostra como podem ser transformadas em 
integrais de contorno. Por exemplo no caso de ,rotação o ultimo ter 
mo da equação (1) fica 

(1+v) 

4H 

+ --
1
-- (m rn·. - n m Ys r,J.)} ds 

2( 1 _ nm J m ms (10) 

onde ni, v, r, r, 1 tem o mesmo significado que antes. E e o mõdu­
lo de Young. mjk e definido por 

2 2 
W2 + wa - w1 w2 - wa w1 
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on~/~~'wi são · a:s velo·cida~s · angulares ·~rn · rador .. dos eixos· X;, e _yi 
e - ~ ci}:~t-~ncia do rtonto de .. tnteg1'ação ate .<t ei>to na .d'íreç1io . . L 

· . ' .. :.. :: · .. : . .4 • • • 

RESUÜA.DOS 

A.: s·e;ui .r apresentam-se ;:~t.íi"tados parq O· caso de um c i 1 i ndro 
mostrado na Figura 1. O pro·blema . foi . a.nalisado usando· pontos sing_l! 
lares ficticios. o caso e de rotação ao redor do eixo z, a inte­
gral de volume devido ã força de corpo e substituida usando a equa­
çao (10). 

Os dados do problema são: 

Malha: 74 nõs, 24 elementos quadrilaterais, quadrãticos 

E 210000 N/mm 2 ; v 0,3 

p 7,8 tonnes/m 3 ; rotação 10.000 rpm 

raio interno 10mm, raio .externo 20mm, altura 20mm 

Resultados para uma fatia de 90° encontram-se na Tabela 1. 
Observe-se que hã boa concordância entre os resultados obti-

dos pela anãlise com el~mentos de contorno e a solução exata. 

10 10 

Figura 1. Cilindro com rotação 
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Tabela 1. Resultados para ci.lindro com rotação 

. 
Des 1 ocamente radia l,cm Tensão ar, KN/an2 

Raio, cm 
BEM Exato BEM Exato 

1 1 ,45 1 ,50 3,18 3 '16 

1 ,45 1 ,26 1 ,22 1,77 1 ,80 

2 1 '16 1 '16 1 ,22 1 ,22 

CONCLUSOES 
Viu-se o desenvolvimento do mêtodo de elementos de contorno 

no conte xto brasileiro, examinou-se como superar os problemas de i~ 

tegraç ão exata das soluções fundamentais para o caso de integração 
sobre elementos contendo o ponto singular, alêm de como fazer uma i~ 
tegral de contorno das forças de corpo . Viu-se,portanto, que o mê­
todo vai crescendo e superando as dificuldades inicialmente encon­
tradas. Pode-se ver na Tabela 1 que o método apresenta bons resul­
t ados. 
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queio, etc .• a despeito do fato de que o rotor praticamente ocupava 
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!NTRODUÇAO 
A cresc~nte necessidade de se solucionar problemas envolveQ 

do troca' de calor po 'r r~d;ação fez com que nàs duas ulti~as ' dêca­
das uma grande quantidàde de trabalhos na ãrea fossem . publicados. 
Não se encontra no entanto, dentre estes trabalhos, um que aprese~ 

te uma formulação variacional realmente geral para problemas de tr.Q_ 
ca de calor por radiação difusa em meios não participantes. Por i~ 

soo nosso principal objetivo aqui e apresentar esta formulação, 
completamente geral para o tipo de problema que se deseja estudar. 

Formularemos matematicamente o fenômeno de transferência de 
energia radiante têrmica entre superficies que refletem e emitem di 
fusamente, onde suporemos que a emissividade e a reflectância des­
tas superficies podem variar com o comprimento de onda da radiação 
e com a pos1çao. Tambêm a temperatura serã suposta variãvel com a 
posição. Desta forma teremos em mãos a formulação mais geral pos­
sivel envolvendo energia radiante têrmica difusa sendo transferida 
atravês de um meio que não participa do processo de transferência. 
Toda a formulação serã baseada em espaços fechados por M superfi-. 
cies que podem ser reais ou ficticias (representando o efeito de fo~ 
tes externas de energia sobre as demais superficies). 

Uma vez que cada ponto sobre cada superficie considerada ê 
afetado por todos os pontos que podem trocar energia radiante dir! 
tamente com ele,o balanço de energia ê dado por um sistema de equ~ 
ções integrais lineares. Apresentaremos este sistema em termos da 
radiosidade monocromática, cujo conhecimento possibilita a determi 
nação local da troca de calor. 

Em geral sistemas de equações integrais nao admitem solução 
analitica em forma fechada. Por isto a existência de um funcional, 
cujo extremo ocorre para as funções que representam a solução exa­
ta do sistema de equações _ integrais, consiste numa poderosa ferra­
menta para a obtenção de soluções aproximadas. 

Depois de apresentada a formulação geral analis,aremos vãrios 
casos particulares de grande interesse, mostrando as simplificações 
a serem efetuadas no funcional geral. 

Discutiremos agora rapidamente a Teoria de Radiação necessi 
ria ao desenvolvimento do trabalho. Um tratamento mais detalhado e 
básico pode ser encontrado nas Refs.[1 ,2,3,4] onde a terminologia 
empregada ê semelhante ã deste trabalho. 
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~NALISE TEORICA 
Vamos imaginar que t~emos uma região no e_spaço delimitadà por 

M superfities. Se est-as . ~uperficies p.oss~i .rem -pont.os que -est.ejam 
a te~peraturas diferentes do zero abioluto ~ntio existiri uma tro­
ca de energia por radiação térmica entre elas, caso não estejam se 
paradas por um meio opaco. 

Cada ponto sobre cada superficie recebe energia radiante de 
todos os pontos que possam ser ligados a ele por uma linha reta que 
não cruze um meio opaco. Isto faz com que o balanço de energia S! 
ja dado por um sistema de equações integrais o qual vai considerar 
sobre cada ponto a energia que chega por emissão e por reflexão de 
outros pontos e a energia que parte do ponto considerado, também por 
emissão e reflexão. 

Trataremos aqui apenas da troca de energia radiante térmica 
entre superficies que emitem e refletem difusamente, ou seja, sem 
direções preferenciais. Esta hipõtese faz com que não haja disti~ 
ção entre energia emitida e energia refletida o que nos induzatra 
ba 1 har sempre com a soma das duas em cada ponto. A grandeza que r! 
presenta a soma das energias,refletida e emitida, por unidade de 
tempo e ire a. para cada ponto, é chamada rad i os i da de e é em termos 
dela que escreveremos o balanço de energia. A radiosidade e em g! 
ral representada pela letra B. 

Este balanço de energ·ia deve ser aplicàdo a cada comprimen­
to de onda de radiação. 

Seja então a Figura 1 onde as linhas cheias representam su­
perfi c i es opacas reais e as · 1 i nhas ponti 1 h adas representam s·uperf.l 
cies ficticias. sendo que estas ultimas traduzem o efeito de fon­
tes externas de radiação e são, por simplicidade de tratamento,ch~ 
madas de superficies. Estas superficies ficticias não refletem e­
nergia e sua contribuição e sempre conhecida. 

Figura 1. Espaço fechado por M superficies 
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Assumindo ·que . . a. reg1ao compreendida entr as M superficies· e 
\ • ' • I • • • ' 

formada :1)6r:.·u'li) gãs ~ qlit ~o ·P.ar.ticipa da troca de energi~, te.mos que 

· .toda . a · e'né.r .. g i ã '.rád i ârit~· •cfü~· de i xa: a 1 g um ponto : ~e. a 1 g lflna~ S't.i p<e r. fi c i~ -~ 
atingirã a sui>.e.rfici.e··.s ' q.u.~ est!'!.fain e~tre as M"consideradas. 

Def í nindo então e~(À,r;), . emissividad~ ~onocromãtica, como 

sendo a razão entre o poder emissi~o real da ·superficie e o poder 

emissivo de corpo negro, ã mesma te'mperatura e comprimento de onda, 

para o ponto r; sobre a superficie i e P;(À,r;), reflectância mon~ 

cromãtica, como sendo a razão entre a energia refleti da e a energia 

incidente, para cada comprimento de onda, no ponto r; da superficie 

i, podemos escrever o balanço de energia como 

i = 1 ,M ( 1 ) 

O indice i se refere ã i-esima s·uperficie e B;(À,r;) e H;( À,r1 ) são 

respectivamente a radiosidade monocromãtica local e a energia incl 

dente monocromãtica, por unidade de tempo e de ãrea, local. Esta 

ultima e a soma das parcelas de energia provenientes de todas as ou 

tras superficies e daprõpria superficie i, dada por 

M 
dA . H. (À,r . ) =L 1 B. (À,s.) dFdA dA dA . 1 1 1 . 1 A J J . - . J 

J= j J 1 

i = 1 ,M ( 2) 

onde as variãveis r; e s; representam os pontos sobre a superficie 

i, sendo s; usada sempre como variãvel de integração. O termo 

dFdAk-dAn representa o fator de forma diferencial e e a razão entre 

a energia que, deixando dAk, atinge dAn e toda a energia que deixa 

dAk. Pela primeira relação de reciprocidade podemos escrever que 

M 
H; ( À,r;) = ?: ( B.(À,s .) dFdA.-dA. 

J=1 JA . J J 1 J 
J 

i = 1 ,M ( 3) 

Combinando (1) com (3) temos o sistema de equações integrais 

que representa, em termos da radiosidade monocromãtica, o balanço 

de energia radiante para cada comprimento de onda da rad i ação, da­

do por 
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O poder emissivo ~sp~tral de cor,1.o negro e ~ad.~ .p~h lei. ~e PJ:apck 

•- ( §) 

onde as constantes vale;m.1C1 = 3.740 x-10- 5 erg . cm 2 /seg e ·C2 =L4387 cm K. 

O fator de forma diferencial dFdA.-dA. i dado por [2,4] 
. 1 J 

dFdA . -dA . 
1 J 

o > _2!_ 
2 

8. ,8 . :ii _2!_ 
1 J 2 

ou 

( 6) 

Os vetores n . e n . são as normais uni tãri as voltadas para dentro dare 
. - h d 

1 
J. 1 - f d . g1ao fec a a, os angu os B; e Bj sao arma os entre as respect1vas 

normais e a linha reta que une r; e sj . O slmbolo "®" representa 
o produto tensorial e "·" o produto interno. 

Uma vez que a energia radiante que deixa uma certa superfl­
cie vai atingir a pontos pertencentes ãs M superflcies consideradas 
temos que 

M 
L: r dFdA . -dA. 
j=1JA . 1 J 

J 

i = 1 ,M 

Figura 2. Esquema para o cãlculo de dFdA .'-dA. 
1 J 

(7) 
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A!Jtes d~ -~rosse_guirmos a discussão e interessante q .. ~estio­
nar o qué det'e:riJli .na-.·o n~m~ro de~ superficies 'q.{le forma um cer·to• ar­
ranjo fechado, ~orno :ó da. F.igura 1. Este numero e 'na verdade ·arbitrã 
rio. A Figura· t .s.ugere sete súperficies, mas poderiamos c-Ónside-. . 
rar dez ou· apenas uma. Com isto podemos escrever o balanç'o ' de ene.!: 

gia . como uma equação integral de Fredholm de segunda especie 

B(Ã,r) = E(Ã,r) eb(Ã,T(r)) + p(Ã,r) ~ B(Ã,s) dFdA-dA ( 8) 

sendo a integração feita sobre a ãrea total que envolve a região. 

As funções que aparecem em (8) são dadas, em analogia com (4), por 

B(Ã ,r) B; (Ã,r;) para r r; 1 ,M . ( 9) 

e:(À,r) E; (À, r i ) para r r; 1 ,M ( 1 o ) 

p(Ã,r) = P;(À,r;) para r r; 1 ,M ( 11 ) 

T(r) = T;(r;) para r r; = 1 ,M ( 12) 

dFdA-dA= dFdA .-dA . para r = r; e s sj i ,j = 1 ,M ( 1 3 ) 
1 J 

Combinando as equações (6) e (13) temos que para pontos r e s que 

possam trocar energia diretamente 

dFdA-dA = 
(r - s )@ ( s - r) n (r) • n ( s) 

TI ( (r - s ) • (r - s ) ) 2 

Uma vez que e usual e mais simples,continuaremos 
do com o sistema de equações integrais (4) ao inves da 

tendo sempre em mente que (4) e (8) são equivalentes. 

( 14) 

trabalhan­
equação (8), 

Ta 1 equi v a-
lencia e erroneamente negada em [7], onde se considera p e E cons­

tantes. 
Resolvendo (4) e de posse das funções B;O, ,r;) podemos de­

termina r o c a lo r trocado, por unidade de tempo e ãrea, para a supe.!: 

fi c i e i , como 

( 1 5) 

jã que qi(r;) e a diferença en_tre toda a energia que chega e que sai, 
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para .c9,1iá p~ _nto. A equação (15) po'e ser ree~crita ~orno 
• • • • .. t • 

· . .. . . 

qi(r . ) ~ f<».·[B . (À,r . )- :E f B.(À,s . )dF~A · -~A: J d ~ -
. . 1 O 1 1 j=1 JA. J J i j . 

J 

i = 1 ,M ( 1 6) 

O sistema de equações integrais (4) assim como a equação (8) 
possuem sempre solução e esta e única [11]. 

Se pudermos assumir que a emissividade e a reflectância são 
independentes do comprimento de onda podemos trabalhar com o sist~ 
ma (4) (ou com a equação (8)) integrado sobre todos os comprimentos 
de onda. Nestes casos o balanço de energia fica dado por 

4 MJ B. (r . ) = e:. (r.) o T.(r . ) + p.(r.) L B.(s . )dFdA dA 
1 1 1 1 · 1 1 1 1 j=1 A. J J i- j 

J . 

i = 1 ,M ( 1 7) 

ou 

B(r) = e:(r) oT(r) 4 
+ p(r) J; B(s)dFdA-dA ( 18) 

onde o e a constante de Stefan-Boltzmann que vale o = 5.668 X 10- 5 

erg/seg cm 2 K4
• A função radiosid.ade local Bi(ri) (ou B(r)) e da­

da por 

i = 1 ,M ( 1 9) 

e o calor trocado, por unidade de tempo e area, e dado por 

q. (r . ) = B. (r. ) - :E f B. ( s . ) dFdA dA ( 2 O) 
1 1 1 1 . 1 A J J .- . 

J= j 1 J 

Em todos os casos o calor trocado por cada superficie, por 
unidade de tempo, e calculado como 

Q. = J q . (r . ) dA 
1 A. 1 1 

1 

( 21 ) 

Ate aqui trabalhamos sem levar em conta que, sobre superfi~ 
cie ficticias, a radiosidade monocromática e conhecida, sendo dada 
por 

(se a superficie i for 
ficticia) 

(22) 

sendo que, usualmente, estas superficies são supostas como negras, 
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ou .: _sej:a: ... ·~ j . .(À·;r;) ,; __ 1_. : .endo T; (r;) .a t=mper~tura ~f..~t.'i'lii ·'de ~ ~-r­
po. ne.g'io: {i"? s.Lip~r;~,ci-e. ·.Em ger.al $e supoe te111peratu-ra · c:onstante. 
· · Se tivermos· M-:N swper-ficies .fictic'ia-s podemos reduzir 9 s-i~ 
tema (4), que era de M ~q~aç~es integrai~, para u~ sistema de N e­
quaç~es, o~ seja 

N 
+ p.(À,r.) :E r B.(À,s.)dFdA -dA + 

1 1 j=1 JA. J J i j 
J 

M 
+ pi( À,ri) :E 1 e .(X,s.) eb(À,T.(s.))dFdA dA 

j =N+ 1 A . J J J J i- j 
J 

i = 1 ,N ( 2 3) 

As superficies i, tais que 1 ~ i ~ N, são superficies reais, enquan­

to que, aquelas para as quais N+1 ~ i ~ M, são ficticias. 

No caso da emissividade e reflectãncia independerem do com­

primento de onda, podemos integrar (23) sobre todos os À para obter 

N 
B. (r . ) = E. (r. ) a T. (r . ) 4 + p. (r . ) L r B . ( s . ) d FdA dA + 

1 1 1 1 1 1 1 1 j=1 J A. J J i- j 
J . 

M 
+ P;(ri) :E [ e.(s.) oT.(s.) 4 dFdA dA 

j=N+1 A. J J J J . ;- j 
J 

i=1,N (24) 

Uma vez que estão bem fundamentados os modelos fisico e ma­
temãtico empregados vamos nos preocupar agora com a solução das e­
quaç~es. Estamos interessados em, conhecendo as distribuiç~es de 

temperatura emissividade e reflectância, determinar a radiosidade 
sobre cada superficie considerada, para cada comprimento de onda À. 

Vã ri os mêtodos numêri c os se ap 1 i cam ã so 1 ução de sistemas de 
equações integrais lineares. Neste trabalho porêm, fixar-nos-emos 
em buscar a solução de (4) (ou qualquer das equaç~es (8),(17),(23) 

e (18)) atravês de um funcional cujo extremo ocorre para a solução 
exata de (4). 

Alguns principias variacionais, menos gerais do que o que S! 
rã apresentado aqui, podem ser encontrados em [2 ,6 ,7 ,8 ,9]. 

O PRINCIPIO VARIACIONAL 
Basearemos nossa discussão no sistema (23) o qual leva em 

conta o fato da radiosidade ser prescrita sobre as superficies i, 

tal que N+1 :> i :> M. Este sistema de equações pode ser escrito como 
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·8; f.>. ,.rr-) = P; ( ~ ,ri) f{k ~r;) + • ·._ ·~ •.• . . ':: ·: .•. . . 
. • • \ " N . .. -:· .~ .. . .. ., . ~.., : . 

+ p.(>.·,r:) L: 1· B .. (x,s :)\ .. ~r., .. ,~ ;·)d.A . .' ;= ·1;N ' ' (25) 
1 1 j=1 A. J J .. 1J J J 

. . J : . 

onde as incõgnitas são·. as funções B;(/, ,r;) 1 S i :> N. Comparando (25) 

com (23) concluímos que · 

+ 

M 
+ L: [ e: .( >. ,s.) eb(>.,TJ. (sJ. )) KiJ.(ri,sJ.)dAJ. (26) 

j=N+1 A. J J 
J 

e 

K . . (r . ,s . )dA . = dFdA dA 
1J 1 J J ;- j 

( 2 7) 

Pela equação (6) temos então que 

(r . -s . )8 (s .-r . )n.(r.)-n . (s.) 
1J J111JJ. 

2 , 
n((r . -s .) (r.-s .)) 

1 J 1 J 

D <1T D < 1T 
~->; - y e "j - y 

(28) 

o 6; > ; ou 

Sejam então definidos os operadores lineares ~e Q de tal 

forma que, sendo ~ o vetar com componentes B; (>.,ri), os vetares ~ ~ 

e Q ~ tem a componente i dada por 

(29) 

N 
L: 1 B. (>.,s . ) KiJ.(ri,sJ.)dAJ. 
j =1 A. J J 

J 

Q B) . 
- -1 

(30) 

Assim podemos reescrever (25) como 

( 31 ) 

onde o vetar .f. possui componentes f;(>.,r;). Os operadores B e g, 
são auto - adjuntos. 
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A soluç~o do .sistema de equa~'ríes (2"5) (ou(31)) e o vetor B . . ~ .. 
que torna extr·emõ o funcional. I .dado por • ·. 

- .. ·. . . 

( 32) 

onde o espaço de funções admissiveis ê composto pelos vetares B cu 
jas componentes B1 ( À,r1 ) são de quadrado íntegrãvel sobre A1 • 

O produto interno representado em (32) ê dado por 

N N 
<QB I B>= .L L:j [ B. (À,r . ) B.(À,s.) K .• (r.,s.)dA. dAJ. (33) 

- - · -1 ._1 A ·A 1 1 J J 1J 1 J 1 
1- J- i j 

N 
<R B I B > = L 1 B . (À, r. ) 2 dA. 
~- - i =1 A. Pi(À,ri) 1 . 1 1 

1 

(34) 

N 
< fI~ > = L 1 f.(À·,r . ) B.(Ã,r . )dA . 

i= 1 A. 1 1 1 1 1 
1 

(35) 

Toman_do a primeira variação do funcional I[~] e igualando e~ 
ta a zero obtemos 

ôi = i- [ < Q~ I ô~ > + < Q ô~ I ~ >] + < f I ô~ > -

-+ [< B.~ I ô~ > + < B. ô~ I ~ >] = o 

e uma vez que os operadores B. e Q sao auto-adjuntos 

(36) 

< -B. ~ + Q ~ +.!: I ô~ > = o < 37) 

o que, devido ao fato de ô~ ser arbitrãrio, faz com que (37) seja 
equivalente a (31) [5]. 

O sistema de equações (25), sempre que representa um probl! 
ma de radiação pura dentrodas hipõteses expostas na anãlise teõri­
ca, possuí solução e esta ê unica [11]. 

Se a emissividade e a reflectãncia puderem ser assumidas i~ 

dependentes do comprimento de onda, poderemos trabalhar com a radj_ 
osidade local integrada sobre todos os comprimentos de onda, ou S! 
ja, (24). Nestes casos, em (33), (34) e (35), utilizaremos s1(r 1) 
no 1 u g a r de B; ( À, r; ) e a. função f; (À , r i ) se rã s u b s ti tu ida por 
f;(r;), dada por 



RevBrMec, Rio de Janeiro, V. VIl, nc:' 2- 1985 • 173 

e:.(r.)crT.(r.) 4 · :.!, J 
1 1 1 1 + ~ 

p. (r.) . • j=·N+1 A. 
1 1 • - J 

e: . (s . ) cr l .{s ·.·). 4 K(~ . :s . )dA ..• 
~ J .. 2 J - ·J J . .J 

( 38) .. 

e o ex t remo do funcional ·~f .!U passarã a ocorrer para a fun-ção que 
satisfizer o sistema de equações (24). 

Quando o ·problema for formulado em termos da equação (8) o 
funcional I[!J i dado da mesma forma que .em (32), sendo que 

< Q B I B >· = ~[ B(À,r) B{À,s) K(r,s)9A dA 
- - A A 

= J f(À,r) B(À,r)dA 
A 

onde K(r,s) i dado por {28), sem os indices e j. 

A função f(À , r) i, neste caso, dada por 

f( ) e: (À,r) (À T( )) 
À,r = p(À,r) eb , r 

{39) 

(40) 

( 41 ) 

(42) 

No caso da equação (18) utilizamos B{r) no lugar de B(À,r) e 
a função f( À,r) i substituida por 

f(r) = :~~~ crT(r)
4 (43) 

Nos casos das equações (8) e (18) o extremo do funcional de 
ve ser procurado levando-se em conta que a radiosidade i prescri­
ta sobre as regiões contidas na ãrea A que· sejam consideradas ne­
gras. 

CASOS PARTICULARES 
Vamos abordar agora algumas situações onde se pode simplifi 

car o problema matemãtico. 
A utilização de hipóteses simplificadoras i, em geral, ne­

cessãria em engenharia, onde se precisa obter dados de projeto em 
pouco tempo e com informações insuficientes para uma anãlise rigo­
rosa . 
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· _Emissivictad ...e Refl~ctância COnsta rimento d · as: 

... _se." pufl>er·ll}~ôs' .,ass~mi r que E:; o . .".n· ~ e .. P:fh ,r i) s"ão. co~S:(*~7-"es 
em cada fai x.a ( t:>. )~ de :eomprime~ ·:?é - o"nda ~ · compreendida entte." ··'· Àk 

e Àk+ 1 , podemõs i o.te .grar o sist.e ~~ pe equações (23) sobre ~- ~nt.re c~ 
da Àk e Àk+ 1 (com ·À1 =O) para obte.r 

1Àk+1 
B1 {(âÀ )k,r1) = e:1 ((âÀ)k,r1 ) eb(À,T1(rt))dÀ + 

Àk 

/
Àk 1 

• + eb( À,T . (s.))dÀ .dA. 
À J J J 
k 

i = 1 ,N (44) 

onde B1 (( âÀ )k,ri) e dado por 

! Àk+1 
À B;(À,r;)dÀ F B;((âÀ)k,ri) (45) 

k 

Em (44) e: 1 (( âÀ )k,ri) e p1 ((â À)k,ri) são a emissividade e a 

reflectãncia na faixa de comprimento (â À)k' no ponto r 1 • 

Deve ser observado que se considerarmos, em primeira aproxf 

mação, apenas um'\ faixa de comprimento de onda o sistema de equa­

çÕes (44) recai em (24). 

Na prãtica esta anãlise e, em geral, feita sob a hipÕtese de 

que tanto emissividade quanto reflectãncia são constantes com a p~ 

sição , sobre cada supe_rfi'tie considerada •. Assim podemos escrever .que 

i = 1 ,N (46) 
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Altú~s vezes cada s úpe r..,fiêie k i'111o senck> · ·iso .. 
tê~.,~c~ . o qt1e· torna o~·probl·t~-a -~ inda mais. sjm·ples f. - ·. . 

•, .. ,:. o calor trocado· - ~est"es·~·~ a s~s pode se r de-te ;mina~o po .. (20) 
se c; l·c.ularmos B; (r;), por (1 g)." •. :· ~ em'o .. 

B. (r.) =J<» B. (À,r- )d À = L: B. ( (t:.À)k,r.) 
1. 1 O 11 K1 1 

( 47) 

sendo o somatõrio feito sobre todas as faixas de comprimento de on 
da. Na pritica porem considera-se apenas um nGmero finito de fai­
xas de comprimento de onda q~e não cobre o espectro todo, despre­
zando assim a contribuição a partir de um certo comprimento de onda. 

Comparando (44) e (46) com (25) podemos facilmente identifi 
caros termos necessirios ã utilização do funcional (32). 

Radiação Não Polarizada 
Se a radiação envolvida i difusamente distrib~ida e ·não po­

larizada podemos aplicar a lei de Kirchhoff que ·diz que 

(48) 

orrde a i( À,ri) ê a absortãncia monocromitica. 
Se as superficies reais consideradas forem opacas então to­

da a energia incidente e absorvida ou refletida, assim 

(49) 

Para estes casos podemos então escrever que 

(50) 

Em tais situações o sistema- (23) pode ser escrito substituindo-se 
todos os pi( À,ri) atravis da equação (50). 

Se alem das hipõteses necessirias ã aplicação da lei de 
Kirchhoff a emissividade e a absortãncia puderem ser supostas inde 
pendentes do comprimento de onda da radiação temos o caso part~cu­
lar de SUPERFTCIES CINZAS onde (50) passa a ser dada por 

(51 ) 
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Nos casos das superficies reais poderem ser consideradas como cin".:. 
zas podemos scibstituir p1 (ri) em (24) atravªs da equatão (51). ·: · 

Superficies Alongadas .. •; 

Se as superficies em questão são geradas por retas des1o~·àn 
do-se paralelamente a si mesmas então estas são ditas ALONGA'P.AS. A 
grande simplificação aqui diz res~eito ao cilculo do fator ~e for­
ma que passa a ser dad~ por 

(52) 

Em (52) as variiveis x1 e yi são escalares e representam pontos s~ 

bre a superficie i, que ê aqui considerada como um arco. 
Todas as funç5es envolvidas tem a depend~ncia e~pacial tra­

duzida por apenas uma variivel escalar. As integraç5es no espaço 
são tambêm feitas sobre uma variivel, sendo os yi 's utilizados sem 
pre como variivel de integração. 

Ayj 

~ 
e 

I Yj 

dAy . 
J 

Figura 3. Esquema para o cãlculo de df 
dAxi-dAyj 

O balanço de energia pode ser entãoescrito como 

i = 1 ,N (53) 
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o11de 

K .. (x. ,y.)dAy. =· dFCIÁ dA (54) 
, J , J J . . x; - Y j 

No : éaso das pro-priedades i ndependerem · do. comprimento de onda, te­

mos: qu~ (53) pode ser ih.tegrada sobre todos os X, fornecendo 

. N 
·s.(x.) = p. (x.)crT.(x.) 4 + p.(x.) :E [ B.(y.) K . . (x.,y.)dy. + 

_, 1 1 1 1 1 1 1 . -1 A J J 1 J 1 J J 
. J- Y· 

- M J 

+ p.(x.) :E J e.(y.)crT.(y.) 4 K .. (x.,y.)(ly. ;i=1,-N (55) 
1 1 j =N+ 1 Ay. J J J J 1 J 1 J J 

J 

Para os sistemas (53) e (55) o produto interno que aparece 

em (32), i dado por integrações sobre os ~rcos que represent~m as 

superficies alongadas. A identificação dos termos de (53) e (55) 

com (25) i fâcil, devendo ser levado em conta que r; e s 1 são subs 

tituidos por X; e Y;· 

Problemas Simétricos 
Suponhamos novamente o espaço fechado por M superficies. Se 

cada uma das N superficies reais estiver sujeita ao mesmo efeito e~ 

terno (considerado aqui como o efeito das superficies ficticias e 

das outras N-1 superficies reais) e todas as N superficies possui­

rem a mesma distribuição de temperatura, emissividade e reflectin­

cia (para uma escolha adequada de variâveis) então o problema de r! 

diação e dito simétrico [10]. 

Em tais problemas i suficiente trabalhar com uma das equa­

ções que compõem o sistema de equações integrais (23), uma vez que 

a função radiosidade seri a mesma sobre todas as superficies reais 

em questão. Assim, temos que o balanço de energia na sua forma mais. 

simples e dado por uma equação integral de Fredholm de ~egunda es­

pecie, ou seja 

N 
B(À,r) = E(À,r) eb(X,T(r))+p(À,r) ~ 1 B(X,s)dFdA.-dA. + 

J=1 A. 1 J 
J 

M 
+ p(À,r) .:E ( e.(X,sJ.) eb(X,T(sJ.))dFdA.-dA. (56) 

J=N+1 JA . J 1 J 
J 

A função B(X,r) representa a radiosidade monocromática sobre qual­

quer superffcie i escolhida como . referincia. Uma vez que o efeito 
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externo e o. mes~ · para todas as 
ver (56) -como . '!.: :. '• 

.... -·.·_ 
-:..· .. 

B(Ã,r) = p{i,r) f(Ã,r) + 

onde, pela simetria imposta 

N 
K(r,s)dA = I:; dFdA.-dA . 

j=1 1 J 

... 
... ' · 

(para qualquer i) (58) 

Neste caso o funcional l[B] assume a seguinte forma simplificada 

I[b] = 11 K(r,s.) B(Ã,r) B(Ã,s)dA dA+ J 2 f(Ã,r) B(Ã,r)dA -
A A A 

j 1 B(Ã,r) 2 dA 
- A p(Ã,r) 

(59) 

onde A . ê a ã r e a de c a d a s u per fi c i e r e a 1 ( A = A i , = 1 , M) • 

CONCLUSOES 
Este trabalho ~stabelece uma formulação variacional, total­

mente geral, para problemas de troca de calor por radiação pura e~ 
tre superficies que emitem e refletem difusamente. Alguns 'traba­
lhos tratam do problema supondo que tanto a emissividade quanto a 
reflectância são independentes da posição, o que ê uma hipótese ba~ 
tante restritiva, uma vez que estas dependem da temperatura e as S.!! 
perficies, em problemas reais, não costumam ser isotêrmicas. Dei­
xando que a emissividade e a reflectância variem com a posição, p~ 
demos, com o tipo de tratamento apresentado, supor que estas nãosão 
funções continuas, o que dã tota 1 1 i berdade na escol h a do numero de 
superficies a serem consideradas jã q~:.~e estas poderão ser compostas 
por materiais diferentes. 

A formulação variacional em ter~os monocromáticos tambêm não 
ê encontrada na bibliografia · o que, somado ao fato de que os proble­
mas tratados podem envolver superficies não homogêneas e não iso­
têrmicas, faz com que seja ainda maior a contribuição deste traba-
1 h o. 

Um outro ponto importante de ser obs·ervado se refere ã de­
terminação do fator de forma. Em geral não se leva em conta que 
dois pontos r; e sj podem "não se ver", ou seja, podem não trocar 
energia radiante diretamente. Estefato·ê levadoemconta em (6) e em (52). 
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I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I r 1· I I' I I I I I I 1: I I 
CEP, Cidedo, Estodo, Pafs 

Endereço eomercial I I ·&,I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I r I r I I I l 1 I I I I I I I I 
Rua, , , Departamento, etc. 

I 1· I I I I I 1-1 I I I I _I I I I I I I I I I I l I I I I I I 1_1: I I 1· l I r·l I .L I [ I L.J I I' I 
11111111111111111111111111' llll t III ti' UI kJ' I tu 1...1 li 
CEP, Cidade Estado, Pafs 

Empresa, I I I I I I I I I I I I I I I I I I r I I I l I I I I f li I' I' 11 I' L 11 I I I L. I I I I 
T ftulo Profissional I I I I I I I I I I I I I I I I r f r I li I r I I K ll I I I I ' I L_ I' [ I I I I I I 

'· 
PosiçloAtual 'I 'I 'I 'I 'I '1'1 'I '1'1'1'1'1'·1'1'1'1'1,1'"1..-1' "li 'I 't ...--li ,...I' ,...1 ..... 1-.-t T:l,.l .,II . ..,I ...... I_,.I.,.I..,..I....,.I--.L,.....,I"-r-ll"'lr'i-1' 

Engenheiro do Produçio, ProfflSOr Assistente, etc. 

Dato de Nascimento I I 1-1 I 1-1 I I 

Endereço pera onde deve- enviada correspondincia.: Residincia. O Empr- O 

Indique em órdern ao no lógica su. f.ormação suP.,.io<. Ernáreas.de· engenha:ri81deve·S8lindicar, eX<. Engenhlria Mec:.lnica, Metalúrgica, 
etc., e em 4reas de especializaçio; lndust•ial, Ciências\ do~ Materiais, etc. Estuda·ntes- devem indicar dato prevista de graduação. 

. Uniwnódedel Gnus Dates' Jlrw E~allzaçlo 

I' 
11 
11 

I ~-

I' 



•: ' • 

.. 
. . . . 
~ ; ·t" EXPERIENCIA PROFISSiONAL ...... ~"' 

. .. .. :. . ' .. ·~ . 

'Indique em ordem q-onol6gica sua experiincia profiss1onal. Seja explícito com relação a posiçoões ocupadas (como Engenheiro de 
Produção, Consultor, etc.), funções exercidts (como Chele de Departamento ~ Manuiençio, Consultaria em Transientes .Hidr4u· 
licos, etc.) , datas e perlodos das posiçlles ocupada\. • 

Posição 

Funçlo 

Posição 

Funçlo : .c ~· 

Posição ' ~; ~· :• 
Funçlo ~·". l)· ( (t 

< ~-

Empresa 

Empresa 

.. 

Empre .. 

Perlodo 

De: 

A: 

De: 

A: 

De: 

A: 

Ttmpo 
Toul 

ÁREAS DE INTERESSE 

D Mednica Teórica O Mednica dos Sólidos 

D Termodi.,mica O MecAnica dts Estruturas 

D Projetas de Máquinas e D A"'lise Experimental 
Componentes 

D Otimizaçfo e Controle. D 
R erneter per a: 

Secretaria da A B C M 
LCC - Laboratório de Computação Científica 
Rua Lauro Müller, 455 
CEP 22290 - Rio de Janeiro, Brasil 

O Mecânica dos Fluidos O Tran.sterinc;. de Calor e Masu 

O Propriedtdes dos Materiais O Pi.ocessos de Fabricação 

O Vibrações .e Acústica D M6todos Analíticos e 
Numéricos · 

D D 

OBJETIVOS DA A B C M 

A Associação Brasileira de Ciincias MecAnicas é uma 
Sociedade Civil, senT fins lucrativos, fundida em 19 de 
abril de 1975 por profissionais Interessados em CiênciaJ 
MecAnicas, com a finalidade de congregar PtsS98S flsicas 
e jurídicas visando : 

. contribuir para o desenvolvimento da Engenharia 
MecA nica no Brasil ; " 

. estimular um efetivo intercAmbio entre as Universida · 
des, Centros de Pesquisa e a lndilstria; 

. divulgar o conhecimento em Ciências Mecânicas 
através de· publicação de livros textos, monografias 
e revi5tas. 

. realizar Congressos, Simpósios, Conferincias, Cursos e 
Reunilles Hcnico· Científicas. 

. promover o inttrcAmbio com associaçlles similares do 
pels e do exterior. 

Sfo atividedes tradicionais da ABCM : 

. O Congresso Brasileiro de Engenha; ia Mecinica • 
COBEM, que se realiza a cadt dois anos na primeira 
quinzena de dezembro dos anos imperes . 

. O Simpósio Brasileiro de Tubulações e Vasos de Pres· 
sfo · SIBRA.T, que é realizado nos anos pares. 

. A Revista Brasileira de Ciências Mednicas - RBCM, 
publicação trimestral.-
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