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ST ABILITY OF CENTRIFUGES 
P ARTIALL Y FILLED WITH LIQUID 

Dr. Eberhard Brommundt 
Institut für Technlsche Mechanik (Mechanikzentrurn) 
Technische Universitat Braunschweig 
D-3300 Braunschweig 

ABSTRACT 

. 73 

Pape11. p.1!.eH n.t6 a me.thod .to c.at c.uta-te .the .l>.tabU.Lty oó a c.en.t.'li6uge 

.the ~tig .(.d c.y~nde 11. oó wh.(.ch .(." mounted on an eta6 .t.(.c. 611.ame (a mul.t~ 
body dü e~~. e.t e 6 y.l>.t eml and pa11.tty 6i Ued t.ci . .th an .i.nvúc..i.d .U.qu.i.d . 

INTROOUCTION 
The steady state motion of a centrifuge operating at high 

rotating speeds and containing some trapped l i quid can get unstable 
over several ranges of the operating parameters. Ir these ran ges 
the machine will undergo self-ex cited whirling motions very similar 
to a self-sustained modal oscillation of the interacting solid­
-liquid system. Such an oscillatíon is clearly distinct from a n 
imbalance vibration by its frequency: lhe imbalance causes (mo s tly~ 

vibrations with the rotational frequency whereas the self-excited 
system oscillates wi th a natural frequency, asynchronous with 
respect to the rotation. When both effects occur simultaneously 
beat-like motions are observed. 

There is quite a number of investigations which study 
theoretically and experimentally simple basic setups, e.g. [1)-(14], 
and there are many, many more papers devoted to liquid-contain i ng 
rockets and shells . But apparently, there is a lac~ of papers 
dealing with the machine dynamic aspect s of the problem: How do the 
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solid parts of a complex machine. in a, say, discrete model interact 
with the liquid in the cylinder to produce instability? 

We want ' to present a procedure sui table to study the stabi 1 i ty 
of a machine which contains a swiftly rotating rigidcylinder partly 
filled with liquid as a constituent part. The procedure bases on 
the observation that for small viscosities of the liquid and a 
weakly damped machine both these influences neutralize each other 
and the sloshing behavior of the liquid determines the unstable 
regions, see e.g. [10]. [5], [11]. [13]. [2]. Under these 
circumstances, approximate boundaries for the stability regions can 
be calculated from linearized equations foran inviscidincompressible 
liquid and an undamped machine. Very likely, viscosity and damping 
will influence the boundaries belonging to complicated "higher 
order" motions much more severely than those of the simple motions, 
see [5), Figure 9, [2], Figure 6. Even then the simple procedure 
has the advantage of pointing out those regions where instability 
might occur and which should be avoided or must be studied 
accurately to ensure stable operating conditions . In this paper we 
merely outline the procedure, list the necessary equations and 
formulas and pre~ent an example. The details are contained in [1]; 
an autonomous computer program for the trasnfer functions (FORTRAN 
77 code) is available. 

MODEL ANO PROCEDURE 

Let the motions of the solid parts ofthe machine be governed 
by the following linear, non-dissipative N-degrees of freedom 
discrete model: 

( 1) 

Here, n- constant angular velocity of the cy linder; !- N-vector of 
generalized coordinates; ~ • .§_, ~- NxN matrices ofmasses(inertias), 
gyroscopic terms and stiffnesses, respectively; MT = M, GT = -Q, 
~T = K; !. - N-vector of li~uid forces onto the c~lind;r, (The solid 
part parameters of the cyl i nder h ave to be i ncl uded i n ( 1)) . 
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The cylinder has the normal position shown by the fixed cartesian 
basis e1 , ê2o ê, in Figure 1 (e 3 coincides with the axis of rotation). 
Its smal l dislocations thereof are the lateral translations u1 , u1 

and the axial translation u , with r espect t o that basis, and the 
angular deflexions u~, u5 about ê1, e 2, respectively. There i s the 
geometrical relation 

u = A X (2) 

( . )T be t ween u : • u1, u1 , u , , u,, Us and !• the 5 x N-matri x A is 
constant. 

Figure 1. Deflect ions and coordinates of the cylinder 
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and the boundary cond1tions 

P(R.~.z.t) + R h(~,z,t) • O 

h denotes the radi~l elevation of the free liquid surface. 

The actions of the liquid onto the cylinder, corresponding to 
the coordinates u1 , • • • , u5 are given by 

where 

T 2p 
f1 = J ), P(1 .~.z.t)cos~ d$ dz 

Z=-T 4).,0 

T 2"'1 
f, ~ J ( P(1 .~.z.t)sin~ d~ dz 

Z=-T (..O 

2n 1 
f ~ J ( [P(r,~,T,t)- P(r,~,-T,t)) rdr d~ , 

' 4)=0 i=R 

,. 2p 
f~ • f J. P(\ ,$,z,t) z sin~ d~ dz + 

Z=--T ~ .. Q 

2n 1 
+ J. sin~ ( [P(r,~ ,T,t)- P(r,~,-T,t)] r 2 dr d~ 

<!)aO I.R 

,. 2p 
f 5 a J ). P(1,~,z.t) zcos~ dljl dz­

Z=-T IP=O 

2n f 
- ( C0$41 [P(r ,<j>,T ,t) - P(r,ljl ,-T ,t)) r 2 dr dljl 

l=o r·R 

The vector fc acts onto the system (1) by 

f = ~T . fc ; cf.(1), (Z) • 

(8) 

(9) 

( 10) 
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lhe complete set of equations (1). (2} and (5)-(10) is linear 
and autonomous . . This suggests a solution of the form 

( 11) 

where the l etc. do not depend on the time. A close study of the 
eigenvalue problem which arises from (11) shows that with A an 
eigenvalue, -À, À* (the complex conjugate of À) and -À* are 
eigenvalues, too. This means that there is instability if there is 
one À with Re À" O, anda stable system is only neutrally (weakly) 
stable with 

À = j w, ReÀ " O (12) 

for âll eigenvalues . (The statements that -À and À* are eigenvalues, 
too, coincide here; we can restrict our investigation to w >0.) 
Figure 2 shows the transition from a stable operating speed Q' to an 
unstable speed g m via a stability boundary n", an extremum of n(w) 
where two w's meet and branch into two complex À'S , which corresponds 
to instability. (This is essentially Wolf's procedure, [14].} 

Thus, we can study the stability of our system by means of 
diagrams of the form of Figure 2a. To achieve that we express ·for 
À = j w the i nteract i on between ~ and fc due to the li qui d by 

~ 2 )A ic = n f.(w..!!. • 

where f.(O) is a 5x5 transfer matrix. 
leads to 

(13) 

Using (1), (2). (10) this 

( 14) 

lf (14) is looked upon as an eigenvalue problem for n with w(>O) as 
a parameter, for known f.(w) it can be evaluated by standard numerica l 
routines and yields an N-manifold of values nn(w), n•1, ... ,N, which 
has to be interpreted as indicated in Figure 2. 
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n · a) 

V nrw) 
Jt' 
.n.'' 
Jl.' 

o 

• t G..J 

h) I I 
I 
I 

o 
cv' '1 ~X." ... 

2. 

V)' 
2. 

R e) 

Figure 2. Transítion from purel y imag inary 
t o complex eigenvalues 

TRANSFER FUNCTIONS 
Here we li s t the formulas f or f(w). 
The transfer matrix f(w) has the fo rm 

F 11 (w) -jF12(w} o o 
F11 (w) o o 

F ,. o F33(w) o 
o o o F44(w) 

o o o jF45(w) 

Lateral Translations 

F11 ~ w1n(1-R2 ) 2t 
w'(1+R2 ) + (2R 2 - 12)w2 +4 

[ w2 (1+R2 } + 2] 2 - 16w2 

o 

o 

o 

79 

( 15) 

(16) 



80 RevBrMec. Rio de Janeiro. V. VIII, n«?2 - 1986 

Ax ial Tr anslation 

.. 
F

33
(w) ~ 128w' T'I n 3 L 'f'k/(1 + 2k)" 

k•O 

where for 

Case 

and 

Case I I 

w2 >4: s~ 1 : · (1+2k) rr/2-rw · lwr:-4 

and 

The symbols Jv, Yv denote Bessel functions of the first and 

second kind , respectively, with the orders v= O and v = 1; l v , Kv 

denote the modified Bessel functions. 

Angular Deflexions 

F44 • H(w,R,T) + H(-w,R,T) 

F • H(w,R,t) - H(-w,R,T) 
45 

( 1 7) 

( 18) 

(19) 

(21) 

(23) 

(24) 
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where 

H(w,R,t) : • w(2+w)tn [ 1 -4R~ - .:C.]+ w(1+w)(3+w)..! ; xk (25) 
3 n kzO (1 +2k )2 

and for 

holds 

with 

Case 

Xk(w,R,t) • {(2t) 2 c
1

k(1,w,R , t)/(1+2k) 2 n 2 - 2[C1k(1,w,R,t) 

-R c 1 k(R,w,R,t)]/(6~) 2 + [C0j(1,w,R,t)­

R2COk(R,w,R,t)]/6~}/õk(w,R,t) 

(\lz 1, 2) , and 

containing the columns 

~ : " (2 , - Rw( 1 + w)) T 

(26) 

(27) 

(28) 

( 30) 

(31) 

(32) 
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Case I I 

l 1+wl >2: 1 6~ : = (1+2k)1T/2 l1+wl • ~· (1 ·wH3+w) (33) 

I I I and in (27) . (31) there have to be replaced Sk(w,t) by Bk (~ , r) , J: 

and J 1 by Io and h, Yo and Y1 by ·Ko and Kt, respectively. 

Remark: There exist finit limitevalues of H(w ,R,t) for '» ~ ± 1 wh ich . 
i s of interest for the computation of critical speeds . 

EXAMPLE 
ln the "centrifuge" shown in Figure 3 all effects, mentioned 

before. come into action. The cyl i nder is freely rotating but 
otherwise rigidly mounted in the support which can · at the point A­
tilt about e1 by the angle ~ 1 and rotate abo ut e2 by ~ 2 . The elastic 
spring con stan ts for the corresponding moments are K1, K2 , the 
moments of inertia (of the s upport plus shaft) are e1 , 0z . The 
cy linder has the mass m1 and the moments of inertia ea (about ax is) 
and e p (perpendicular to axis, abo ut C). 

Figure 3. Centrifuge 

b 

o 
1 

o 
o) ., (34) 
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(1f) 
60 

- ~ u.n:JtabLe 

- ·:t-I :C.··· 
-· I I 

s/abte ) 
50 I 

.. , 

I 
. 1"/ . , . . ~-

I/l~: . 1--- ~ 

J 
·- r~ 

..r -=r=: f---1----
~ 

j 

.z:-=r=· ~ 
.. 

i . \ \ . v J 

~ l -~ . · I 
~ ~ 

~ ".! ~ J 

~ ~ • ~ v _~,( 

~~ 
v~ 

~ -
~. 

~ . 1' 
r\ . .--..--- :· . ~ . 

40 

30 

20 

.tifO 

. o o.z o.~ 0.8 4.0 Q6 

Figure 4. Functions ( w1/ n ) 2 depending on w 
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The equation (14) gets the form 

C'"' jq") + ("l .;) ~ n2 X = o 
-jq12 -q22 o 

wj ln 2 := KdpRC nz • wz / 02 
I I : = Kz/pRc 0 2 and 

q11 (w) = e1w2 + (a/Rc) 2 F11 (w) + (b/Rcl 2 F33(w) + F44(w) 

q22(w) = ellwz + (a/Rc)2 F11(w) + F44(w) 

q12(w) • GIIIw + (a/Rc)2 F12(w) + F45(w) 

For the v alues a/Rc "1.5. b/Rc = 1. L/Rc • 1. RF/Rc • 1/12 • 

(35) 

(36) 

e1 =14, eli ·10, aii 1 . 3, (w1/ wll) 2 
.. 2 we obtain the 2-fold set of 

curves (wi/n) 2 as functions of w shown in Figure 4. (There, to show 
the behavior for large speeds, (wi/0) 2 is plotted against w.) 
Unstable regions are shaded, stable ones are numbered I, II, III, ... 
Especially the narrow regíons will be severely influenced by 
viscosity and dampíng. 
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DYNAMICS OF THE RELATIVE MOTION OF A SOLID PARTICLE 
AND A VISCOUS FLUID CONFINED lN CYLINDRICAL 
DUCTS OF DIFFERENT GEOMETRIES 

Roberto Guimarães Pereira, Membro da ABCM 
Maurício Nogueira Frota, Membro da ABCM 
Departamento de Engenharia Mecanica 
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro 

ABSTRACT 
E .tpH.ún~n.t6 c.onc.~-'Ln.i.ng tht ll.e . .ta.tiv~ mo.ticn o 6 " o.U.d pa~t.ti.cte.l> and 

v.i.6cou6 6luid1> , c.on6.i.nedwi.thi.n cyti.nd~ll.l> o6 all.b.i..t11.a11.y CII.064-6ec.t.i.o~ 

(c.<.~tcul.a!t, quadltangul.aJt and .tJt.iangulall.) hav~ been c.onduc..t~d, foi!. aU. 

ca6e4, and 6all. byond the Oceen'6 1t~g.<.me, .th~ addi..ti.onat p!te46Uit~ 

6o~tce to vü c ou.& d11ag Jta.t.i.o I t.P• A/V I can be d.i.lttc.tty · evatuated by 

me.aM o6 pall.ame.teltc o 6 .the unpeJt .. tuJtb~d 6tow, wh.i.c.h, ac.c.oltd-i.ng to an 

e.~:.ü.tútg .theolty,~>houtd onty be expec.ü.d 6oll tow PM.tüte Reynold6 

Numbell. Sudd~nty a 6 -t.'tong .tltan6.i.t-i.on , wh-i.c.h ü veJr.y complex .üt 
natulte and no.t 6u.U.y undelt6.t<>od, o,ccuJt<~. 

RESUMO 
El>te tltabatho decclteve expeJt{men.to6 Jtetac.i.cnado6 ao mov.i.mento ~tela­

.ti.vo e.n.tll.~ uma palt.tZc.u.ta 6Õ.(..(.da ( 6on.t€ de. pVt..tull.bacão I ~ um 6lu..i.do 

vüco6o, con6.i.ttado6 no .<.n.te11..i.oll d~ c.ilindlto6 de d.i.6e.lten.tu llecõe6 .IL! 
.ta6 ( c.úr.cu.tall , quadltangu.taJt e tlti.a1tgula1tl. Palta todo6 o6 ca6o6 in­

ve.6t.i.gado6, e mu..i..to a.e.é.m do Re.g.i.m€ de 06e.en (Re»21, a Jtazéioentltea 

6oJt.ca de p11.1!.66ão a.d.i.c.<.onat e a 6oJtca de. altlta.6.to, dev.i.do a plte.6~nca. 

da palttlcula, (t.P~A/0), pode 61!.1!. d.i.ltetam~nte dete4m~n~da em 6un­

ção de pa.kéime.t~ot do e.6co~men.to néio pell.tuJtbado, o qu~ 6Õ elta e4pe.~~ 
do paAa Re<2, de aco~do com uma. teo~.i.a. ex-i.ótente. CQm o aumento do 

NÚmeko de Reynotdo~, uma compte~a. e não completamente expt.i.cada t~an 

4.i.çâo OCO~Jte. 
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INTROOUCTION 
The dynamics and the relative motion of a particle in a 

viscous fluid assume importance and application in several useful 
engineering problems. ln science and technology the problem of 
viscous flow through ducts containing particles is of interest in 
connection with a variety of process such as polution, fixed and 
moving diluted fluidized beds, elutriation, pneumatic conveying, 
dust and mist collection. Even hemorheology would be a more 
complex application of the relative motion betwenn non-rigid 
particles and a viscous fluid confined within a deformable walled 
pipe. 

ln the context of the present work, attention is given to 
the relative motion of a solid spherical particle and a Newtonian 
fluid confined within parallel walled cylinders of arbitrary, but 
uniform cross-section. 

Let us first co~sider an infinitely long, cylinder com­
pletely filled with a homogeneous, incompressible, Newtonian fluid 
in steady laminar flow in absence of the perturbation source (solid 
particle) . lf we consistently refer the "undisturbed" fluid 
velocity v 0 to a stationary coordinate system and if p0 denotes the 
"undisturbed"pressure field, one may write: 

V • V 0 0 (1) 

(2) 

i.e., it is assumed that the motion satisfies the linearized 
Navier-Stokes Equation, from which the inertial terms have vanished 
identically. The superscript "O" refers to a property of the 
undisturbed fluid motion, i.e., flow in absence of the solid 
particle. (The duct is clear of any obstruction). 

For a "disturbed" flow however, i.e., flow in the presence 
of a particle, the overall flu)d motion is quite complex and is 
governed by the momentum equation . 

;)v • 'Jv = v . n 0 at + 0 v (3) 

I n thi s equat i on, n is the pressur.e tensor, and 
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(4) 

The above equation gives the force exerted across the 
surface element dS by the fluid lying on that side of the element 
into which dS is directed. For an incompressible, Newtonian fluid, 

n .. -I p + 2 ll t. and t. .. i <v v + v v) 

is the rate of deformation tensor. Similarly to (1), the 
continuity equation for the "disturbed" flow becomes: 

(5) 

(6) 

It is important to emphasize that the flow viewed by an 
observer moving with the particle will appear steady although it 
sho uld never be considered so by an external observer fixed to the 
cylinder walls. For an observer mo ving with the particle velocity 
U, the velocity field would be described by 

v(r ,t) = v (r- Ut,O) 

and for this "relatively steady motion", 

..Q_ v · (--ª-+ U · v) v = O ot at 

ln the light of equation (7), equation (3) can be recast as 
follows: 

p(v - U) · v v "' v • n 

(7) 

(8) 

(9) 

It is customary in engineering practive to overcome the 
difficulties associated with the non-linearity in equation (9) by 
using a classical Oseen-type linearization of the above eqÚation. 
This linearization is accomplieshed when v is replaced by v 0 in the 
first term of (9), i.e . : 

p(v 0
- U) · 'V v • 'V • n (10) 
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To preserve the theoretic.al consistency of this linearization, 
not only the Oseen regime (i.e., Re<2) should be preserved but also 
the smallness of the parameter a/R 0 (ratio of particle to duct 
characteristic dimensions) theoretically must be controlled [1]. 
This last restriction is immediately inferred from the fact that 
only in the near neighborhood of the "small'' particle, thedisturbed 
fluid velocity v may be approximated by the corresponding undisturbed 
vector v 0 (actually, as it will be experimenta11y shown later, and 
in spite of the linearization used, the Oseen's regime was verified 
to be an unnecessary condition). 

BRIEF REVIEW OF THE LITERATURE 
Calculation of the macroscopic pressure drop due to viscous 

flows through ducts (bounded flows) is one of the majos objectives 
of theoretical hydrodynamics. In the fifties Haberman [2,3) 
carefully reviewed the scientific literature on slow viscous flow 
around solid and liquid particles. Brenner & Happel [4] dev eloped 
a general treatment for similar problem. Approximate expressions 
were derived yielding the frictional drag, rotational couple and 
permanent pressure drop caused by the pressure of an obstacle in 
the original Poiseuillian flow field, regardless the preassigned 
position of the sphere. Thi s work was an improved extension o~ 
Happel & Byrne [5) work who used the method of "reflections" where 
the solution of the governing equation was obtained by the sum of a 
series of velocity fields, all satisfying the momentum, continuity 
equations and a set of appropriate boundary condition. Brenner 
greatly advanced this ares publishing several other papers. His 
work on the dissipation of energy of suspended particles in a 
viscous liquid [6) . probably could be seen as an evidence of a new 
theory been developed. A general method was devised for calculating 
the additionaJ. mechanical energy dissipation inc.urred by the presence 
of solid particles suspended in an incompressible viscous flow. 
Brenner calculated the additional dissipation rate of energy for a 
Newtonian fluid motion satisfying the continuity and the linearized 
momentum equation, together with appropriate boundary conditions: 

E+ = I Is dS • n . ( v ' - v ) 
p 

( 11) 
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ln this eq uation Sp denotes integration over the surface of 
the particle and S the internal s~rface of the cylinder walls. 
Brenner clearly show~~ the intrinsic source of the additional 
energy dissipation; i.e .• the inability of the particle to 
accommodate itself to the original fluid motion at its surface. He 
also treated the case of nonspherical particles and recovered 
Einstein's formula for the apparent viscosity of a di lute suspension 
of shperical particles in conexion with Einstein's theory [7] of 
suspension viscosity. 

Sti ll for small values of the ratio a/R 0 and under creeping 
flow condition, Brenner [8] developed, in a much more simple 
approach, a general formula which permits a calculation of the 
pressure drop arising from the slow steady flow of a viscous fluid 
through a circu lar cylinder. Brenner was able to calculate the 
diminution in pressure, directly from the prescribed boundary 
velocities without requiring a detailed solution of the equations 
of motion, as orignally done by Happel & Byrne [5] who used a much 
more complex procedure requiring a detailed calculation of thewhole 
field . Finally Brenner [9] carne out with a very simple and powerful 
theory where momentum and energy theorems were applied to the 
relative motion of a particle of arbitrary shape and a viscous fluid 
confined within a cylinder of arbitrary cross-section. Besides the 
remarkable results derived by Brenner, concerning calculation of 
the additional pressure drop, Brenner's work revealed the existence 
of a paradoxical analysi~. His results revealed that even for the 
infin itely distant cylinder walls case, there exists a finite 
shearing force acting on the walls bounding the flow. lt is 
worthwhile noting that his analysis emp hasizes an important 
distinction between an unbounded fluid and one which is bounded at 
i nfinity. 

Although Brenner's theory wa s developed based upon a Oseen­
-type 1 i neari zat ion , systemati c and redundant experiments exaustively 
show its validity far beyond the Oseen's regime, as it will be 
further discussed in this paper. Even the fluid does not seems to 
be necessarily Newtonian, regardless the Newtonian restriction 
imposed on the rate of deformation tensor. This aspect of the 
theory which lacks experimental confirmation, is in process of 
investigation [ 10]. Brenner [11] also developed some work on the 
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hydrodynamics resistance of particles at small Reynolds numbers and 
lateral migration of solid particles in Po ise uill e f low. 

Symmary of tbe Tbeory for Low Reynolds Number. Consi der the 
relative motion of an arbitrary particle and a viscous fluid 
confined within a cylinder of arbitrary but uniform cross-section. 
From a force balance th e pressure dr op is given by 

t.P 0 A · F~ ( 12) 

ln this equation we conveniently define a vector pressure 
drop, equal in magnitude to the usual scalar pressure drop and 
pointing in the direction of diminish ing pressure. ln equation (12), 
A is the cylinder cross-sec tional area and Fw is tbe force exerted 
by the fluid on the cylinder wa ll s. 

Consider now the relative motion of this fluid and the 
particle (such that the fluid flo ws at the sarne fluid ve locity as 
before). A new forc e balance yie ld s: 

For this flow situation, in presence of the particle, õP A and Fw , 
are, respectivelly, the new val ues of t he vector pressure drop and 
the force acting on the walls. àP is measured across two imaginary 
para11e1 planes (one of each side of t he particle)separated by a 
"large" di sta nce h. D is the drag force exerted by the fl uid on 
the particle . 

o = ffs n · dS 
p 

The additional fields arising ,from the presence of the 
particle, are: 

êP+• lim (õP - ôP0 ) 

h--o> 

Subtraction of equations (13) and ( 12) together with the 
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information of the "add itional ~iel d" yields 

( 14} 

The rate of mechanical energy . dissipated by the fluid can ~e 

evaluated for both 1 the "perturbed" and the "unperturbed" motions 1 

by noting that the dissipation rate is equal to the rate at which 
the stresses in the system are doing work 1 i .e.: 

E " -ffs dS ·O ·v ( 15) 

(16) 

from the above equation one obtains the additional d1ssipatio n rate 
within the cylinder arising from the presence of the perturbation 
source (particle) in the flow field: 

Ê+ = 1 i m ( Ê - E 0 ) ( 17) 
h-+oo 

The surface of integration given in (15) i s the surface 1 S, 

bounding the fluid volume which must includes the side walls, Sw• 
of the cylinder 1 the two cross-s ection ends of the cylinder 1 S±h' 

the surface SP of the particle "wetted" by the viscous fluid. The 
appropriate boundary conditions to be taken into account in th e 
evalua tio n of (15) are: 

( 18) 

v ; U + o x r 1 on Sp ( 19) 

(20) 

It is convenient to obtain the solution of (15) in terms of 
the mean velocity V~ given by 
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ln general, the couple experimented by the particle in the 
perturbed flow, is gi ven ay 

where r is measured from a point along the axis of rotation . 
Equation (15) finally yíelds: 

E = t.P· V
11

A- U · D -O· l (21) 

Physically equation (21) confirms that no work is done by the 
stresses at the cylinder walls (v =0 on Sw); while the lead term in 
(21) arises from the work done· by the pressures acting over the ends 
of the cylinder, the two remaining terms denote the work done by the 
stresses acting over the partícle surface. Using similar arguments, 
equation (16) yields: 

[ 0 = t:J> 0 
• V A (22) m 

Combin i ng (17), (21) and (22), one obtains the additional 
dissipation rate: 

C' = t:J>+ • V A - U • D - n · L m (23) 

It should be carefully noted that the additional dissipation 
rate[+ may either be obtained by equation (1 1 ) or alternately by 
equation (23). While equation (11) arose from arguments concerning 
the governing equations appliedtotheperturbed fluid motion, equation 
(23) directly states that the instantaneous rate at which mechanical 
energy is being dissipated must overcome the increase of kinematic 
and Potencial energy in addition to the difference between the rate 
at which the stresses, acting over the surfaces bounding the fluid, 
are doing work. 

The beauty and simplicity of equation (23) relies in the 
fact that the "additional" pressure drop 6P+ may be calculated from 
the corresponding dissipation rate. 

Brenner's most remarkable result carne 
solution of equatíon (11) and equation (23). 

from equating the 
Alt hough the solution 
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of equation (11) gets much more involved than the procedure used to 

obtain equation (23), in the course of its solution,for the case of 
a "small partic•le", Brenner obtained a closed form solution to 
equation (1 I) by considering a relative arder of magnitude of each 

term resulting fro~ the substitution of an expression for (v-v 0
) in 

equa t ion (11). v comes from equation (19) while v 0 arises from a 
Taylor series expansion applied to the unperturbed flow fieid as 

the flow field may be assumed' regular at all points. After all the 
above hypotesis are considered and after performing the necessary 

manupilation , the resulting solution of eq~t<~tion(11)iscornbined with 
equation (23) yielding Brenner's final results 

1:!1'+ • v A ,. y 0 • o m o (24) 

Returning to a scalar equation, and providing that O is 
understood to refer only to that component of the force on the 
partic l e which is parallel to the cylínder walls and, since v 0 is 

always in the same direction as v •• no ambíguity 1n algebraic sign 
results from writing, more co nveniently, equation (17} as follow: 

áP+ A/D • v~/V (25) 
F.o 

lt is in fact noteworthy that the ratio of the pressure 

drop to lhe particle drag forces (parameters of the perturbed flow), 
LHS of equation (25) equally balances the RHS containing parameters 
of the unperturbed flow. 

Combining (14) and (25) one can derive an expression yielding 

unexpected paradoxical results for the additional force on the walls: 

F+ " (v~/V - 1)0 w m (26) 

ln order to ilustrate t he notability of the theory, lets, 

, simultaneously, consider the ratio v~/Vm for several different flows, 
for which the solutions of the recti linear unperturbed flow 

equations (1) and (2) are known [12), 
For the case of a flow along a circular cylinder of radius 

Ro, the unperturbed Poiseullian velocity distribution is given by: 

(27) 
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The counterparts of this equation for unperturbed 
rectilinear laminar flows in channels of various cross-sections can 
be derived from reference [12). For the case of an equilateral 
triangle cross-section (sections defined by the lines y = :!: x/3 and 
y .. m), the nearly parabolic velocity distribution i s given by 

Boussinesq's formula 

(28) 

where K is a dimensional parameter related to the volumetric flow 

r a te Q : 

For the analogous case of a duct of square cross-section (section 
defined by the lines x ~u. and y :H ), the velocity distribution is 
given by a series expansion 

v c " _!__ K [~2 - y2 + ~ ~ (-1 )n+1 N- 3 sech Na Cosch Nx cos Ny] (29) 
2 ~ n=O 

where: 

2 ~ N = ( 2n + 1 )r. 

Q 

Using the appropriate velocity distribution, as given by the 
above equations, and for the particular case of a "small" particle 
located along the cylinder axis, one may organize Tab le 

Table I. Pressure drop and wall shearing 
force in confined viscous flows 

CYLINOER t.P+A/0 "v~ /Vm F+ I O 
CROSS-SECTION w 

Circular 2.000 1 .000 
Equilateral 2.222 1 . 22 2 

triang le 
Quadrangular 2 . 093 1. 093 
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Table L, whi ch is theoretically limited to the Oseen's 
regime, emphasizes that there exists a finite shearing force acting 
on the "far" walls of the cylinder. Notice that, for all cases, 
F~ "'O (although, it could be thought, from simple fluid mechanics 
arguments, that F:~o, since the side wetted walls are infinitelly 
distant from the sma ll particl~) for the circular cylinder flow 
F:/0 t 1.0. Surprisi ngly, this additional s hearin g force F:, dueto 
the presence of the particle in the flow field, may even be greater 
than the drag force which acts directly on the particle . As shown 
in Table I, for the cases of flow along quadrangul ar and triangular 
s haped ducts, this s hearing forces acting on the far s ide walls are 
9.3% and 22 . 2~ greater than the correspondent vis cous drag forces, 
respectivelly. 

EXP ERI MENTAL RESULTS 
ln spite of the strong theoretical consistency of Brenner's 

theory, it isso rich in detail and so insti gating, yielding 
paradoxal results, that it would never be trusted without a reliable 
experimental confirmation. This experim•ntal verification was 
sistematically performed and constitutes the main objective of the 
present work. A few attempts to provide confirmation of Br.enner 's 
theory have been reported and a complete review of the literature is 
given in [13). Due to severe experimental difficulties, associated 
with measurements of very small pressure differences (on the order 
of small fractions of mm Hg), some of the available data only covers 
a small regime [14) or display a very larger scatter and were as 
much as 50~ uncertain [15) . The available results concerni ng 
con firmation of Brenner'• theory seem to be restricted to circular 
cylinders [16,17). 

Experimenta l set~. Figure 1 shows, schematical ly, the 
apparatus employed to develop the confirmation of the theory . The 
apparatus consisted basically of four main parts: (i) a vertical, 
3m long, plexygla ss cylinder (test cylinder), within which the 
particles were dropped; (ii) a vertical, 3m long, plastic pipe 
joined at its base to the main column and employed to balance the 
hydrostatic pressure in the main column; ( iii) an accurate 
differential pressure transducer system, which had its pressure 
inlets connected by tubing to the air volumes on the top of both 

\ 
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columns; (i v) a strip-chart re corder, which recorded signals from 
the differential pressu r e transducer. Both columns were filled 
with liquid to within a few cm of the top. The remainder of the 
system contained air (working fluid of the pressure transducer) at 
essential l y atmospheric pressure, wich served to transmit to the 
transducer the pressure differences created by the par t icle motion. 
Detai l s concern1nç tne experimental faci lity, solid particles and 
viscous fluid are giv en in [13]. Ind iv idual particles released 
along the axis of the cylinder. fil led with t he viscous fluid, 
induced minute pressure differences 6P+ which were measured by a 
pressure transducer (Type 77-H l }/control unit (77M-XRP), manufactured 
by MKS lnstruments. 

r------------0 
Vent to 

otma5phe~ •• / 
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I 
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Working r· ···· 
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Figure I. Exper imental facility 
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This is a rapid-response, differential pressure transducer 
consisting essentially of a grounded metalic díaphragm operating as 
a capacitar plate, driven by an amplif1er system. The transducer 
was excited in a bridge configuration by a sinusoidal oscilator. 
Calíbration of the pressure measure~ent system is discussed 
elsewhere [18]. A submicron pressure level (10- 3 mm Hg full s-cale) 
was successfully calibratel within better than 1% [13]. 

The present investigat ion. Figure 2 summarizes current 
measurements of the additional dynamic pressure force to viscous 
drag ratio, obtained in circular and non-circular cylinders. A bas~ 
-line data set were obtained in a circular cylinder, in the Oseen's 
regime. These data were also compared with Feldman's results [16] 
which represent the most complete data set available. Figure 2 
also summarizes, for comparison, all available results. 

ANALYSIS & CONCLUSIONS 
According to Figure 2,Brenner's theory is fully confirmed. 

Three cylinder geometrias have been -exaustively investigated. The 
theoretical values t.P+A/D =V~/Vm a2.000 , 2.093 and 2.222 correspon~ 

ing respectivelly to the cases of circular, quadrangular and 
triangular cylinders, have experimentally been verified for 
different flow rigimes. 

Referring to Figure 2 one may conclude: 
i) from the circular cylinder data which strongly support · 

Brenner's theory and also duplicate all Feldman's result [16] 
and few other experimental works, the overal experimental 
procedure was fully qualified. The data points seen actually 
constitute the base-line data set and each point represents an 
average of more than 20 replication of each experiment [13]; 

ii) Brenner's theory was confirmed for very low Reynolds Number. 
Severe experimental difficulties, resulting from measurements 
of very small pressure differences (10- 3 mm Hg), arise when 
experiments are to be performed at very low Reynolds number in 
the Stokes regime (Re <0.1). This regime was investigated in 
the quadrangular cylinder. Measurements of 6P+A/D were 
performed at Reynolds Number as small as 0.05. ln this region 
the agreement between experiments and theory is better than O .51; 
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iii) theoret ically, dueto the O$een-type linearization used in the 
governing equation, the domain of Brenner's theory extends to 
th e Oseen\s regime {Re <2). For all cases investigated, 
irrespectively of the cylinder geometry, the theory wa s 
confirmed (see Figure 2); 

iv) for all cases, Brenner's theory allows(regardless the cylinder 
geometry) important hydrodynamic parameters of the perturbed 
flow to be evaluated by the corresponding parameters of the 
unperturbed flow, even far beyond the Oseen's regime. The 
limit of validity of the theory is set by the Reynolds Number 
corresponding to the end of the "patamar" seen in Figure 2. 
Constdering that (25) does not contain any of the usual 
hydrodynamic parameters (e.g., viscosity, density, parti ele 
siz~ or velocity) which might suggest a dependence on the 
Reynolds Number, it seems reasonable to expect (actually proved 
~o be so) that Brenner's theory should extends beyond the 
Oseen's regime. However, how far beyond Re <2 is an open 
question impossible to be answered by theorectical arguments. 
ln addition, physically, it should also be expected that F: =0, 
meaning that fluid bounded at infinity is equivalent to the 
si tuation of an unbounded fluid, as might otherwise be implied 
by elementary momentum arguments. 
The breakdo.wn of Brenner 's theory seems to be related to the 
instability of the wake behind the sphere in motion. This 
complex mechanism is discussed elsewhere [13]. If the 
transition mechanism can be attributed to this instability one 
shoold no~ expected that the beginning of the transition region 
should depend upon the cylinder geometry; it should only depend 
upon the particle shape or perhaps on the a/Ro va lue. Very 
likely, the aparent disagreement between Feldman 's and Langin's 
results arises from the fact that they éovered the transition 
region using different a/Ro spheres. Unfortunately, Feldman's 
and Langin's particles shape were not quite identical. Feldman 
used composite polyethylene-steel spheres not perfectly 
spherical in shape and, probably,the instability of the flow 
in the wake behind the particle could also affect the complex 
mechanism associated with transition. At this point it lac ks 
information about the mentioned disagreement. New experiments 
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are in progress in order to better explain this phenomenon. 

v) beyond t~e "patamar"; seen in . Figure 2, the addicional pressure 
force to viscous ··drag ratio, llP+A/D, abruptly decreases 
assymptotically towards the value 1 .0. Although, apparently, 
it seems that the cylinder geometry affects transition, it 
seems safe to conclude that ~or Re beyond transition (Ret)• 
the following limit is alway valid, regardeless the geometry: 

lim (,t.P+A/ 0) e 1.0 
Ret+"' 

( 30) 

This limit value 1.0 actually sets the flow regime (Re > Ret) 
corresponding to the situation in which a fluid bounded at 
infinity can be modelled as an unbounded fluid. As one knows, 
for engineering purposes, few are not the situation in which 
similar hypothesis are made, regardless the flow regime. 
Application of this theory and advances in this controversial 
and interesting issue are in progress . 
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RESUMO 

105 

A queima e~o~iv a de p~ ope te nte~ ~ótido~ tem ~ido e~tudada po~ div e~ 
606 a~o~eb , utilizando di6e~ente~ m~todob. Nebte t4abdlho, eó.tudoü 
-61?. teo~icamente e exee~imen.tatmen.te a ~ueima e~oóiva de moto~eb-~ 
gueteó colocadoó em óe~le . O ehtudo teo~ico ba~eou -b e na ~ebo lucao 
numê~ca do modelo matemitico de Lenoi~ e RobittQAd fi). A pa~te ex 
pe~imentat 6oi ~eatizada utitizando-be moto~eb dediâmet~o de ~aAgan 
ta (O ,OZ 95m ii o:060m! e comp~.<..mento (0,488m à 1,708m) va~iá.v e-<.~ . com 
btocob de pilo pele nte "co11poALte '' de pe.Jt6uJtacão eA.t~e.tada. e dete..to­
~eó de 6lm de quelma. PQAalelamente , enbaiob em bomba de queima e 
mo.t o~ e6 de quelma l nte11.na. e e. )(te~na 6o~am u.tilizadoó pa.11.a d ete~mina 
cão da velocidade de quelma. não e~oóiva . Uma anátibe c~ltlca , com 
compa~acão ent~e Aeóultad04 teÕ~~COh e expe~imen.taió, e também apll.e 
ben.ta.da. -

A'BSTRACT 

E~oólve bu~ning o6 óolld p~ope.liantb ha.h be.e.n 6tudled bq be.ve.~ai 
·autho~6 apptylng di66e~ent me.thodó . ln th ló Woll.~ , a theo~e.ti cat and 

an expe11.imental btudy o 6 e~o4.ive buJtnútg út 4ocl1e.t mo.to/1.6 auembled 
ln óellieb we11.e peJtóOJtm ed . The .theo4et.icat htudy wab e~tabtlbhed 
.th11.ough a nurn eA.<.cal mathema.tlc t~ea.tment deve. t oped by Lenol!t a.nd 
Robi.UaJtd ( 1]. The expe.~men.tat wo~k tua~ peJt6o~med uó.ing moto11.6 w.i.th 
.th~oa.t dlamete.ll. 61tom 0. 0295m to 0 . 060m and length~ 6~om 0 .488m to 
1. 708m wlth ~ .ta11. óhaped on bt-a.Jt pe~t6u~a..ted compobi.t e ~ope..Ua.nt~ g~a.Mt. 
wl.th emb edded en d o6 bu11.nlng d~~~. At the ~ame time expe.~.<.me.ntat 
tebt~ ln a bomb and in~eAnalje)(te~nal buAning ll.ocket we~ e pe~6oAmed 
to dete11.mine non.e~o~ iv e Aate data. A compa~a~ive cJtiticat anatv6i4 
be.tween .theo11.etlcat a.nd exp~~imental. Aebu..tt~ lb a..t~o pAe~ented . 
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NOMENCLATURA 

Ab 

Ap 

At 

C'" 

CF 

e 

F 

Gg 

lsp 

L 

;;i 

M 

p 

Pc 

PF 

q 

R " 
R 

M 
R 

T 

T 

r c 

ti 

vb 

v e 
y 

yg 

ãrea da superfTcie de queima do propelente (m 2 ) 

area da seção transversal do canal de escoamento dos gases, 
usualmente chamada de passagem (m 2 ) 

ãrea da garganta da tubeira (m 2 ) 

velocidade caracteristica (m/s) 

coeficiente de empuxo 

espessura queimada do bloco de propelente 

empuxo (N) 

fluxo mãssico por unidade de area (lcg/(m' s)) 

impu l so especifico (s) 

comprimento total do bloco de propelente (m) 

peso molecular dos produtos de combustão 

número de Mach 

pressão estãtica 

pressao de estag nação na entrada da tubeira (secão C) (N/m 2 ) 

pressão em x "O, ou seja, na secão anterior do bloco de pro­
pelente (N/mz) 

fluxo mãssico por unidade de ãrea (kg/(m 2 s)) 

constante especifica dos gases ((Nm)/(kgk)l 

constante universal dos gases (( Nm)/(Kmol k)) 

tempo ( s) 

temperatura de estagnação dos gases (K) 

temperatura adiabãtica de chama (k) 

temperatura inicial do propelente (k) 

velocidade de queima não erosiva (m/s) 

velocidade de queima erosiva (m/s) 

volume total da câmara de combustão {ml) 

volume livre ocupado pelos gases (m 3 ) 
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Z ângulo do divergente da tybeira 

y ·razão dos calores específicos 

r 

Pg massa especifica dos gases {kg/m 3
) 

pp massa especifica do propelente (kg/m)) 

~ razão de mistura comburente combustível 

INTRO DUÇAo 
A velocidade de queima de propelentes sólidos e uma complexa 

função de muitas variãveis e pode ser representada, como aproxima~ 

cão, pela seguinte relacâo funcional: 

Investigações experimentais sobre um mesmo propelente tem de 
monstrado que a velocidade de queima, depende principalmente da ve­
locidade dos gases (Vg) e da pressão p [1]. A influência de v9 é 
c'hamada erosão e a queima do propelente sob estas condiçÕes é a que~ 
ma erosiva [7] . que provoca um aumento na mesma . 

O fenômeno erosivo aparece cornumcnte nos motores foguetes a 
propelente sólido que possuem uma pequena razão entre a ãrea de pa~ 

sagem e a ãrea garganta. 
A queima erosiva tem sido estudada através de vârios métodos: 

que i ma interrompida~ fotografias de alta velocidade, etc. Para opr!_ 
sente estudo foram utilizados motores foguetes de vãrios comprimen~ 
tos, mantendo constante a relação: 

onde se tem a vantagem de conseguir resultados de queima erosiva em 
condições mais reais. 

OBJE TIVO DO TRABALHO 
t feita uma investigação teórica e experimental da queima e­

rosiva do propelente "composite" com os objetivos: 
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a) Determina r as curvas de pressão. empuxo e a velocidade media de 
queima, através de uma sistemãt i ca de calculas e utili zando a teo 
ria de Lenoir e Robillard [1]. 

b) Obter os resultados experimentais da pressão, empuxo evelocidade 
media de queima, realizando uma série de ensaios com motore s fo­
guetes de diversos comprimentos. 

c) Estudo da distribuiç ão da pressão, velocidade de escomento dos 9-ª. 
ses e velocidade total dequefma em secões representativa s no in­
terior da câmara de combustão. 

d) Estudo da velocidade de queima não erosiva através de trabalhos 
experimentais em bomba de queima (tipo crawford) e motor de quel 
ma interna/externa. 

EQUAÇOES DESCRITIVAS DO PROBLEMA 
Tem-se três etapas distintas na queima do bloco de propelen-

te: 
- queima erosiva 
- queima não erosiva 
- fim de queima 

Comb ustão Erosiva do Bloco. A velocidade de queima nesta fa 
s e e: 

(1) 

onde: 

(2) 

O 8 O 2 (B·P ·r) Ve = a1 G • I L • exp ~ 
9 G

9 
(3) 

Para um dado propelente, a e n são valores determinados exp~ 
rimentalme nte . Os coeficientes a 1 e B são considerados independen­
te~ da natureza do prepelente. 

Através de trabalhos experimentais [1] tem-se: 

B 53 
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A velocidade dos gases (Vg) e pressão (p) em secões represe~ 
tativas ao longo do bloco propelente são expressas por: 

vg 
X 

p (2) 
X 

. r 

A variação de Pr [4] é expressa através de: 

O cilculo do empuxo (F) é feito através da expressão: 

F 

Z = ângulo do divergente da Tubeira 
y = razão de calores específicos [5] 

(4) 

(5) 

(6) 

A fase de combustão erosi va termina quando a seção de passa­
gem dos gases na perfura~ão central é suficientemente grande para 
que a velocidade de escoamento gasoso não interfira mais sobre a ve 
locidade de combustão do propelente, ou seja: 

e 

Combustão Não Ero s iv a do Bloco. Nesta fpSe, a velocidade de 
queima se reduz a: 

tendo em vista que: pVg ·mRt, considerando t ~Tc e sendo ma massa 
dos gases queimados, a equação para ocãlculo da pressão [3] é dada 
por: 

(9) 
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a2 = p ·R • T p c 

Esta equação não tem solução analitica, sendo então necessa­
rio utilizar métodos numéricos. O método utilizado foi de Runge­
-Kutta. 

Fim de Queima. Ao fim da queima do bloco Vb=O,Yg=Y e p=P 
uniforme no interior da camara. Assim tem-se que: 

sendo: 

dn 1 
~ = -- (-q•R•T •A , ] de 'd ·1: 

.E! 
q = [y 2 y-1 

·y+1 

~~TERIAL E M[TODO 

P =f-1-P = -1_ .p 
c YR. T c c c* c 

Foram realizados 3 trabalhos experimentais relativos a velo­
cidade de queima: 

Trabalho com bomba de queima (Foto t), motor de queima interna/e~ 
terna (Foto 2) e Motor Teste (Foto 3) para determinar a velocidade 
de queima não erosiva, ou seja, Vb =apn, mais especificamente de­
terminar as constantes a e n. 

Trabalho com vãrios motores testes para determinar a velocidade de 
queima erosiva. Cada motor possui um comprimento de 0,488m. São 
feitas montagens com estes motores para a realização dos ensaios 
(Foto 4). Estas montagens são feitas porque o comprimento do grão 
de propelente de um único motQr frente ãs altas velocidades de e! 
coamento dos gases sobre a superficie não é suficiente para acusar 
queima erosiva. 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS E DISCUSSAO 
Para o cãlculo dos coeficientes a e n da fõrmula emplricaVb= 

= apn (Velocidade de queima não erosiva), foram utilizados 3 méto­
dos: 

Bomba de Queima (Tipo Crawford). Foram realizados 26 ensai­
os, de onde se obtem as curvas de P vs 'e as velocidades de queima. 
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Os resultados const~m da Figura (curva lb). que apresentam os se -

guintes v alores de ! e~: 

~"' 0,967 (0'11\/S)/(kgf/cm2 )n e 2,5936x10-
6 

(m/s)(/N/m
2

)n 

n s 0 ,5152 

Foto 1 

Moto r de Queima Interna/Ex t e rna . Foram realizados 15 ensai-

os experimen t ais progr ama dos para fo r necer pressões na faixa de 20 

ã 45 atm . Os resultados constam da Figura 1 (curva b), com os se-

guint e s valo res de a e n : 

a" 0 ,7073 (ITI!I/s)/(kgf/cm2 )n " 1 ,3847 x 10-
6 

(m/s)/(N/m
2

)n 

n " 0 ,5428 



112 AevBrMtc. Aio de Janeiro. V. VIII, n'? 2- 1986 

Foto 2 

Motor Teste. Foram realizados 6 ensaios experimentais, cu-

jos resultados constam da Figura 1 (curva 1c), com: 

a 0,6267 (nwn/s)/(kgf/cm2)n . 1,299 x 10- 6 (m/s)/(N/m2 ) 0 

n : 0,5376 

Da comparação das curvas tem-se um excelente acordo nos valo 

res de !• revelando que estes independem do tipo de ensaio. Ao con 

trãrio, observa-se que os valores de a diferem do motor teste para 

a bomba de queima e motor de queima interna/externa de 48% e 13% res 

pectivamente. 

Estas diferenças são explicadas devido ao fato que as condi ­

ções que influenciaram nos valores de! não foram mantidas constan­

tes por ocasião dos ensaios (geometria e temperatura inicial do grão) 
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9 

8 

':"Qs 
" l ~ 

14 
~ 

f s 
g2 

Foto 3 

20 30 40 

IA_ 80MB.<\ OE OU€iMA 

B. MOttlR OE OUEIMA INTERNA EXTERNA 
IC- MOTOR TESTE 

50 EiO '108090100 

9 

8 

IC 7 

G 

5 

4 

3 

10 20 30 40 50 EiO 70 80 90 I)() 

PRESSi() riA ~Ç/l) Tl:RMINA!. D4ANIDRA 00 11L0C0 (~h981llJ8 
Figura 1. Curvas experimentais da variação d~ pressão com 

a ve l ocidade de queima-bomba de que ·ma-motor de 
qu eim a interna e exter na e motor teste 

113 
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Observa-se que na fÕrmula . da velocidade de queima nao eros1-
va (Vb = ap 0 ) variações nos valores de! são muito menos represe nta­
tivas que aquelas nos valores de n. 

Desta forma, quaisquer dos métodos utilizados para determin! 
cão destes parâmetros (a e n) poderiam ser co nsiderados como alter­
nativa. 

Ensaios de Queima Erosiva . 

ITEM DESJQNACÃO 

1 CARTER EOUIPAOO 

_ 2 PARAFUSO OE FIX 00 TUBO MOTOR 

J ANEL OE VEDA~ 00 TUBO MOTOR 

-·-~~ELA~----' ARRUELA OE PRESSAO 

_ e_ PORCA OE FIXAÇAO()õ TUBO M011)R 

7 TUBO MOTOR 

8 CESTO OE IGNI~O 
-~ 

. 9 UJVA 00 IGNITOR -- -
10 TAMPA DIANTEIRA ---.,- TOMADA OE PRESSAO PftiNCIPAL 

12 TOMADA OE PftESSÃo SECUNDARIA 
~J ANEL OE VEOAÇAO 00 IGNITOR 
~4 CABEÇOTE 00 IGNI'TOR 

Foto 4 
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Foram utilizados 15 ensaios experimentais: 

OS ensaios com motores de comprimento 0,488m (1 motor apenas); 

03 ensaios com motores de comprimento 0,976m (acoplamento de 2 mo 
tores); 

01 ensaio com motor de comprimento 1,220m (acoplamento de2 1/2 mo 
tores); 

03 ensaios com motores de comprimento 1 ,464m (acoplamento de 3 mo 
tores); 

01 ensaio com motor de comprimento 1 ,708m (acoplamento de 3 1/2 mo 
tores) . 

São calculadas pressões' e empuxos médios, lsp, c* e CF (Tab~ 

la I). A Figura 2 apresenta as curvas experimentais e teõricas de 
pressão e emp uxo com o tempo para motor de comprimento 0,488m. Para 
os demais comprimentos a forma das curvas são semelhantes . 

TillO de Propeler!e : PBME -G/101 
Geanetrio do ~ : e=:lrelodo (IO)lomls) 
Comprimento do Bloco ; 0,488 
Oiametro de Gavanto : 29,5x 7ó1r, 
Ensaio Expertmen!DJ Ni : 125/84 

Figura 2. Curvas experimentais e teõricas da pressão e e~ 
puxo para o motor foguete de comprimento "O ,488m 

Resultados TeÕr icos. O estudo, como dito anteriormente, foi 
baseado na teoria de Lenoi r-Robil lard, utilizando anãlise numérica. 
Com estes resultados foram construidas as curvas Pvst, Fvst e calcu 
ladas pressões e empuxos médios, Isp, c* e CF (Tabela I). 



l(m) 

Parâmetros 
de 

Desempenho 

P(Pa)x10-~ 

F(N) 

Jsp(s) 

C r 

C*(m/s) 

tb (s) 

TABELA I. Quadro comparativo dos parâmetros experimentais e teÕri'cos 

I 0,488 m I 0,976 m I 1 ,220 m I 1,464 m I 1 ,708 m 

I ~ I 4 I ~ At=20,15x1o-~m2 1 At=28,4x10-~m2 ~ 
Experim Teõri co Experi Teõri co Experim TeÕri co Experim Teõri co 

Experim~TeÕricoiExperim~Teõrico 

40,40 45,47 41 ,92 45,13 42,27 45,43 
45 , 73 

46,25 26,09 24,06 33 '12 34,70 
±0,67 ±1 ,61 ±O ,40 

4191 ,4 4776,8 8758 , 1 945, ,6 10678,5 11876,8 
13802 ,o 

14412,8 9684,6 9617,2 13092,9 14292,2 ±22,7 ±200 ,1 ±26,6 

194,0 218,4 196,1 211 ,3 193,6 212,2 
199,2 

185,8 186,8 179,01 189,1 177 ,9 ±1 ,6 ±3,7 ±1,8 

1 ,52 1 ,54 1 ,54 1 ,53 1 ,49 1 ,53 1 ,48 1 ,52 1 ,31 1 ,41 1 ,40 1 ,46 ±O ,Oê . ±O ,03 

1255,0 1394,1 1253,0 1356,7 1276,4 1361,3 1327 ,2 1199 ,o 1394,1 1243,34 1327,4 1199 ,o 
±17 ±43 ±0 ,02 

4,26 4,20 4,1'1 4,1 o 4,16 4,10 4 ,O 3,60 5-,28 5,20 4,64 4,0 ±0,04 ±0,05 

... ... 
01 

:J 
-o 
N 

I 
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Di scussão. Verificou-se que hã boa concordância entre os r! 
sultados teõricos e experimentais {Tabela I). A anâlise dos resul­
tados experimentais para os vãrios comprimentos (L =0,488m, 0,976m, 
1 ,220m, 1 ,464m e 1 ,708m) dos motores foguetes revela a presença do 
fenômeno erosivo com pouca intensidade, e isto é razoãvel tendo em 
vista que a razio entre as ireas ~e passagem e garganta é suficien­
temente grande (Ap/At > 2), embora a velocidade dos gases alcance v! 
lores maiores que 180m/s [6]. 

Observa-se que o fenômeno de queima erosiva provoca uma que­
da nos valores de lsp, CF, c*, além de uma maior diferença entre as 
velocidades de queima ao longo do grão. 

No entanto, verificou-se que a erosão, embora presente, não 
interfere de forma drâstica nos resultados dos ensaios experimen­
tais . Sabe-se de sua existência em maior ou menor intensidade na 
queima dos motores, mas mantendo-se a relação Ap/At>2 sua presença 
não modifica de maneira tão significativa os resultados esperados P! 
ra o desempenho do motor, qualquer que seja o comprimento deste. 

As velocidades médias de queima foram vbtidas através dos de 
tetores de fim de queima (fios de cobre de 0,2mm), localizados ao 
longo do bloco propelente. 

Este método é bastante preciso, pois trabalhos experimentais 
mos~ram a inexistência de um gradiente de temperatura ao longo da e~ 
pe s sura do propelente, ou seja, para uma diferença de 10- 5m entre 
as superficies, a temperatura passa de 3000K para 300K. Assim, a i!! 
terrupçào dos fios detetores de fim de queima ocorre no instante em 
que a chama chega até estes, e isto fornece então, resultados bas­
tante confiáveis. 

A comparação das velocidades medias de queima teôricas e ex­
perimentais estão na Tabela II e mostram boas concordâncias . Obser­
va-se um desvio na faixa de 2 a 10 ~ das velocidades médias de quei­
ma teôricas e experimentais nas secões próximas ã tubeira. Nas se­
çôes próximas ao ignitor estes desvios podem alcançar 15%. Ressal­
ta-se que, caso fossem realizados um maior número de ensaios para o 
cãlculo de uma média mais precisa destas velocidades de queima, os 
desvios entre os modelos certamente seriam meno r es. 

Apesar das diferenças que se observam entre os modelos teõri 
cos e experimentais, o trabalho forneceu resultados razoãveis. A a­
nãlise numérica fica como um importante instrumento para futuros e~ 
tudos em combustão erosiva de propelente sõlido com perfuração estrelada. 



L(m) I 

TABELA II. Quadro comparativo das velocidades mêdias de queima experimenta is 
e teóricas para motores de diversos comprimentos 

0,488 m I O ,976 m I 1 ,220 m I 1,464 m 

r(m/s) )( 10 3 1Experim., Teórico IExperim. , Teórico IExperim., Teõrico 
At=20,51 x1o-~m2 !At~28,3 X 10-'m2 

Experim.! Teórico !Experim.! Teõrico 

r, 
5,20 4,57 5,34 4,65 . 5,41 4,64 5,63 4,67 4,17 3,50 ±O ,08 ±O ,22 -±0,07 

r2 
5,13 4,57 5,26 4,65 4;40 4,64 5,37 4,67 3,94 3,50 ±:0 ,05 ±O, 13 ±0,20 

r3 
5,32 4,57 5,37 4,65 5,36 4,64 5,48 4,68 4,04 3,54 ±0,05 ±0,10 ±O ,14 

r4 
5,21 4,65 5,07 4,64 5,55 4,70 4,19 3,58 - - ±0,14 ±0,09 

rs - - 5,23 4,65 5,07 4,65 5,67 4,71 4,19 3,65 ±O ,13 ±O ,13 

r6 - - 5,49 4 ..65 ' 5,19 4,65 5,61 4,75 4,36 3,70 ±O ,15 ±O ,01 

r7 - - - - - - 5,82 4,76 5 ,03 3,75 ±O ,01 

.... .... 
to 

.-
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CONCLUSOES 
Do trabalho pode-~e concluir que: 

1) As velocidades medias de queima obtidas experimentalmente atra­
vês do detetores de fim de queima são bastante precisas e mostram 
boas concordâncias com as velocidades medias obtidas através do 
modelo teórico (Tabela II). Nas secões próximas ãtubeira os dei 
vias entre os valores t eóricos e experimentais estão na faixa de 
2% a 10%, e nas secões próximas ao ignHo r os desvios podem al­
ca nçar 151. 

2) Hã uma boa concordância entre os parâmetros de desempenho teór i­
cos e experi mentai s (Tabela I). O desvio mãximo entre os modelos é 
por volta de 101. 

3) Os tempos de fim de queima das seções transversais do grão prop~ 
lente próximos ã tubeira, obtidas através dos ensaios experimen­
tais são sempre menores, co nsequentemente indicam velocidades de 
queima maiores. Através do modelo teõr ico, obtem-se as velocid! 
des de queima e estas tambêm são maiores na região próxima ã tu­
beira. Isto vem, então,indicar a presença do fenômeno erosivo. 

4) Nos moto res menores (L= O ,488m) os tempos de fim de queima ao lo_!l 
go do grão propelente obtidos experimentalmente são aproximada­
mente iguais. Conclui-se que nestes motores a erosão praticame!l 
te não acontece. 
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A .tltac.a de ene.,g.(.a 11.a.d.i.an.te .téJtm.i.c.a en.tJte ~upe.it&.Zc..iu, que em-item e lt.!_ 

6le.tem d.iáu~am~.n.te é um 6enômeno gove!Lna.do poli. t.ü.temu de equa.cõe~ 

.<.n.teg~La.i4. Se11.ã d~on~.tJtado que em p!Lobtema~ 11.ea.i.~ .ta.<.~ ~.<.4.tema.~ po~ 

auem 6oLuc.io 4emplte e e4ta é ~nic.a, podendo ae11. expll.e44a em 6oll.ma. de 
Sêll-ieA de Neuma.nn . A tZ.tuto de ex~pto ê 1Le4otvido um p11.ob!ema .t2p~ 
co, que poa6u.i. t.oluc.ão analZt.<.c.a em 6oll.ma ~ec.ha.~a.. 

ABSTRACT 
The the.1r.ma.e. 11.ad..i.an.t ene. ttgy .<.ntell.c.hange a.mong di..65u6e.iy e.m.i..U . .i.ng and 

d.i66u6ely JLe5let:.t.i.ng ~Wt6acu i..6 a phy~.i.c.a.t phenomenon gove.Jt.ned by 
int.egllal eq ua.tiona ~y~temó. lt w.i.tt be ~hown .th~, .i.n Jteat pll.obtema, 

4uc.h ~y4.tem<"> alway~ have: a 4otu.t.i.on, .thú aotu.ti..on ü un.i.que a.nd c.an 
be expiLe~Aed .i.n Neuma.nn'A Seni..e6. A6 an example a .typ.<.c.al p1r.obtem ..i.6 

6otve.d . 

INTRODUÇAO 
A troca de calor por radiação pura entre superf1cies que emi­

tem e refletem difusamente, através de meios que não participam do 
processo de transferência de energia , e governada por sistemas de e­
quações integrais . Considera ndo que a distribuição de temperaturas 
seja conhecida, estes sistemas são lineares e tem como incõgnitas as 
radiosidades [1.3] em cada ponto de cada superf1cie. 
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Basearemos nossa anãl i se num espaço fis i co fechado por M supe!:_ 
ficies que emitem e refle"tem difusamente energia radiante térmica. Se 

assumirmos que o espaco fisico, encerrado pelas M superficies, não 
participa da t~ansferincia de energia teremos que toda a energia que 
deixar um certo po nto de uma certa superflcie atingirã a uma (ou mais) 
das outras M-1 e/ou a ela mesmo . 

Este principio nos habilita a escrever o balanço de energia 
para as M superficies da seguinte forma [1) 

M 
eb(;~.,T 1 (r 1 )) + pi{;l.,r;l ~ J Bj(>.,sj) K(ri,sj)dA 

j .. 1 Aj 
i = 1 ,M (1) 

onde À e O comprimento de onda consideradO, ri e a posição SObre a S.!!_ 

perficie i, sj é a posição sobre a superficie i (sendo a letra 10 s 10 

usada para as variáveis de integração), eb(>.,T 1(r1 ll é o poder emis­
sivo monocromãtico de corpo negro na temperatura T1(r1 ), c 1(Ã,r;) é 
a emissividade monocromática no ponto r 1 e P;(Ã ,r ;) é a refle ctãncia 
monocromãtica no ponto r 1 • 

A radiosidade monocromática é denotada por B1 (>,,r1 ) para oco~ 
primento de onda~ e ponto r 1 sobre a superfi cie i . Esta e uma medl 
da de toda a energia radiante térmica que deixa a superfície, por un1 
dade de tempo e de ãrea, naquele ponto (ou seja: energia emitida + ~ 

nergia refletida). 
A função K(r 1 ,sj) tem as seguintes propriedades: 

a) K(ri,sj) • O se os pontos r1 e sj não puderem trocar energia diretamente 

b) 

c) 

K(ri'sj) " K(sj ,r1) 

M 
I J K(r. ,s .)dA • 

jc1 Aj 1 J 

(2) 

para todo r1, 1 Si SM (3) 

Todas as superficies reais refletem uma parcela finita da ener 
gia incidente, em cada comprimento de onda. Este argumento e sufic1 
entemente forte para assegurar a existência e a unicidade da sol ução 
B 1 (~,ri). Neste trabalho veremos no entanto que não é preciso esta 
imposição para que tenhamos solução Ünica. Na realidade podemos tr~ 

balhar em situações onde suponhamos a existência de superficies per­
feitamente refletoras (p(>.,r 1 ) "1), desde que algumas condições se-
jam satisfeitas. 
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O sistema de equações (1) pode ser escrito na seguinte forma 

r.!!= f (4) 

onde B i o vetar ·de componentes B1(A,r 1) e os vetares I! e f pos­
suem a componente i dada por 

M 
T B). "'B.(A,r1)- p.( >. ,r.) !: f B

3
.( X,sJ. ) K(r 1 ,s

3
.)dA (5) 

-- 1 1 1 1 j•1 Aj 

f 1 = e:1 (X,r1 ) eb(X,T 1(r1)) (6) 

Em engenharia se estã, em geral, interessado na determinação 
local da troca de calor, por ~nidade de tempo e ãrea. Uma vez conhe 
cidas as radiosidades monocromãticas podemos calcular o calor troca­
do, no ponto r 1 da superficie i, como 

q1(r1) = { " (s1 (x,r1)- .~ J. Bj(X,sj ) K(ri,sj)dA) d:>. 
O J=1 Aj 

(7) 

que represe nta a diferença entre toda a energia radiante que deixa a 
superflcie i, no ponto r 1 , e toda a energia incidente neste mesmo pO_!! 
to. 

EXIST[NCIA E UNICIDADE DA SOLUÇ~O 
Para demonstrar que ( 1) (ou(4)) possui solução e suficiente 

mostrar que o operador lê inversivel, ou seja [2] 

!.!! = O <-> B = O (8) 

A "volta" ê 6bvia jã que! ê linear e limitado. Para demons­
trar a "ida" vejamos quem são as soluções de 

M 
8.(>.,r.) "p.(>.,r.) 2: f. BJ.(Ã,sJ. ) K(r

1
. ,sJ. )dA 

1 1 1 1 . 1 A 
J"' j 

Integrando sobre todos os Ai ' s fi camas com 

.. 1 ,M (9) 

K(r; ,sj)dA ) dA 

(10) 



124 RevBrMec. Rio de Janeiro. V. VII I, n<? 2 - 1986 

ou ainda 

; f e.:(>.,r.)dA = ~ f. B.(>.,r.) ( ~ f. p.(>. ,s.) K(rl.,s.)dA\ dA (11) 
i· 1 A. 1 1 i=l A. 1 1 j •1 A. J J J ~ 

1 , J 

Sendo assim, para mostrar que o operador T e inversivel, é pr~ 
ciso apenas mostrar que 

M 
.2: J, pj(>.,sj) K(r1,sj)dA < 
JR1 Aj 

para todo ( 12) 

Para que a desigualdade acima seja satisfeita é suficiente(d~ 
vida ã equação (3}) que exista uma região Ak tal que 

J. (1-pkO. ,sk)) K(r; ,sk)dA > O 
Ak 

para todo ponto r
1

, sobre qualquer superficie i. 

( 13) 

Fisicamente a condição s uficiente (13) diz que e preciso que 
haja uma certa região Ak que possa trocar energia , diretamente, com 
todos os pontos que compõem o espaço fechado (pelas M superficies) e 
que a reflectãncia pk(>. , sk) seja me nor do que a unidade, em Ak. Deve 
se r notado que o numero de superficies consideradas é arbitrãrio se~ 
doescolhido de acordo com a conveniência (1]. 

Em problemas reais temos esta condição (13) satisfeita, jãque 
todas as superficies envolvidas possuem r eflectância menor do que 1, 
o que garante (12) imediatamente . 

Sendo o operador l linear, a unicidade da solução étrivialme~ 
te demonstrada jã que se 

l ~· = f e l ~·· ·= f - > r<~· - ~··) = o ( 14) 

o que, pela inversibilidade de 1, leva a B* = B** 

LI MITAÇAO INFERI OR E SU PERI OR DA SOLUÇAO 
Uma vez qu~ (3) e vãlida sempre existirão pontos rk e rn, pa­

ra cada comprime nto de onda >. , tais que para todo r 1 

(15) 
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Para provar a limitaçio superior da soluçio, toma~Js o siste­
ma (1 ), que nos fornece, ~ara o ponto rk 

(16) 

Sendo as superficies opacis e a radiação nio polarizada tere­
mos que [3] 

( 17) 

o que assoc iado a (16) nos leva a 

( 18) 

Por um procedimento anã logo ao que gerou a oesigualdade (16)p~ 
demos escrever que 

( 19) 

o que po r (17) nos leva a 

(20) 

As desigualdades (18) e (20) nos mostram as cotas superior e 
i nferior para a radiosidade monocromática local num problema de ra­
diação pura. 

Estas co tas permitem que os resultados obtidos através de me­
todos aproximados sejam checados. Na realidade podemos, antes de i­
niciar a so lução do problema, saber quais serão os maiores e menore s 
valores que podem ser assumidos pela radiosi dade. Para isto, com ba 
se em (18) e (20) escrevemos 

onde MAX( .. . ] e MIN[ .. . ] sio, para cada>.., o maior e o menor valoras 
sumido pelo poder·emi~sivo monocromático de corpo negro para as M s~ 
perfic1es consideradas. Este valor pode ser calculado, ã priori, a­
través da Lei de Planck [1 ,3] , jã que todas as temperaturas são co­
nhecidas. 
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SOLUCAO POR srRIES DE HEUMANN 
Toda solução de um problema real de troca de calor por radia­

cão difusa pura~ atrav~s de meios não participantes, pode se r expre! 
sa em Sêries de Neumann. Tomemos então (\) na forma 

!-!!•f (U) 

onde a componente i do vetar ~ ~ ê dada por 

M 
.§. B)i • P; {},,ri) j:\ ~ - Bj(),,sj) K(ri ,sj)dA 

J 

(23) 

Definamos então a métrica d(~·1) como 

(24) 

para cada X, onde as funções consideradas são limitadas, como ocorre 
com a radiosidade monocromática. o supremum ê tomado sobre todos os 
pontos r 1 , sobre todas as superficfes i , com i variando de 1 atê M. 

Para mostrar que i ê uma contracio, temos que 

ou ainda 

M 
d(1 u .~v) :ii suplu1(>.,r1)- v1(>.,r.)l suplp.(>.,r.) X J. K(r1 ,sJ.)dAI 

1 1 1 j=\ A. 

Pela equação (3) podemos escrever tambêm que 
,l ( 26) 

(27) 

Num problema real teremos sempre que 

(28) 

o que faz com que i seja uma contracão. 

A solução de (1) (ou (22)) pode ser então obtida pela seguin­
te série convergente 
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(29 ) 

Aq ui co ns i deramo s as componentes Bi( Ã,r;) pertencentes ao es­
paço das funç ões de quadrado integrãvel sobre A1 . 

A siri e em (29) i chamada'"Sirie de Neumann". 

UM PRINCIPIO VARIACIONAL PARA (1) 
Podemos reescrev e r o sistema (1) utilizando apenas ope r adores 

a uto- adjuntos. Assim pro cedendo temos 

ond e as compone ntes dos vetores ~ ~. ~ ~ e ~ são 

M 
.Q. ~) 1 • 1: J, Bj(),,sj) K(ri'sj)dA 

j a l Aj 

9; 
c; (À ,r i ) 

____.: _ __:__ eb (). , T. (r .)) 
P; (À ,ri) 1 1 

( 30) 

( 31) 

(32) 

(33 ) 

O vet or ~que sati s faz {30) ou (I)) ê aquele que torna extre­
mo o funcional ![~]dado por [1) 

I C~J ; < .Q.~I~ > - <E~~~> + 2 < ~~~ > ( 34) 

sendo o produto interno <I> calcu l ado da seguinte forma 

M 
<ulv> = 2: r u.(Ã ,r.) v.(Ã,r . )dA (35 ) 
-- . - I JA 1 1 1 1 

1 - i 

se ndo o espaço de funções admiss1veis o das funções de quadrado inte 
grãve l sobre a s s uperfi c ie s i. 

TROCA DE CALOR ENTRE UMA CAVIDADE ESFtRICA E UMA SUPERFTCIE NEGRA PLANA CIRCULAR 
? ar a i lustrar o que foi di scutido neste trabalho vamos apre­

se ntar um exemplo simples [3] que pos s ui solução analitica em forma 
fec hada. 
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Determinaremos a troca de· calor por radiação térmica difu sa 
em espaço fechado por duas superficies (M=2), sendo uma plana e outra 

em f orma de ca~ca esféri ca. 
O arranjo a' ser estudado ê apresentado na Figura 1 a seguir . 

Super f ic1 p 

Ne9r0 PIOn<> 

Superf,.cie 

Esféroco (A
1

) 

Figura 1. Esquema do problema estudado 

I 

Suporemos que a superficie esférica possua temperatura T1 , e­
missividade e 1 (Ã) e reflectância p 1 (Ã), sendo todos independentes da 
posiç ão e que a superficie plana circular, que i negra, esteja a uma 
temperatura T2 • 

Uma vez que a superficie 2 é negra, sua radiosidade é conheci 
da e dada por 

(36) 

que e o próprio poder emissivo monocromático de corpo negro. 

Assim sendo o sistema de equações integrais (1} se reduz ã se 
guinte Equação Integral de Fredholm de Segunda Espécie 

(37} 

Da bibliografia temos que K(r1 ,s 1 ) é constante e dado por [3] 

1 K(r l ,sd = --z-
4TIR 

(38) 



RevBrMec .. Rio de Janeiro. V. V III, n92- 1986 129 

com o aux í 1 i o de (3), escrevemos a seguinte equação 

Bd>.,rd • ~:d>.)eb(Ã,Tl~ + Pl (À)eb(Ã,T 2 )+pt(>.) x 

x(Jsd>.,sdK(rl,stldA -1 eb(>.,T2)K(rt,Sl)dA) (39) 

A1 A1 

Definindo agora a função radiosidade monocromática adimensio 

nal siO,rtl como 

e combinando (38), (39) e (40) chegamos a 

onde 

B r (À , r 1 ) • 1 + p 1 ( >.) 1 8 i (À , s 1 ) 1j;-h- dA 

A1 

Resolvendo {41) por Séries de Neumann tiramos que 

Assim sendo chegamos a 

si (Ã, rtl .. si( >.) • 
1 - X 

solução esta que poderia ter sido obtida dlretamente de (41). 

(40) 

(41) 

( 4 2) 

( 4 3) 

(44 ) 

De posse de (44) podemos calcular o calor trocado através de 

{7) obtendo, para a superfTcie esférica 

[E: 1 (À) e b (À, T t) + ( p 1 (À)- I ) e b (À, T 2) ) {c os++ I ) 
dÀ (45) 

2-pl (l.) (1-cos41) 

que é o calor trocado . localmente, por unidade de tempo e area, pela 
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super f fcie esférica, sendo constante neste caso. 

CONS IDERAÇGES FINAI S 
E s te t r a b a 1 h o procurou 5 1 tu a r o 5 mo de 1 os c I ã s s i c os u t i I 1 z a -

dos par a o estudo de troca de calor por radiação térm i ca dentro do 

contex to da matemática. 
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Aplt.e..oenta-H. uma .teolt..i.a mecânica nã.o-tineM. paJr.a a modelag em do equ:f 

l.Zb1t..i.o de utlt.v..ttJ.It..-z<l un.i.d.i.men<~.ionaü e.iâ.<~t.i.ca6 p.l.ana.S e um mê..todo nu 

méuco .<~.i.mpiu (c o nltecido como mé-todo do .t.i.llo l pa.u a. <1 oiucã.o do <~i!_ 

tema de equaçÕe.6 d.i.6elle.nc.i.a.i.6 lle.6ultante.l.. 

Um plt.obtema envolvendo g1t.ande<1 de.6olt.macÕe.<~ de um a.lt.co etã.<~.t.i.co e~­

.te.n<~2ve.t ê lt.eholv.i.do e anat.i.6ado , .i.tu<~tlt.ando a6 po<~<~.i.b.i.l.i.da.de.<~ dea.­
pl.i.cacã.o da. te.olt..i.a.. 

ABSTRACT 
Thü pape.lt. p1Le.<~en.t6 a nort-.U.nealt. mechan.i.ca.t the.olt.y 6M one.-d1.Jne.n;,.i.ona.l 

~..t~uctU.It.e<l a.nd a 6.i.mple. nume.llica.t me.thod !known 111. &hcot.i.ng me..thod} 

to 1.ol.ve .the lt.ehuiting <~y&.te.m o6 d.i.66eJtent.ia.l e.quat.i.oM. 

A p11.obtem o6 l.a11.ge de6olt.ma.t.ion<~ o6 an exten6.i.bte e.la.6Uc alt.C .i.6 6ol.ved 

and · a.naty<~ed, &how.i.ng .the apl.i.cab.i.ti.ty o6 the. .theo11.y . 

INTROO UÇJ(Q 
Corpos com uma das dimensões predominantes são cada vez mais 

utilizados como elementos estruturais, geralmente submetidos a gra~ 
des deformações. Ar cos, anêis , cabos em linhas de transmissão e em 
estruturas submarinas (o66-<~ho!t.e} são a l guns exemp lo s. A d1f1culda 
de e o custo da solução dos sistemas não-lineares restultantes são 
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os principais obstãculos apresen~ados pelas teorias do continuo tri 
dimensionais, o que motiva o desenvolvimento de modelos mais simples. 
Por essa razão \são desenvolvidas teodas untdimensionais de sõl idos. 
Nestas procura-se caracterizar o comportame~to de corpos esbeltos 
por um conjunto de equações tendo o tempo e o parâmetro de uma cur­
va no espaço como as únicas variãveis independentes. 

A_pesar da maior simplicidade das equações obtidas através das 
teorias unidimensionais, a solução dos sistemas resultantes é, ain­
da, uma tarefa não trivial . O desenvolvimento de métodos numéricos 
para a solução desses problemas é uma ãrea de pesquisa bastante at1 
va, uma vez que a inexistência de técnicas gerais de solução tem s~ 

do um dos principais limitantes para a aplicação efetiva dessas teo 
rias . 

Este trabalho apresenta uma teoria mecânica exata para estru 
turas unidimensionais elisticas planas em equillbrio. O aAjetivo e­
xato ê utilizado no sentido de que a teoria seja desenvolvida ã pa! 
tir de principios geométricos e mecânicos fundamentais semhipõteses 
s implificadoras adicionais. Muitas das derivações clãssicas das te~ 
rias unidimensionais carecem de clareza , com hipóteses introduzidas 
aleatoriamente, o que dificulta a interpretação flsicadosresultados. 

Nesta teoria a estrutura e considerada de ste o inicio como um 
continuo unidimensional, ou seja, uma curva material imersa num es­
paço pontual euclidiano E' a qual pode sofrer não sõ flexão,masta!!!_ 
bem extensão. A deformação é causada por forças e momentos distri­
buídos e (ou) concentrados ao longo do corpo. As equações de equi­
librio são obtidas sem fazer qualquer restrição ã curvatura inicial 
e ao tamanho das deformações . As equações constitutivas utilizadas 
consideram o material elãstico e linear. A não - linearidade do sis­
tema é devida, portanto; apenas ã geo~etria. 

O comportamento de uma estrutura em equilíbrio é modelado por 
um sistema de sete equações diferenciais ordinãrias com condições de 
contorno que dependem do problema em questão. Quando es~as condi­
ções de contorno são definidas some nte no ponto inicial do intervalo 
garante - se a existência e unicidade de soluções, existindo técnicas 
numéricas de solução razoavelmente simples e largamente empregadas 
(como os métodos de Runge-Kutta e outros [2]) . Para o caso geral, 
com condições arbitrãrias, é possivel ter mais do que uma ou nenhu­
ma solução, não existindo teoria de existência que cubra todas as si 
tuações possTveis. 
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Este trabal~o apresenta também uma técnica numérica simples 
para encontrar soluções dl!sses pro.blemas, conhecida como método do 
tiro (1 ,2]. A ideia bãsica do método ê a de, quando for possivel , 
substituir as condições de contorno gerais do problema por condições 
iniciais equivalentes, resolvendo-o, então, por um dos métodos num~ 
ricos conhecidos de solução de problemas de valor inicial . Essas con 
dicões iniciais equivalentes são obtidas por um processo iterativo 
que serã detalhadamente descrito. 

Como exemplo ê resolvido o problema de valor de conto rno não 
linear que modela o equilibrio de um semi-anel engastado em uma das 
extremidades e solicitado por uma forca horizontal P. Para algun s 
valores da forca P não encontradas atê três configurações de equill 
brio. Os resultados são apresentados graficamente. 

CONFIGURACOES-DEFORHACAO 
Uma estrutura r ê definida como um co njunto de pontos mate­

riais, ou particulas, que podem ser postas em correspondência bije­
tiva com os pontos de uma curva C c E'. Portanto, uma configuração 
a dessa estrutura é caracterizada por 

s : r • c 
6( · ) " X 

satisfazendo as seguintes condições: 

A função 6 é uma bijeção que associa cada ponto material ( · )de r 
a Llll ponto de uma região C de E2 • x representa o 1 ugar ou pos i­
cão ocupado por uma particula ( · )da estrutura na configuração a. 
A região Cê uma~· ou seja, ê sempre possivel definir uma p~ 
rametrizacão 

a:I•C 
!l( V) = X 

de um intervalo real fixo v E [v1 ,v 2] a I em C satisfazendo as ~e 
guintes condições: 

a E C (I) , da( v) ,. O V v E I 
dv 

( 1) 

(2) 
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Considerando-se uma co nfiguração aR definida por 

aR:r+CRCP (3) 
~( · ) = X 

uma configu ra ção de referência, então a deformação da estrutura da 
configuração aR atê a co nfiguração 6 ê des crita pelo mapeamento: 

x:CR +C (4) 
x(X) = X 

O comprimento de arco s para a curva C ê definido da segui nte 
forma: 

s • L(v) R j v 11 da(~) 11 d~ 
v1 d~ 

(5) 

onde L(v 2 ) = R. ê o comprimento total de C. De forma anãloga, para a 
curva CR o comprimento de arco e: 

( 6) 

LR(v 2 ) = R.R ê o comprimento total de CR . L e LR são inverstveis , 
pois, por definição, 

da(v) ,..
0 dv e 

d~(v) 
---"o dv 

V v € I • 

De (2), (5) e (6) tem-se que qualquer função defi nida em r , 
C ou CR pode se r referida aos parâmetros v, s ou S fazendo-se comp~ 
s ição de'func õe s . Des sa forma torna-se possível o desenvolvimento 
de uma teoria mecânica un~dimensional para a estrutura, ou seja, o~ 
de a· úni ca variável independente seja v, sou S. 

Daqui pa ra diante, por "abuso de notação", serâ usado o mes­
mo símbolo f para representar qualquer função f( · ) e suas compostas 
com as funções de fini das anteriormente. Onde houver possibilidade 
de confusão o argumento serã definido explicitamente. Exemplo: 
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Define-se e ntão: 

a • a(·) 
do:( s) dx 
=·~ c ds 

dflR(S) dX 
=~ =ds A " A( · ) 

(7) 

a(·) ê um vetor unitãrio tangente ã curva C no ponto material ( · ) , 
a( · ) forma uma ba se para o espaço unidimensional tangente ã curva C 
em( · ). A(·) ê um vetor tangente ã curva CR no pon to material (·), 
A(·) forma uma vas e para o espa ço unidimensio nal tangente ã curva 
CR no ponto ( ·). 

Seja (i 1 ,i 1 ) uma base cartesiana para o espaço das transla­
ções V associado com E2 , fixa num pon to arbitrário o. Sejam e( · ) e 
~( · )os ângulos entre i 1 e a(·), A( · ), respectiv amente. e(·) e~(·) 
são medidos ã partir de i 1 considerando- se positivo o sentido anti­
- h o rã r i o, logo : 

A(.) . cos!P(•) i1 + sen!P(•) i 2 

A.l.( · ) •-sen6( · ) i1 + cos~( · ) i 2 
(8) 

a(•) " cose(· ) il +sena( · ) i2 

a.l.( · ) .. -sene( · ) i 1 +cose( · ) i2 

Para facilitar o entendimento, a Figu r a repr esenta, de ' for 
ma esquemáti ca , as def ini ções apresentadas até o momento. 

ac'IS) 
R 

• s 

X (X) ..------
c 

Figura 1 

o(( s ) 

. ) 
s 
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onde o parâmetro v pode ser substituído por qualquer uma das variá­

veis e S. 
Considerando-se (x 1 ,x ~ } as coordenadas do ponto x E E2 em re­

lação ã base (il,i z ), é possivel obter: 

dx1 = ds cose 
dS dS 

dx2 _ ds sene 
dS - dS 

( 10) 

Nesta teoria, a deformação da estrutura consiste no desloca­
mento dos pontos e na rotação dos vetares a(·). Como, por de fi ní­
ção, esses vetares permanecem sempre tangentes ã curva C, as rota­
ções não são independentes dos deslocamentos. O continuo definido 
ate aqui reflete algumas caracteristicas do corpo ( tridimensional) 
real que se procura modelar matematicamente. Neste caso a rotação 
dos vetares a~( · ) represe nt a a rotação da seção reta associada a c~ 
da ponto, o que e anã l ogo a hipótese de que seções pl anas e perpen ­
diculares ã linha neutra permaneçam planas e perpendiculares apõs a 
deformação. O modelo considera a extensib i lidade da estrutura, ec.2_ 
mo serã visto adiante, não são fe i tas restrições quanto ao tamanho 
das deformações. 

r ' possivel construir-se teorias ainda mais sofisticadas, re ­
fletindo outras caracte r1sticas tridi me nsionais, como a variação da 
área da seção reta numa deformação e sem a restrição de que a seção 
reta permaneça perpendicular ã 11 nha neutra. O preço que se paga por 
essas sofisti cações , é o aumento do numero de variãveis no problema 
e possivelmente uma maior não-linearidade do sistema de equaçõe s d~ 
ferenciais obtido. Alem disso, como fator complicador, existe a d1 
ficuldade no estabelecimento de eq uaçõ es co nstitutivas r azoãveis . 

EQUAÇOES DE EQUI LIBRJO 
Na seção ante rior, o movimento do continuo foi tratado sem 

cons iderar as causas que o determinam. Nesta seção estas causas S! 
rão discutidas definindo-se as equações de equilibrio. Antes dessas 
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equações serem postuladas , tornam,.se necessãri as a 1 gumas de~"i ni çÕes 

preliminares para simplificar a notação e reduzir os câlculos. 

- Dada u'ma base c artes i a na (e1 ,e z) de V, o produto interno 

u•v e o produto ant1ssimêtrico uAv de vetores u, vtV, u~u 1e 1 +Uez, 
v =v 1 et+V2 ez , são dados pelas seguintes rel ações: 

u · v ulVt+UzV z 

UI\V = UtV 2 -U zVl 

- Para qualquer parametrização a: I •C(a(v) 

ra qualquer função f definida em C, tem-se: 

;; f(x)dx = ;; f(a(v)) 11 ~~ lldv 

( 11) 

x , v E I ) e p~ 

( 12) 

As equações de equi librio são definidas na configuração defor 

mada C. No entanto, usando (2) e (12) ê possivel trabalhar no esp~ 

ço de parâmetros. Postula-se então para uma confi gu raç ão B de uma 

estrutura r(B : r•C ) e para qualquer parametrização a : [v 1 ,v 2 ] +C , 

a (v) = x, v f; [v 1 , v z]: 

Conservação de Ma ssa . A cada ponto da estrutura ê associado 

um escalar positivo chamado densidade de massa p, respectivamente sa 

tis fazendo 

j v p(E;) 11 ~~ Jl d " Jv PR(E;) 11 ~X 11 dE; 
V1 '> Vt f; 

(13) 

PR ê a densidade na configuração de referência . 

Equ1librio de Forças. Sejam os vetores P;(i =D,K;K inteiro) 

forças externas concentradas em pontos v; t: (v 1 .~ 2 ] ; N "N(v) o vetor 

força interna e n = n(v) a força externa distribuíd a , então: 

! v dX K 
n (E;) 11 d~ 11 di; + N (v) + I P; (v; ) = O 

V! i=O 
( 14) 

Eq uil'ibr io de Mo11entos. Sejam os escalares Mj(j =0,1; 1 in-

teiro) os momentos externos conce ntrados em pontos v; E ( v 1 ,v 2 ] ;M(v) 

o momento interno e m(v) o momento externo distribuído, então: 
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r(~)An(f;)J 11 dx ll . d~+ 
dE; 

K 1 
+ r(v)AN(v) + ~ · r(v;)AP;(v;) + M(v) + t M.(vj) 

i=O J •O J 
.. o ( 15) 

r(v) • a(v) - o e o vetar posição do pon t o v, na conf iguração defor ­
mada, relativo a uma origem arbitrãria fixa o. 

O parâmetro v em (13), (14) e (15) pode ser s ubstituído por 
qualquer uma das variãveis sou S sem alterar a validade das expre~ 
sões. 

Com o material apresentado, ê possTv c l mostrar que, na ausê!)_ 
cia de forca s e momentos co ncentrados as equações (13), (14) e (15) 
sao equivalentes a 

ds 
P = dS PR 

dN + ~ n " O 
dS dS 

( 16) 

e que cargas e mome nto s concentrados P; (S;). M;{S;) determinam sal­
tos em NeM nos pontos S;: 

(17) 

M(S~) - M( Sj) + M; " O 

Usando {9) e (11) as equacões (16) 2 , 3 em componentes ficam: 

dN1 de N ds 0 ds - dS 2 + dS n1 • 

Ê!!l. da ds 
dS + dS N1 + dS nz • O ( 18) 

dM ds ds 
dS + dS Nz + dS m "' O 
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EQUA ÇOE S CONSTITUTIVAS 
Sejam as seguintes medidas de deformação: 

E: :~- 1 
dS 

K ~ da _ d~ 
dS dS 

Nessa teoria um material serã elãstico se 

M = M(&,K) 

139 

( 19) 

Motivadas pela teoria tridimensional serão usadas nesse tra­
balho as seguintes equações const itutivas lineares: 

(20) 

M 

onde E e o módulo de elasticidade. A ê a -ãrea da seçio reta e I o 
momento de inercia. Com (10), ( 18), (19) obtem-se um sistema de S! 
te equações diferenciais ordinãrias de primeira ordem com 7 incõgnl 
tas (Nt.N 2 ,M, 6 ,s,x 1 ,x 2 ). Com as condições de contorno corretas e 
posslvel modelar qualquer problema envolvendo gr~ndes deformacõesde 
uma estrutura elãstica. Resta apresentar métodos numéricos sistemã 
ticos para a solução dos problemas resultantes . 

SOLUÇJ(O NUMERICA 
Num problema de valor inicial 

y'(v) " f(v,y(v)) y(vtl = t 

y (21) 

f X R" ... R" . ,. 

se f satisfaz algumas condi ções de regularidade, a solução existe 
V v & I, é Ünica e depende continuamente do valor inicial t. O se-
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guinte teorema, apresentado sem prova [2 , 4], lista estas condições: 

Teorema: Se f for def.inida e contínua em O = {( v,yl lv l :>v Sv2 ,y ERnl , 

v 1 ,v 2 finitos, e a matriz jacobiana Vy f(v,y) = [élf;/élyi] existe, é 
continua e limitada em O, então, V(v o ,t) e: O existe exatamente1111afun 

ção y(v) tal que: 

a) y(v) e continuamente diferenciãvel y v e: [vl,v2]; 

b) y'(v) • f(v,y(v)) V v e: [v 1 ,v2]; 

c ) y(v 0 } .. t; 

d) y(v;t) e continuamente diferenciãvel V te: R". 

Usando e sse teorema, apõs algum raciocínio, é possível veri­

ficar que, para todo problema de valor inicial envolvendo o sistema 

formado por ( 10), ( 18) e (20) com m, n 1 , n2 contínuas e 11mitadas;a 

solução existe, ê Ünica e depe nde de um a maneira continuamente dif~ 

renciãvel do valor inicial. 

Existem diversos métodos numér i cos conhe~idos que aproximama 

solução de um problema de valor inicial . Neste trabalho s upoe-se 

que o leitor esteja familiarizado com e l es, não sendo discutido os· 

diversos aspectos de sua implementação . Para detalhes sobre vanta­

gens, limitações, problemas de convergência e precisão, existe uma 

vasta bibliografia [4]. 

Um método bastante popular e o de Runge-Kutta de quarta or-

dem. Para a aproximação da solução do problema (21) uti 1 iza-se o se 

guinte proc edimento: 

y 
(i+1} • y(i) 1 

+-
6 

(Kt + 2K2 + 2Kl + K,) 

K1 • f(v(i} , y( i} )W 

K, " f(v (i) + l w (i} 1 
2 

, y + 2 K1 )W (22} 

K, f(v( i) + l w y(i) 1 +- K2)W 
2 2 

K, • f(v(i) + w • y 
(i) + Ka)W 

onde 

W" (v1- Vz)/m 
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v (i) = v 1 + (i - 1 )W 

y(i) ~ y(v(i)) 
I 

• 1,m · 

141 

Os problemas de valor inicial são um caso particular dos ~ 
blemas de valor de contorno, nestes deseja-se as soluções de um sis 
tema: 

v e: [vl,v2J • l 

y : I + R0 

f: I X R0 .. R0 

r: R0 x R0 + R0 

(23) 

Se f satisfaz as co ndições do teorema 1, o problema (21) tem 
uma única solução y(v;t), V t c R0 • Supondo a existência de solução 
para (23) , encontrar uma solução desse problema pelo método do tiro 
ê equivalente a encontrar um vetor t cR 0 de forma que, resolvendo o~ 
mericamente o problema (21), a co ndição r(y(vl;t), y(v 2 ;t )) =0 seja 
satisfeita . 

Ou seja, uma solução de (23) ê obtida encontrando-se um zero 
da fu nç ão 

G : R0 + R0 

t + r (t,y(v~;t)) 

r posslvel utilizar diversos mêtodos para achar zeros de fun 
ções. Supõe-se também que o leitor esteja familiarizado com eles, 
não sen do discutidos em profundidade [2,3]. 

Em geral util iz a-se o mêtodo de Newton ou uma de suas varia­
ções. Na sua forma mais simples, o método de Newton se resume are 
so lver iterativamente 

-G( t(i)) = VG(t{i ))6t(i) 

6t(i). t(i+1)- t(i) 
(24) 

atê encontrar um valor t(i) tal que IIG(t( i)lll <e: , c dado. Oindicei 
representa o nü.mero da iteração e VG ê o gradiente da função G. G(t) 
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ê obtida resolvendo-se numericamente (21), determinando-se y(v2;t) 
·e substituindo em r(t,y(v~;t)) : G(\:). Como não se conhece uma ex­
pressão analitica par~ G, torna-se necessãrio o uso de uma expressão 
aproximada para o gradiente de G em (24), perdendo-se em geral,a co.!!_ 
vergência (local) quadrãtica do mêtodo de Newton . 

Usando-se o método de Newt·on, tem-se o seguinte fluxograma p~ 
ra o método do tiro: 

1) Escolher um vetor inicial t(O); 

2) Determinar y(v 2;t(i.)), aproximando por (22) o problema de valor 
inicia 1: 

y' = f(v,y(v;t(i))); y(v 1 ) = t(i) 

3) Calcular 

G(t(i)) : r(t(i), y(v 2 ;t(i)) 

4) Ver i fi c ar se 

11 G(t(i))jj < E 

SIM+ PARA E IMPRIME t(i) E y(v(j), t(i)); j = 1 ,m 

NAo + CONTI NUA 

5) Cãlculo aproximado de VG(t(i)): 
(i) [ (i) (i) (1) (i) v1j G(t = G; t 1 ,t 2 , ... ,tj +lltj, ... ,tn -

<o <n (i)] I - G1 t 1 , ••• ,tj , ... ,tn lltj 

6) Solução do sistema: 

-G(t(i)) = VG(t(i )) llt(i) 

7) Calcular 

t(i+1) . t(i) X t(i) + At(i) 

8) Retornar para (2) 

G; e t 1 são, respectivamente, as i-êsimas componentes dos G e t. 

OBSERVAÇ.I{O 

Coroo serã mostrado adiante , dependendo das condições de con­
torno, i possivel fazer algumas simplificações no método apresenta­
do. Para maiores detalhes ver (1]. 
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EXEMPLO 

Considera-se o equ ill brio de um semi-anel engastad'oem uma das 

extremidades e na outra solicitado poruma forca horizonta l P. A fi 

gura 2 mostra a estrutura na configuração d~ referência (umsemi-ci! 

culo de raio R) e na conf igur ação deformada. Por convenção serã u­

sada a seguinte notação N(S) : NdSl ê o esforço normal e Q(S) : N2 (S) 

é o esforço cortante. 

X2(S) 

M(OJ 
XI(S) 

Figura 2 

• • I::OW!euR"do 
Dl MFO!t'-CI-' 

---COftFieiJR-'W 
D!Rli!MAO.\ 

As equações (10), (18) e (20) modelam a estrutura submetidas 

as seguintes condições de. contorno: N(S) =-P cosa(S), Q(S) .. p sen6(S), 

M(nR) .. o, 8(0) =f, s(O) =0, xdO) .o, x 2 (0) · 0. 

Considerando-se A, I, E constantes ao longo do comprimento, 
d~ 1 05' = - lf , n ~ • nz = m "O obtem-se o seguinte problema de v a lo r de 
contorno: 
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dM - ds P sena 
dS = dS ·' M(,R) = o 

de M 1 
dS =TI- R e(o) 1T 

=-
2 

ds = 1 _ P cose 
dS EA 

s (O) = o (25) 

~ = ds sene 
dS dS 

x2(0) o 

~ = ds cose 
dS dS 

xdO) = O 

Observe que esse problema não-linear de auto-valor possui qu~ 

tro condições de contorno deffnidas no ponto inicial S =O do inter­

valo [0,1TR] e apenas uma no ponto final S =nR . Isto permitirá uma 

simplificação no mêtodo, respeitando as ideias básicas apresentadas. 

Resolver o problema (25) ê equivalente a encontrar um valor 

t €:R de forma que, resolvendo o seguinte problema de valor inicial 

dM - ds P sena 
dS = dS M(O) t 

de M 1 
dS = Ef - R e(O) = ; 

ds 1 + P sena 
dS = EA 

s(O) = O (26) 

dx2 = ds sena 
dS dS 

~ = ds cos e 
dS dS 

o valor de M no pontoS =nR seja igual a zero (M(11R) =0). Ou seja, 

encontrar a(s) solucão(ões) de (25) ê equivalente a encontrar o(s) 

zero·(s) da função 

G : R + R 

t -> M(nR ; t, P) 

Fixado um valor de P, o valor G(t 0 ) de G para um ponto t 0 c R 

ê obtido resolvendo-se numericamente (26) com t =t 0 , determinando­

-se o valor de M no ponto S = nR. 
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r importante observar que .e possivel estudar o sinal de G e, 
dentro de um intervalo real l(t e: I) garantir a determinação de to ­

das as soluções · de (25). 

Neste caso como G: R .,.R pode ser mais interessante utilizare 

mêtodo da bisseção ou regula -falsi no lugar do de Newton para de­

terminar o(s) zero(s) de G, jâ que eles não necessitam da determina 

ção de derivadas de G. 

Na apresentação dos resultados todas as variáveis do proble­

ma foram adimensionalizados. Em vez de P e M serão usados P/P * e 

M/M*, onde p* = EI/R 2 e M* .. El/R . As variãveis com dimensão de com­

primento foram divididas por L* =nR. No processo deadimensionaliza 

ção su r ge um parâmetro de extensibilidade definido por C • I/(AR'). 

A figura 3 mostra as curvas da carga P versus o momento noe~ 

gaste (S .. O) para C= l.E-5. Fixado um valor de P/P*, cada ponto das 

cur vas corresponde a uma solução de (25). A partir de P/P* ;; .471 

são en contradas três soluções dado um valor qualquer de P/P*. Cada 

solução corresponde a uma configuração de equilibrio,co nsequenteme~ 

te o modelo permite a existência de mais de uma configuração deequj_ 

librio para algun s valores de P/P*. 

,,,. 
2 ·0 

1.6 \ l(\! 
\ 

:\. 

I 1\ 
""' " 1--D I 

1.2 

0 .8 

0 ·4 

o '"' -0.4 ·O 2 0 .0 O 2 0 ·4 0 .6 o .e 1.0 X2 11t'RI 
CURVAS P·X2111, RI PARA C •1 . (-5 --L.-

Figura 3 
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A figura 4 mostra as curvas da carga P versus x2 (wR) para C= 
• 1.E-5. 

Usando a figura 3 como referência é possivel traçar a sequê~ 
cía de configurações deformadas relativas a cada curva. Na figura 5 
estã dada a sequência de configurações relativas ã curva que se in~ 
c i a em P/P* =O . ~a figura 6, est.ã dada a sequência de configurações 
relativas ã segundà curva. 

P /P* 

2.0 

1. 6 

1· 2 

o.e 

0 .4 

o 
·2.0 -1.0 o.o LO 2.0 

CURVAS P- MtOI PARA C • I ·E 7 5 

Figura 4 
• X2/L 

3 .0 4.0 
M!O)IM' . 

0 . 5r-----------~--------------------~ 

0.3 

0 . 1 

-0 .1 

-0.3 

,,,. 
- · -· 0.0 
--·- o., 
....... o .s 
·--o 5 
-to 
- z o 

·0.!1 ~-........._ ___ -~.. ___ __,,__ ____ ......._ _ _ _J 

·0.!1 ·0.3 ·0.1 0 .1 0 .3 0 .!1 0 .7 0 .9 

Figura 5 

XII L 
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X21L: 
1 .~ \r------------Ifo---·---, 

0-8 

0.6 

0.4 

0.2 

o.o 
·1.0 ·08 -0.6 ·0.4 -0.2 o.o 0.2 

Figura 6 

CONCLUSAO 
Com o material apresentado e possivel a modelagem do equili­

brio de estruturas elásticas, extensiveis, ·submetidas a variados ti 
pos de carregamentos, com a ãrea e o momento de inercia da seção re 
ta variando ao longo do comprimento, sem fazer restrições quanto a 
curvatura inicial e ao tamanho das deformações. 

Introduzindo-se hipóteses simplificadoras nesta teoria ê po~ 
sivel a obtenção de equações equivalentes as da teoria clãssica (1_!. 
near). Isto mostra que esta pode ser vista como um caso particular 
da teoria mais geral desenvolvida neste trabalho . 

Com as seguintes hipõteses: 

H1 -A expressão {20) 1 não é vãlida. Isto é, o esforço normal não 
estã relacionado com a medida de deformação t 

H2- A es trutura é inextens'ivel (s(S) =S) . 

HJ - Os deslocamentos são pequenos (sena ~< e e cose 01 1). 

- ( d~ H4- A estrutura esta inicialmente reta dS = O ). 

HS - Não existem esforços distribuídos. 

H6- O único esforço externo é uma força horizontal P aplicada numa 
das extremidades. 
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o sistema original de sete equações se reduz a 

de M 
~=IT 

Ou, de forma equivalente: 

d2a + Pe ,. 0 
dx~ El 

~~"o 
dX1 

A primeira dessas equações é a clãssica equação de Euler pa­
ra vigas retas, cuja solução geral é 

onde c 1 e c 2 são constantes arbitrárias e À = ( tí' }1
/
2

• 

Definindo-se as condições de contorno, é possivel a obtenção 
das soluções desse problema linear de autovalor. 

Exemplo: Viga com uma extremidade engastada e a outra livre. 

CondiçÕes de contorno: e (O) .=O , d~~:} =O 

Soluções do problema: 6c (Xl} =O 
en(xl} = Cz sen(~ 0 x 1 ) 

(2n-1hr 
Àn= 

2
L ,n=1,2,3 •... 

Neste caso é possivel mostrar que os autovalores (e portanto 
as cargas criticas) do problema linearizado são os mesmos do que os 
do problema não linear inextensivel. 

Entretanto, quando se considera a extensibilidade, nem sem­
pre os autovalores do problema linearizado coincidem com os do pro­
blema não-linear. Para maiores detalhes ver ([6],[7)). 

Embora a teoria clássica seja adequada em muitos casos prãt~ 
cos ela e incapaz de tratar problemas onde estejam envolvidas gran-
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des defo rma cões, como, por exemplo , na determinação do comportamento 
pôs-critico de estruturas flambadas. 

Com o método do tiro, é possivel a solução numérica dos pro­
blemas de valor de contorno que modelam o equilibrio de estruturas 
unidimensionais elásticas. O método é bastante simples, permitindv 
o estudo de problemas não-lineares, sendo particularmente eficiente 
em problemas de bifurcação e no caso de soluções múltiplas. 

Finalment e, para uma anãlise completa, resta a apresentação 
de equações constitutivas não-lineares e o estudo da estabilidade das 
configurações obtidas. Tratam-se de questões importantes e que não 
são triviais. Este estudo serã apresentado num futuro trabalho. 
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ABSTRACT 
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RHen.:t tJtend.6 .(.n .:the dynam.ic.6 o6 mu.lt.(.body .61j.6tem.6 .(.nclu.de al.6o .:the 

lt.e&ea.Jtch on 6ie.x.i.bf.e bt>.am and ~t.<.g.(.d body .61J.6tem.6. Su.ch mu.U.(.beam 

ayatem.6 alte 6ou.nd .<.n palt.:t.(.cu.Lalt. in 1t.obot dynamic.6 whe~te tange non­

V.nealt body motion.6 and .6malt Unealt elaatic v.(.bnat.<.ona ha~;~e to be 

inve.6t-i.gated. Vu.e to the u.navo.<.dab.f.e cou.p.Ung be.:tween Jt.{g.(,d body 

motion.6 and eta6t.(.c vibJtationa, a u.ni6.ied modeLting o6 6u.ch 61j6tem.6 

.i..6 nece66all.y. The 6u.pelt.el.emen.t ba.õe.d on the mu.Lt.i..body .6y6tem 

appll.oach o66elt6 the po.6.6ibiti.ty to e~~end availabte 6oll.maLi.6m.6 Like 

NEWEUL to 6lexibte "y.6tem6. A compa/[üon w-i.th .:the 6útite etement 

method iA given. 

INTRODUCTION 
For the dynamical analysis of mechanisms, vehiclesand robots, 

a mathematical model of the mechanical system has to be found. In 
the past, it was often sufficient to model the system by the 
multibody approach. The equations of motion of such a multibody 
system can be generated with computer aid ~sing numerical or ' 
symbolical formalisms like ADAMS (1] or NEWEUL (2] , respectively. 

With the increasing demands on velocity and accuracy of the 
mechanical systems, the elasticities cannot be neglected. While 
flexible joints can easily be modeled with the above mentioned 
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multibody formalisms, the elasticjty due to flexible links, 
resulting,e.g. , from the long and slender form of lightweight robot 
arms, requires 9pecia1 consideration. The well known program 
pa c kages for finite element analysi s a r e usual l y restricted to sma l l 
motions with respect to the inertial frame . Extensions have to be 
made for the large nonlinear motion of the finite e lements, see e.g. 
Sunada and Dubowsky [3] or Shabana [4]. 

ln this paper, the methoe of multibody systems is applied to 
the modeling of flexible multibeam systems. A new superelement 
using rigid bodies and elastic springs is specified, which allows 
t he immediate application of available multibody formalisms even 
for flexible systems. A comparison of the different multibody and 
finite element approachei is presented for a simple example . 

MULTIBODY BEAM ELEMENTS 
For the modeling of flex ib le beams, the method of multibody 

sys tems has to be extended. The proce dure is to pa r titi on ri gid 
links and to include massless beams or springs for consideration of 
the structural elasticity. The result is an i ncreased numbe r of 
degrees of freedom of the link. Consequently, better accuracy can 
only be achieved by higher system arder. 

ln the following, four different modeling approaches for 
multibody beam elements will be dis cussed. 

Appro ach 1 . The inertia of the flexible link Bj is evenly 
di s t r ibuted among the Pej+1 particles Mjk at the nodes , which are 
connected by Pej massless beams, see Figure 1. This approach is 
well-known in literatura a s lumped mass method. 

L
~2 ___ :JMjPej ~Pej+1 

M 

B. 
. J 

L=p .1 
e) 

Figure 1. Approach 1 { Lumped Mass Method ) 
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Approach 2. The flexible link Bj is modeled using Pej 

elastic el•ments Bjk' cons~sting of two particle s Mjk1 and Mjk2 at 
the nodes, connected b.Y a massless beam o~ length 1, see Figure 2 . 

Figure 2. Approach 2 (Particle Beam Element) 

Approach 3. The flexible li nk Bj is modeled using Pej 
elastic elements Bjk as above. The elements consist of two rigid 
bodies Bjk1 and Bjk2 with length 1/2, which are connected at the 
nodes by a massless beam of the length 1, see Figure 3. 

u 

Figure 3 . Approa ch 3 {Hybrid Beam Element) 

Approach 4. Again, the flexible link Bj is modeled using 
Pej elastic elements Bjk· The symmetric elements co nsist of three 
rigid bodies Bjk 1• Bjk2 and Bjk3• with lengths k1, {1-2 k)1 and k1, 
re spectivel y , wh ich are connected by joints and torsional springs 
Cj k1• Cjk2 and cjk3• see Figure 4. All elements may have the sarne 
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partioning coefficient O < k < 0.5. These elements are called 
supere lements . 

(1-2k)l e1 

~k1 Bjk2 Bjk3 

Figure 4. Approach 4 (Rigid-Elastic Superelement) 

y 

Stiffness Propert1es. lhe stiffness properties of the four 
approaches have to fit with the static behavior as known from linear 
elastostatics. For an elastic beam of length 1 and bending 
stiffness EI it yields 

[flv] 1 
ây = 6TI (1) 

see Figure 5. 

Figure 5. Elastic beam wíth static load 
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From this equation, the sti.ffness matrix for the ma s sless beam 
used i n the approaches 1, 2 and 3 can be determi ned by i nvers i on as 

F 

M 

EI 
13 

12 
-61 

For approach 4, the spring constants can be identified by 
cornparison of coefficients as 

cjk1 " cjk3 = 6 E/ (1-2k)2 , 

2 g (-1 +6k- 6k2 ) 
1 

(2) 

(3) 

Here, k is again the partitioning coefficient of the superelement. 

Inertia Pr operties. The inertia properties of the rnultibody 
beam elernents have to fit at least with the inertia propertie s of a 
rigid beam for large motions without elasticity effects as known 
from nonlinear dynamics. Hence,it follows that the total rnass and 
the total rnoment of inertia of the bended beam have to be the sarne 
as of an equivalent rigid beam. 

For approach 1, the inertia of the particles Mjk is mjk amj/ 
/(Pej +1), where mj is the mass of the beam Bj. ln approach 2, the 

inertia of each particle Mjk 1 and Mjk2 is mjk/2 , where mjk =mj/Pej 
is the mass of the beam element Bjk· The resulting total moment of 
inertia for the flexible beam is always larger than for the rigid 
beam for both approaches 1 and 2, even if the total mass mj is the 
sarne. Therefore, the two approaches are not considered any further. 

ln approach 3, the rnass of each body Bjk 1 and Bjk2 is mjk/2, 
where mjk = mjiPej means again the mass of the bearn element. ln 
approach 4, the masses of the three bodies are kmjk and (1-2k)mjk 
corresponding to their lengths. The total mass rnj and the total 
moments of inertia correspond to the moment of inertia of the 
equivalent rigid beam for the approaches 3 and 4. 

Loca l Equat ions of Mot i on . Formulating Newton's and Euler's 
equations for the bodies Bjk ... and applying O'Alembert ' s principle, 
the local equations of motion for the elastic element Bjk read as 
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(4) 

where Mjk is the inertia matrix, Kjk is the stiffness mat r ix due to 
the massless beam or springs, kjk is the vector of generalized 
gyroscopic forces and 9jk is the vector of generalized applied 
forces due to gravity and actu atdrs. The vector Xjk summarizes the 
generalized coordinates of the free elastic element,given by th e 
rigid body motions u, v, y and the elastic deformations ~v. ày. lt 
has to be pointed out that the result is only correct if the 
quadratic terms of àv, ày are considered. Connecting the elastic 
elements, see Figures 3 and 4, and applying D'Alembert's princip l e 
once again, the loca l equa t ions of motion for the flexible link Bj 

are obtained as 

(5} 

where . the matrices have the sarne meaning as in (4). The position 
vector Xj includes now the rigid body motions u, v, y and al l 
elastic deformations. 

Gl obal Equations of Motion. For a mu l tibeam system of Pr 
rigid links and Pe flexible links, the local eq uat ions of motion 
can be summarized by 

(6} 

Regarding the corresponding constraints and applying D'Alembert ' s 
prin~iple again the global equations of motion remain as 

M(y)y + K y + k(y,y ) = q(y,t ) (7} 

where M is a symmetric positive definite inertia matrix, k is a 
vector of centrifugal forces, q is a vector of generalized applied 
forces and y means the vector of the remaining generalized 
coordi nates. 
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lf the vector y is partitioned in a vector Yr of large rigid 
body mot i ons and a ve cto r Ye of sma 11 e 1 ast i c mot i ons, and the 
generalized applied forces are restricted to gravity forces q9 and 
actuator forces Qa, the equations of motion can be p~rtitioned as 

(8) 

The structure of the global equations of motion is strongly 
nonlinear, in the case of rigid and flexible multibeam systems, 
respectively. Therefore, for simulatíon purposes, the number of 
degrees of freedom should be as small as possible. Then, it remains 
the question on the accuracy of the results, whic h will be 
investigated for a símple example. 

COMPAR IS ON OF TH E AP PROACH ES 

For comparison of the different modeling approaches , asimple 
beam pendulum with a discrete mass M is analysed wí th respect to an 
equilibríum position, see Figure 6. 

Figure 6. Beam pe ndulum 

ln the cas e of small linear víbrations without gravity and 
actuator torques, the eigenva 1 ue problem appeari ng for the cont i nuous 
system model ca n be comp letely solved. The corresponding 
characteristic equatíon, see e . g. Meirovitch [6] , reads as 

(9) 
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For the eigenfrequencies it follows 

where m i·s the mass of the beam and L is its length. lhe 
numerically computed eigenfrequencies will serve as reference 
solution. 

(10) 

Hybrid Beam El ement (Approach 3). The equations of motion 
are given as 

My+Ky =O 

The vector of generalized coordinates is for p elastic 
e 1 ements wi t h f = 2p + 1 degrees of freedom 

For p ~ 3, e .g., the inertia matrix is 

(1 +!i)l 2 

m 

J_L 
3 

1 Lz 
1õã o 1 Lz 

1õã symm . 

_I_ L o o 
M=m 3 

1 2 o o o 1 L2 108 L 1õã 

(.!.!. + ~)L o o o o 1 M 
24 m z+m 

.l.. L 2 o o o o - J.... L _1_ L2 
27 24 216 

( 11) 

( 12) 

(13) 



RevBrMec. Rio de Janeiro. V. VIII, nl? 2- 1986 169 

a nd the stiffness matrix reads as 

·O 

o 648 

o o 24l2 syrrrn. 

K = ~ 
LJ o -324 -54 L 648 (14) 

o 54 L 6L 2 o 24l ~ 

o o o -324 -54 L 324 

o o o 54 L 6L2 -54 L 12L2 

The eigenfrequencies of this model are compared with the 
exact so lutions given above. The relative errors for the first two 
eigenfrequenci es are plotted depending on the number of elastic 
elements used. see Figure 7. It turns out that the eigenfrequencies 
are smallerthen inreality andthe errors aredecreas i ng monotonically. 

O. relative errar [lb] 

-20. 

-40. 

-60. 

-80 . ._____. _ __._ _ __._ _ _.__......__..L..__...____JL...._.__.._-...~ 

o. 2. 4. 6. 8. 10. 
number of elements 

Figure 7. Hybrid beam element 
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Ri gi d-E l astic Superelement (Approach 4). The equations of 
motion look like ( 11 ) . However, the inert ia matrix (13) is no w 

given as 

(I ·~)l' 

J L ~(l•k) 

u<•-•·>t· ~(k'-\')l' s ynl11 . 

M = m 
il +<1-2\) 1.<•-2\')l !<~+t ) 

u<•-·· )L· ll{2k'·k)L n <z•·-•·>t· fy(k' - t)L• 

(Tã(ll+k·k' ) ·~)L 1-<1-Zk) # •·2k' )l +l•k) ·~ 
c • 

2i(k1 -k)l1 ·~IZk '-kll ~{2k1 - k 1 )t• ~{k'-2k )~ n.lk·-k')L· 

while the st iffness matrix is identical with (14). The spring 
constants depend on the part itioning coefficient k , s ee (3). 
A uniformly partitioned beam is obtained for k = 1/4; then the 
spring constants are 

and 
1 El 

Cz = 4 T 

A more simple model is found for 

1 1 k=-(1--) 
2 /3 

it follows 

Ct = C 3 • 2 I!_ 
L 

and c2 disappears. 

• ( 15) 

The relative errors for the first two eigenfrequencies of 
the se two cases are plotted in Fig . 8 and 9. For k . 1/4, theerrors 
are always negative, i.e. the eigenfrequencies are also smaller 
as in reality. However, the errors do not decrease monotonically . . 

. For k • !< 1 -~), some eige nfrequencies are smaller and some are 
larger than in reality, wh i le the errors decrease very fast. 



RevBrMec. Rio de Janeiro. V. VIl I, n9 2 - 1986 

-10'. 

-20. 

-30. 

-40. L--'~--'-_... _ ___J.. _ _._ _ _L _ _._ _ __J_ _ __.______J 

o. 2. 4. 6. 8. 10. 
number of elements 

1 Figure 8. Rigid-elastic superelement [k : ~] 

20
_ relative errar [~] 

-20. 

I 
-30. 

o. 2. 4. 6. 6. 10. 
number of elements 

Figure 9. Rigid-elastic superelement 1 1 
( k = 2{ 1 - 13) 
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Fi n i te Be am E.l em e n t . For reasons of compari son, the beam is now 

modeled by p finite beam e lements. The local equation of motion of a si ngle 

element are obtained frqm Cauchy's equation of motion by applying O'Alembert's 

principle, see [5]. The resulting equations for the beam pendulum look like 

(11) again. The inertia matrix is now given as 

(1 +!:!)l2 
m 

.!. L 26 
3 35 

1 L2 
135 

o 2 L2 
945 

symm. 

M = m ~ L 9 13 26 ( 16) 
3 7õ 1260 L 35 ' 
1 l2 13 L2 1 o 2 L2 

135 - 1260 - 1260 l
2 

945 

(.2..+~)L o o 9 13 13 M 
7õ 1260 L -+ -20 m 35 m 

J.l. L2 o o 13 1 L2 11 1 
540 - 1260 L - 1260 - 63Ó L 945 L

2 

while the stiffness matrix is sti 11 identical with (14). The re l ative errors for the 

eigenfrequencies are plotted in Fig.10. ln this case, all the errors are positive. 

30
. relative error [Oh] 

20. 

10. 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

o.L-~-_..l::===--::::::::===---'----L.------...J 
o. 2. 4. 6. 8. 10. 

number of elements 
Figure 10. Finite beam e l ement 
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CO NCLUSION 
ln this paper , different multibody beam mode1s for the mode1ing 

of f1exib1e 1in~s were discussed. Mode1ing the elasticity by ri gi d 
bodies and massless beams or springs is a straight-forward extension 
to the method of mu1tibody systems. The avai1ab1e forma1 i sms are 
we11 suited to hand1e this kind of approach. Whi l e the first two 
approaches with concentrated masses at the nodes don't lead to 
consistent inertia properties , the hybrid beam element andthe rigi~ 
-elastic supere1ement give consistent results for large rigid body 
motions. For the hybrid beam e1ement, the resulting eigenf requencies 
are found to be much too low, since the inertia is overemphasized 
with respect to elastic deformation. The superelement with k ~ 1/4 
sti11 1eads to eigenfrequencies, which are too low, but the errors 
are rather sma11. Wíth k = ~(1 -1J) , some eigenfrequencies are too 
low and some are too h i gh, and the errors are rea 11 y sma 11, too. The 
partitioning coefficient k of the element has influence on the kind 
of approximatio n of the eigenfrequencies. Therefore, the choice of 
the parameter is to some extent a matter of taste. Using the finite 
element approach, the obtained eige nfrequencies are found to be too 
high. A comparison of the approaches shows also that the results 
are equivalent if a suffic i ent numbe r of elastic e1ements is chosen . 
ln particular, the rigid-elastic superelement features highaccuracy 
for flexible multibea m systems using established mu 1tibody f ormalisms. 
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