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ABSTRACT 

261 

This paper presents a mathematical modal for a rigid disc mounted on 

a flexible shaft supported by ball bearings. The diso is excited by 

a contactless magnetic force . The equations ofmotion are integrated 

using a Runge-Kutta technique and the frequency response is obtai1! 

ned by a FFT technique . The response of the system is discussed for 

different situations. 

I NTROOUCTION 

The authors have been studying the possibilites of amplitude 

of vibrations reductions by introducing an extril tnagnetic force when 

the rotor system is rnagnetically ex c i ted [ 1 1 , [ 2) . 

In [3], it is presented a one-degree-of-freedom system moving 

transversely and axially on a magnetic field . For the first case it 

can be observed an augmentation of the natural frequency value when 

increasing the magnetic flux. In the second case, a reduction is 

observed for natural freguency value when increasing the magnetic 

flux. These r esults show that the magnetic attraction can be used 

to modify the system stiffness. 

Different works have been conducted to characterize a 

magnetical bearing [41, 151 and using a control feedback syst.em to 

keep the amplitudes of vibrations at acceptable levels [6] ,(7]. 
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In all above app l ieations maqnetie non-linear forces excite 
the rotor systems . This paper analyses the system response wben 

maqnetic forces are appl ied to a flexible rotor . 

MATHEMATICAL MODEL 

The physica l model for the rotor-system is a vertical simple 

supported flexible shaft carrying a symmetr ical rigid disc . Figure 1 

shows the system geometria configuration and the fixed and rotating 

coordinates axes. 

The equations of motion can be obtained using the Lagrange 

Energy Method and they can be written in the matrix form: 

where: 

+ 

X 

8 

y 

4> 

F 

o 
o 
o 

X 

9 

y 

4> 

x,S , y,~ are the generalized ~oordinates ; 

m ,J, I are the inertia coefficients; 

n is the rotation of the shaft 

+ 

ka , kd, ad are the shaf·t stiffness coefficients; 

F is the excitation force . 

(1) 

The non-linear, magnetic contactless force is represented by 

F (x) = C/d 2 
'. where d i s the· instantaneous gap and C is a magnetic 

field constant (N •m2 /A2 ). For an e l ectromagnet C= (NI ) 2 ~ s/2, where 

NI is the Ampére- turns, ~ is the magnetic permeabi lity and S is the 

pole-area . For the case where a permanent magnet is describing a 

s i nusoid.al mot i on in the radial direction beginning from a starting 

gap d0 , F can be expressed by : 
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F 

where ~o i s the value of the ampli tude o f the permanent magne t 

motion and ú.'c is the exci t inq freq ue ncy . 

., I 

Figure 1. Flexible rotor 

HOMOGENEOUS CASE 

263 

(2) 

The equation [1) is i ntegt"ated [exact s o lution) whe n F = O 

and the natural frequencies and critical speeds are deterrnined and 

shown by Figure 2. 

For these calculations the va l ue s of the parameters are taken 

from a real laboratory model, which is a vertical flexible steel 

shaft ($9mm, 0.461m length). The shaft supports a rigid disc ($ 150 

mm, m=1.833 kg, I =0.0052 kg•m 2
), which is ·located a t ~ 2 = 0.137m. 

The stiffness parameters ka and ka are dynamically ident ified 

as ka = 50129 N/m and ka = 24:l7 N·m/rd. The coupling stiffness 

parameter kad is calculat ed: kad = 8878 N•m/m•rd. Tests made with 

the laboratory model show that the damping factor sassociated t o all 

considered vibrating modes are very small ( f,; = 5 .O x 10- 4
). 

Figure 2 shows the influence on the values of the nat ural 

frequenc·ies when considering kad "' O. 
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Kod • O 
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C1 [J'd/1 J 
Figure 2. Natural f re4ue nc1<! S and cr~tical speeds· 

NON-HOMOGENEOUS CASE 

The time-response for the non-homogeneous system is obtained 

by the integration of equat ion (1) using a Matrix Runge-Kutta 

technique. The value for the magnetic constant C is taken from 

experimental verification . In the laboratory, the excitation is 

provided by a permanent magnet driven by an electrodynamic shaker 

which i s placed close to the disc at an initial gap d 0 =3 .0mm, in 

such way that the amplitude of the imposed sinusoidal motion is 

1 . Onun . Tbis way, for the r egion of intere s t (3 :0 ± l.Omm) the mean 

value of c is 1.048 x 10: 5 N•m/A2
• 

The frequency response is obtained from the time-response 

using a FFT software . This way it is possible t o determine the 

natural frequencies for different speeds of r otation .Q of the rotor 

when it is excited by non-linear magnetic forces . 
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Figure 3 shows x 1 t) and u ( tl for Q = we = 400 rd/s . 
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Figure 4 shows the magnitude and phase spectra calculated for 

x( t) and Figure 

o 

5 shows the magnitude e>nd phase spec tra for 9(t ). 
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Figure 4. Magnitude and phase spectra calculated for x( t) 
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Th~ lower freguencies are presented on Table 1 for different 

situations. 

OIIU'!CT K!:TIIOO 
lnqurc 2) 

!" •• o n. <·JO ··d/s 

c • o c • o 

'~ , .tO 

1 ~. 28 1 S.9~ 

10 ) .o 

l ','j. l 

l lL80 

(l!z1 (ll.t1 

Table 1. Lowe r freq ue ncies 

R~CE ~~7TA INTF.CP~tiON AND FrT NIA~YSI~ 

~ • 400 rd/s 
t.Jfl c o 

Initl~l C~~d~tio~s 
X 10) • 1:-• .., 

C 10) • S.H • 10 - 1 r<! 
Y(O) •~ IOI•? 

15 . 50 

94.70 

119.0 

12.70 l , 2. ;o 

9t;.O 

1J!. .a t2 ,.. :n 

2B.S 19:. J D • r! ) 

(;::! I !! t J 

It can be noticed that the values of the frequencies have a 

tendency to change in the presence of the magnetic excitation, 

s uggesting that the stiffness of the system has been modified. This 

is an interesting behavior of the system considering that t hi s 

effect could be used to cross critica! speeds safely. 

Figure 6 shows the locus of the di se. It can be observed that 

the vibratory motion occurs in region displaced from the origin. 

This displucernent is due to the magnetic exciting force applied at 

the x - direction. 

Anothe r magnet i c force represented by equation (3 l can be 

introduced for reducing the vibrations leve! of the disc [1]: 

Fc ':C I [d
0

c -x
0

c sen(wc t+ LI)+ x ] 2 

where LI is a phase angle which is taken into account when w
9 

=wc 

( 3) 

Figure 7 shows the locus of the disc when Fc is applied at 

t =O. 40 sec, when n = w
8 

="'c = 400 rd/s and LI = 11 • 
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Figure 7. Locus <.>f Lhe- disc-amp l itud~ controlled 
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It can be seen that when Fc is applíed, the motion of the 

disc occurs again in a region olose to the origin and this motion 

is significantly more "organised". To show the possibilities of 

vibrations reductions when Fc is introduced, it is now supposed that 

the shaft operating speed of rotation is 400 rd/s (between two 

cri ticals l , and w = n . The frequency wc "' 1 . 2 n, and F c are applied 

when t =0.40 s. Figure 8 and 9 show x(tl and 8 (t ) respectively, and 

the reductions in the RMS values of x,a -amplitudes are 8.3 and 7.4 

times respectively. 

Finally it is now presented the case where force Fc is 

applied when t =O. 40 s and S1 = w = wc "'400 rd/s. ln this case the 

phase angle of F
0 

(related to Fl is n . The RMS of x - amplitude 

after the application of Fc is 24.6 times smaller. A reduction of 

15 .9 times is found in the RMS value of 8 -amplitude. Figure 10 

shows x (t). 

!!.OE-~ 

-5.0E-~ 

Figure 8. x (t) n = "' = 400 rd/s and wc = 480 rd/s 

Control force applied when t =O . 40 sec. 



Rev.BrMec. Rio de Janeiro, V . VIII. n94- 1986 

LOE-3 

- 1.0€- 3 

Figur e 9 . (I ( t ) fo r 0 = :,· = 400 rd/s and 'i'c = 480 rd/s 

Control f orce applied whcn t = 0 .4 0 sac . 

Figu r e 10 . x( t ) for r! :. w =wc = 400 rd/s 

Control force applied whcn t =0 . 40 sec . 
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CONCLUSIONS 

A method to analyse the response of a rotor- system in the 

presence of non-linear magnetic excitations is presented . 

The system stiffness is changed in the presence of magnetic 

excitations . 

Significant reductions of the amplitudes of vibrations can 

be obtained when introducing an extra magnetic force. 
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RANDOM VIBRATIONS AND NOISE 
GENERATION lN RAILWAY WHEELS 

K.Popp 
Institute of Mechanics 
University of Hannover 
FRG 

rNTRODUC."TION 

273 

Hígh frequency bending víbrations of railway wheels lead to 

sound rüdiation and noise generation. One can dis tingu ish between 

squealíng noise due to stick- sli p excitation during curving motion 

and rolling noise due to random excitation which also occurs during 

langent motion. Squealing noise has been extensively investigated 

in [1 ] , [2], whcre also literature reviews can be found. In the 

present paper the rolllng- noise problem is considered in detail. 

The aim is an integrated analysis comprising the dynamic response 

of a whecl- disc to broad band random excitation, the sound 

r~dlation, and the sound powcr calculation ~aking account of t he 

frequem.:y - dependent ::;ensivi t y of t he h uman ear !A-evaluation). The 

resulting A- evaluated sound power represents a scalar rneasure of 

the acoustlc qua lit y oE a wheel and can serve as a perforrnance 

index to class1fy various typcs o f wheel-disc design . The analysis 

of wheel models with different cross-sections shows a significant 

i.nfluence of the geometric· par a meters on the radiated sound power . 

'l'hus, an acoust.i.cal opt.j.mal wheel design is possible. 

'l'hc most important assumption s in t he present pape r are 

rigid nZ!ails and point contact IJe tween wheel and r a i l. In the 

contact ?Oint t~e exci tat ion force is applied. The time dependence 

of the excitat ion force is approximated by a sta~ionary white noise 
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proce ss with zer o mean. However , a colored noise e xcitàtlon 

process can also be applied in the methods describeá subsequently . 

NATURAL VIBRATIONS 

For the analysts of natural wheel vibrations the finite 

element model applied in [ 1] , {2] has proven itse l f well. !Hng 

elements are used based on rundlln's theory of thick ;?lates which 

takes into account the effects of $hear d~formation and rotator y 

inertia. The finite el~ment model results in the natural circular 

freq uencies wk~ and the correspond~ng oend1ng mode shape s WkCC r ,~) 

for the 9.-t h natural vibration wil h k modal diamet ers, wht>r~ r,<l> 

denote the polar coordinates of the wheel-disc mid plane. 

A comparison of calculated results with holografic measurcm~~ts for 

a 1 : 5 . 5 scal c wheel model shows exc~Jlent agreement even at higher 

freque ncies, cf . F~gure 1 . ln the worst case the f r equency error 

amounts to only 3% . tn this paper the rnode shapes are utilized for 

a modal expansion of the wheel ' s vibration responsc t o random 

excitati on. 

RANDOM VIBRATI ONS AND SOUND POWER ANALYSIS 

System Desc r iption . The system under consideration is shown 

in the block diagram, Figure 2a. The system behavior Cdn be 

analyzed in the f r equency domain as well as in the t ime ctomain. 

In the following both approaches are app l ied. First the descr i ption 

of the wheel disc dynamics is given . 

The modal expansion of the wheel deflection w(r, ~ , t) reads 

w(r , rp , t ) ':!._T (r , .p) ~ ( t ) ( 1 ) 

where ~(r,<Pl comprises the bending modes wk
1

(r,<Pl. The correspond1ng 

n~1-vector ~(t) of modal coordinates follows from the differential 

cq. , cf.( 1 ),[2 ), 

~Ctl + 11!:!' ~(t) + !f!.2 ~Ctl = .!!_- 1 ':!._(rc, 9cl f(t) , f (t) - (0 ,q ) (2) 

Here , ~ 1 cdiag (r.,.k,
1

J is the matrix of nat ural frequencies and.!!. 

denotes the matr i x of generalized masses . The stochastlc exc i tatlon 
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Figure 1. Comparison of calculated and measured mode shapes 
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force f (t) is characterized by zero mean and corre.l.a t:i.on !unction 

Rf( T) =q ô (T ) , where q is the noise intensity, T the correlation 

time , and 5 denotes the Dirac- f unction . The excitation acts at the 

contact point with coord inates rc 1 ·.,'; 0 . rn ( 2) modal dampi.ng i s 

added I where r; denotes the damping coefficient . Correspond i.ng t o 

( 1) I (2 ) 1 the complex tram;; fer funotion F (r, 4> , 1 .. ) of the whee 1 1·eads 

(3) 

where ro denotes the frequency variable and ~ is the unity matrix . 

The excitation process can be described by the powcr spectral 

density sr (r.) = q/2TI = const whi.r.h f~llows from the correlation 

function by means of a Fourier transform. Now, the power spectral 

d~nslt.y Sw!r, <~ , ó! ) of the wheel def l ections follows from the relation 

(4 ) 

ol 
.. ,_ •r-Ir ' I 
r/, · ~ · ; ~ · • · ·1 'JIHE:' L-

0 1 se -FC.i?C.-~ 
'---------i 

tl) 

s, (:..J) I 
F( r . .p,w) 

l 

<\ E'VAL FIL TER c ' - -

f (t ) y!tl = ~y!t l- gfill 

i,_ :q' ~T !'(I) 

WHEEL
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S.,.!r.'!' .w) 

Sv,=w?Sw 

f,.( t ) 
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i-IACIATICN 

P0 C0j S,;. ( r. ,p.w)éA 

WHEEL D'SC - -

~·'1!~2~ , ~2~:qfA 
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Figure 2 . Block díagrams : 
a ) sys t em description l 
b) a nalysis ín the freguency doma i n , 
c ) analysis in the time domai n . 
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s ound Power. The sound power P radiated into the half 
space can be calculated usinq the radiation efficiency o , cf . [3] , 

dA rd·;dr (5) 

whcrc ~ • • C c are thc density and the sound velocity of the 

surrounding air , res~ectively , and ~ ' is the mean squar e ve l ocity 

of the wheel bending vibrations . In Lhe i n t.eresting freque ncy 

range of railway wheels it y~elds o ::1 , cf. [ l ). Thus , from (5) the 

;,ound powcr follows using thc frequency domain and the time domain 

appruach, re spectively , 

(6) 

!lere, S,;_,(r , 1· ,· : ) is the power <;pectral uensity of the wheel velocity 

due tu bend Lng v ibration an<.l E / · ~ denotes the expect a tion operator . 

UI. il i7. i nq (4) Lhe fn:,CJllency !"lomai n ;:,pp1·o.::~ch resul t.s i.n 

sw(r , i· , '!. ) (7) 

(8) 

(9) 

wherc the sound power spectral density P ( C) has been introduced . 

Ruyd rdin9 C1), the time domain approach leads to 

_Pc - C{c Ct l (;'~(t)) 

P = ~' u c~ J,, ':!_ T ( r. , <f ) ~(; ~ (r , <i' ) elA 

ll<!r~ , f'é d~notes t.he cuvariance matrix o f the modal ve l ocit i es 

·which [ollows from <.1 covariãnce analysis . For thi s , eq. (2) is 

rPpr~sentecl ln the slale space , 

(10 ) 

(11 ) 

(12 ) 
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~<t) = ~ ~ltl • E tltl f!tl - !O~ql (13} 

where 

[
c(tl] [o E ] x (t ) " - 1 A = - -

- 2<tl - -~, -~ ~z 
(14) 

Now, the covariance matrix fx =E {~(t) ~T ( t)) in steady state 

is given by the so lution of the Ljapunov matrix eq ., cf . (4 ), 

The solution matr ix fx ca n be part itioned l 

fx = [fc *] 1 

* P • -c 

where the covariance matrix fé requ1red in (12) appears as a 

submatrix. 

(15) 

(16) 

A- Evaluatlon. The frequency depending sonsitivity of the 

human ear is given in (5) as transfe r function XA (n ) 

(17) 

where 

A = (41 · 75 · 10q)_ 1 s' 

nl 2 ~ · 20 · 6 s-1 

íh 2 TT • 737 • 9 s-1 (1 8) 

rll 2 '7' · 207 ·7 s- 1 

n. ,. 2r. · 12 200 s-1 

The corresponding time domain representation results in an 

A-evaluation filter of order six , 

~(t) = f y lt l + s u(t) 
T 

~A (t) " ~ y(t) (19) 
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where u(t), uA(t l are input and output variables, respectively, the 
6 1-vector y(tl comprises the filter state variables, the matrix F 

and the vectors ~· ~ of appropriate dimensions characterize the 

filter dynamics, 

o o o o o o o 
o o o o o o o 

F 
o o o 1 o o o 

~ o o o o o o 
h = o (20) 

o 
o o o o o o a 

-a6 -as -a, -al -a2 -at o 

The entries have been calculated as 

a 7.397586 10 9 

al 158 .8817 10 3 

a 2 6.734726 10 9 

al 33.4358 1012 (21) 

a, 27.75376 1015 

as 5. 3029 10)8 

a6 308.8492 • 1 o 18 

The frequency response Jx (Q) J of the filter i s shown in 
A 

F i gure 3. It lies within the tolerance ba.ndwidth specified in [5] 

for any frequency. The maximum deviation from the nominal values 

is smaller than 0 . 4 dB. 
----------------------------------~ 

JX..,IIO Q/2 rdHz l 
ldB J o~--------~~,0~.r-------~~~~~~~~~~~o~~,~,~,~, 

-lO 

- ?0 
.J 

-110 

' 

Figure 3 . Frequency response of the A-evaluation fi l ter 
to l erance bandwidth specified in [5] --- ---
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A-Evaluated Sound Power. The A-evaluated sound power PA can 
be calculated in the frequency domain as well as in the time domain. 

In frequency domai n 1 cf . Figure 2bl follows from 181 1(9) 1(17) 1 

P A = n I xA Wl 12 
P Wldrl ... 

(22) 

The time domain approach starts from the A-evaluated wheel 

velocity wA(r, $ ,t), 

• T • 
WA(r,<},t) = ~(r,$) ~A(t) (23) 

(24) 

(25) 

• • • T 
ThUS 1 filtering of the vector ~ (t) = (c 1 (t) 1 • •• , cn (t)] of 

modal velocities is required. However , since the transfer function 

XA (G) is scalar, cf. (17), the filter can be shifted to the system 

input resulting in the sarne input-output relation in steady state . 

This is obvious from the system representation in the frequency 

domain, Figure 2b. After the filter shif t 1 the .corresponding block 

diagram is shown in Figure 2c. This is the basis for the analysis 

in the time domain. Instead of n modal velocities ci(t ) 1 i Q 1 ( 1) n, 

only one variable, f(t) 1 has to be filtered, which reduces the 

computational amount tremendously . Using the filter eq . (19), where 

now u(t) : f(t), uA(t) : fA ( t) hold, .and rewriting the wheel eq.(13 ) 

with f (t) as input variable, leads to 

y(t) = K y ltl + g f !tl ' f (t) - (0 ,q) (27) 

fA (t) = ~T y(t) (28) 

~(t) = ~ ~(t) + ~ fA(t) I ~(t) [ ~l (t) ~! (t)J T (29) 
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Here, f 1 ~~~Tare 9iven in (20) and ~, ~ in (14). The eq. (27) -

- (29) can be combined to one state equation describing the overall 

system dynamics, 

~(t ) = ~ ~(t) + § f(t) , f(t) ~ (O,q) (30 ) 

where 

.. [~(t)J ~(tl 
~(t) 

(31) 

Analogous to (15), the covariance matrix ~ = E{~ (t) ~T (t)} 
in stoady ~tate follows from the Ljapunov matrix equation 

(32 ) 

wh ich can efficiently be solved using e . g. the algorithms given in 

[6). Thc solution matrix P can be partitioned, 

whcrc the covariance matrix Êc reguired in (26 ) appears as a 

submatrix . The computation ofthe A-evaluated sound power PA, 

cf. 126 ), can furthér be simplífied . Utilizing the modified 
* gcneralizcd mass matrix ~, 

wh ich is diagonal since tho cigenfunctions are orthogonal, it 

follows from (26) 

(33) 

(34) 

(35) 

l!ere, oti , 1 ~ 1111n, denote the variances of the A-evaluated modal 

velocitios. Thus, a purély algebraic method for the computation of 

the A.evaluatcd sound power PA has been developed. 
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A ccmparison o f the two app~oaches resulting ln thc 

A- evalua t ed sound power PA, cf. 1221 and (35), sr.ows clcorly Lhe 

advantages of the time domain analysis with respect to the numerical 

effort required for the calculat~on. Applyi:1g the alge broic method , 

cf. 132), (.35), leaàs to computing time s qf at least factor ten 

faster than in cas~ of the freyuency domain ana lysi s . This aspect 

is important i f the evalt:.:.ted sound power PA l!:i uscd as perfo r mance 

index 1n an optirn i zal1cn procerlure for an acoustical optimdl wheel

-disc design. 

Instead of the wh.Lt.e noise excitation procesl:i alsu a colored 

noise proc~::;!l can be useà. 'l'hen, in thü time do!llain approuch the 

system i~put has to pass an appropriate shap~ f l l t er in add i a t lon 

to the A- evaluation filter . 

EXAMPLE 

ThP developcd algebraic method ha~ been applicd to the 

analysLs of fo~r differenl railway wheels . Pigure 4 s hows ~he 

WHEEL 
N A B c TYPE 

WHEEL ! IT 

1~ r~}~ GEO- ~?{'i; ~w '~1% METRY I 1 I 

1 J I 
/~ I r j 

~ ~ 
// I 

~ 
// 

I 

• w1 I 

~~//, ~~ I 
I 

I I I I I L _ _~ __ I I 
_~..-- _L -· ~_ ·-·-L·-- ---l-·-

PAI p AN 1 0,627 1, 087 0,271 

F1gure 4. Analysis of different types of wheel-disc desiqn 
i I a 0 . 0 0Q 1 ) 
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corrcsponding c ross - sections as used in the finite element model. 

The geome tr y of wheel type N is taken from a normal wheel. Compared 

to N, whcel type A shows a thlcker rim while wheel type B shows a 

thicker web a nd thi c ke r hub. Wheel type C consists only of á disc 

r i m. The A-evaluated so und power has been calculated using the 

structural damping coefficient u = 0.0001. The r e sulta are related 

to the sound power PAN of wheel type N. It turns out that wheel 

type t1 radiates only 63% of the sound power of P AN, because the 

hlgh input impedance of the thick rim has a benefical influence. 

l•JI·,cel type B is worst tha n wheel type N. However, best results are 

gai nect for the ring, whee l t ype c, due to the much smaller surface. 

These results show that the sound power radiation depe nds strongly 

on the wheel - disc qeomet ry . Thus, an acoustical optimal whe el 

dcsign withi n the given geometry limits is possible. 

CONCLUSIONS 

An intcqratcd analys is of the vi brati on behavior and sound 

r ad iatio n of railway wheels under bro ad bancl random excitation has 

L>E~en p<Jr formed . The C<:J l culation o f the cor r esponding sound po wer 

is g i ve n i n freq uency domain and t i me domain as we ll. The frequency 

clt:•pc-nd0nt scns ilivi ty of the human e ar IA-eva l uation) has been 

take n into account . He re, the A-e valuation which is given in the 

frequcncy doma in has been t rans formcd into time domain resul ting i n 

an A-evaluat ion filter. Based on the covariance analysis a very 

eff ic i e nt algebraic method for lhe calculation of the A- evaluation 

sound power is give n and applied to classi fy various types of whee! 

-di se design . It turns ctrt thac t he cross-section geometry of a 

wheel- d i sc has a strong influence on t he radiatcd sound power. Thus, 

• .w acoust icc.tl optimal whee 1 deslqn is possi b l e , where the A-evaluated 

sound pow~r can serve as performance index. 
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ABSTRACT 

This work presenta the development of a new estimator for 

285 

dynarnic 

systems based upon the duality concept between state estimator and 

optimal control problema . This leads to an estimator alqorithm 

similar to the Extended Kalman Filter for use in real time nonlinear 

system, which can recursively be approximately by linear systems. 

The duality concept is used to transform the original estimation 

problem into a equivalent one of virtual control. This control 

problem is then used to generate an adaptive, locally convergent 

algorithm where, instead of full state estimation,one has to estimate 

just a control vector with smaller dimension than the state vector. 

The control formulation also allows the development of convergence 

acceleration criteria. Three convergence criteria, as well as 

adapt~ve noise methods to compensate for model errors, are then 

developed and used with the proposed estimator in the test problem 

created to validate the estimator. The algorithm isimplemented in 

a digital computer to estimate the orbit of a low Earth orbit 

satellite under simulated conditions. Numerical results include 

test cases cons~dering difforent initial values for the estimator 

and different standard deviations for the observations provided by 

three Earth stations, allowing a preliminary evaluation of the 

estimator characteristics . 
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INTRODUCTI ON 

A very comrnon si tuation arising when ,one h as to estima te. the 

state of a multivariable system is the problem of lack of knowledge 

about the system dyna.mics. In this case, one h as to adopt a dynamic 

model for the estimator which is only a crude approximation of 

reality . Unmodelled dynamic effects, specially in the case 'of no~ 

linear systems , can cause divergence of the estimates . 

In order to avoid divergence, error compensation techniques 

are usually employed with differe nt versions of the Kalman Filter 

(e .g. Maybeck, 1979, Jazwinski, 1970; Gelb et al.,l974) . The 

technique s usually explore the information given by the observat ion 

residues to either directly estimate the unmodelled effects (e.g.: 

Tapley and Ingram, 1973; Cruz and Rios Neto , 1980 ; Rios Neto and 

Cruz; 1985 ) or to conditi on the state error covariance .matrix to 

keep the capability of the esti.mator to extract information from 

the new observations (e.g. Jazwinski, 1969; Rios Neto and Kuga, 

1981 , 1982, 1985). In the resulting procedures there is always an 

increase in the number of variables to be estimated. 

This work presenta a new alternativa scheme for the multi

variable state estimation problem, specially for nonlinear systems. 

The duality concept between the estimation and optimal control 

problema is explored to transform the original estimation problem 

into one of tracking the observations with a virtual control. The 

key idea is that, independently of the dynamic model for the 

estimator , if the system is completely controllable and observable, 

one can choose a desirable control action to drive the system 

towards a region defined by the observations , in a finita time 

interval. Without the need of increasing the number of estimated 

variables, the observation residues are used to estimatethe virtual 

control necessary to update the . estimate of the state . Besides that , 

the virtual nature of the tracking control allows the possibility of 

choosing the control actions adequate to better extract the 

information contained in the observations (Rios Neto and Fleury , 

1984 ; Fleury, 1985) . Therefore, the proposed estimator is indicated 

for situations where there is a great lack of knowledge about the 

system dynamics but there is a high local level of information in 

the observations. 

The virtual formulation also allows to get some advantages 
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from tbe system str11cture. As w·i!l be explained in i tem 3. 2 , one 

can be define a control matrix correc·tion in order to improve 

convergence. 

Preliminary tests of the proposed estimator were done under 

digitally simulated conditions for the problem of real time orbit 

estimation of a low altitude artificial satellite. Results are 

shown to be satisfact<;>rY for this exploratory phase of the procedure . 

PROPOSED PROCEDURE 
The problem to be solved is t .he state estimation of a multi 

variable dynamic system of the type: 

x = f(x,t) + fn(x,t) + G(t) w(t), (1) 

(2) 

where xis the nxl state vector ; w(t) and v(tk) are mxl and rxl 

independent Gaussian white noises with the usual hypothesis of w(t) 

being independent of the pas~ state and v(tk) ~eing independent of 

the s tate, with distributions defined by zero means and covariances: 

T 
E[w(t) W(i)] =Q(t) ó(t-1), (3) 

( 4) 

where ó(t - T) is · the Dirac delta function and êkj is the Kronecker 

symbol. 

In this problem, the term fn(x,t) in Equation (1) representa 

the unknown part of the dynamic model, which usually cannot be 

included in the estimator model because of lack of knowledge about 

the system dynarnics. Consider now a typical discretiz·ation 

interval, (tk' tk+l). In the prediction phase of an extendedKalman 

filter (e.g. Jazwinski, 197·0), a nominal trajectory is generated by: 

(5) 
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Linearizing the system given in Equat:ion (l) around the 

nominal trajectory and defininq: 

ÂX(t) • x(t) - X(t') 1 (6) 

one obtains a first order approximation of the propaqated error as 
qiven by: 

In Equation (7), ~(.,.) is the state transition matrix 

associated to the linea.r aystem: 

ÂX(t) = fx (x,t) ÂX (t) + G(t) w(t) , 

that is: 

(7) 

(8) 

(9) 

where the subindex x indicatea a partial derivation with respect to 
the state . 

The propaqated error can be regarded as the a priori 

information in tk+l which ia the information based on previously 
processed observations: 

(10) 

Since the nominal traj~ctory was taken with the initial 
value in tk equal to the estimated value at that time, then the 

propaqated estimate in tk+l is necessarily z~ro. Therefore,if the 
approximations of Equations (5) and (7) are assumed, there resulta: 

(11) 

where n (k+llkl is zero mean conditioned on the observations already 

processed with covariances qiven by: 
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T 
~(tk+l t ) P(k jk) ~ (tk+l t ) + 

, k , k [
tk+l - . T 

~(tk+l's) G(s)Q(s)G (s) 
~ 

~T ( ) ds. 
tk . l,s 

( 12) 

In the proposed procedure the state estimation of the system 

in Equation (l) is approximated by the estimation of a "virtual 

control". Defining: 

f(x t) + G(t) u(t), c, (13) 

the control vector u(t) is to be estimated in order to force the 

controlled state x
0 

to be a good approximation of the true state x 
by tracking the obaervations given by Equation (2) . From an heuristic 

point of view, the idea is quite aimple. 

Consider a typical interval (~, tk+l) . Since tbe model of 

the esti~ator is not a good a~proximation to the real s~stem , within 

the iQterval ~to tk+l' the p~opagated trajectory will deviate 
relative t;o the tru~ one . A control aotion, based on th.e opseJ;"Voll.tione 

r~s~du~s, i~ then calculated in tk+l to up4ate tne estimate of the 
state vector. This action chang~s the initial çondition for the 

nominal trajectory in tk~l ~P to a paint closer to the true 

trajectory than th~ original one . In so~ s~ns~, ~hi& procedure 
;eaembles tne extended Kal~an filter but it muet be p0inted out 

th~t the virt~a~ contro~ ~çheme require$ ~ numhe~ of esttmated 
control components j ust equal to the nurober of degrees of freedom 

of the system (controll~ility) and also requires a numbe~ of 
observation$ with enough level of information which guarantees the 

oalculation of the control action in tk+l (observability). There 
resulta an .adaptive procedure that forces the dynamic mode·l in the 
estimator towards the tcue trajectory . 

To obtain the control u(t) in the interval tk to tk+l' one 
assumes u as a first order perturbation and takes the controlled 
trajectory as: 
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X = c 

Using \he aame steps given by Equations (6) and (7): 

(14) 

(15) 

where u(t) is modelled as a step process and calculated to satisfy: 

From Equations (11) and (16) there resulta: 

(18) 

But from Equation (15) one obtains : 

where $c(t,tk) ia the transition matrix associated to Equation(15). 
From the linearization of Equation (17) one gets: 

hk+1 (xcltk+l) ,tk+l) llxc(tk+1) +v~tk+ll 
(20) 

where high order terms have been disregarded . 

Finally, combining the resulta of Equations (18), (19) and 
(20), the following problem of parameter estimation resulta: 

o= y(k+1,k) u(tk) + n lk+1 lkl, (21) 

(22) 

where 

(23) 
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Usin9 a Gauss-Markov minimum variance estimator (e.g.Liebelt, 
1967 and Maybeck, 1979), estimates of u(tk) are obtained: 

Pu(k+l lkl• (yT(k+1,k) P-l(k+l lkl y(k+l,k) +yT(k+1,k) . 

HT(k+l) R-1 (k+l) H1k+l) y(k+l,k)) , (25) 

where R(k+1) and P(k+l lkl are as defined in Equations (4) and (12). 

To recover the estimate of the state , ope shall combine 
Equations (19) anã (24) to get: 

and ta.ke the approximation: 

(26) 

(27) 

To recover the cóvariance matrix of the error in theestimate, 

it is only necessary to consider Equationa (16), (19) and (27)toget: 

(28) 

and 

(29) 

APPLICATION 

The procedure was tested under digital simulation (Burrouqha 

86800) for the case of real time orbit determina-tion of a low 
altitude satellite with: 

zero excentricity, 42° inclination, 250 km altitude, 

A/m • 0,00076 m3 /kg,area over mass ratio, 
c0 • 2.0, drag coefficient. 
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To simulate the observations, a true orbit was generated by 

numerical integration, using a dynamic model including the influence 

of gravity (up to J6 zonal and c~~. s,~ tesseral coefficients), 

atmospheric dr'ag and pertubations of Sun and Moon. The model 

adopted for f(x
0
,t), in Equation (13') ,only included the gravitacional 

effects up to J2 ,thus characterizing a situation of lack of knowledge 

quite serious in the dynamics of the system. It is shown in Kuga 

(1982) that the application of the Extended Kalman Filter to the 

sarne problem, without any error compensation technique, cause 

divergence of the estimates . 

Bearing in mind the approximations taken in the proposed 

procedure, one must expect some difficu1ties in dea1ing with this 

type of problem. Therefore, error compensation techniques are 

employed . 

Adaptive State Noise Estimation 

The overcome the i11-conditioning on the state error 

covariance matrix due to the approximation of Equation (7) for the· 

propagation of the error and due to the nonlinearities in the 

observations, within the applications both P(k+1lkl and Pu(k+1jk) 

are adapted by using and Adaptive State Noise Estimation technique 

(Rios Neto and Kuga, 1981, 1982, 1985). This teohnique is the 

generalization of a procedure by Jazwinski (1969) and consista of 

adding noise to the system through the state noise covariance 

matrix Q. 

Consider the typical interval (tk' tk+1 ) and assume that Q 

(k) for this interval is diagonal or can be diagonalized: 

Q(k) [><J· (30) 

Defining the observation residue, r(k+llkl, and the true 

residue rv(k+1lkl, as : 

r(k+1lkl (31) 

r(k+llkl (32) 
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where y(tk+l) is the observation vector calculated with the 

propagated state; rv(k+1lkl is the observaticin residue which would 

be obtained if the observations were not contaminated by nois~. 

Now, the parameters qi, k, i= 1, ... 1 m must be chosen so as to 

maximize the probability of occurrence of the true residue rv(k+llkl, 

that is, the crit~rion to calculate qi,k' i= 1, •.• , m is stated by: 

maxp [rv(k+1lk)]. 

qi::O 

( 33) 

lt can be shown (Jazwinski, 1969; Rios Neto and Kuga,1985} 

that this criterion leads to: 

where the subindex is to mean the occurred va1ue of rv(k+1lkl. 

Developing both sides of Equation (34}, accounting for 

Equation (32} and manipulating them properly, there results an 

expression called Pseudoobservations Equation, which allows to 

calculate the parameters qi;k' in the form: 

(34} 

(35) 

where y' (tk+l} is the r x 1 pseudoobservations vector, qk is the m 

x 1 vector which contains the parameters qi,k'to be estimated and 

v'k+lis a r x 1 Guassian white noise (see Appendixforthenecessary 

steps to obtain this equation) . 

The solution for qkcan . now be obtained through the use of a 

linear Kalman Filter. 

Employing the technique described above, Pu(k+llkl is 

substituted for: 

P
0 

(k+llkJ = P (k+llkl + Q (k+llkJ 
u u ' u 

in Equation (29), wbile P(k+llkl is generated by: 

P(k+llkl = 4>(k+l,k) P(kikl ~T(k+l,k) + y(k) Q(k) yT(k) . 

(36) 

(37) 
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where 

y (k) ~ i tk+l ~(t ) G(s) ds 
t k+l 

k 

Matrices Qu(k+ljk) and Q(k) are adapted in each step. 

Control · Matrix Correction 

-Generally 1 when one is faced wi th the problem of state 
estimation of mechanical systems·1 it is usual to have the matrix 

G in: 

x ~ f(x~t) + Gw(t) (38) 

as: 

'G = (39) 

where O and I are the null and the identify matricesl respectively . 
This means that the coefficients in G just make the coupling 

between the state variables and. noises . 

ln the "virtual control" context it is possible to define the 
control matrix G in Equation (13) in order to auqment the coupling 

between estimated controla and state variables and thus accelerate 

the procedure convergence . ln this paper 1 three types of corrections 
for the control matrix G are proposed. ln what follows~ a forced 

variable is defined as a state variable which 1s directly excited 
by noise in Equation (38). The other state variables are called 

nonforced variables. 

Direct Correction. The simplest form to define a control matrix 
with the characteristic described before is to consider : 

G = 

where ·cpaod Cv are positive coefficients1 held fixed during the 
time propagation . 

{40) 
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De$pite the advantage given by the simple form, this 

correction technique has the drawbacks of using a trial and error 

method to choose CP, Cv and of adding the corrections to the state 

variables with the sarne sign. 

Restoration. The ideal of restoration was first used in numerical 

gradient- like methods to ~olve optimal control problems, where one 

has to deal with diffe~nt requirements of searohing a gradient 

step towards the extremai and satisfying the terminal constraints 

(Miele , 1975) . 

ln the present case, restoration is used to modify CP and 

cv in Expression (40), thus giving priority of convergence to 

either the forced state variables or the nonforced state variables, 

depending on the system behavior. ln ordér to make a decision to 

change CP and Cv a convergence measure must be available. Estimated 

errors, epfor the nonforéed variables and ev for the forced ones, 

and defined by: r, 
ep(kl .. 

1 ["I" Pulk l kl 
(n-ml o r i • l 

(41) 

[L .. , ev(k) = _1_ 

mo v 
pii !k l !tl ]"' (42) 

can be used to indicate convergence. ln Equations (41) and (42),Pii 

are the elements on the diagonal of the P(klkl matrix and or, ov 

represent the expected standard deviation of the errors between 

estimated and true variables after convergence of the problem. 

With these definitions, ep, e~ a 1 mean convergence to the true 

trajectory. The technique can now be implemented through the 

following may: the procedure is initialized with · the Direct 

Correction; after n steps, a test is done. If ep > 2 and ev > 2, 

CP and Cv are not changed, "if O <e < 2 and e > " 2, only C is . p v v 
changed ; if O < ev < 2 ~nd ep > 2, only CP is chan~ed and finally, 

if O < ep < 2 and O < ev < 2 , both coefficients are changed . . 

Propagation is started again with the new coefficients and after n 
steps a new test is done. 

With this technique, besides the simple form, coefficients 
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CP and cvare changed during the time interval of interest . 
However, the sarne disavantages described for the Direct Correction 

are still pres~nt . 

Automatic Correction. In the automatic correction technique, 

matrix G is generated at each step inside the algorithm,reinforcing 
the adaptive characteristic of the proposed procedure. Determination 

of the elements in G is done by solving,step by Step,a deterministic 
linear optimal control probl-em. This eontrol problem arises if one 

considera the estimation procedure as a controller that must drive 

the system from a given point in tk to satisfy the observations in 

tk+l' as mentioned bafore . Consider, for (tk, tk+l), the 
propagation of the first order perturbation óx : 

(43) 

Assuming that the G matrix is constant in this interval: 

f tk+l f tk+l 6-
y(k+l,k} = ~(tk,s) G(s) ds= ~(tk,s} dsGk=BkGk 

tk tk 
(44) 

and using Equation (44) in (43} : 

(45} 

Consider now that all terms in the right-hand side of 

Equation (45) are known except the Gk matrix. In tk+l' it is 

expected that 6y(tk+l) and this corresponda to minimize a quadratic 
cr iterion given by: 

J .. T 
[6y (tk+l) - Hk+l óx (tk+l)] [6y (tk+l) - Hk+l 6x(tk.+l)] (46) 

subject to the constraint given by Equation (45). 

Defining Gk as: o 

[-~:~-~-] Ga, k. 
(47) 

o 

<4..~-m+1 --
o 

0 
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and malçing: 

ClJ o . ( 48) 

there results a linear system to calculate the nonull elements of 

the Gk matrix in the form: 

(49) 

where gk is the nxl vector of elements gij' as in Equation (47). 

It is important to point out that the Dk+l matrix in Equation 

(491 is (rxn) dimensional and, thus, the linear system shall be 

solved by a deterministic least squares method or by an equivalent 

recursiva method, if r ~ n. 

The automatic correction techinique has the distinguished 

feature of providing coefficients for Gk adjusted at each step, 

with variable siqns and modules. Rowerver, an one-step lag has to 

be imposed to Gk since it was admitted that terms of Equation (45) 

were already known. This means that matrix Gk, which will be used 

in (tk' tk+ll is calculated with the values obtained in (tk+l'tk). 

Another problem to mention is the fact that one can only use 

estimator propagated states in the technique and this representa 

only an approximation to the true states . 

All the techniques to cor rect matrix G were applied to the 

orbit estimation problem. Results, as will be seen, were very 

satisfactory . As a final remark, it must be said that these 

techniques were developed for the general case and can be used with 

the proposed procedure in different ~roblems (F leury , 1985) . 

OBSERVATIONS 

In the test problem of orbit estimation o f a low altitude 

satellite , observations were generated combining the true orbit 

data with the location ~f 3 fic titious symmetric topocentric 

tracking stations , to get at each 1 second range and range-rate 

data, contaminated by white Gaussian noise with standard deviations: 

op a 10 . 0 m; op = 0,1 m/s . 
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RESULTS 

Results for the two cases, where different initialconditions 

are taken for the proposed estimator, are shown in this section . 

The virtual control u(t) .in Equation (13) is a lxl vector since it 

is possible to "control an orbit" using three independent forces, 

one for each axis . Parameters for analysis are true and estimated 

position errors, true and estimated velocity errors and range 

range-rate norma1ized residues given, respective1y by: 

3 1 I 2 
6r(k) {í~1 [x

1 
(k) - x i (kl I a} k = 1,2, .. 

3 1/2 
.6r Ckl { í~l Piilklkl} k 1,2, .. 

6 1/2 
t'lv(k) {r~4 [x

1
(k) - xi<k)J2 } k 1,2, .. 

6 112 
llv(kl {i~4 Pu<klkl} k 1,2, .. 

n 
1 e 

rp (k) { l: ty j) (k) - :YP<klJi} k 1, 2, .. 
ne op i=l 

1 
ne 

r· (k) { i~l lyo (k) - y(>(k)]i} k = 1,2, .. p 
n E: (]~ 

and 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

where y., y . are the actual (simulated) observations of range and p p 
range-rate respectively and Yp' Yõ are the estimated observations 

of range and range - rate respectívely . ln the definitions (54) and 

(55) ne means number of fictitious stations observing the satellite. 

To guarantee convergence the trueand estimated errors must 

converge to the sarne smal1 values an.d the range and range-rate 

normalized residues must lie between the límíts .::!: 3o . 

NORMAL CASE 

ln this case, the estimator is initialized with errors of 

SOm in position and 0,6m/s in velocity. This corresponda to a 

situation where a good a priori estimate of the orbit is available 

as a result of prelim~nary orbit determination . Figures 1 and 2 

show the resulta obtained with the use of the Direct Correctionwith 

coefficients CP= 4.0, cv = 10.0 
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TOO: (•) 

Figure 1 . True and estimated position errors : 
Normal case , Di rect correction 

Figure 2. True and es timated velocity errors: 
Normal case , Direct correction 

Figures 3 and 4 show the application of the Restoration 

Correction to the sarne prob1em . Coefficients were chosen as one 

among the values 30 . 0 , 1 . 0 andO . for Cp; andas one among the 

va1ues 3 . 0 , 4. 0 and 1 . 0 for Cv . 

i ::~~·~· '~- - -~.--,-1 

~ :I~-~-----:-~'-·----;-;--J ~ ·'~:::í -·-· .... ·- .J . ..,-4--·-;-·-"'-:' -~- ~ -;-~ 
~~ _.__.__.; .. -'-;':~--:-:--.:... . ~: ·'= ._;- >\': 

TJ":L h ) 

Fiugre 3 . True and estimated position erro~s : 

Normal case , Res.toration 
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n~ c, ) 

Figure 4. True and estimated velocity errors: 
Normal case, restoration 

Finally, Figures 5 and 6 present the results obtained with 

the use of the Automatic Correction. 

Tll".E h ) 

Figure 5. True and estimation position errors : 
Normal case, automatic correction 

Figure 6 . True and estimated velocity e rrors: 
Normal case, restoration 
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The analysis of Figures 2 to 7 shows that one can attain good 

results using any of the correçtion techniques, since convergence 

to values close to the true orbit occurs for the three methods. Be st 

performance is .achieved using Automatic Correction, as expected, 

although this Ís the most time consuming of the proposed techniques 

(Fleury, 1985). Another important feature which can be extracted 

comparing Figures 1 and 2 with Figures 3 and 4 is that an 

improvement in position convergence is obtained when Restoration is 

used instead of Direct Correction. 

CRITICAL CASE 

ln this case, the estimator is initialized with errors of 

1000m in position and 10 m/s in velocity . This corresponda to a 

situation where the initial error are larger than the usual initial 

errors obtained in the preliminary orbit determination . 

The results obtained with the Direct Correction technique 

are shown in Figures 7, 8, 9 and 10. 
POG 

100: 

n~ 

~ t.oe 

~ IOC 

::1 6Ci: 
,. 

~c: 

~ 
~ 

•tC 

'~o ~:.e tO: )00 

Tl>a: (•) 

Figure 7, True and estimation position errors: 
Critical case, direct correction 

,, 

.:.\• 

,,; 

•• lO< 10(. :o:. ••• • •• 
llXt {a) 

Figure 8 . True and estimated velocity errors: 
Critical case , direct correction 
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Tll<t h ) 

Figure 9 . Range norma1ized residues : 
Critica1 case, direct correction 

TlHI C.) 

Figur e 10. Range -rate norma1ized residues : 
Critica1 case , d ire c t corre ction 

Figures 11 , 12 , 13 and 14 presen t s the results accomplished 

with the proposed procedure aided by the Automatic Correction 

technique. 

~c: 

TIK1 (i.) 

Figure 11 . True and estimated position errors : 
Critical case , aut omatic correction 
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, 

t~'ff. ( t ) 

Figure 12 . True and estimated ve1ocity errors : 

Critical case , a utomatic correction 

' . . ''i] - - - - · - ,..-.t - ~- - - - - -
= ~~·.,.:;~.7-.f, .. " .. ·· · ::·yr -.r.!.i ;-'\\' :."-·.-... ~.JI-f · 
~ ..,.. ...... ·- ..., . - . . ..... - - . -· .,. 

.. 
11 .. ;I 

~ 
.,, 

I ... 
~~~ 

Tli<E (•l 

Figure 13. Range normalized residues: 

Critical case, automatic correction 

11,; C•l 

Figure 14. Range-rate normalized residues : 

Critical case, automatic correction 
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The ana lys.is of Figures 7 to 14 s hows very good res ults for 

the Automatic Correction and a satisfactory convergence with the 

use of the Direct Correction . In this last case, . the 1000m a nd 

10 m/s initial errors are reduced to approximat ely 30 m and 0,4m/s . 

Although the final errors are reasonably small, the time i nterva l 

for convergence is quite long . Notice a lso that the estimated 

errors in the transient phase of convergence are very optimistic 

when compared to the real ones . These characteristics show that 

there are still further efforts to be donA in this Direct Correction 

tech nique to reach a better performance . 

On the other hand, resul ts obtained with the Automatic 

Correction scheme are cornparable to results presented by other 

t echn iq ues usually emp loyed in nonlinear system estimation such as 

the Extended Kalman Filter aided by Model Compensation Technique 

(e . g . Kuga , 1982) . Convergence is very fas t and normalized res idues 

are mantained between the limites of ±lo dur i ng all time pr opagation. 

CONCLOSIONS 

A new approach to state estimation of nonlinear systems has 

been presented, where the concept of duality was explored to 

transform the est imat ion problem into one of determining a virtual 

control . As indicated by the test dane ln this explorator y phase , 

it is expected to be a valid a lternative for t he case whe re a great 

lack of knowledge in the dynamics exists, but a good level of 

information is locally provided by the observations . 

ln this work, o ne only started to explor e the possibilities 

opened by the virtual nature of control in Equation (13) . 

Presently, efforts are being dan e to furt her e xplore these 

possibilitie s , mostly in terms of the structure of t he vir tual 

control ult ) and of the structure of G (t), seeking for other fo rms 

of automat ic and adaptive generation of this matrix . Besides this , 

one is alsq paying efforts in trying to tune the fil t er with constant 

l evels of noise to avoid extra efforts imposed by adaptive estimation 

of these noises . 
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APPENDIX 

Adaptive State Noise Estimation : Pseudoobservation Equation 

As seen in the text, to estimate the diagonal elements of 

Q(k),one imposes consistency between the observation residues and 

their statistics (Jazwinski, 1969) . This corresponda to impose that 

the diagonal elements of Q(k) must assume values that maximize the 

probability of occurrence of the true residue of each observation 

(Rios Neto and Kuga, 1982) . To understand the resulting procedure, 

particularly the pseudoobservation equation, the key steps are 

reproduced in this Appendix . 

The observation residuer(k+l lkl is defined as in Equation 

(31) by: 

r(k+llkl (A . l) 

and the true residue, (Equation 32), by : 

(A. 2) 

Under the hypothesis of having normal probability distributions 

the criterion of statistical consistence is realized by imposing : 
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(r (k+l lk>P v o E [r~ (k+llk>J. (A.3) 

where the subi~dex o is to mean to occurred value of rv (k+ll kl . 

Equation (A . 3 ) is the con"dition to maximize the probabili ty of 

occurence of the value (rv (k+ l lk»0 • Using Equation (A. 2 ) and 

Equation (8) of Section 2 in both sides of Equation (A.J), there 

resulta after some algebraic manipulations: 

(A. 4) 

Define a noise vk+ 1 as: 

(A.S) 

Then 

(A.6) 

(A . 7) 

where (r(k+l lkllc is the calculated value, corres~onding to the 

occured value of the random variable r (k+llkl . 

With this definition and using the fact that Q(k) is a 

diagonal matrix, it is reasonable to adopt, from Equation (A4) ,the 

Pseudoobservation equation in the form: 

where 

(ra(k+l l kll + R(k+l) -c 

(A . 8) 

(A.9) 
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n n n 
H'llt+1l - [ l j h Hi i · r j1) 2 : l j~ l Hij vj 2 ) 2 ; ••• djhHij yjml 2 L 

(A.lO) 

and qlt • {qlt 1 , •.. ,qkm } is the m x 1 vector which contains the 

parameters to be estimated. 

To estimate the vector qk, the following algorithm is 

impleme nted: 

- Predic tion or propagation phase 

(A.ll) 

(A.l2) 

where Wq (k I kl is a diagonal matrix of small c onstante which is added 

t o Pq(k jk) to guarantee that Pq(k+l jk) is not amaller than the 

computer numerical zero. 

- Filtering phase: follows the sarne steps of the linear 

Kalman Filter l e .g . Kuga, 1982; Maybeck, 1979). 



Rev.BrMec. Rio de Janeiro, V. VIII, nC? 4 - 1986 

UMA FORMULAÇÃO CONSISTENTE DO MÉTODO 
DOS ELEMENTOS FINITOS PARA RESOLUÇÃO 
DE PROBLEMAS DE TRANSPORTE DIFUSIVO-CONVECTIVO 

Eduudo Gomes do Carmo - Membro da ABCM 
COPPE/UFRJ 
Augusto Cesar Galeão - Membro da ABCM 
INCC/CNPq 

RESOMO 

309 

um novo método, particularmente apropriado para a resolução de pro
blemas de transporte difusivo-convectivo, com forte preponderância 
dos efeitos de convecção, é desenvolvido. Mostra-se que esse méto

do enquadra-se na classe de aproximações do tipo Petrov-Galerkin . 
Através de alguns exemplos comprova-se a sua potencialidade na reso 

solução de camadas limites internas e/ou externas. 

ABSTRACT 

A new method specially designed to solve highly convective trans

port problems is proposed. Using avariational approach it is shown 
that this weighted residual method belongs to a class of Petrov
-Galerkin's approximation. Some examples are presented in order to 

demonstrate the adequacy of this me thod in predicting internal or 
external boundary layers. 
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INTRODUçAO 

A resolução numérica das equações de transporte, e das equ~ 

ções de Navier-Stokes, tem sido obj eto, nos últimos anos, de um gr~ 

de número de trabalhos publicados. Tal interesse decorre, em grande 

parte, das dificuldades nu mé ricas associadas à solução de escoame~ 

tos com altos Reynolds, ou fenômenos de transporte governados por 

elevados números de Peclet . Em tais situações, caractcrlzudas pela 

preponderância dos ter~os convectivos (acentuados gradientes) sobre 

os difusivos (operador de Laplace), ocorrem frequentemente proble

mas de choque e/ou problemas típicos de camada limite. 

Em termos de soluções numéricas baseadas na técnica de dife 

renças finitas, as características de estabil i dade e maior ordem de 

aproximação do operador de diferença centrada, quando utilizado para 

a discretização de operadores elípticos, ~xplicam o seu uso na apr~ 

ximação dos termos difusivos. Por outro lado, como ressaltado em 

[1), o uso de diferença centrada para o tratamento da parteconvecti 

va, deve-se possivelmente, a uma errônea noção de consistência, ba

seada no erro de discretização numa expansão em série deTaylor. As

sim , se em termos do erro de discretização, o operador de diferença 

central é de 20 ordem, em termos do erro de truncamento global, que 

o bviamente é o que importa do ponto de vista de soluções aproximadas 

de equações diferenciais, esse operador conduz a uma a~roximacão de 

"30 ordem" para as derivadas segundas (termos difusivos), ede 20 Of 

dem para as derivadas primeiras (termos convectivos). Logo, esse não 

é um procedimento consistente. Pior do que isso, a diferença cen

trada não apresent·a as características de estabi l idade numérica, quaE_ 

do aplicada a derivadas de ordem ímpar. Decor~e dai, que em probl~ 

mas predominantemente convectivos, o uso desse procedimento conduza 

uma resposta oscilatória, que se propaga ao longo dos pontos nodais 

do domínio. Por isso, nem mesmo o recurso da utilização de malhas 

extremamente refinadas, na região de elevados gradientes, consegue, 

normalmente, fazer desaparecer essas oscilações espúrias. 

Os primeiros intentos, no sentido de contornar essa dificul

dade, foram feitos em p;oblemas uni-dimensionais, empregando-se di

ferenças não-centradas (10 ordem) para o termo ccnvectivo. Do ponto 

de vista físico, essa aproximação era mais condizente, visto que as 

informações carregadas pelo escoamento eram mais fortement~ pender~ 

das à montante. Do ponto de vista matemático, a maior estabilidade 
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desse operador, na discretização de derivadas primeiras, era respo~ 

sável pela eliminação das oscilações [1]. No entanto, do ponto de 

vista numérico, esse procedimento era equivalente à adição de uma di 

fusividade artificial [1,,2]. 

Se se interpreta que o esquema de diferença central é que é, 

na realidade, o responsável pela introdução de uma difusividade ar

tificial negativa , justifica-se entender que o emprego de diferença 

não-centrada corrige esse problema pela adição de uma difusividade 

numérica . Surgem então os chamados esquemas híbridos, (combinação 

ponderada do operador de diferença centrada para os termosdifusivos 

e " one. - ~.i.de.d u.p.&tJte.a.m di66e.Jte.nce." para os termos convectivos), e os 

esquemas ditos de "u.pw.i.nd" Õtimo, em que o coeficiente de difusivi

dade artificial era calculado de forma a fornecer, (para um proble 

ma relativamente simples: modelo uni-dimensional de tr~nsporte emr~ 

gime e sem termo de fonte), aproximações nodalmente exatas [31. No 

entanto, como mostrado em [1], o uso deste procedimento para a aboE 

dagem de - problemas de transporte predominantemente convectivos,tra~ 

sientes e/ou contendo termos de fonte, conduziam a resultados exces 

sivamente difusivos; ou ainda, a sua generalização a domínios bi - di 

mensionais produziam muitas vezes piores resultados que aqueles ob

tidos empregando- se diferenças centradas , devido à presença de uma 

marcante difusividade artifici'al, perpendicular à direção do escoa

mento. 

Esse aspecto, exaustivamente discutido em (1} e [4}, decorre 

pura e simplesmente do fato de que se por um lado o operador de di

ferença não-centrada de 1~ ordem aumenta a estabilidade do esquema 

n~érico, por outro lado, ele pode comprometer sensivelmente a pre

cisão da solução . 

De novo, analisando-se do ponto de vista do erro de truncame~ 

to global esse algoritmo é inconsistente, e neste sentido aquele au 

tor propõe a utilização de um esquema de di~erença não- centrada de 

3~ ordem , para a aproximação dos termos convectivos, combinado com 

diferença centrada, para os termos difusivos, com o que retém-segl~ 

balmente as características de consistência , estabilidade e precisão, 

e uma relativa simplicidade para a sua generalização a domínios bi 

ou tr i -dimensionais [4} . No entanto, a despeito dessas caracterís

ticas, as soluções obtidas com o emprego desse algoritmo apresentam 

oscilações localizadas na região próxima à formação de camada limite. 
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Também a construção de modelos de elementos finitos, para a 

resolução numérica de problemas de escoamento e/ou transporte, teve 

{ou está tendo) uma evolução semelhante àquela verificada com o mé

todo de diferenças finitas. , Assim, as primeiras aplicações tiveram 

por base o método de Galerkin, possivelmente pelo uso generalizado 

dessa formulação na resolução de problemas estruturais, para os quais, 

via de regra , estimativas de convergência ótima [5), decorrentes da 

V-elipticidade dos operadores normalmente envolvidos nesse tipo de 

problemas já eram então bem conhecidas . 

Ocorre que, nos problemas de escoamento e/ou transporte, a 

presença do termo convectivo destrói a simetria do operador, e o mé 

todo de Galerkin não apresenta mais a propriedade de melhor aproxi

mação. Além disso, as equações discretas, resultantes da utilização 

desse método , apresentavam a mesma estrut?ra daque l a s obtidas viad! 

fe renças centradas. Em outras palavras, em problemas predominante

mente convectivos, as so~uções de Galerkin apresentavam as mesmas 

oscilações nodais, àquela altura já bem conhecidas por aqueles que 

empregava~ diferenças finitas . 

Ora , se operadores de diferenças não-centradas tinham carac

terísticas estabilizadoras quando usados na discretização do termo 

convectivo , algo semelhante deveria ser procurado no contexto deel~ 

mentos fini tos. Era preciso, portanto, adaptar à formulação varia

clona! empregada, um adequado método de resíduos ponderados, de for 

ma que as equações discretas, assim geradas, reproduzissem o modelo 

físico do problema. Modificar o espaço de funções peso e ra a solu

ção natura l [6). 

A primeira aplicação deste procedimento, o chamado método de 

Petrov-Galerkin , a uma equação de transporte em regime, num domínio 

unidimensional, é feita em [7). Ai são utilizadas funções peso co~ 

tlnuas , const ruídas adicionando- se às funções de interpolação clás

sicas, funções que ponderavam mais fortemente as informações à mon

tante do escoamento. Assim como nos procedimentos de diferenças fi 

n itas , aqui também o parâmetro de " upw.(.n.d" é escolhido de forma a e

liminar as'oscilações ou, em certos casos, fornecer soluções nodal

mente exatas . 

Generalizações deste procedimento para problemas bi-dimensio 

nais são posteriormente apresentadas em [8) e [9). Ocorre. que na

queles trabalhos a matriz de difusividade era também afetada pela po~ 
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deração , o que não acontecia nos problemas uni~imensionais, e o que 

de certa forma contrariava a experiência adquirida com diferenças f~ 

nitas, onde apenas as derivadas convectivas tinham a sua aproximação 

modificada. 
Volta-se de novo ao método de Galerkin. Alguns autores pro

põem um esquema de integração modificada para a obtenção da matriz 
convectiva [10,11) . Outros adotam a idéia da difusividade artifi

cial segundo a diteção do escoamento , criando a terminologia "diss! 
pação. de balanceamento anisotrópico" ( 12) . 

Assim como já havia acontecido com .alguns modelos de difere~ 

ças f·initas do tipo "upw.Utd" , também com os modelos clássicos de ele 
mentes finitos, do tipo "u.pw.l.nd" , uma e:l{cessiva difusão ortogo

nal às linhas de corrente estava presente . Se esse inconveniente 
.podia s.er remediado pela consideração da difusividade artificial, 

agindo tão somente· segundo a direção do escoamento, o mesmo não acon 
tecia quando termos transientes e de fonte ocorriam na equação do 

problema·. Alguns exemplos numéricos ressaltando esses aspectos são 

apresentados em [2], onde é mos.trada a superioridade domodel:o " SUPG 

-S.tJte.a.müne. Upw.i.nd Pe..tltov- Ga.te.Jtlú.n" [ 1 3 J na resolução desses probl~ 
mas . 

Do ponto de vista matemático esse último método consiste ba
sicamente numa formulação do tipo Petrov- Galerkin, onde as funções 

peso, que são descontinuas, são construidas adicionando- se às fun
ções clássicas do método de Galerkin, uma perturbação, definida pe

los autores como ".6.t11.ea.mt.i.ne upwi.nd", que atua somente na direção 

das linhas de corrente. Essas funções peso modificadas inaidem so
bre todos os termos da equação , de forma que a condição de ortogon~ 

!idade do residuo em relação às mesmas é satisfeita, resultando,po! 
tanto, numa formulação consistente de residuos ponderados . Em Últi 

ma instância, esse modelo é uma generalização de [7] a domlnios mul 
ti-dimensionais. 

Conforme mostrado em (14] o método SUPG apresenta elevada O! 
dem de precisão e boas propri·edades de estabilidade . Assim, se as 
soluções exatas são suficientemente regulares, estimativas globais 

de erro "ótimas" ou "quase-ótimas" são obtidas. Para soluções exa
tas tipicas de camada limite, estimativas locais de erro ótimas ou 

quase-ótimas são previstas fora de uma pequena vizinhança, envolve~ 
do a camada limite. Em outras palavras, para esses problemas as so 
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luções do método SUPG apresentam oscilações localizadas numa região 

próxima à de desenvolvimento da camada limite. Claro, portanto , que 
se a formação da camada limite decorre de uma descontinuidade causa 

da pela condição de contorno prescrita, uma posslvel solução ê ref! 
nar a malha nessa região. Se a desoont'inuidade é interna, uma es

tratégia é combinar esse modelo com um esquema auto-adaptativo der~ 

finamento de malha. 

Uma outra estra~égia é refinar o método, de forma que o mod~ 
lo tenha a capacidade de absorver possiveis descontinuidades . Um 
grande avanço neste sentido é apresentado em [15] , onde seus auto

res mostram que nem sempre a linha de corrente é a direção apropri~ 

da de "upwind " • Como, na construção do método "Stlleaml.i.m. upwind." ,paf 
te-se da idéia da difusividade artificial negativa causada pelo mé

todo de Galerkin, a perturbação adicionad~ à função peso procura g~ 
rac uma difusividade positiva , na direção do escoamento. J:sso é con 
seguido via um fluxo convectivo oegundo as linhas de corrente. Cla 

ro que qualquer campo ortogonal ao gradiente da quantidade transpof 

tada, gera um fluxo convectivo nulo, o qual, obviamente, não altera 
a difusividade art ificial buscada no método "S.t.lu!.amUn.e upw.ind". Isso 

em essência traduz a idéia anterior desenvolvida em [15]. Partindo 
dessa idéia, aqueles autores utilizam um principio de màximo, sati!_ 

fazendo o método de Petrov-Galerkin, e desenvolvem um elemento tri
angular apropriado à resolução desses problemas. 

Esse modelo gera um esquema iterativo, de forma, que pode ser 

visto como um modelo internamente auto- adaptativo. ds resultados o~ 
tidos com o mesmo 'são bastante superiores àqueles fornecidos com o 
SUPG, principalmente no que diz respeito à grande precisão fla detef 

minação de camadas limite . O seu grande inconveniente é a extrema 
dificuldade a generalizações. 

Mais recentemente um novo modelo também do tipo Petrov-Galerkin 
consistente, que adiciona à função peso do método SUPG ~ termo vi

sando a captura de descontinuidades, foi proposto em (16] . De cer
ta forma ele combina as ca:racterlsticas do "StlleamUne upw.ind" com a 
observação ·básica ressaftada em (15]. Os resultados apresentadosem 

[16) mostram uma melhor performance deste modelo, em relação aoSUPG 
original, na representação de camadas limite internas e/ou externas, 

muito embora, em problemas regulares , note-se um pequeno decréscimo 
na pre cisão globa l . 
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o modelo que será apresentado neste trabalhobaseia-3e emdo~s 

aspectos básicos: 

i) o primeiro, já exaustivamente discutido nesta introdução, é a 

inadequação do método de Galerkin na obtenção de soluções apro

ximadas de problemas de transporte predominantemente convecti
vos. Isso nos leva à adoção do método de Petrov-Galerkin pelas 

vantagens também já discutidas anteriormente; 

ii ) o segundo, relaciona-se com a construção do espaço de funções 
teste. Neste sentido duas observações ainda não explicitadas 

são fundamentais. Se o problema é puramente convectivo o fluxo 
é carreado segundo as linhas de corrente. Essa é a solução ex~ 

ta do problema. Porém, em termos de solução aproximada , a dir~ 

cão de transporte é também aproximada. Logo as funções teste d~ 
vem ser capazes de representar esta condição. ou seja , quanto 

mais próxima a solução aproximada se encontrar da solução exata, 
tanto mais próxima deve estar a direção aproximada de fluxo, da 

direção flsica de transporte, isto é: das linhas de corrente. 

Com isso o modelo procura se auto- adaptar, no sentido de for 

neoer a melhor aproximação . 
A primeira parte desse trabalho é dedicada à formulação va

riacional do proble.m e à sua forma discretizada via Petrov- Galerkin. 
A seguir discutem-se rapidamente os métodos SUPG e SUPG +operador de 

captura. 
Na segunda parte mostra-se a construção das funções peso es

pecialmente apropriadas para a solução do problema e apre senta- se a 

montagem do modelo discreto. Posteriormente ressaltam-se algumasc~ 

racterlsticas do modelo proposto e mostra- se que o modelo SUPG +OP! 
rador de captura é um caso particular do mesmo. 

Finalmente alguns exemplos são ~nalisados, e os resultados n~ 
méricos obtidos com o modelo desenvolvido neste trabalho são compa

rados com outros existente s . 

PORMULAçAo DO PROBLEMA 

Neste trabalho estamos interessados na resolução do problema 

de transporte de uma grandeza escalar num meio fluido, cujo modelo 
matemático é descrito pelo problema de valor de contorno com condi-
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ção inicial definido em termos: 

i) da equação de difusão-convecção 

ii) das condições de contorno 

+<x,t) = g(x,t) 

-KV!jl· n ... q(x,tl 

iii) da condição inicial 

+(x,O) = +o (x) xC íl 

(1al 

r
9
urq=r 

r 
9 

n r q = vazio 
(1b-c) 

(1d) 

Nas expressões anteriores, OCIRn (1 ~n ~ 3) é uma região fi 

nita de fronteira suave r e normal exterior n. o campo escalar ljl {x,t) 

fornece, para cada x C 11 e para cada tempo t C [O , t) , o valor da gra_!! 

deza imersa no meio fluido, cujo escoamento é definido pelo campode 

velocidade u(x,t), suposto conhecido. As funções f, g, q e ljl 0 são 

dados do problema; K(x) é o tensor difusividade; V+ denota o gradi

ente de 4>; di v ( • ) é o divergente; ( • ) produto escalar e ( • ) = íl /í}t . 

Se designamos por: 

a) L 2 (11) , ao espaço das funções quadrado-integráveis, com produto i_!! 

terno 

e norma 

b) H1 (0l ::{~; ljJCL 2 (0); ,(VIjJ 1 lCL 2 (0); i =1,2,3} ao espaçode Sobolev 

cujos elementos têm norma 

llljJ 11
1 

= [<ljJ,Ijl> + <VIji,V'IjJ>]% 

e se introduzimos: 
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c) o conj unto S de funções teste (cinematicamente admissíveis) 

s = {lJI(x,tl; p/ ca:1a tC (O,Tl; lJIC. H1 <nl; lJIIr = g} 

d) o espaço V das variações admissíveis 

então: 

Problema (P1): A solução do problema proposto é a função 4>C S, tal 

que, para cada tempo t C. [O ,T) e para toda $C V, satisfaz a relação 

(2a) 

onde: 

(2b) 

e no instante inicial: 

(2c) 

SOLUç0ES APROXIMADAS 

Seja agora ,.h uma partição de elementos finitos definida em 

n, construída através da união de elementos e, que não se sobrepõem. 

Diremos que 4>h é uma aproximação de Galerkin do problema an

terior, se para cada tempo t C [O ,T), e para toda ~hc vh 1 essa apro

ximação satisfaz às relações: 

i) <~h +U. V4>h , ~h> + <Kvq,h I v$h> - <f,~h> - «q,~~> = o 

11) <~>h_ ~h c v h v ~hc. gh 
(3a-b) 

onde: 

vh = {~h c co <m; c~~hl c pk 1 Ye C. "[h ~h Ir g = o} e 
(3o-d) 

sh = { lPh c. c o <n> ; c~~hl cpk 
1 Ye c '[h cphlr g = g} e 
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sendo pk o espaço dos polinômios de grau menor ou no máximo igual a 

k. Além disso, no instante inicial: 

h '1h <,P -~o , qr·> o (3e) 

Em t·esumo: no método de Galerkin , as mesmas funções que inter 

polam localmente, em cada elemento finito, a solução aproximada ~h: 
são usadas, também, para a construção do espaço de funções peso vh. 
Em outras palavras, se o problema envolve condições de contorno ho
mogéneas, (do tipo Dirichlet), os espaços vh e sh coincide.m. Já no 

método de Petrov-Galerkin isso não ocorre, ou seja o espaço de fun

ções peso não coincide com o espaço de funções ~este. 
Na próxima seção apresentamos, resumidamente, o método desen 

volvido na referência [ 16], conhecido com<;> SUPG +operador de captu
ra; uma variante do método "SUPG - S.t11.eo.ml.<.ne Upw.i.nd Pe.tll.ov-Go.lell.fún" 

( 1 3] • 

O Jd'roOO SUPG +OPERADOR DE CAPTURA 

Neste método (13,16] o espaço de funções peso é constituído 
por funções da forma 

.)t .. ~h + p (4a) 

onde ~h C vh, e pé uma função descontinua definida .como : 

(4b) 

a e S são conhecidas como funções de ~u.pwútd" (ver (7,9,16], e para 
6 : O tem-se o método SUPG. 

A solução aproximada 41h C sh é então determinada de forma asa 
tisfazer a condição: 

(5) 

Como já foi mencionado na introdução, e de acordo com os re-

sultados apresentados nas referências (13,16], este método quando 
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aplicado a proble~~~as predominantem.ente convectivos apresenta wn de

sempenho bastante superior ao do método de Galerkin. No entanto,c~ 

mo ' será mostrado em alguns exemplos a serem apresentados no final 
desse trabalho, na presença de termos transientes ou termos de fon

te, e desde que o problema envolva a formação de camada limite, me~ 

mo com o uso desse método podem ser observadas oscilações de grande 
intensidade, numa região próxima à da for mação da camada limite . 

Na próxima seção desenvolveremos um novo método que elimina 
substancialmente a ocorrência dessas oscilações . 

O K8ToOO PllOPOS'l'O 

Suponhamos que de alguma forma uma solução aproximada ~h, do 
problema variacional 

(6) 

tenha sido obtida. O seguinte problema é então proposto: 

Problema (P2): determinar o campo vh, tal que: 

(7a) 

ii) seja mlnim~ . (7b) 

Minimizar (7b) com a restrição (7a) é equivalente a determi
nar o par (vh,À) que torna estacionário o funcional: 

(8) 

Estamos assumindo que no sub-dominio neC n as funções vh, v~h e F (~h) 
são suficientemente regulares de forma. que ~[vh,À] tenha sentido. Da 
condição cS I ,. O obtemos: 

111) o multiplicador À = - (Jl-u) ·V~h lv~l R <V~·~~~hl lh .. o (9a) 
lv~l 2 

i v) o campo vh .. u - u · v~h +P(~h! ~~~h (9b) I ~~~h l 2 

A solução anterior nos diz que para cada ~h o valor mlnimo é 
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alcançado pa;ra: 

(10a) 

onde, 

(10b) 

é o resíduo correspondente à solução aproximada $h, em Oe · Emoutras 

palavras: em cada sub-região ne, o campo de velocidades "real", da 

solução aproximada <flh, e que se encontra mais próximo, (proximidade 

no sentido da norma em l 2 (íle)l, do campo de velocidade real da solu 

cão exata <fi, é aquele que verifica (9b). 

Como ligar esses resultados com a qusca de uma melhor aprox! 

mação do problema (P1)? Suponhamos, por exemplo, que houvéssemos 

adot~do o método de Galer,kin. Neste caso, c·omo já vimos, sh e vh 
coincidem, e quando o problema é predominantemente convectivo, sol~ 

ções aproximadas de caráter oscilatório, e fisicamente não-realist! 

cas, são comumente observadas. Se refin~os a malha, eportanto, ~u 

mentamos a dimensão do sub-espaço vh, obviamente o resíduo diminui~ 
~ lvh -ull

0 
também decresce. A questão é, e se fixamos a discretií~ 

ção? 

Neste caso, uma possível solução serial u~a vez determinada 

uma certa aproximação <fi~ E: sh, calcular o correspondente .campo v~; 
com este determinar nova aproximação <fl~+l E: sh, e novo v~+l, e assim 

sucessivamente. Tàl procedimento nos levaria ao seguinte esquema 

iterativo: 

<~~ .. , + u . '7~+1 , ~h;. + <l<V4>~+1 '7~~ - <f ,~h;, - «h,~h» 

= ~fe [u·ll~~~;~> '7~ · '7~+1] ~h díl (11) 

Desta maneira a solução aproximada e o campo de velocidades 

aproximado devem se aut~-adaptar de forma a fornecer o menor erro 

quadrático na solução. O inconveniente deste esquema é que o pro

cesso é desacoplado, e portanto, deve-se esperar uma "reduzida esta 

bilidade". 

Um procedimento mais consistente pode ser obtido se exigirmos 
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que asolução iiP~oximada vertfique, simultaneamente, (6) e (7a-b). An

tes porém algumas conclusões devem ser ressaltadas: 

a) qualquer quf seja ~h, a equação (7a) é satisfeita com vh defini

do em (9b) 

b) a solução vh "u existe e ocorre sempre que 

(12) 

Portanto: dentre todos os ~h, aquele para o qual aexpressão acima é 

satisfeita, verifica, em cada sub-dominio. lle, a equação de transpo!. 

te . Segue-se dai que: 

Problema (P3): A função ~h~sh que satisfaz, simultaneamente, a ex

pressão (3a-e) e a condição 

(13) 

é uma solução aproximada do problema de difusão-convecção. 

Realmente , se a expressão acima deve ser satisfeita para to

do v~h , em particular ela é válida para v~h :v~h, e neste caso 

(14) 

Note-se ainda que em (13) nenhuma menção é feita com relação às co~ 

dicões de contorno do problema. Essas são verificadas pela satisf~ 

cão simultânea de (3a-e). 

Antes de apresentarmos a expressão final do método proposto, 

um último aspecto deve ser ressaltado. As soluções ~h , caracteriza 

das no problema (P3) devem necessariamente satisfazer a condição 

v~h ~o pois somente assim o problema (P2) tem sentido. 

Isso nos remete à consideração de duas situações distintas. 

A primeira, caracterizada por fenômenos puramente convectivos; a o~ 

tra, oposta a essa, constituida exclusiv~mente por fenômenos difusi 

vos. Vejamos cada uma de per si : 
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Problema (P4): Transporte puramen~e convecttvo. 

A-aproximação ~h, da solução do problema puramente convectivo 

u • 'V<P o em n (15) 

pode ser obtida da minimização do funcional 

(16) 

o que variacionalmente equivale à e 'xigência da satisfação de 

o (17) 

Do ponto de vista da determinação de aproximações numéricas, a mini 

mização da forma quadrâtica (16) é mais conveniente do que a aprox~ 

mação de Galerkin: 

(18) 

empregada na formulação clássica (ver eq. (3a)). 

Observemos que a expressão ( 17) acrescenta uma informação adl 

cional no cálculo da solução aproximada, que é, justamente buscar 

fluxos transportados por convecção segundo as linhas de corrente. 

Realmenbe, ·se uC U é um campo vetorial, é possivel ·associar, 

ao mesmo, o campo tensorial 

T- <u®ul (19a) 

tal que 

'IV = <u0wv = (u • v)u ; 'V v~ U (19b) 

Portanto, se a expressão (17) é escrita como: 

(20) 
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e identificamos v ;Vth , vemos que o minimo· está sendo buscadodentre 
todos os fluxos na direção do escoamento u. 

Problema (PS): Transport~ puramente difusivo 

Neste caso a aproximação oonstrulda no problema (P3) não tem 

sentido, já que agora a solução buscada deve satisfazer: 

F(~) = O em O • (21) 

t bem sabido que nesta situação a aproximação de Galerkín, 

obtida da condição 

(22) 

é õtima. Ainda assim podemos tentar uma formulação semelhante àqu~ 

la p roposta no problema (P4), identificando o campo $, que satisfaz 

à equação de difusão (21), pela exigência de que 

<F(t) I u. V~> = o v ~e: v (23) 

Não é diflcil de ver que a equação de Euler-Lagrange associa 

da a (23) é : 

div(F(~)u) O em O • (24) 

Portanto, ainda que F(~l =0 seja uma solução de (24}, qualquer cam

po q,, tal que 

VF • u = -(div u)F (25) 

verifica também essa equação. 

Em resumo, a forma (23) não é adequada para caracterizar as2 

lução de um problema exclusivamente difusivo. Ora, em que medida e~ 

tão justifica-se a apresentação desses dois últimos problemas? Jus

tifica-se juntamente se o problema a ser abordado envolve terrnoscon 

vectivos e difusivos. 
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Consideremos então a seguinte expressão 

"L fn [u ·17~h + F(~h>] ..f u • 17~h dl'l • o 
e e 

(26) 

e - -em que v e uma funçao de 11ex[1,•) em IR, e que satisfaz as seguin-

tes condições: 

i) O ~ ve(x,À) < , Yx C !?e y À c [1 , ... , (27) 

ii) ve (x, À) ,. O em r e contorno de fie , y À (28) 

iii) 11m 11 v e (x, À) - 1 li 11 = 
),..- o , e 

o, (29) 

A determinação de ve será dada no Apêndice B. 

Assim sendo, a igualdade (26) mais as restrições (27) a (29) 

implicam em que 

(30) 

Portanto, para "À" suficientemente grande, se exigirmos que 

a expressão (26) seja satisfeita simultaneamente com a forma(3a-e), 

estamos melhorando a aproximação, visto que, neste caso, também o r~ 

siduo local da equação de transporte, convectado pelo escoamento u, 

está sendo ortogonalizado em relação as mesmas funções base ~h, o 

que deve contribuir para reduzir substancialmente as oscilações,nã~ 

-flsicas , que ~ram· obtidas quando se utilizava exclusivamente a foE 

ma (3a-e) em problemas predominantemente convectivos. 

Concluindo-se: se à expressão (3a-el acrescentam-se termos da forma 

(13) e (26), tem-se uma melhQr representação do campo aproximado~h. 
Finalmente, das discussões anteriores, tem-se que a solução 

aproximada ~hc sh deve satisfazer, para cada tempo tE: [O ,T), à ex

pressão : 
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Se analisarmos a equação (31) verificamos que a solução apr~ 

ximada ~h sh é determinada usando-se o método de Petrov-Galerkin, 

com funções peso da forma: 

(32) 

Para " ).'' suficientemente grande, e se adotarmos na definição 

das funções livres a e a a mesma metodologia apresentada em [16) (ver 

Apêndice A) vemos que o método aqui proposto coincide com o método 

"SUPG +operador de captura", desde que: 

i) 

ii) 

~h =o 

f E 0 

(ausência de termos transientes) 

(ausência de termos de fonte) 

iii) div(-KV4>h) _ O ( interpolação linear) 

Quando isso não ocorre o método aqui desenvolvido apresenta 

uma performance superior ao SUPG e ao SPUG +operador de captura, co

mo demonstram os exemplos numéricos que serão apresentados a seguir . 

RESULTADOS NOMlmiCOS 

Nos três exemplos teste que serão apresentados nesta seção, 

os resultados numéricos obtidos com o método aqui proposto serão co~ 

parados com a solução exata desses problemas e com os resultados ob

tidos quando são utilizados os métodos SUPG e o SUPG +operador de ca,e 

tura. 

Em todos os problemas estaremos interessados na determinação 

de soluções estacionárias em um dominio bi-dimensional, em cujo con

torno é conhecido o valor da funç.ão (ver Figura 1). Admitiremos que 

o meio é homogéneo e isotrõpico (coeficiente de difusividade k=10- 5
), 

e que o escoamento é unidimensional e constante. 

No cálculo das soluções numéricas foram empregadas malhas un_! 

formes, (10x10) ou (20x20), constituídas por elementos bi-lineares 

com integração numérica de Gauss (2x2). Dado o caráter iterativo do 

procedimento desenvolvido na seção anterior, bem corno do procedimen

to apresentado em L16 J (ver seção 'Método SUPG+Operador de Captura'), 

adotou-se em ambos os casos, o 1 imite max 14>~ - 4>~_ 1 I < 1 O- 3 
( 1 = nó; 

k =ordem de iteração) como critério de convergência. 
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/' ~.o I 
/ 11 ( di re ç~o de nooomento ) 

' 

Figura ., . Definição do problema 

19 Exemplo: Neste problema o termo de fonte. é nulo (f =o) , e o es

coamento se processa obliquamente em relação aos eixos globais x-y, 

com uma velocidade de fluxo cujas componentes em relação a esses eixos 

valem ux = -1 e uy = 2, Para as condições de contorno assumiu-se que : 

ixo ={o : se 0 S X< 0.7 , ; se 0.7 S x S 1 

i ,y {' . se o s y s 0.9 

10

1

{1-y) se 0.9 < y s , 

4)x1 = ioy = o 

Nas Figuras 3 e 4 estão mostrados , em elevação , osresultados 

obtidos empregando-se uma malha de ( 1 Ox 1 O) , corre·spondendo a un Peclet 

de malha Pu·=2.2x10 7 (ver Apêndice A}. Na Figura 2 apresenta- se a 
e 

solução exata, calculada nos mesmos pontos nodais. 

Apesar do Peclet resultante ser extremamente elevado, os re

sultados mostrados na Figura 3 concordam razoavelmente bem com a so 

lução exata do problema. São observadas pequenas oscilações ha vi-
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zinhança da camada limite interna, e um certo "arredondamento" na 

formação dessa camada limite, indicando uma solução mais difusivaque 

a real. Quando comparados com os resultados plotados na Figura 4 , 

(SUPG), facilmente observit-Se o · ~feito favorável dos termos não-li

neares, (associados à determinâçã,o da direção vh) , na redução das o~ 
cilações. Essa mesma conclusão já havia sido previamente observada 

em [ 16] . Note que, para esse problel!la especifico, o método desen

volvido na seção anterior fica idéntioo ao SUPG ~operador de captura. 

Para caracterizar o efeito do refinamento da discretização , 

na Figura 6 mostra-se a solução obtid~ com uma malha de (20x20). O 

ganho de precisão é evidente; e a proXimidade com a solução exata .. 
(Figura 5) é bastante ·acentuada, mut'to embora o Peclet demalha (Pu= 

~· . e 
= 1 . 1 x 1 O 7 ) s eja da mesma ordem de · granvdeza daquele anteriormente r e 

portado. Com relação à solução · via SUPG (Figura 7), mesmo com ore 

f inamento da malha, os res~ltados são, ainda assim, piores que aqu~ 

les mostrados na Figura J. 

Figura 2. Solução exata 
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Figura 7. Solução pelo método SUPG (malha 20x20} 

29 Exemplo: Neste problema o termo de fonte é constante em todo o 

dorninio, e vale f = 1. O escoamento se processa nadireção x (ver F_! 

gura 1} com uma velocidade ux = 1 . As cond 1 ções de contorno são ho

mogéneas, isto é, 

A solução exata desse problema (um plano inclinado a 45°} está mos

trada na Figura 8. 

Na F i gura 9 tem-se, para uma malhade (10x10} (Peclet "1.0><10 7
}, 

a solução numérica gerada pelo modelo desenvolvido neste trabalho. 

t marcante a capacidade do mesmo na resolução das camadas limites 

externas. Oscilações são praticamente inexistentes. Situação dis

tinta ocorre se observamos as Figuras 10 e 11 . Ve-se que, para es

se problema o operador de captura {Figura 1 O) não consegue redu

zir as oscilações previstas na solução calculada via SUPG (Figura 

11}, chegando mesmo a apresentar maiores picos nas camadas limites 

laterais. 
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Figura 8. Solução exata 

Figura 9 . Solução pelo método atual (malha 10x10) 
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Figura 10. Solução pelo método SUPG +operador de captura 

(malha 10 >< 101 

Figura 11 . Solução pelo método SUPG (malha 10x 10 l 
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39 Exempl~: Este caso difere do anterior exclusi1ramente pelo terrn(,) 

de fonte e mpregado, que neste caso é definido pela função : 

f = ~ 1 

l-1 
se O < x ~ 0 .5 

se 0.5 < x < 1 

A solução exata; um "telhado de abas" simétricas em relação à "cu

mieira" y :0 . 5, com inclinação 1:1, estã mostrada na Figura 12. 

Figura 12 . Solução exata 

Figura 13. Solução pelo método atual (malha 10x10) 
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As soluções calculadas pelos três métodos, usando-se uma malha de 

(10)(10), estão apresentadas nas Figuras 13 a 1.5. De novo o método 

proposto apresenta uma performance superior aos outros dois. E mais 
uma vez, as oscilações do método SUPG são de menor intensidade qu.e 

aquelas verificadas, introduzindo-se, nas funções peso, o termo as

sociado ao operador de captura. 

Figura 14 . Solução pelo método SUPG +operador de captura 
(malha 10x10) 

Figura 15. Solução pelo método SUPG (malha 10x10) 
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COIICLOSOES 

Neste trabalho apresentamos uma formulação consistente do mé 

todo dos elementos finitos, para resolução de problemasdifusivo- coQ 
vectivos. A pàrtir dessa formulação foi proposto um novométodoque 

mostrou-se bastante eficaz na obtenção de soluções numéricas desses 

problemas, mesmo nas situações em que o transporte se dá quase que 
exclusivamente por convecção. 

A fácil generalização desse método, permitindo a utilização 
de diferentes tipos de elementos finitos, evidencia a sua potencia

liadade. No entanto, a sua aplicação exige a resolução de um sist~ 
ma de equações não-lineares , mesmo que o problema seja linear. 

os resultados numéricos apresentados demonstraram a capacid~ 

de de s se método na resolução de camadas limites internas e/ou exteE 
nas, e a sua superioridade em relação aos métodos SUPG e SUPG + ope
rador de captura. 

Generalização do novo método a sistema de equações está em an 
damento . . Além disso, desenvolvimentos estão sendo feitos nosentido 

da determinação das funções de ponderação, a e B, ótimas. 
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AP!NDICE A 

Seja âh 
e dado por: 

ôh = -
e 

[u • Vth+F(~h)] 
I v~h 12 

v~h 

Desta forma, o campo vh em ne é dado por: 

Compatibilizando vh eu, h 
escolheremos we da seguinte forma : 

lu I 

ôh 
- t _e_ 

2 

lt~~l 

337 

(A. 1} 

(A.2) 

(A. 3} 

Seja . xe =xe(t) o mapeamento geométrico do domlnio gerador para ne. 

O mapeamento inverso é escrito como te =te (x). 

Sejam os vetores ae e be; dados por: 

(A. 4) 

(A.S} 

Fazendo uso da metodologia utilizada em {7] e [16], definimos h~ e 

h~ de modo que: 

(A.6) 

(A. 7) 

o número de Peclet de malha é definido como: 

Pu 1 hu lu I e (A.8) 
e 2 k 

pâ 1 hô lt.~l e (A.9) -e 2 k 
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Sejam ôu(Pu) e &0 (P6 ) dados por: 
e e 

max I O, c2 - (A. lO) 

(A. 1 1) 

onde as constantes c
1 

e c
2

, dependem do tipo de elemento utilizado. 

Por exemplo, para elementos lineares em uma dimensão, bilineares em 

duas dimensões, e trilineares em três dimensões os valores c 1 e c 2 

são : 

Com essas definições r 1 e T 2 são expressos pelas relações: 

hu ôu (Pu) 
e e 

1 1 
2 

\ o .. .,, :0 

Tz h 6 6ll (Põ ) 
e e 

2 

Fazendo uso de .(A.l I a IA . 3) obtemos: 

h 
""e 

Seja agora w : a função peso dada por : 

~h e h -h 
+ \) { úl • 'i7 <P } ; se 

h e . 
we = 

-h e {2.!... u • v4)h J cjle + \) se 
lu I 

l 2 lt 

VI ? 
I ui e 

l 2 TI 

lohl 
< --

lu I e 

(A . 12) 

(A . 131 

(A.14) 

(A. 15) 

(A. 16 I 

(A.17) 

Assim , por comparação com a equação 32 da seção 

as funções a , a, são determinadas e valem: 

''Método Proposto;' 
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(A.18l 

(A . 19) 

AP!NDICE B 

A função "sino", ve(x, .X) , pode ser definida para os elementos tradi 

cionais, em termos das coordenadas locais, da seguinte forma : 

I. UNI-DIMENSIONAL 

-1 s e s 1 

II. BI-DIMENSIONAL 

Elemento Triangular 

Quadrilátero 

-1 s n s 

-1 S E S 

III. TRI-DIMENSIONAL 

Te 'traedro 

X "' X ( e) (B. 1) 

(B. 2) 

x " x( e , n l (B. 3) 

(B. 4) 

x = x (L 1 , L 2 , L 3 , L~ ) , onde L 1 , L 2 , L 3 , L~ são as coordenadas 

de volume. 
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Paraleleplpedo 

_, s é :; 

-1 s n s 
_, s t; :i 
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X (B. 5) 

Das equa ções (b.l) a (B.S), vê-se que a função "sino" ve (x,À) sat is 

faz as condições (27) a (29) da seção •Método PropostÓ~ 

Na prática trabalhamos com À suficientemente grande, o que em termos 

numéricos é equivalente a assumir ve(x, À) w 1. 
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