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FORMULACOES CINEMATICA, DE EQUILIBRIO E
MISTA PARA ELASTO-PLASTICIDADE EM TENSOES
PLANAS

Mildred Ballin Hecke
Néstor Zouain Pereira — Membro da ABCM
PUC/RJ — Departamento de Engenharia Mecdnica

RESUMO

Métodos numéricos para a andlise de tensBes em um corpo elasto-plas
tico, sob estado plano de tensdes ao longo do processo de carga, sio
desenvolvidos a partir de formulacdes variacionais. Estes princi-
pios de minimo, cujas varidveis sdo incrementos finitos de desloca
mentos, tensdoes e deformacSes plasticas,sdodiscretizados pelo MEF,
e dualizados para mostrar que todos recaem em um mesmo problema de
programacdo matematica. VAarios elementos finitos, cinemiticos, de
equilibrio e mistos, para estado plano, sio apresentados. Mostra-se

uma aplicagdo em uma placa com entalhe tracionada.
ABSTRACT

Numerical methods for the stress analysis of an elastic-plastic body,
under plane stress along the loading process, are derived from
variational formulations. These minimum principles, whose variables
are finite increments of displacement, stress and plastic strain
fields, are discretized by the FEM and dualized to show that all of
them lead to the same mathematical programming problem. Several
kinematical, statical and mixed finite elements are presented. An
application is shown concerning a notched strip under traction.

Submetido em Janeiro/88 Aceito em Abril/88
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INTRODUCAO

0 cdlculo de tensdes e deformagdes com modelos elasto-plasti
cos, onde s3o levados em consideragdo os processos de deformagdec ir
reversivel ou plastica e o descarregamento elastico local, tem lar-
ga aplicacido na analise de componentes mecanicos. Para estes mode-
los dois problemas basicos sdo identificados: a andlise elasto-plas
tica (ou incremental) [6,2] e a analise limite [6,1,3]. No primeiro
sdo calculadas tensfes em um processc de carga conhecido, e no se-
gundo & obtido apenas o valor do fator de amplificagao das cargas
prescritas que produz o colapso plastico.

Neste trabalho, a analise elasto-plastica é desenvolvida a
partir de formulagbes variacionais [4,2] cujas variaveis sdo os in-
crementos finitos dos campos de deslocamento, tensdo ou deformagdo
pléstica. Sendo assim, estes principios variacionais definem comple
tamente os métodos numéricos, exceto pela interpolagao espacial, o que
niao acontece quando se utilizam principios em taxas que precisam de
procedimentos adicionais para impor admissibilidade plastica ou ve-
rificar descarregamento elastico local [9].

& énfase do trabalho & na aplicacado destas formulagdes para
estado plano de tensces, mostrando ¢ desenvolvimento de alguns ele-
mentos finitos, cinemidticos, de equilibrio, e mistos, apropriados
para esta situacao.

0 enfoqgue escolhido para a formulacdo dos principios varia -
cionais, gue se convenciona chamar de otimizagdo ou analise conve-
xa, permite estabelecer os problemas de programagdo matematica para
0s guais existem técnicas numéricas apropriadas. Em particular,o mé
todo numérico utilizado (2], que procura a anulacdo do residuo no
equilibrio iterando com uma regra do tipo quase-Newton, realiza o
calculo das deformagdes plasticas resolvendo problemas de complemen
taridade linear a nivel de cada elemento finito da discretizagao.

Sdo apresentados resultados para uma placa tracionada e com
entalhes simétricos para alguns dos elementcos propostos.

CINEMATICA E EQUILIBRIO; PARTICULARIZACAO PARA ESTADO PLANO DE TEN-
SOES
Considere-se um corpo gue ocupa uma regido B8 do espago tridi
mensional. Assume-se que as deformac¢bes sdo infinitesimais e que as
restrigdoes no contorno 8B sao homogéneas e do tipo bilateral.
Define-se o conjunto dos campos de deslocamentos possiveis
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Como

Vv = {u(x), suficientemente requlares UIBE =0} que, neste ca-
u

50, coincide com o conjunto dos deslocamentos virtuais.
As derivadas com relagac ac "tempo" t de u(x) representam os
campos v(x) das velocidades possiveis, e sac também elementos de V.
0 operador linear U relaciona a deformagac E com os desloca-
mentos u, e em forma analoga, a taxa de deformacac D com a velocida
de v, que sdo elementos de W (conjunto das deformacgdes e taxas de
deformagbes), ou seja,

E = Du ; oD = Dv (1)

No caso em guestdo, este operador € a parte simétrica do gradiente.

Reconhece-se as forgas L gue podem atuar no corpe Como o con
junto (a,b) das forcas de superficie gue atuam em aBrzaE—BBu: e as
forgas de volume. Chama-se poténcia externa sobre v a

P, = L(v) = J bvag + j a-v daB (2)
B Eﬂu

A carga L pertence a V', espaco dual topologico de V.

Denota-se por T as tensodes ou esforgos internos, e por Pi a
poténcia interna que representa-se por
P, = —I T-Dv 48 . (3)
B

Tem-se também gque T pertence a W', espago dual de W.
Para definigdo de equilibrio adota-se o Principio das Potén-
cias Virtuais:"a tensdo T esta em equilibric com a carga L se

By 5 B ) Yy* @ Vv (4)
e ainda,
[ T-Dv* dB = L(v*) Vv* @ V ." (5)
B

A partir desta definigdo reconhece-se o conjunto de tensdes equili-
bradas com L
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s(Ll = (T & W* | JBT-D vt dB = L(v*) ¥v* e V. (6)

Déa-se o nome de estado plano de tensdes, guando € possivel en
contrar um plano definido pela sua normal n para ¢ gual

Tn =20 . {7)

Portanto, reconhece-se

wp:{TpoW]Tpn=0}. (8)

Seja Oxyz um sistema de coordenadas ac gual o corpo esta referido.
Neste caso, tomando-se n coincidente com o eixo z, as componentes

nao nulas serao o_,d. ,0. .
X"y Txy

RELACAO CONSTITUTIVA ELASTO-PLASTICA. PARTICULARIZACEO PARA ESTADO
PLANO

0 comportamento elasto-plastico de um material pode ser des-
crito pelas seguintes relagodes

£(T,2) = 0 : (9)
T =D (D-DP) (10)
& s

pP = £, & (11)
£k = 0 £ 20 B & 0w (12)

A equagdo (9) estabelece o critério de plastificagdo. A fungdo £ &
de valor vetorial e cada uma das suas componentes representa um mo-
do de escoamento; sendo assim a desigualdade nesta equagdo se apli
ca a cada componente. O parametro ) representa a historia de defor-
magao plastica. A equagdo (10) exprime a proporcicnalidade da taxa
de tensdo com a taxa dg deformagdo elastica, onde o tensor de elas-
ticidade & chamado de D. A equacgao (11) & a lei de escoamento, as-
sociada a funcgdo limite de escoamento f (fT € o gradiente de £ em

relagao a T). O numero de componentes do vetor ioa igual ao de mo-
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dos de escoamento em f. Note-se que ¢ parametro escolhido para re-
presentar a histdria plastica é integrado no "tempo" t. A relacao
de complementaridade (12) impde gue a contribuigdc na taxa de defor
magdo plastica de modos inativos (ou elasticos, fj<01 é nula.

Um tipo de fungdo de plastificacdo conveniente & a seccional
mente linear

£(T,A) = N T - HA = R (13)

onde a matriz constante N = fT tem em suas colunas os vetores nor-
mais aos modos de escoamento, o vetor R as respectivas distdncias a
origem, e a matriz constante H=-f, contém os pardmetros de escoamen
to do material. No caso de plasticidade ideal H é nula.

No estado plano de tensdes

{ 1 v 0
D = Tgﬁf v 0 (14)

onde E & o médulo de elasticidade do material e v o coeficiente de
Poisson.

O critério de Von-Mises para estado plano de tensodes & defi-
nido pela funcdo de escoamento

R P 3]1/’_3
£{T) = 3 tcx+ay cxcyl + cxy v (15)

onde o, € a tensao de escoamento em tragioc e compressidoc pura. Esta
fungdo delimita um elipsdide nc espago de tensdes, mostrado na figu
ra 1-a. Uma aproximagido linear inscrita com 14 modos de escoamento

para esta fungdo é dada pelas relagoes

A A -A -A 0 0 0 0 c ¢ - -c 0 0
N=|(0 0O ©0 0 A A -A -A -C - C C 0 0 |(16)

R=[A A A A A A A A CCCC ?l (17)
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Figura 1. Critério de Mises. Linearizagac com 14 modos

& 1 g o313

_ = PRSP T 3-v3
7-73 /14-27/3 v 8-3/3

v 16-6/3

D (18)

0 critério de Tresca para estado plano de tensdes & dado por

£(T) =V (ox—ay} +40?! - @

xy v * (19)

A superficie de escoamento correspondente, inscrita no elipsdide de
Mises, & apresentada na figura 2-a. Uma linearizagao inscrita com

12 modos de escoamento, apresentada em [4] & mostrada na figura 2.

xy 40

Figura 2. Critério de Tresca. Linearizagao com 12 modos
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FORMULACOES PARA ANALISE ELASTO-PLASTICA

Nesta segido sdo apresentadas as formulag¢des variacionais do
problema de andlise incremental elasto-plastica. A divisdo do pro -
cesso em passos de carregamento se faz necessdria devido a que o com
portamento do material & dependente da histdéria das deformacdes
plasticas. Consequentemente, o problema € formulado como o calculo
do estado do corpo ac final de um incremento de carga iniciade em
uma situacao em que os deslocamentos, tensdes e deformagdes plasti-
cas sdo conhecidas.

Na procura de solugdes numéricas estes ilncrementos de carga,
deslocamentos, tensdes e deformacdes plasticas sao necessariamente
finitos. No entanto, € frequente achar métodos numéricos formulados
como principios variacionais em taxas que sao complementados com pro-
cedimentos, geralmente iterativos, destinados a verificacaoc de ad-
missibilidade plastica das tensdes obtidas, ou a realizagdo de modi
ficacoes devidas a ocorréncia de descarregamentc elastico local.

Entretanto, €& possivel formular principios variacionais em
termos de incrementos finitos no tempo [6], gque definem completamen
te um método numérico, e constituem uma aproximag¢do, com caracteris
ticas conhecidas, para o processo elasto-pldstico real. A seqguir
sdo apresentados alguns destes principios de minimo. A sua relacao
com principios extendidos (3) em taxas foi discutida nas refer@n-
cias [2,3]. Para fungdes de escoamento seccicnalmente lineares, eq.
(13), as sclucgdes obtidas por estes principios em incrementos fini-
tos garantem tensdes finais em equilibrio e plasticamente admissi-
veis; e também possibilitam a ocorréncia de descarregamento elasti-
co local, desde que iniciado junto com o incrementoc de carga.

A seguir, siao enunciados estes principios para os incremen-
tos das variaveis deslocamento, tensdo e multiplicadores plasticos,
denotados por Au, AT e A), e onde os valores no inicio do passo sdo
identificados por um sub-indice t.

A formulagao cinematica da analise incremental elasto-plasti
ca consiste em achar Au e A) resolvendo:

D DAu-DAu + %— (NT DN+H) AL =42 —

¥ B

inf {I (
B

Au,A) (20)

- N' D DaurAk - £,_-AX]dB - AL{Au))

sujeito a
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Au @& V Ak @ (21)

onde A @ o conjunto de fungdes )% nac negativas em todo B.
A formulacdo de equilibrio (estatica), dual da anterior, & o
problema de encontrar a solugac AT e AM de

sup {J [- 3D aT-aT - £ H 4x-sA]d (22)
aT,Ax B
sujeito a
AT @ AS AX @ A (23)
]Bift + NT AT - HAX) » (AA%-4X)dB £ 0 VAA* & A . (24)

As restrigdes neste problema sdo a condigdo de equilibrio in
cremental e a admissibilidade plastica das tensdes obtidas no esta-
do final para o incrementc de carga. Para esta Gltima restricac foi
adotada a forma variacional, em lugar da forma local

£ » NT AT - HAA £ 0 ¥x a B (25)

porque isto serd necessario para a discretizacao desta imposigdo. A
formulagac estatica admite também a forma equivalente a seguir

b 1
sup inf j [- %CD— AT AT + % Hal+ &) = NTAT-SA - ft-ﬂl]dE (26)
AT ax B
sujeito a
AT @ AS AX @ A . (23)

A formulacdo mista estabelece que Au, AT e Al sdo a solugdo
do problema

Hﬂl-AR-NTbT-al+aT'Dﬂu-ft-ﬁA]dB-AL(Au)
(27)

=
L

sup inf I [- =D "AT-AT+
AT AA

sujeito a
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AT @ AS LA e A (23)

O PROBLEMA ELASTO-PLASTICO DISCRETO

Os problemas de otimizagdo da segao anterior estaoc definidos
em espacgos funcionais de dimensdo infinita. Solugdes aproximadas sdo
obtidas guando estes problemas passam a ser definidos em espacos de
dimensdo finita. Cabe salientar agqui que a introdugdc nos princi-
pics de minimo da condigdo de admissibilidade plastica também na for
ma variacional permite a substituigdo de um conjunto infinito de res
trigoes {por exemplo as equagdes (25)) pelo conjunto finito de ine-
quagbes correspondentes is bases de interpolagdo. Para a construgdo
das fungdes de base utiliza-se o Método dos Elementos Finitos. Dis-
tinguir-se-a, a partir deste item, campos através da seguinte nota-

cao
4 = u{x) {(indica campo de deslocamentos)

reservando-se

u (indica deslocamentos nodais)
para vetores discretos. Em forma andloga para i+, A, T, T, £, £, D,
D, 8, ¥ e R, R.

Formulagac Cinematica Discreta
Propbe-se as seguinteg interpolagdes

(28)

para os campos de deslocamentos e de fatores plasticos, onde ui e

Ai sdo os vetores de parametros de deslocamentos e multiplicadores
plasticos do elemento i. Os operadores de interpolagio Y, eY, po-
dem ser construidos utilizando-se o Método dos Elementos Finitos.

y i
Sejam u e i os vetores que colecionam as componentes de u” e

3t de todo o corpo e Li e Li as matrizes booleanas que representam

as relagdes de incidéncia entre estes dois vetores. Entao

ui = Li u A Li

A (29)
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Utilizando-se os campos aproximados (28), o principio de mi-
nimo em incrementos finitos da expressdo (20), fica

1 1
min [= Kiu*du -K_ AA*du+ K, Ah=Alf rAA=AF*fu] (30)
Kiv &% 2 uh R t
AL 20 (21)
onde
n
e Z
K = } L;T xt L:; T, Y J wyua"'ﬁ Dy a8 (32)
i=1 B
n
e
N G i LI W € i T =
Ry = i£1 L, K Iy ; Koy = IBWY“! DNy, db (33)
n
e
iF 4 A i T =T ~ o =
Ky, = i;} L," Ky, Ly i Ky = ]Btlm n ﬁdi]i’,‘ dB (34)
n
e x = "
= 1.1 2 r i i i i i
£ = 121 Ly, £ : £5 = K, u -K, A" -R (35)
Rt . szf R dB (36)
n
e .
T o (37)

onde ng € o nimero total de elementos e F' a parcela referente as
cargas de superficie e corpo no elemento i.

0 incremento do campo de tensdes € obtido a partir da solu-

i

¢do elementar Au e axt como segue

AT = D(D 8 Aut-R ¥, ) (38)

Formulagao Estatica Discreta
A seguinte aproximacdo é proposta para o campo de tensdes
= 8

=1
T = YT T % b (39)



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n® 2- 1988 113

onde pon & o operador de interpolagac de tensdes gue pode ser cons-

truido utilizando-se o Método dos Elementos Finitos: ™ & o vetor
h

de parametrcos de tensao do elemento i e Tb

& a parcela referente a
carga de corpo prescrita no elemento i.

Agrupando-se em T_ o8 parametros de tensao de todo o corpo
referente ds cargas de superficie a prescritas, em T os parametros
de tensdc de todo o corpo gue estdo livres de prescrigdo, pode-se
obter os paréme;ros de tensio do elemento i utilizando-se as matri

i - -
zes boocleanas Ly e La gue representam as relagdes de incidéncia en

tre estes vetores, ou seja

i x Y
T = LT T + La Ta . (40)

substituindo-se a expressao {40) em (39), a tensdc em cada ponto

pode ser obtida por

= X F =i

Ti = ¥n Lp T + T (41)
onde

=i i -i

P YT La Ta + Tb 142)

agrupa as parcelas devidas as prescricoes referentes as cargas de
superficie e de corpo.
Ja para o campo i, a aproximagao proposta é

L= Y, A (43}
e com a utilizagao da matriz booleana de incidencia Li, tem-se
§e v LY A (44)

onde 4 € 0 vetor que agrupa os parametros de escoamento de toda a
estrutura.

Utilizando-se as relacdes (39) e (44), o principic de dois
campos (22) toma a forma

max [- +D*

AT, A

AT~ AT-AE » AT— % H Ah+42) {45)
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T e =
BY AT = OF + OF, + OF (46)
£, + NT AT - H A - AR 5 0 (47)

sendo

T -
f =N T -HA -R -R (48)

e aonde

L nEe o 11l oh' o[ TH v as (49
i - T “dg R T J
= i
n
£
AE = ) LéT AE y BEE . J Ygzﬁ*l AT a8 (50)
i=1 8,
n "
e 1 -1 X 1 T =
B o= )] W E L ; H = jg v, f v, aB (51}
i=1 i
LI S B | i T &
Noo= ] oLy NI ; N - ¥, N v, a8 (52)
i=1 B,
n
e
o= ] ol W -J ¥ AT o aB (53)
i=1 By
Te iT _i i T -
R .= ) LR i R = ] Y, R a8 (54)
i=1 B,
n
i - - =
£ 2 E L:T fi ' fi " NlT ot ulli o Ri o
1=1 (55)

A restricdo de equilibrio, que é dada pela expressaoc (46) é
obtida da condi¢do de equilibrio entre elementos como explicado a
sequir, Seja st o vetor gue agrupa as tensdes nos pontos de imposi-
cdo explicita de equilibrio do elemento i, e F o vetor global das
cargas de superficie prescritas nestas direg¢Ces. Se a matriz boole-
na L; representa a relacao de incidéncia entre as diregdes de impo-
sicdo explicita de equilibrio do elemento i e as diregdes globais,
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o equilibrio de todo o corpo € dado pela relagao

n

e

) L;T e P . (56)
el

0s parametros de tensao 'I‘i estao relacionados com as tensdes
Si dos pontos de imposigdo de equilibrio para o elemento i através
da expressao

i i
B T = S + Sb (57)

onde BT & a matriz de equilibrio elementar e s; a parcela devida a
carga de corpo. Substituindo-se (57) e (39) em (56), chega-se a

BT =F + Fa + Fb (58)
onde

ne

=T 2 Z L;T BlT L; (59}
i=1

N

- i A7 i

F, = -151 L. BT L. T, (60)
nE

= i bl L.

Fpo L B S (61)

Frequentemente a montagem destas condigbes de equilibrio para a es-
trutura produz um sistema com equa¢bes redundantes, ou ainda, incom
pativel se as cargas ndo forem corretamente prescritas. A sequir
mostra-se a necessidade de efetuar uma operagdo de redugdo das equa
goes de equilibrio redundantes, de maneira que a restricdo de equi-
librio fique

Bl r o F (62)

onde B' & formada por todas as linhas de 8%, linearmente independen
tes. Admitindo por simplicidade gque estas sejam as primeiras, entdo

f=( B (63)



116 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n® 2 - 1988

onde B e BY verificam as condigoes

i) Bu

0 86 se u =0 (64)

ii) BY = BU com Ueg =0 (65)
sendo U'j a coluna j da matriz U.

Esta decomposigdo da matriz B define o vetor de deslocamen -
tos duais rigidos ut e as correspondentes reagdes F', tais que

Falw 9% ¢ 4 e o1E., (66)

Consequentemente, a cinematica obtida na dualizacdo da condi
¢ao de equilibrio ndo reduzida, descrita em termos do vetor 4 con-
tém graus de liberdade de corpo rigido, as componentes de u®. Estes
devem ser eliminados para se obter um problema bem condicionado, o
que significa que, por exemplo, se consegue 80lugac Gnica na fase
elastica do carregamento.

A decomposigac da matriz ﬁ, que determina B, B e U, permite
também wverificar a consisténcia das cargas prescritas. Com efeito,
a equacao de equilibrioc decomposta resulta

BE T =F ; uEl (67)

donde, pela aplicagaoc da propriedade {ii), tem-se

0F Foa P (68)

Esta equacao mostra gue as reagoes prescritas F* devem ser
estaticamente compativeis com as cargas livres prescritas F, ou ca-
so contrario, o equilibrio é impossivel.

Finalmente, a identificacdo de graus de liberdade rigidos e
a verificacao de consisténcia das cargas podem ser realizadas me-
diante decomposicoes de Gauss, Q R, etc. da matriz B [5].

Formmlacao Mista Discreta
0 modelo misto pode ser construido a partir das sequintes in
terpolacgoes

i i
s Yu u I = Y, A T = YT T (69)
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onde Yor ¥, e ¥, sao os operadores de interpolacac gue saoc construil
dos através do Método dos Elementos Finitos. Substituindo-se (6%) no

principio (27), tal formulagido toma a forma

max min [~ 3D AT-AT- 3 H AA-AA-NT AT+AX+AT+B Su-
AT Au, AT

-f, +AA-AF-bu] 170)
Ak z O (71)

onde as matrizes,im_l, H, N, F, ft sdo dadas pelas relagoes (49},
(51, (52), (37) e (55) e ainda

n

e
Bd 3 gk i (72)
121

w
n
L]
HH
=3
e
c
[+N
o

T u

METODOS DE SOLUCAO DO PROBLEMA ELASTO-PLASTICO DISCRETO

Os problemas formulados na segao anterior podem ser solucio-
nados através da utilizac@o de diversas técnicas. Utilizou-se aqui
um procedimento iterativo, para a solucdo de tal problema, que foi
proposto por Feijdo e Zouain na referéncia [2].

Formulacao Cinematica
O principic de 2 campos introduzide na segac anterior consis
te em

1

1 ,
P K&u-f.\u—Ku:\ A)shu+ z K A&A-Al-ft-al-ﬁF-ﬂu] (30)

min [ 7 Ky

Au A}

Ak 2 O (31

cujas condigoes de otimalidade sao

T
Kau — K, A\ = AF = 0 (73)
-Ky, 00 + Ky 8 — £ 20 (74)
(_Kluau+KlAﬂl-ft}'6A =0 {75)

Ax 2 0 (31)
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O procedimento iterativo [2) consiste em, encontrar Au tal
gue anule a fungao residuo ¢{4u), onde

T
¢ (Au) = Kau - Km Ad = AF (78)

e A} & obtido, para um dado 4Au, resolvendo-se para cada elemento o
seguinte problema de complementaridade linear

a 2 e e -] -]
I_Klu Aua +Khhﬁ} —ft} AAT =0 {77)
-Kfu Aue+K§A aAE_f: z 0 5E 2w (78)

Para anular a funcdo residuo sdo usados, por exemplo, métodos itera
tives do tipo quase-Newton. Para aplicacdo destes procedimentos so-
mente €& necessdrio conhecer a regra de obtencao do valor do residuo
para um dado Au, nac sendo necessario a obtengdo de gqualguer matriz
"tangente", gque nao existe por ser y(Au) nao diferenciavel.

Formulacao Estatica
Através da dualizacao do principio em dois campos (AT,A))
apresentado na se¢ao anterior

max [- %CD_l AT-AT-AE-AT- % H ANedA] (45)
AT, A)
BT AT = AF + AF. + AF 146)
a b
£, 0+ NTAT - HAA - AR £ O {47

onde as variaveis duais sao interpretadas como as varidveis cinema-

ticas Afu e AM, chega-se a

25

min [2

K au-au-Ku A -hu+ K Ahehh -
Aua, Ad

1
A 2 TAA
3 . = 3 T 3l
- (ft—ﬂR-N ID AE) =4 —[ﬂF+:§Fa+AFb+B D AE) -Au (79)

AA z D (31)
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onde

T T T
K=B DB Ku}\=BI)N KM=H+N:DN. (80)

0 calculo destas matrizes pode ser efetuado a nivel de elemento[10],

t A

porgue
iT _j e iT 3 :
Ly L% =1, se i=j ; Ly Li=0, se izj (81)
resultando portanto
ne
¥ow J EET EF gl ; gt = 37 pt pt (82)
: F F
i=1
ne
iT i .1 i it i i
K.y = 121 L. K.y Ly ¢ K;, =B D' N (83)
nE
ir i i i i iT i 4
K.\ = g LS E By K,y =H +N "D N (84)
nB
£, - AR - NTw aE = § oiTedT ologhiipioartonipt aEl) (85)

- = = Lo AT 4 L O 1 S LY
OF + AF, + AF, + B" D AE = 21 LF (F™+B L T +S,+B7 D" AE")  (86)

recaindo-se em um problema anialogo ao encontrado na formulagio cine
matica (equagdo (30)), pode entdo ser utilizado ¢ mesmo procedimen—
to iterativo para resolvé-lo.

Formulacao Mista
Reconhece-se no seguinte principio de trés campos

max min [- 41D ATeAT- % H AA+AA=NT AT+AX+BAu+AT

AT Au,AX 2

—ft'ﬂl—ﬂF-éu] (87)

Ax 2 0 (31)
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um problema de ponto de sela associado ao problema de minimo

ﬁfgl[}(au-nu—xw‘m-am % Ky \O2-8A=F, -40-0F-4u] (88)
ax z 0
onde
K=B DB ; K, =B'DN ; K, -H+NDN. (89)

O0s mesmos argumentos da segio anterior podem ser usados para justi-
ficar o calculo destas matrizes a nivel de elemento. Desta forma:

n

= . . .
£ ) vt pd i ettt gt {(90)
» u u
i1
ne
iT i i : U . LI YR §
Ko, = 1;1 L, Ky Iy ¢ K,=B D N {91)
ne
iT i i i i iT 4 i
K‘“-ZLA Koy Ly ¢ K, =0 N DN . (92)

Portanto, novamente recai-se em um problema anélogo ao da formula -
¢do cinematica (equacao (30)), utilizando-se para resolvé-lo o mes-—
mo procedimento ja descrito.

ELEMENTOS UTILIZADOS

Nesta secao serao apresentados os elementos mais simples pa-
ra cada formulac¢io e alguns derivados destes. Todos satisfazem a ad
missibilidade plastica correspondente, em tensdc ou em deformagao,

identicamente em cada elemento.

Tridngulo de Tensao Constante e Parametros Internos
Este elemento possul campo de tensdes constante, impondo-se
continuidade nas tensdes normal. e tangencial nas fronteiras entre

elementos e externa. Os pardmetros de interpolagido de tensaoc utili-
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zados sioc as componentes nas diregdes globais. Para os fatores de
plastificagdo, a interpolacao adotada é constante no elemento e des

continua entre elementos. Desta forma

i I T
T = [ox Dy ny] (93)
YT = 1 (94)
5 lo, T3 o, T3 Ty r,]T (95)
l cl ¢, 8, cl - c) Gy
Bl = 1 si c,8, 5: C,5; sg C38y (96)
[ Ze.§, ©.-8, 2c;8, Cij-85 20,8, 0O}-8;
W g wid e TT (97)
n
£
¥, =1 (98)

onde c =cos B,, s;=sen B ,, ng € o numero de modos de escoamento e
1 & a identidade [3x3].

(a)

.

X

Figura 3. Triangulo de tensdo constante e parametros internos
(a) Parametros de interpolacdo de Tensdes
{b) Diregdes de imposigao explicita do equilibrio

Com as matrizes ﬁ, R e I adotadas (por exemplo, as apresentadas
nas equagdes (16), (17) e (14), e as aproximagOes acima, obtém-se
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as matrizes elementares Ni; R e Di, pelas relagoes (52}, (53) =
{49) gue serao utilizadas na construgac das matrizes elementares K%
Kik' Kik' fi e ﬂFi, como mostram as expressoes (82), (83), (84),(83
e (BsB).

Cabe salientar que as tensdes normais e tangenciais prescri-
tas na fronteira fornecem valores para as componentes do vetor F in

troduzideo na equagac ({(56).

Triangulo de Tensao Constante e Parametros de Fronteira

Fste elemento repete a interpelagac anterior, porém, utiliza
para parametros de interpolagdoc de tensdes, as tensdOes normais nas
faces do triadngulo. Comparado com o elemento introduzido no capitu-
lo anterior, fornece idéntica aproximagdo com um nimero menor de pa

rametros e equacdoes. Assim:

e o, o 017 (99)
Y; i (Mi]'l (100}
ol P P (101)
R L (102)
onde
ci s: 2c, s,
W el Y Zeus {103)
el s} 2c, 8,
(a) 3 (b) 4
a 4]
L4 i 1/ \Tz
2
.—-—-"-‘r.-.

[e ™

Figura 4. Tridngulo de Tensdoc Constante e Parametros de Fronteira
{a) Parametros de Interpolagido de Tensoes
{b) Direcdes de imposigao explicita do equilibrio
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-5,Cy 5,C, (ci-s])
e -5,C, 5,C, (ci-s?) (104)
\ -5,C, B,C, (c3-s2)

Salienta-se gue as tensdes normais prescritas formam o vetor
T introduzido na equagac (40), enquanto as tensoes tangenciais con
tribuem no vetor F (eguagao (56)).

Quadrilatero Formado por Quatro Triangulos de Tensao Constante

Este elemento € composto por quatro tridnguleos de tensdo cons
tante e portanto, a aproximagao € a mesma dos elementos anteriores.
Através de uma condensagio, reduz-se os oito parametros de interpo-
lagdo de tensbes e as oito equacdes de equilibrio para cinco parime
tros e quatro equagoes, tornando assim esta implementagao mais efi-
ciente. 0s parametros de tensao escolhidos sao

™ « {0, o, 9, o, aslT (105)

e as diregbes de imposicdo de eguilibrio

iR DS TR T (106)
conforme figura 5a e 5b.

O campo de tensbes no elemento pode ser dado por

T- (82 P € 79 (107)

onde T, T, 7€ o 74

sao 0s campos nos trianqulos a, b, ¢ e d.

Figura 5. Quadrilatero formado por Quatro Tridngulos de Tensdo Cons
tante. (a) Parametros de interpolagaoc de tensdes. (b) Di-
regoes de imposicdo explicita do equilibrio
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Precisa-se encontrar o operador Y; tal que
= . I
T=Y,T (108)
iT -
e a matriz de equilibrio B™" da relacao
Sl e (109)

Para tal, a partir das matrizes dos quatro elementos de tensdo cong
tante, pardmetros de fronteira (Capitulo anterior)

P = Y; o : ‘BnT ™ = g% , com ua=b,c,d,a (110)

dadas pelas equagdes (100) e (102), pode-se obter o equilibrio para
o quadrilatero, ou seja

B T -5 (111)
onde
QT d al _aT o
B s ¥ Lg B Lp {112)
a=a

T

T =[o, 03 Oy oy Oz Oy O3 Oal (113}
T

E=lty Mg Ta In Xy T Ty 2alT e (114)

£ importante observar agui que dentre as guatro equac¢des internas,
isto &, continuidade da tensao tangencial nas diagonais, existem
apenas trés independentes. Em consequéncia, a condensacado elimina
gquatro egquagoes e trés incognitas.

Dentre as componentes de T e S, reconhecem-se elementos de
e si, e componentes que serao condensados ou eliminados, que

agrupam-se nos vetores ° e s°. Assim

i o, T a T

T =t 19 : s = I8t 5% 1) (115)
sendo

T = [0g 0; 04l H 5 = [15 15 Tj] (116)
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A equagac (109) fica entaoc

[
=]
L}
[

S B B T
v vo

o] T T o

s = Bov BO T (117)
T T

Tg BBV BSD

A imposigdo de equilibrio interno, s°=0, possibilita a condensacio,
resultando em

iT T P o Thed

B =B, - BVGIBO} B o (118)
X v R O 1]

Yo = Yy = YTtBo} . e (119)

onde Y; e ¥< resultam de agrupamento similar aoc anterior em YQ ou

T T
seja,

= [YT ¥l (120)

O tratamento das condigoes de fronteiras e idéntico ao do
elemento anterior.

Um elemento andlogo, utilizado por Dang Hung, foi proposto
por De Veubeke [7].

Triangulo de Deformacao Constante

Este elemento possue campo de deslocamentos linear continuo
entre elementos e campo de multiplicadores plasticos constante e
descontinuo entre elementos. A uUnica restrigdo do principio cinemd-
tico, a ndo negatividade de A\, é satisfeita em todo o elemento, pe
la restricao sobre os parametros de interpolagdo para AA. Os parame
tros de interpolacdo utilizados sdo os deslocamentos nodais nas di-
regoes globais. Desta forma

ot s [y O i, O, B uE]T (121}
=Yz 0 ¥y 0 Y3, 0
by, = % 0 X e 0 . (122)

Xyz =Yy, =Xy 4 ¥y, X5, =¥,
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i
Sl A T (97)
YA = 1 (98)
onde
xij -, - x) : 15 ° ¥y = Yj {123)

Com as matrizes N, R e ﬁ, introduzidas anteriormente, e a
aproximagao (122), pode-se obter as matrizes Ki, Kil' Kil e gt pe~
las relagoes (32), (33), (34) e (26), necessarias para a solugac do
principio de minimo (30).

Quadrilatero Misto, com Tensao Constante e Deslocamento Bilinear

Adota-se para tensdes e multiplicadores plasticos, aproxima-
¢des seccionalmente constantes e descontinuas entre elementos, e pa
ra deslocamentos, seccionalmente bilineares e continuas entre ele-
mentos.

Os parametros de interpolagdo sio as componentes de tensdo e
os deslocamentos nodais nas diregdes globais e o valor do fator de
plastificagdo no elemento. Desta forma

i T
p e [ox uy nyl (124)
YT = 1 (125)
i T
W a [y BE M, My Ny U Wy U (126)
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Y = (127)

k.

X

Figura 7. Quadrilatero Misto

onde

hy = 0.25(1+r) (1+8) : h, = 0.25(1-r) (1+8)
(130)
h, = 0.25(1-r) {1-8) ; hy = 0.25(1+r) (1-8)
r,s: as coordenadas naturais no intervalo [-1,1]. Assim
ah, ah, ah, sh,,
ix 0 ax 0 X 0 Ox “
sh, ah, 5h, ah,
DYL\ = ] ‘—5-}—; [} W 4] 5y o “5-)—'- (131)
oh, 3h; 3h, dh, Bh, 8h, 3h, 3h,
ay oy 3y ox dy X oy EES
L T
S [ P Y ln ] (97)
£
¥y = 1 {98)

Substituindo-se as aproximagdes acima e as matrizes D; N e R
nas relacgoes (49), (52) e (72) possibilita a construgdo das matri-
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zes elementares K, Ks-ﬂ\ e K’fm em {90), (91) e (92) e assim pode-se

resolver o principio de minimo (8B).

i o |
2 I 1 -
3 T i
-— E/0y = 666,67 g
Vo= 0,3
T — g 3
Figura 8. Placa com entalhe em V tracionada
{medidas em milimetros)
APLICACOES

Uma placa com entalhe em V & submetida a uma tracdo unifor-
memente crescente até o colapso. A equagac constitutiva utilizada

corresponde & linearizagdo da fungdo de escoamento de Tresca com 12
modos. Os resultados sao apresentados nas Figuras 9 a 12.
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J/

[ /

| |

(a)

(b)

Figura 9. Malhas de Elementos Finitos utilizadas. (a) 42 quadrilate
ros formado por quatro triangulos de tensao constante(12
graus de liberdade). (b} 163 triangulos de deformagdo cons
tante (182 graus de liberdade)

G,IZa

o5
,ayl a

X

Figura 10. Distribuic@o das tensdes axiais na secdo do entalhe para
as discretizacdes de equilibrio e cinematica
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0.6

P

0.945

(Tres

tes de carga

r

a0 para niveis crescen
de quadrilateros de equilibrio,

Figura 11. Evolugac da plastificacg
com a discretizagao

ca-12 modos)

FAY AT AT VNN
PAVAVAVAVEN N RN

TATTANNY
K4’ aVAVATANANAN

ga com a discretizacao de triangulos de deformagao cons-

Figura 12. Evolugdo da plastificacgdo para niveis crescentes de car-

{Tresca-linearizacao com 12 modos de escoamento)

tante.
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CONCLUSOES

0 desenvolvimento apresentadc tem como justificativa princi-
pal mostrar, em uma forma compacta, os metodos de resolugao, salien
tando-se passo a passo as aproximagbes introduzidas. Em particular,
foram discutidas as discretizagdes do processo de carga e do conti-
nuo e as aproximacdes na relacao constitutiva. Note-se que cada uma
destas contribuig¢bes foi apresentada isoladamente, permitindo-se uma
melhor avaliagdo da sua influéncia. Os algoritmos numéricos surgem
naturaimente guando identificada a estrutura do problema discreto.
Um ponto gque deve ser salientado, é gue a formula¢do apresentada in
clui a consideragdo de admissibilidade plastica e descarregamento
elastico local, n@o necessitando para tal de corregoes adicionais.
Além disso, no processo de solucgdo ndo aparece a necessidade da uti
lizagdo de alguma "matriz tangente", que no caso de elasto-plastici
dade ndo existe ja que a formulacdo em deslocamentos envolve um fun
cional nao diferenciavel. 0Os treés enfogques formulados, a saber, o
de equilibrio, o cinemdtico e o misto, tem particularidades que po-
dem ser aproveitadas em problemas especificos,

0 modelo de equilibrio, pouco usual na literatura, apresen-
tou, no exemplo mostrade, melhores resultadeos com uma malha  menos
refinada. Na fase elastica, a concentragdo de tensdes foi melhor de
tectada. A utilizacdo conjunta com uma descrig¢do cinemdtica, permi-
tiu obter-se um intervalo seguro para a carga de colapso. Limites
teéricos para a carga limite associada a fun¢ac de escoamento sec -
cionalmente linear utilizada, podem ser calculados a partir da sclu
gao analitica para a funcao de Mises [7,9]).

E importante observar gque, para calcular cargas limites, o
método correto e mais eficiente consiste na aplicacdoc da Teoria de
Analise Limite, utilizando-se as mesmas aproximagoes. Este procedi-
mento ja foi implementado e estda descrito na referéncia [1],
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ABSTRACT

Migration of moisture in polymers subjected to concentration and temperature
gradients was investigated numerically. This work was motivated by the moistening
problem which may occour in juncticns of electrical cables operating submerged.
Conservation eguations describing heat and moisture migration were simplified
considering the properties to be constant, and were written in dimensionless form.
The results were presented as a function of a geometrical parameter, and the
Posnov number. The Posnov number compares the importance of the concentration
gradient to that of the temperature gradient in driving the water movement within
the resin. From the results the variation with time of the moisture profile in
the resin could be obtained. For the PIRELLI-3B2 polyurethane resin it was shown
that the steady state is reached after a period of approximately J3.5 years.
Furthermore, during steady state, the moisture content at the surface of the cable
in operation is around B%.

RESUMO

A migragdo de umidade em polimeros submetidos a gradientes de temperatura e comn-
centragdo é investigada numericamente. O presente trabalho foi motivado pelo pro
blema de umidecimentc gue pode ocorrer em jungdes de cabos elétricos gque operam
submersos. As equagdes de balango associadas a migragdo de calor e umidade foram
simplificadas considerandoc propriedades constantes, e foram escritas em forma adi
mensional. Os resultados sdo apresentados como fungdo de um parimetro geométri-
co, & do nimerc de Poshov. O nimerc de Posnov compara a importdncia entre os gra
dientes de concentragdo e temperatura no movimento da dgua no interior da resina.
A partir dos resultados a variagdo com o tempo do perfil de umidade na resina po
de ser obtida. Para a resina poliuretana PIRELLI-382 fol mostrado gque o regime
permanente é alcangadc depois de um periodo de aproximadamente 3,5 anos. Em re-
gime permanente, o conteddo de umidade na superficie do cabo guando o mesmo esti
ver em operagdo e em torno de 8%.

Submetido em Margo/B7 Aceito em Margo/B8
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NOMENCLATURE
D, Diffusion coefficient associated with temperatura gradient
Dw Difusion coefficient associated with moisture gradient
J Total flux, equation (A.8)
3 Moisture flux, egquation (1)
k Thermal conductivity
M Velocity of meoisture front, equation (A.7)
Pn Posnov number, equation (15)
R Dimensionless radial coordinate, r/R,
R, Radius of cable, Fig. 1
R, External radius of resin, Fig. 1
r Radial ccordinate
s Dimensionless moisture content, W/Ws
g Dimensionless meoisture accumulated in region bounded by
£C+BC and EE
T Temperature
Tc Cable temperature
T“ Temperature of water that surrounds resin
t Time
At Time interval
W Mass of water per mass of dry polymer
o Mass of water at saturation per mass of dry polymer
W Moisture accumulated in region bounded by E§+At and E;

Greek Simbols

n
An
]
£
£

Transformed radial coordinate, equation (20)
Dimensionless width of control volume, Fig. A.1
Dimensionless temperature, equation (14}
Dimensionless radial location of moisture front, £*/R

Radial location of moisture front
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u} Density of dry polymer

d

L Dimensionless time, equation (8)

At Dimensionless time interval
Subscripts

E At location E according to Fig, A.1
e At location e according to Fig. A.1
P At location P according to Fig. A.2
t At time t

t+At At time t+4t

W At location W according to Fig. A.1
w At location w according to Fig. A.1
S, 0% At moisture front

4 At time [

CHAL At time C+AL

Superscript
& At time r, in Appendix A

Special Symbol
|| A,8|| Largest of A and B

INTRODUCTION

The present work deals with the migration of moisture in
polymers subjected to concentration and temperature gradients. This
investigation was motivated by a better understanding of the
absortion of water that, under certain circumstances, may occur in
polymers used to envelop junctions of electrical cables that
operate immersed in water.

Water absorption of polymer cause substantial change on its
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electrical and mechanical properties, and considerable attention has
been given to this problem. For a review of some relevant work on
polymer permeability onemay refer to [1-7].

Polymers in contact to a humid environment adsorb water,
Initially the water molecules are adsorbed on its surface and,
subsequently, the molecules migrate through the material, The
penetration of water into a polymer is facilitated by the fact that
water molecules are 10 to 10* times smaller than polymer molecules.
The transport of water in polymers occur by diffusion, and in the
present work, it is assumed to be governed by Fick's fundamental
law of diffusion.

In the presence of a temperature gradient opposing to the
concentration gradient, the tendence of water to move from regions
of high moisture content to regions of low moisture content is
counteracted by the tendence of water to move in the direction of
the heat flow. In the analyais that follows, the diffusicn of
moisture in the direction of the heat flow is taken to be
proportional to the temperature gradient.

In view of the previous discussion, the net flow of water in
polymers subjected to concentration and temperature gradients is
obtained by superimpeosing the two aforementioned driving potentials,
that is, temperature and moisture content. Mathematically, this can
be written as

J = =pq (D, VW+D, VT) (1}

where j is the moisture flux, Pa is the density of the dry polymer,
W is the mass of water per mass of dry polymer, T is temperature,
and Dw and DT are, respectively, the diffusion coefficients related
to the gradient of W and T.

In the sections that fellow, the constitutive expression for
diffusion of water in polymers given by eguation (1) will be applied
to a specific problem. Even though the case under consideration is
intended to model the migration of water in the insulation of
submerged electrical cables, the solution methodology to be
presented can also be applied to other branches of polymer
permeability.

The analysis to be presented is to be understoocd as an
engineering approach of the problem, and should only be employed as
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a first approximation of moisture migration in polymers in the

presence of temperature and concentration gradients.

FORMULATION OF THE PROBLEM

A schematic representation of the problem to be investigated
here is presented in Fig. 1. This figure shows a cross sectional
view of an electrical cable surrounded by a thick layer of a
thermoplastic material (shown speckled). The cable and the resin
are immersed in water at temperature Ty The cable temperature is
TC'

Water
At Tw

Figure 1. Schematic representation of the problem

At the beginning of the simulation the resin is completely

dry, and its temperature has a initial value of T,. As time passes,

the moisture starts to migrate in the direction oé the cable.
Simultaneously, the temperature field starts to accommodate to the
boundary conditions.

The moisture content in the resin is governed by the mass

conservation requirement which is given by
or, substituting equation (1) into equations (2},

AW
== =T tnwvwm,rv'r) (3)
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For the temperature distribution in the resin, the energy
conservation law requires that

e g—:' = Ve (kVT) (4)

where p, ¢, and k are, respectively, the density, specific heat,
and thermal conductiwvity of the resin.

in this simulation it is assumed that the development of the
moisture field in the resin lags well behind the development of the
temperature field, and that the thermal conductivity k does not
vary with W or T. Therefore, for the calculation of W, the
temperature field is taken to be developed and egquation {4) becomes
simply

V2T = 0 (5)

With this equation for T, equation (3) can be simplified to

W
I v°{DW?W] (6)

Now, considering that the problem is one dimensional in the
radial direction, equation (6) can be written as

oW d IW
3 " r o Ow ¥ 3 3

H|—=

The diffusion coefficient D depends on T and W according to
particular laws for each material. Therefore, solutions, that
consider the variation of Dy with T and W are restricted to specific
situations. The present analysis seeks a general understanding of
the problem which can be used as a first approximation to practical
situations. To this extent, the solution here will be obtained
using dimensional analysis, and DH will be held constant.

Egquation (7) will be made dimensionless by the following
change of variables

| » B o
;,,l " R e i gia (8)

R R? W
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where ws is the value of W corresponding to saturation.
The moisture conservation equation now takes on the form

w
7]
ar
w

.18

R (R

»
I

) (9}

@
Fal
|-
a|

R

Attention is next turned to the boundary conditions for
equation (9). At R=1.

S =1 {10)

For the other boundary condition it should be noted that,
initially, the resin is completely dry, and as time passes, the
moisture moves towards the center of the cable. To facilitate the
description of the boundary condition at the location of the
moisture front, Fig. 2 was prepared. The figure shows the location
£* of the moisture front at time t and t+At. At the moisture front
the moisture content is zero and the moisture flux is given by
equation (1). The moisture W accumulated in the region bounded by
the lines E; and £E+&t is equal to the moisture that crosses the
solid line in Fig. 2 during the interval At. Therefore, it can be

written that, at r = E:;

L] -
j = 0g WS (1)

Figure 2. Moisture front location at two different times for
boundary condition evaluation at the moisture front
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Equation (11) is an approximate expression for the boundary
condition at the moisture front which is suitable for the numerical
solution employed in the present work. As will be explained later,
equation (11) will be used to determine £*. It can be shown that
the exact expression for the calculation of £* is given by,

R

2
W

j - [ p dr (11a)
|r=R, gx(p) 9 9t

Even though eqguation (11a) is exact, its use is made difficult by
the fact that the unknown £* appears implicitly in the integration
limit.

Now, making use of equation (1), equation (11) can be
written as,

w88r _ _p (W - a7
WS = Dy re — Dplap)pa (12)

In terms of dimensionless variables, equation (12) becomes

g 48 _ _ (35, _ pp(28
B = —i5g) ~ Pnlgpl, (13)

in which the following dimensionless variables were introduced,

o B W
Sl s @ =7 7 {14

and Pn is the Posnov number [8] defined as

D_(T.-T.)
i e W (15)

Pw ¥s

Since the temperature field is assumed to be developed, the
derivative (QB/aR)E can be obtained from equation (5). A direct
integration of this equation together with the appropriate boundary
conditions yields
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98 = L (16)
R T TIR(R,/R,)

Substituting equation (16) intoc equation {13} results,

Fdg .. Pn _ (88
L e EIn(R,/R,) 3R ¢ (v

In addition to equation (17), the other boundary condition at
R=E is

§=20 (18)

The prescription of two conditions at the interior boundary
of the solution domain is a requirement in the formulation just
presented. The reason for this is the existence of two dependent
variables, £ and S, both functions of ¢ and R. Equation (17) will be
used to determine £, the inner boundary of the sclution domain. The
moisture content S will be determine from equation (2) and the
boundary conditions giwven in equation (10) and (18). The calculation
of § which appears in equation (17) is explained in the Appendix A
of the present work.

The formulation just described lose their validity beyond
the time when the humidity front has reached the inner radius R,.
From then on moisture accumulates in the whole resin. During this
period the boundary condition at R=R,;/R, is no longer given by
equation (17). Instead, the impermeability of the cable surface
requires that j=0, that is

Pn 45
R/ Inm75T ~ ‘3R gl K8

Equation (19) together with equation (10} are the two
boundary conditions for equation (9), for times beyond that when
reaches the wvalue R,/R,.

At this point the formulation of the problem has been
completed. In addition to the geometric parameter R,/R,, there is
only one parameter to be prescribed, the Posnov number Pn,

Attention will now be focused on the sclution methodology
employed to determined the moisture content S and the location £ of
moisture front.
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SOLUTION METHODOLOGY

The solution domain of the present problem is the region
bounded by the circles of radius 1 and £, where 1 is the
dimensionless external radius of the resin, and £ is the
dimensionless location of the moisture front as shown.in Fig. 3.
As time passes the moisture front moves towards the center of the
cable changing the solution domain. To avoid working with a
solution domain that wvaries with time, the following coordinate is

introduced,

_ R=E({z)

~ TEleT LG

Solution domain
of time ©

Figure 3. Solution domain of the problem at time [

It should be noted that n is a function of R and ¢, and
varies from 0 to 1. The use of n maps the physical domain into a
new domain; the length of the transformed domain remains equal to
1, that is, unchanged with time,

To write equation (9),in terms of the new coordinate , the
following relations are needed

3s

" a_sl 3—“l 25 4 E§-| w 3y B OE (21)
an v . dg i =

Ll
=



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n? 2 - 1988 143

%3
i

15 1 El a5
I = LA T TN L

l
2
5|

Substituting equations (21} and (22) intec equation (9)

results in

48 {”'1] df as 1 AR BS) (23)

The second term on the left hand side of eguation (23)
represents a pseudo convection associated with the movement of the
moisture front. This term has no counterpart in eguation (9). When
the moisture front reaches the inner radius of the cable, 4f/dr
becomes zero and the aforementioned convection term wvanish.

The boundary conditions for eguation (23) are 5=0 and 1 at
n=0 and 1, respectively. The velocity of the moisture front d4£/dcz
is calculated using equation (13) written in terms of n,

=l 1 A ___»en
SF. Rl =5 {Bn]n= FIn(R,/R; ) L%

As discussed earlier, for times beyond that when £ reaches
the radius of the cable R;, the boundary condition at R=R,/R,, i.e.,
n=0, is given by equation (19); in terms of n equation {19) becomes

Pn 1 a5 ]
o ——7—--—-]-—-—(.--—7-—--]-(Rl R TIn (R, 7R, - ——E—”_ j ['é‘r:[')nno = 0 {25)

At this point the differential equation of the problem is
ready to be integrated. This integration will be performed
numerically and the method employed here is the finite volume
approximation. Some highlights of this method will now be presented.
For more details reference should be made to [9].

Initially the solution domain is subdivided in small non-
overlapping control volumes. Next, equation (23) is integrated over
each one of the control vnlumes. Details of this integration is
presented in Appendix A of this work. Equation (23) is parabolic
with respect to the variable ¢, and a fully implicit scheme was
adopted for the integration on ¢.

From the integration of the differential eguation results an
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algebric equation for each control volume in the solution domain.
The set of all algebric equaticns together with the boundary
conditions were solved using the Tri-Diogonal Matrix Algorithm (see
Appendix B).

The solution is obtained by starting with known values of
S at £=0. With this § field, the velocity of the moisture front,
di/dr, is calculated using equation (24)., The discretization form of
equation (24) is also presented in Appendix A (equation (A.27)).
Knowing df/dz, the location of the moisture front at {+Af{ can be
determined from

£ £, 4 tg-%mc (26)

g+dz T g

where A7 is the time increment. With the new value of ¢, and the
value of df/dr, the discretizationequations for the moisture S are
solved to obtain the 5 field for time [+Ar. Next, this S field is
used to calculate a new value of df/dg, and the procedure repeats,
marching with time, until the steady state has been reached.

For the numerical computation, the moisture content equation
was solved using 20 grid points in the region 0s5ns1. In the
direction, the grid encompassed about 10000 points until steady
condition was reached, Aside from the accuracy test involved with
step size studies, comparison were made for the steady state
condition with the analytical results. The computed steady moisture
profiles agreed to within 0.1% with the analytical results.

The solution methodology described here, have recently been
applied to a problem of moisture migration in an unsaturated porous
medium (10].

RESULTS AND DISCUSSION

The presentation of the results will be divided in two parts.
In the first part, general results for the moisture migration will
be shown and discussed seeking an overall understanding of the
phenomenon. Next, will follow the presentation of the results for
the specific problem that motivated the present work, that is, the
migration of moisture in the PIRELLI - 382 polyurethane resin.

The first result to be presented is the variation of the
moisture front location with time for various Posnov numbers. To
this extent, Fig. 4 and 5 were prepared; Fig. 4 is for R,/R;=2 and



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Val. X, n? 2 - 1988 145

Fig. 5 for R, /R =4.

As seen from the figures, as time passes, the moisture front
moves towards the center of the cable until steady condition is
reached and £ no longer varies. The depth to which moisture
penetrates into the resin increases with decreasing wvalues of Pn.
This result can be raticnalized by observing that the temperature
gradient drives the water outward, whereas the moisture content
gradient drives the water inward and that the Posnov number is a
measure of how these two driving potentials compare to each other.
For large values of Pn most of the resin remains dry, and for small
Pn the hole resin gets wet.

Another feature of Fig. 4 and 5 is that, for Pn=1, the steady
state is reached with E=R;/R,. This is an expected result, and will
now be demonstrated.

The solution of equation (9) for steady state is

5=1- 1InR (27)

Pn_
1ng
From equation (27) it can be seen that the value of Pn that yields
S=0 at R=L=R,/R, is Pn=1. This results is independent of R,/R,.

For Pn<1 the moisture front hits the cable before steady
state has been reached. The value of Pn=0 corresponds to the
situation in which there is no temperature gradient in the resin.
From the figures it is seen that, as expected, the curve for Pn=0
presents the steepest variation with time.

Figure 6 was prepared to show the variation with time of the
dimensionless moisture content S at the cable surface. Results for
five Posnov numbers are ploted in the figure. For Pn=0 the steady
state is reached when the whole resin is saturated, that is, 5=1.
This is so due to the absence of the temperature gradient to oppose
the tendence of water to move from regions of high moisture content
to regions of low moisture content.

For the steady state, the moisture content at r=R; is
related to the Posnov number through the following expression,

s =1 - Pn (28)
r=R,

The previous expression is easily obtained from the steady state
solution of equation (9).
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04 L L
10° 16* 163 162 16" 1

Figure 4. Variation of moisture front location with time for variou
Posnov numbers and for Ra/R;=2

05 l-c "l -
10 10 10 o] 10 T |

Figure 5. Variation of moisture front location with time for various
Posnov numbers and for R;/Ri=4
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Figure 6. Moisture content at the cable surface plotted versus the
dimensionless time for various Posnov number and R;/R;=4

Profiles of the moisture content in the resin are presented
in Figures 7 and 8. The parameter on the curve is the dimensionless
time z. Both figures are for R,/R;=4. Figure 7 is for Pn=0, and
Figure 8 for Pn=0.5.

On overall examination of Figures 7 and 8 shows that, for
times beyond that when the humidity front has reached the cable
surface, the curves for Pn=0 present different concavity than those
for Pn=5. This feature of the moisture content profiles can be
understood by returning to eqguation (19). From equation (19), the
impermeability condition at the cable surface can be written as

Pn
- (29
Ry /R (R1/Ra)1n(Ra/Ry) l

ar
w

l

a»
=

In the absence of a temperature gradient, Pn=0, and 35/3R=0 as seen
in Figure 7. For Pn>0, 3S5/3R>0 which yields the profiles with
negative concavity of Figure 8.
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Attention will now be focused on the results for the
migration of moisture in the PIRELLI-382 polyurethane resin. To
apply the present anlysis to a specific material, the transport
coefficients Dy and Dy must be known. 1In what follows, these
transport coefficients were obtained indirectly, using the results
of the design-oriented experiment of Sanches ([11].

Figure 7. Local moisture content in the resin with time as parameter;
Pn=0 and Ri/R;=4
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Figure 8. Local moisture content in the resin with time as parameter;
Pn=0.5 and R, /R,=4

In his experiment, Sanches had two cables of the same
dimension, and covered with the PIRELLI - 382 resin. Both cables
were immersed in water at 25°C. One of the cables was heated and
kept at constant temperature of 70°C. The other cable was not
heated, and its temperature was the same cof the water, that is,
25°.

At the beginning of the experimental run, the cables with no
water in the resins were immersed into water, and the run was
started. After a period of 3100 hours, the moisture profile for
both cables were measured. At R=R,, it was found that the S value
for the isothermal cable and the heated cable was, respectively,
0.28 and 0.11. From this, the transport coefficients could be
obtained.
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To determine Dw and Pn for the PIRELLI - 382 resin under
consideration, the value of the Posnov number was set egual to zero
{isothermal situation) and the numerical solution was performed,
marching with time, until the 5 value at the cable surface reached
0.28, which happened for £=0.0981., Next, from the values of §, R,,
and t, D, was calculated from equation (8) yielding

Dy = 1.2 x 107" mi/s (30)
For completeness it should be noted that the value of D, measured
for a sample of the PIRELLI - 382 resin, ranged from 107 to

10" 'm? /s depending on temperature [11].

The next step was to determined the Posnov number. Knowing
that for £=0.0981 the S value at the surface of the heated cable was
0.11,a try and error procedure furnished Pn=0.26.

In order to illustrate the variation with time of the
moisture content at the surface of the cable for the PIRELLI - 382
resin, Fig. 9 was prepared. As seen from the figure it takes about
100 days for the moisture front to reach the surface of the cable,
when the cable is in operation. The steady state for both
! T

Polyurethane Resin

(Pirelli- 382)

= Ws = 011

= Qe R,=B.75mm
- R,=37.5mm
3'\
-

2 06 Cable gperating

Cable not operating
0.4

02 /

0 |

10 0 y *

10 10
Days
Figure 9. Moisture content at the cable surface as a function of
time for the PIRELLI - 382 resin
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situations shown in Fig. 9 is reached after a period of approximately
3.5 years. Furthermore, during steady state operation, the moisture
content W at the surface of the heated cable is around 8%.

CONCLUSION

The present work has dealt with a parametric analysis of
moisture migration in polymers, in presence of temperature and
moisture content gradients. For the investigation, the solution
domain was fitted in cylindrical coordinates, simulating the
moistening problem which ocecurs in junctions of electrical cables
operating immersed in water.

The governing eguations were written in dimensionless form,
and the sclution were obtained assuming the properties to be
constant. This method were adopted in order to obtain a general
understanding of the problem, and can be used to provide approximate
solutions for resins of different types. In this sense, the present
analysis is an engineering approach of the problem, and should only
be employed as a first approximation of moisture migration in
polymers.

For the numerical solution use was made of an implicit finite
difference procedure tailored to take account of the water movement
in the resin. Results were obtained as a function of two parameters,
the ratio R3/R; and the Posnov number Pn.

The depth to which moisture penetrates into the resin depends
on the Posnov number. For high values of Pn, the presence of the
temperature gradient dominates the migration of water, and most of
the resin remains dry. On the gontrary, for low values of Pn the
influence of the moisture content becomes stronger and the whole
resin gets wet.

When the present methodology was applied to the PIRELLI-382
polyurethane resin, it was found that it takes about 100 days for
the moisture front to reach the surface of the cable, when the cable
is transporting electrical current. During steady state, the
moisture content at the surface of the heated cable is around 8%.
This value is obtained after a period of approximately 3.5 years.
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APPENDIX A

DISCRETIZATION OF THE MOISTURE EQUATION

In this appendix attention will be focused on the
discretization of the moisture egquation. As previously derived, the
moisture conservation equation is given by

s n-1, d¢ as _ 1 3 3s
w9 ® RO W Ry (23)

The first step is to write equation (23) in a more

appropriate form for the integration., To this extent it should be
observed that

3s ) (E:l) df

_ 2 &8 oi o o0 BE
I = aw | e Bl Hai

2

n=1
(T:E}

Substituting equation (A.71) into equation (23), and noticing

that
% - T & S - Trepy 3¢ LO-Ds] &2l
it follows that
Rg [01-6)8] + R & ((n=1) $2 51 = orley & (R 25 (A.3)
Furthermore,

3 a e 2 £
R g [in=1) §8 81 = 2= [R(n=1) §E 81 «

+ (n=1) %% S (1-£) (A.4)

Utilizing equation (A.4), equation (A.3) can be writen as

E £l d 1 38
13 [R(1-E)5] + n {R[(n=-1} a% s - =y Fﬁl} =

= (n=1) {1-£) g-% s (a.5)
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or,
o [ROT=E18] & s (R = (IS0} B (2.6)
ar an ¥
where
» dg
o= (n-n) §2 (3.7)
i 1o HE
& g = (a.8)

It should be noted that J is the total flux of S which is
made up of the pseudo convection flux M S, and the diffusion flux
(-1/(1-£)]1(3s/3n). As discussed in the main part of this work, the
convection flux e related to the movement of the moisture front in
the resin.

The moisture equation (A.6) is now ready to be integrated,
This integration will follow the finite volume practice as
described in [%]. To facilitate the discussion, reference will be
made to the contreol volume depicted in Fig. A.1. This figure shows
a typical control volume in the solution domain.

i o sy

i
AR SR oo
S ’///J
2 //

h”;/ i ; j;’
S

Figure A.1. Typical control volume for integration of the
differential equation

E

The point P is located on the center of the control volume (shown
shaded) and has width An. Also shown in Fig. are points W and E,
the left (West) and right (East) neighbords of point P,
respectively.

Eguation (A.6) is now integrated over the control volume
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shown in Fig. A.1, yielding

Jc+ﬁc JE 5 L+ (e 5
[R(1=£)8]dnd; + J I (RI)dndg =
4 w L L w an
C+AL (e "
= J J {(1-E)Ms dndg {A.9)
4 W

Performing the integrals, and adopting a fully implicit
scheme for the integration on £, it follows,

{IRP{1-£}SP] - [apt1-£)sp]*}an + (ReJe—RwJu)nc -

- {1-slﬁpspanac (an.10)

Except for the term with superscript *, which refers to time
z, all quantities in equation (A.10) refer to time [+Af. The value
of Je and Jw are not known at this moment, and the next step is to
estimate these quantities.

To estimate Je it will be assumed that ite value is constant
between points P and E [12], that is

. 1 3
J=MS8S - =Y 5% © constant (A.11)
Equation (A.11) will now be solved using the following

boundary conditions,

At n

np * S = 55

P
(A.12)
At n ng * 5 = SE

A direct integration of equation (A.11) together with the
boundary conditions (A.12) yields

s-S, exp(ﬁt1-£)(n-n?ll-1

- Attt (2.13)
Sg-S;  exo[M{1-E} (n y1=1

E "B

Equation (A.13) can now be used to determine S, and (3as/an) .
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(s —SP) + SP

E

[ exp[ﬁe(1-€}(ﬂe—ﬂpll—1
S o
e

exp[MeU-E;} tnE—nP)]—1

188
{1-£) @n

[EXPEMEIT—C){HE-HPH ki
ES TR

e exp[ﬁe[1-€)(nE—nP]]—1

(A.14)

{A.15}

The flux Jd, can now be obtained by substituting equations
(A.14) and (A.15) into equation (A.11). Similar procedure yields
the flux Jw. From the wvalues of Je and Jw it follows that, after

rearrangements,

REJe - Rwa = (aE+aw+RBMe-Rwa}SP+ReMe—Rwa

(A.16)

Substituting equation (A.16) into equation (A.10), and

noticing that
RP[1-£)ﬂn - (I-E)Mphndg + {RbMe—Rwa]a( =

= RPI1—E]*an
the following equation is obtained,
N * ok
Bpbp = Hplp + Al * Sy

where

R M
e e

exp[ﬁe(T-i}(nE-nPI]—1

. anw exp[MWH—E) {nP—nW}]

a, = -
exp[Mw(1—E}[nP-nw1] -1
*
50 RP(1—E) [ﬂe—nw]
ap A
ap = ag + ay + ag

(2,17}

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)
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Since exponentials are expensive to compute, instead of
working with the expressions of ap and a, as given by equations
(A.19) and (A.20), the following approximations will be adopted,

Ra . 5 .
ag = ——————— || 0, [1-0.1(1-6) (ng-ny) [#[1° || - B (A.23)
(1-€) (ng=ny)

R o 5
ay = ————— || 0,11-0.1(1-¢) {ny-n) [f |17 || (A.24)
(1=£) (ny=n)

where the symbol ” ” stands for the largest of the guantities
contained within it. The previous equations for the coefficients ag
and ay yield results that are very close to the exact exponential
scheme. These approximations are known as the power law scheme and
were introduced by Patankar [9)., The power law scheme has been
widely used in the numerical solution of problems involving
convection and diffusion in fluid flow.

Equation (A.18) is the discretization form of the
differential equation (23). The coefficients that appear in equation
(A.18) depend on gecmetrical parameters and on the quantity M., To
calculate M it is needed the velocity of the moisture front df/dc,
which is obtained from equation (24). Attention now will be focused
on the discretization form of egquation (24).

Firstly it should be observed that equation (24) applies to
the control volume adjacent to the moisture front. A representation
of this control volume is shown in Fig. A.2.

The grid points shown in Fig. A.2 correspond to those at time
£+Ar;. Also shown in the figure is the location of the moisture front
at time ¢{. The moisture accumulated in the region bounded by the

lines £ and Ec is Sp, therefore,

C+AL

5 = Sp (A.25)

By the definition of the moisture front, SB-O. Now the
derivative (as/an}"=0 that appears in equation (24} can be written

as
S
a8 P
(53] = TEn/3) (A.26)
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Substituting equations (A.25) and (A.26) into equation (24),
it follows
Pn

]
ag o o L P + (R.27)
dc Sp | (1-E) (4n/2) E1n(R;/R3)

Figure A.2. Control volume adjacent to the moisture front

Equation (A.27) is the discretization form of equation (24)
and is employed to calculate the velocity of the moisture front
dag/deg.
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APPENDIX B

TRI-DIAGONAL MATRIX ALGORITHM

In this appendix it is summarized the algorithm used to solve
the algebraic equations found in the present work. These equations
are of the type of equation (A.18). For a datailed description of
the TDMA reference should be made to [9].

1. For the first grid point i=1, calculate P{1) and Q(1) according

to
ag (1} a;t1js;t1)
P(1}) =aP(1} . Q1) =—*;';T:|T-‘—-‘ (B.1)

2. Calculate P{i) and Q(i) for i1=2,3,...,N from

(i) Al (B.2)
P = B.2
a, (1 -a, (11B(i-1)
a¥*(1)s8* (i) +a (1} 0(i=-1)
ek e S M (B.3)

aP(i)—awii)P(i—H
3. Set S5(N} = QI(N}

4. Calculate S{(N-1), S(N=-2},...,5(2), S(1) from

S(N-i) = P(i-1)8(1) + Q(i-1) (B.4)
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SOLUCAO DE PROBLEMAS DE CALOR TRANSIENTE
EM REGIOQES INFINITAS ATRAVES DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO COM DUPLA
RECIPROCIDADE

Carlos Friedrich Loeffler
IME — Segdo de Engenharia Mecdnica

Webe Jodo Mansur
COPPE/UFRIJ
Programa de Engenharia Civil

RESUMO

O emprego da formulacdo de Elementos de Contorno com dupla recipro-
cidade & recente. Seus resultados mostraram-se satisfatdrios nas
aplicagdes realizadas para problemas transientes (propagacdo de on-
das elasticas e de calor), de autovalor e com cargas de dominio.
Neste trabalho apresenta-se uma extensdo da técnica para abranger a
solugdo de problemas transientes em meios infinitos. Com este pro-
posito foi adotada uma fungdo de interpolagio com decaimento parti-
cular que limita a discretizacao apenas a regido de interesse.

ABSTRACT

The application of Boundary Element formulation that wuses time-
-independent fundamental solutions to closed domains gives good
results to several kinds of scalar potential problems, such as:
eigenvalue, domain forces, transient heat conduction and wave
propagation. In this paper is presented an extension of this
formulation to infinite domains, analysing transient heat transfer.

Submetido em Janeiro/88 Aceito em Margo/88
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INTRODUCAO

Uma das caracteristicas mais vantajosas do Método dos Elemen-
tos de Contorno em comparagac com outros métodos numéricos consiste
na simplicidade gue oferece no tratamento de problemas de regides in
finitas. Nestes casos, devido a relagac entre o decaimento da funcgio
de ponderagao e o potencial envolvido, & possivel estabelecer as de-
nominadas condicbes de regularidade, permitindc limitar a discretiza
¢do apenas ao contorno da regido de interesse, que pode ser uma cavi
dade ou o borde de um corpo imerso em meio infinito.

Com relacdao aos problemas transientes, o emprego do solugdes
fundamentais dependentes do tempo na formulacdc do Método dos Elemen
tos de Contorno permite que sejam mantidas as mesmas vantagens obser
vadas nas aplicacdes junto acs problemas estacionadrios. Dependendo do
esquema de avanco escolhido, pode apenas ser necessario calcular in-
tegrais de dominio relativas a valores conhecidos [1,2].

Embora seja verificada a precisao e eficiéencia da formulagao
com solugdao fundamental dependente do tempo, a extensdo da formula -
cdo que usa funcdo de ponderacao independente do tempo - dupla reci
procidade - para essa categoria de problemas, apresenta-se como oOp-
¢do interessante, em razdo da sua extrema simplicidade, universalida
de e baixo custo computacional.

Entretanto, essa abrangéncia requer condicdes especiais que
ndo sdo exigidas na formulagdo guande da sua aplicagac as diversas
classes de problemas onde o dominio & limitado, cujos resultados fo-
ram satisfatdrios [3]. Isto porque ao contrario da formulagao com
ponderagao dependente do tempo, onde a solugdo fundamental, em razdo
do principio de causalidade, acompanha o avan¢o da frente de onda ru
mo ao infinito, na técnica da dupla reciprocidade o sistema interage
como um todo, requerendo o emprego de artificios apropriados para 1i
mitagdo da discretizacdo a um determinado setor do dominio.

Esses procedimentos incluem a adogao de fungdes de interpola-
gao especiais, com elevado decaimento, que tornem desprezivel a con-
tribuicao da integracgaoc ao longo do contorno infinitamente distante
e simultaneamente representem bem as propriedades do sistema dentro
da regido de interesse, durante o intervalo de tempo necessirio.

Para demonstrar a viabilidade da formulacdo, um exemplo repre
sentativo da condugao de calor em um meio bidimensional infinito foi
resolvido e seu resultado comparado com a respectiva solugdc analiti
ca.
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O PROBLEMA ESTACIONARIO

A equagao diferencial gue governa uma ampla gama de problemas
fisicos escalares estacionarios, incluindo-se a condugdo de calor em
meios isotrépicos, é denominada equagdo de Laplace, cuja expressdo €
dada por:

Viu(x) = 0 (1)

onde u é o potencial, que representa a temperatura nesse trabalho.

De acordo com o procedimento do Métcdo dos Elementos de Con -
torno a equagao (1) é ponderada por uma fungdo u*(f;x), denominadaso
lugao fundamental, e integrada sobre o dominio f1(x), passando a ser
expressa na forma:

J Viulx)u*(g;x)du(x) = 0 (2)
i

A solucdoc fundamental u*(Z;x) corresponde & solucac de um pro
blema correlato onde uma fonte concentrada & (£;x) & aplicada num do-
minio infinito, ou seja:

viu*(x) = -5(£:x) (3}
A resolucgado deste problema fornece:

u*(£:x) = - 511_- In ri£;x) : r=|£-x| (4)

Procedendo-se a duas integracgbes por partes na eguagao (2} e
utilizando-se o teorema de Green, pode-se escrever a equa¢ao integral
do problema unicamente em termos de integrais de contorno [3]. A ex-
pressao resultante fica:

ulg) + J ulx}g* (£;x)dr(x) - J gx)u*(&;x)dlr(x) = 0 {5)
r r
onde g*(i;x) chamado fluxo fundamental, & dado por:

1 ar(&;:x)
*(Fs s .
q (C;x) 21!1'{&’,:3(! n (&)

Admitindo-se p ser o raio de um circulo de contorno I (x),

[63
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centrado em £ e infinitamente distante deste, envolvendo a regiao(ou
reqides) de interesse, como mostra a figura 1, a equacdo (5) pode ser
escrita para os contornos Fo e I' , na forma:

u(g) + J utx}q*{E:x}drotxl —J qlxlu*tﬁ:x}dro(xi =
I r
Q o

" J qix)u* (£:x)dr_ (x) - J u(x)g* (£;x)dr_ (x) (7)
r 3o

G

Figura 1. Regido delimitada pelo circulo de raio p
envolvendo uma cavidade

A equacgao do problema podera restringir-se apenas ao contorno
I , se a segquinte condigao for satisfeita:

o
lim J [u* (£5%) g (x) —q* (£3%)u(x)]AT_ = 0 (8)
oo r‘w
Essa condigdo é obtida através do principio de Saint-Venant,
gue afirma que para regides suficientemente distantes do ponto de

aplicagac das solicitagoes, u(x) e g(x) tomarac o mesmo comportamen-—
to da solucdo fundamental correspondente a uma carga concentrada e a
sua derivada, respectivamente. Pode-se, entdo, verificar que a equa-
gao (B8) e satisfeita, pois as duas parcelas envolvidas se cancelam
mutuamente quando p+=, Uma dnica excegdo a esse comportamento surge

guandeo a sclicitagdo aplicada for auto-equilibrada.
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O PROBLEMA TRANSIENTE

A eguagao gue governa a transferéncia de calor transiente em
um meio isotrépico e homogéneo é expressa por:

Vig(x,t) = % dulx, t) {9)

at
onde u &€ a temperatura, t € o tempo e k € a condutividade térmica,
considerada independente das demais grandezas. Em funcdo do carater
transiente do problema, além das condig¢des de contorno normalmente

estabelecidas para regime estacionario, sdo definidas também condi-
goes iniciais tais que:

u{x,0) = uolx) (10

em todo o dominio (x).

A formulacdc integral da equacado (9), de acordo com o Método
dos Elementos de Contorno, expressa-se por:

ulgE,t) + J ulx,t)g*(£;x)dr (x} +
r

- I gix,t)u*(E;x}dl (x) = % j a(x,t)u*(£;x)da (x) (11)
L fl

y

onde o lado direito da equagdo (11) se compde de uma integral de do-
minio. O método da dupla reciprocidade objetiva substituir essa inte
gragdo no dominio por integra¢des no contorno. Para tanto represen -

tam-se as taxas de potencial por um somatdrio de fungOes na forma
[3,4,5]:
Qlx,t) = 39 (£)F (x) (12)

Introduzindo-se uma funcao wj{xl. gque & uma primitiva de
Fj(x], tal gue:

qp;'ii(x) = FI(x) (13)

A expressac resultante fica sendo dada por (4):
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u(E,t) + J ulx,t)gr(£;x)dr(x) - J gix,t)u*{&:x)dr(x) =
r r
o - [wjt&h] o3 (x)q* (€;x) AT (x)-[ nd (x)u* (£3x)4r (x) (14)
r
onde:
3y = 2000 (15)
n n

Com relagdo ao lado esquerdo da equacgdo (14), desde que sejam
atendidas as condi¢oes de regularidade, as integracoes ficam restri-
tas ao contorno Fo; tais condigoes, todavia, ndo atingem a parcela
transiente da equagdo, que em principio contém a contribuigdo do con
torno infinitamente distante T .

A escolha da fungdc FJ(x) poderia ser feita arbitrariamente.
Entretanto, no caso do regides infinitas, & através do estabelecimen
to adequado da funcao Fj(xl e suas derivadas que pode se tornar des-
prezivel a contribuicdo das integrais relacionadas ao contorno L

Adotando-se uma fungao Fj(xl na forma:

; 2¢, -r (a3, x)
Fr(x) = S L F (16)
(r(A”,x)+4C,)

onde C, € uma constante arbitraria cujas implicag¢des serao discuti -
das mais a frente; r(Aj,x) guantifica a distancia euclidiana entre
os pontos Aj, que determinam as fungoes de interpolagdoc, e o contor=-
no x.

A obtengdc das demais fungdes & feita mediante a solugdo da
equagdo (13), escrita a seguir em coordenadas cilindricas:

atpd ) 1 i) 2c,-r(ad,x)
+ - = 3 : {17}
ar? ¥ ar (r (A7 ,x)+Cy)

Foi considerada a independéncia de wj(x} com relagao a . So-
lugoes particulares da eguacac (17) fornecem:
(C; +2r (AF; x))

W) = - , ; (18)
2(r(ad;x)+c,)
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r (a3 ;x) 3x (5 ;x)

nd(x) = .
(I{AJ;XJ+CII an

(19)

O problema, entdo, resume-se a verificar se & possivel que:

lim { ['\Uj(x}q*(i:x)—nj(x]u*{!::xlldl"m[x) =0 (20)
oo J]'m

Para problemas hidimensionais, tem-se que:
ar(x) = |a|as,|da] = o(r) (21)

onde J & o Jacobiano. A ordem das demais fungdes envolvidas é:

u*(£;x) = 0(rR%) (22)
g*(£;x) = 0(R™") (23)
W = o™ (24)
nd (x) = 0(R™Y) (25)

Observa-se, portanto, que as parcelas da equacao (20) podem
se anular separadamente, pois a ordem de cada uma delas & R™'. Isto
e consequido desde gue os pontos Aj e L sejam estabelecidos suficien
temente distantes do contorno I' , de modo a garantir que:

r(Aj;x] = |Aj—x| —_ xarT (26)

rigix) = |g-x| —> = . xarl (27)

A cobediéncia as equagdes (26) e (27) & plenamente possivel,
pois tanto os pontos Aj guanto os pontos £ podem ser escolhidos arbi
trariamente, de modo a ficarem proximos apenas da regido de interes-—
se FG. Dessa forma, o limite posto pela equagao (20) pode ser atendi
do e, da mesma forma gue foi estabelecido para a parte estacionaria
da equagac de equilibrio (11), a parcela transiente fica representa-
da apenas em termcs de integrais no contorno Fo.

DISCRETIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL
Para discretizagdo da equagéo integral, considera-se o contor
no I'{x) dividido em elementos retos sobre os gquais admite-se uma va-
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riagdo dos pardmetros envolvidos no problema. Neste trabalho adotou
se um comportamento constante do potencial e sua derivada em cada
elemento. Também considerou-se constantes os valores de ¢3(x]e nJ{xL
embora tais fungdes possam ser calculadas exatamente; todavia, esse
procedimento reduz consideravelmente o esforgo computacional sem tra
zer qualquer prejuizo significativo a solugao.

Dessa forma, apds as operacbes necessarias [4], a eq. (14)
pode ser matricialmente escrita como:

Hu-Gg=¢ [Hy-Gql

(=2

(28)

0 valor da funcdo a pode ser obtide facilmente a partir da se
guinte relacgao:

& =F"u (29)

Isto & possivel desde que o nimero de pontos base para a fun-
¢do de interpolacgdo (Aj} seja igual ao nimerc de pontos nodais. i)
bastante atraente computacionalmente que ©s pontos Aj coincidam com
os proprios pontos nodais, embora nac haja nenhuma obrigatoriedade
nisto.

Cabe observar que a matriz E é fungdo apenas dos pontos : no-

dais e Aj; nenhum problema relacionado ao decaimente das fungdes es-
ta ai enveolvido.

Definindo-se

C =i [G n-H yIF (30)

Chega-se A expressio matricial definitiva:

&

(R =21

+ Hu = q (31)

CARACTERISTICAS DA INTERPOLACAO

A ordem das funcgdes utilizadas para interpolacdo determina um
forte decaimento a medida gque o valor de r aumenta. Como tais fun-
goes interpolam as propriedades "inerciais" do sistema entre os pon-
tos nodais e, principalmente, entre estes e todo o dominio, caso nio
sejam empregados valores adequados para a constante C,, apenas um

pequenc setor tera suas propriedades representadas adequadamente, ha
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vendo forte redugao nos valores das regides restantes.
Um bom acompanhamento do processo transiente durante o tempo
desejado pode ser feitc adotando-se valcres de €, da seguinte ordem:

b :
C, & S0[k+AL-T.] (32)

onde AL & o comprimenteo do elemento de contorno utilizado e Tt e o
tempo total de andlise.
A figura 2 ilustra esquematicamente a representacgdo das pro-

priedades inerciais em funcgdo da constante C,:

et WL

Figura 2. Decaimento das propriedades em funcao da constante C,

Um recursoc adicional para melhoria da representacao destas
propriedades consiste no estabelecimento de pontos de interpolacgdo
adicionais no dominio, proximeos a regido de interesse. Em razao do
dominio aumentar proporcionalmente com a distancia r de afastamento
da cavidade, no caso de regioes infinitas a utilizacao deste recurso
& extremamente necessaria. Também a técnica de sub-regides pode ser
empregada com essa finalidade obtendo-se resultados satisfatorios.

EXEMPLO

Com o pr0p651t0 de avaliar o desempenho da formulacgao, foi
analisada uma cavidade situada em meio infinito com fluxo de c¢alor
uniformemente aplicado em toda a sua borda. A figura 3 mostra as ca-
racteristicas fisicas e geométricas do sistema bem como a discretiza
¢ao empregada.

Foram empregados 24 elementos de contorno € 24 pontos de in -
terpolagac adicionais. Os valores de temperatura ac longo do tempo
na borda da cavidade foram comparades com a solugdo analitica cor-
respondente, obtida por Carslaw e Jagger [6]. Os resultados sao mos-
trados no grafico da figura 4.
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a(2,21 K= 1,0emYs

Qs I,O'ﬁ/{;m
(3,00

-

15,0 5,01 Xy

Figura 3. Caracteristicas do problema

ANALITICA
os ++ + ++ MEC

Figura 4., Valores de temperatura na borda ao longo do tempo

Nota-se a boa concorddncia entre os resultados obtidos com a
formulagdo desenvolvida e a solucgdaoc analitica. O valor de C, foi to
made igual a 50, sendo que para valores maiores a curva altera-se
muito pouco dentro do intervalo de tempo requerido.



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n? 2 - 1988 mm

CONCLUSOES

A possibilidade de se estender a formulagdo de dupla recipro-
cidade aos problemas de regides infinitas estava além da sua expecta
tiva inicial de utilizagdo. Isto porque diferentemente dos problemas
com dominio finito, s3oc necessarias caracteristicas especiais nas fun
coes de interpolacao para limitar a discretizacao unicamente ac con-
torno interno. Tais caracteristicas introduzem aproximacdes que, en-
tratanto, ndo prejudicam sensivelmente os resultados na regido de in
teresse durante o periodo requerido para analise do transiente de
resposta.

Para tempos de andlise razoavelmente grandes, & provavel sur-
jam discrepancias significantes gue fagam os resultados numéricos con
vergirem, de maneira artificial, mais rapidamente para o estado esta
ciondrio. Pouco precisos tornam-se, também, os valores do potencial
em pomtos afastados da cavidade.

Uma outra limitagdo da formulacgdo refere-se aos casos em gue
as condicoes de regularidade nao sao cbedecidas. Tal restrigaoc nao
existe no caso da formulacdao gque usa soluc3o fundamental dependente
do tempo.

De modo geral, todavia, a dupla reciprocidade mostra-se apli-
cavel também aos problemas de regides infinitas, oferecendo resulta-
dos com boa precisdo, além de outras caracteristicas relevantes, que
credenciam-na como opgac interessante e competitiva com outras formu
lagoes.
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RESUMO

Neste trabalho estuda-se o equilibrio de cabos submarinos submetidos
a agao de correntes, considerando-se o peso proprioe o empuxo de
Arquimedes. A tecria mecanica utilizada permite o estudo de proble
mas envolvendo grandes deformacdes, considerando ou nao a extensibi
lidade da estrutura. Os exemplos apresentados sdc resolvidos pelo
método do tiro, que €& bastante simples e eficiente paraeste tipo de
problema,

ABSTRACT

This paper deals with the equilibrium of undersea cable structures
submitted to the action of currents, taking into account the buoyant
force and the weight. The mechanical theory does not make restriction
on the size of the deformations and on the extensibility of the
structure. The examples analysed are solved numerically by a shooting
technigque which 1is very simple and effective for this kind of
problem.

Submetido em Setembro/1987 Aceito em Julho/1988
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INTRODUCKO

Cabos umbilicais, que sdo tubulagdbes flexiveis conectando uma
plataforma submarina a um poco de petrdlec, desempenham um papel im-
portante em exploracdes submarinas de petroleo. Existe grande inte-
resse no estudo do comportamento estatico e dinamico dessas estrutu-
ras sujeitas a carregamentos devido a acio de correntes marinhas, on
das, marés, a contatos com o fundo do mar ou outros cobstaculos, etc.

Neste trabalho estuda-se o problema de equilibrio no planc des
sas tubulacbes sujeitas a acao de correntes, levando em conta o peso
préprio, o empuxo, e considerando grandes deforma¢des. A extensibili
dade pode ser considerada ou ndo, sem um aumento na dificuldade de
obtengdo da solugdo numérica. A situacdo modelada & a seguinte:

Figura 1

0 modeloc aqui descrito, apesar de ndo considerar efeitos de
torcdo, parece descrever bem o problema de determinar a configuracio
de trabalho de cabos umbilicais.

Em [1], [2] o mesmo problema & abordado considerando um mode-
lo bastante simplificado; o problema & reduzido a4 minimizacdo de um
funcional.

O presente trabalho descreve a estrutura como um sistema de
sete equag¢des diferenciais ordindrias ndoc-lineares que & resolvido,
para condigbes de contorno apropriadas, pelo método do tiro. Este mé
todo & simples de ser utilizade e eficiente em problemas deste tipo.

Em [3), [4] discute-se, com detalhes, a modelagem do problema.
Aqui serdo descritas sumariamente as equagdes pertinentes.
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EQUACOES DE EQULIBRIO

dM dc
Ts 90

g% -Qgg * g (t-p sen @) = 0 m

]
gg + N a8 %% (-n-p cos 8) = 0

onde s @ [0,L] é o comprimento de arco na configuracac de referén -
cia, ¢ o comprimento de arco na configuraciao deformada, & o angulo
que a tangente a configurag¢ac deformada no ponto material s faz com
a horizontal, N € o esforgo normal, Q o esforgo cortante e M © mo-
mento fletor.

As forgas, distribuildas por unidade de comprimento, exerci-
das na tubulagdoc devido & agao de correntes sao modeladas pelas for
mulas de Morinson; t e n sao as forgas na dire¢do da tangente e nor
mal a configuragao deformada, respectivamente.

t = ([I/2)p Ct Dvicos a

na (1/2]lp Cn Dv2sgen a

v € o mbédulo da velocidade da corrente, a o &dngulo entre a tangen-
te 4 configuragdo deformada e a velocidade, p a densidade da Aagua,
Ct e cn coeficientes de atrito, D o diametro externo da tubulagao.
Aqui serao usados Ct=D.OD3, Cn-1.2 e p=1.026 Kg/m’.

A forga distribuida ao longo da tubulagac devido ao peso prd
prio é dada por p=(pc—np} g, onde Pe € a densidade linear da tubula
cao na configuragido deformada, A a area de se¢3o transversal da tu-
bulagdo e g a aceleragao da gravidade.

Usando-se a lei de conservacao de massa apresentada em [4],

obtem-se que

%% po= Lo~ %% Aplg

pois g% PPyt onde o, € a densidade linear da tubulagdo na configu
racao de referéncia. Dessa maneira elimina-se a incognita Pe do pro
blema.
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MEDIDAS DE DEFORMACAO E RELACOES GEOMETRICAS

As medidas de deformacio sido:

de
ES 1
(2)
k=3 " a

onde ¢ & o angule que a tangente a configuragdo de referéncia faz
com a horizontal.

Para o calculo da configuragioc deformada & conveniente a in-
triducdo de coordenadas cartesianas (x,y). Tem-se que:

dx dc
Az " T cos B

(3)

3
n
In

c
sen B

RELACOES CONSTITUTIVAS

Os materiais serdc considerados hipereldsticos, isto &,
supbe-se a existéncia de uma funcio energia de deformacgao
$: (-1,*) x R+R, regular e tal que: ¥ = §({e,k) e

N{s) = %% (e(s),k(s])

(4)
Ms) = 3L (e(s),k(s))

O potencial caracteriza o comportamentoc elastico do mate-
rial e € possivel determind-lo através de testes de tracdo e flexdo.
Neste trabalho sera adotado a forma classica: y(e,k)=(E/2) (Ae?+1k?¥)
onde E, A, I sdo o médulo de Young do material, a drea da segdo trang
versal da tubulagdo e o momento de inércia da secdo, respectivamen-
te. Neste caso tem-se N=EAe, M-=EIk.

Convém frisar que & possivel introduzir, sem problemas, ou-~
tros tipos de energia de deformacdo. A escolha deste potencial qua
dratico € devida ao desejo de comparar os resultados obtidos com [2].
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INEXTENSIBILIDADE
Se o sistema for adimensionalizado conforme (4], chega-se ao
sequinte sistema de equacgodes:

s = £(c,u)

U = (M* N*,Q%,0,c*, x¥,y*)

f = [-Q*(1-CN*), M*Q*-(1-CN*) (t*-p*cos 8), (5)
—MAN*4 (1-CN*) (t*+p*cos 8}, M*, 1-CN*,
(1-CN*)cos 8, (1-CN*)sen 8]

onde M*= (ML/EI), N*=(NL?/EI), Q*=(QL®/EI), p*=(pL®/EI), n*=(nL?/EI}),
t*=(tL’/EI), c*=lc/L), x*=(x/L}, y*={(y/L) e s*a(s/L). C=(I1/AL?*) e
um parametro gque mede a esbeltez e extensibilidade da estrutura.

A inextensibilidade € introduzida na teoria simplesmente con
siderando-se o parametro C igual a zero (C=0) [4). Portanto, ao con
trario de [2], nesta formulacgdo a introdugaoc da condigao de inexten
sibilidade ndo acrescenta nenhuma dificuldade ao tratamento do pro-
blema.

PRIMEIRA APLICACAO: CABO ENGASTADO SEM ACAO DE CORRENTES

Nesta secdo serac mostrados alguns resultades para um cabo
com os seguintes parametros mecanicos: EI=7000 Nm, [pr-An):?.ETKg/m
L=32.6 m, D=0.112 m.

Em todos os casos considera-se a estrutura inextensivel, sub
mersa no oceano, engastada nas extremidades, sujeita ac peso pro-
prio e ac empuxo.

Inicialmente serac usadas as seguintes condig¢des de contorno:

x(0) =0 + x*(0) =0
y(0) = 0m + y*(0) =0
8(0) + el0) =0 (6)

x(L) = xILm ~+ x*(1) = xL/L
y(L) =0 m + w*{1) =10
8(L) = 0 + 6{1) = 0

Uma solu¢io para o caso xL=6 m estd mostrada na figura 2.
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40 + + + 3 +
) 4 4
-4.0 | — .’
-80 | ‘
-120 "
L |
-160 | + + + +
=710 -3.0 1.0 5.0 9.0 13.0

CONFIBURACAO DE EQUILIBRIO ( UNIDADE—METRO)

Figura 2

Este resultado foi obtido usando-se o método do tiro simples
[4], [5), [6], |7]1. Detalhes sobre a implementacdo, convergéncia e
viabilidade do método estdo nessas referéncias e ndo serdo discuti-
dos detalhadamente nesse trabalho. © resultado foi comparado com o
obtido em [2]. Nesse caso as configuractes obtidas sdo praticamente
coincidentes e as diferengas sdo indiscerniveis dentro da precisio
do desenho apresentado.

Uma vantagem da formulacdo apresentada neste trabalho & que
ela possibilita a obtencde simultanea da configquracdo e dos esfor-
gos internos.

Nas Figuras 3, 4 e 5 estdo mostrados os esforgos internos as
sociados a configuracdoc da Figura 2. Esses resultados ndo foram ob
tidos em [2], no entanto & possivel avaliar a sua corregdo: verifi-
ca-se a simetria do problema (que ndo fol imposta nas condigbes de
contorno) e que os esforcos externos estfo equilibrados.
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Figura 5

Ao se resolver o problema formado por (5}, (6) considerando-
~se a extensibilidade, verifica-se que os resultados obtidos sac mui
to préximos dos encontrados no caso inextensivel.

Os erros obtidos sao menores que 0.1%. Isto se deve a lei
de comportamento linear utilizada e ao fato dos parametros meclni-
cos fornecidos implicarem num parametro de extensibilidade C bastan
te proximo de zero.

Portanto, usando-se uma lei de comportamento linear, se o pa
rametro C for pequeno (o gue acontece namaioria dos casos praticos),
os resultados obtidos serdo praticamente idénticos aos do caso inex
tensivel.

Apesar dos bons resultados apresentados pelo modelo formado
por (5}, (7), existem importantes limitacdes para sua utilizacao.

Um problema tedrico ainda ndc resolvido é o de como cologar
no modelo informa¢des gue impegam a existéncia de configuragbes de
egquilibrio onde a estrutura se interpenetra. Por exemplo, para o ca
so XL = 15m uma das solugdes estd mostrada na Figura 6.

Uma maneira de evitar esse problema sem alterar a teoria me-
cénica & através da modificacao das condigbes de contorno. O objeti
vo €@ restringir ainda mais as possiveis solucdes do sistema de equa
¢oes (5) eliminando, desta forma, os resultados indesejaveis.
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Figura 6

As seguintes condigoes de contorno podem ser usadas no lugar
de (6):

*x(0) = 0m + x*(Q) =D
y(0) =0m - ¥*(0) =20
g{0) =1 +  @10) =0
{7)
Q(0) = -lpp-RAp)Lg/2] N ~+ Q*(0) = Q(0)L2/EI
Xx(L/2) = xL/2m = x*{.5) = xL/2L
g(L/2) = 0 QB

Verifica-se facilmente gque a solucdo mostrada na Figura 2 sa
tisfaz {7) © gue nao acontece com configuragdo na Figura 6. As con-

digoes (7) eliminam, portanto, solugtes como a da Figura 6.
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Antes de concluir essa segao, devem ser feitas algumas obser
vagbes sobre a técnica numérica de solugdo.

0 método do tiro, aplicada nos problemas formados por (5},
{6) ou (5), (7), pode ni3o convergir se a estimativa inicial ndo es-
tiver dentro de uma determinada regido de convergéncia [7]. Este
processo de solugdo ndo &, portanto, incondicionalmente convergente.

Isto pode causar dificuldade para quem nio tenha familiarida
de com o problema. Um procedimento alternativeo para superar essa di
ficuldade sera descrito A seguir. Ele permitira, dentro de certos
limites, a obtengdoc da solugdoc de (5), {(7) através de um processo
incondicionalmente convergente.

Este procedimento se divide em duas partes basicas:

12 Parte

a) Resolver numericamente, através do método do tiro, o problema

formado pelas equagdes (5) e as seguintes condigoes de contorno:

x{(0) =0 m x*{0) =0
y(0) =0 m y*(0) = 0
8{0) = 0 p{o) = 0
(8)
a(ay = —[(pr—hp]Lq/E] N R*(0) = Q(O0)L?/ET
N(O) = O N N*{0) = 0
8(L/2) = 0 Gl.5) = 0

Essas condigbes permitem calcular a posigao x(L)=xL° a qual a es
trutura fica em equilibrio sem a agdo de forcas externas horizon
tais nas extremidades.

Neste caso o método do tiro se resume a procurar o zero de uma
fungdo real. De [4], [5] pode se verificar gue isso pode ser fei
to através de um processo incondicionalmente convergente.

Para Os parametros mecanicos fornecidos, o valor xLO cbtido e
«1%=19.162 nm.

2@ Parte
A solugac de (5}, (7) pode ser obtida a partir da solugdo co
nhecida de (5), (8) através do seguinte processo:
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a)

b)
c)

d)

e)

£}

Dado um nimero natural n diferente de zerc, define-se:

AXL = th—xLo)/n

i=1

% i-1

XL~ = xL7 ' + AxL

Resolver numericamente, através do métode do tiro, o problema for
mado por (5) e (7) considerando-se x(L]zxLi e usando-se como esti
mativa inicial os valores M*(0), N*{0) calculados na iteracdo an-
terior. Na primeira iteragdo utiliza-se como estimativa inicial
M* (0} e N*(0) calculados em (5}, (8).

i=1i4+1
i>n?
Sim + Para

. Nao + Volta a (c).

Para valores AxL suficientemente peguencs garante-se gue as esti-
mativas iniciais adotadas na etapa (d) estardo sempre dentro da
regido de convergéncia do método do tiro.

40 4+ + + + +
FS -+
o
—
-40
-8.0
e \\\‘\- ‘\:ri_fz’
-16.0 " 1 ; 4 ' 4
-20 20 €0 100 4.0 18.0

CONFIGURACDES DE EQUILIBRIO ( UNIDADE —METRO)
Figura 7
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A figura 7 mostra as configuragGes obtidas através desse pro
cesso para xL=5, 10 e 15 metros.

SEGUNDA APLICACAO: CABO ENGASTADO SUBMETIDO A ACAO DE CORRENTES

Os pardmetros mecinicos utilizados ser@c os mesmos da segdo
anterior. Da mesma forma, em todos os casos considera-se O cabo inex
tensivel, submerso no oceano, engastado nas extremidades, sujeito
ao peso proprio e ao empuxo. Nesta segdo, no entanto, serda conside-
rado o efeito da corrente, ou seja, v=0.

CondigGes de contorno:

x(0) =0 m - X*‘O] = 0
y(0) =0 m + y*{0) = 0
8(0) =0 - 6(0) = 0
(9)
x{L) =xLm -+ x*(i) = xL/L
y{L) = yL m + vy*(1} = yL/L
e(Ly =0 + g{1) = 0

-4.0

4 Y-0M/S V=10M/S 4

HR
A

-16.0 . s s + +
-4.0 o 40 80 120 140

CONFIGURAGDES DE EQUILIBRIO [ UNIDADE— METRO)

Figura 8
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A figura 8 mostra o resultadc cbtido através do método do ti
ro para v= {1m/s,0}, xL=10m, yL=0 m.

Nésta situacao o método do tiro também ndo & incondicicnal -
mente convergente.

Caso haja dificuldade na convergéncia, uma solugao de (5),
{9) pode ser obtida a partir de uma solucgac conhecida de (5), (7}

atraves do seguinte processo.

a) Dado um nimerc natural n diferente de zero, define-se:

AV = v/n
b) i =1;v? =0
c) vt o= e Aw

d) Resolver numericamente através do método do tiro o problema (5),
{9) considerando v=vi, e usando como estimativa inicial os valo-
res M*¥{0), N*(0) e Q*(0) calculados na iteragac anterior. Na pri
meira iteragao utiliza-se como estimativa inicial M*(0), N*(0) e
Q* (0) calculados em (5), (7).

e} 1 =1 +1

E) o Zoop 7

. 85im + Para

. N3o + Volta a (c).

Para valores Av suficientemente pequenos garante-se gue as
estimativas iniciais adotadas na etapa {(d) estario sempre dentro da
regido de convergéncia do método.

A figura 9 mostra o resultadoc para xL=10 m, yL=-10 m e as se
guintes velocidades da corrente: v={1m/s,0}; {-1m/s,0}.

Caso haja dificuldade na convergéncia, uma solugac desse pro
blema pode ser obtida a partir da solugdo conhecida do caso ante-
rior (onde yL=0 m) através do seguinte processo:

a) Dado um numero natural n diferente de zero, define-se:
Ay = y*(1)/n

b) i = 1; y*(1)° =0
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c)

a)

e)

£)
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yr (= yrm*? o+ gy

Resolver numericamente, atraves do método do tiro, o problema(5],
(9) , considerando~se y*(1) =y*ll]i e usando-se como estimativa ini
cial os valores M*{0), N*(0) e Q*{0) calculados na iteracic ante
rior. Na primeira iteracdo utiliza-se como estimativa inicial
M*(0), N*{0) e Q*(0) calculados em (5), (7), considerando-se
y(L) =0

1 =i+

i>n?
. Sim + Para
Nac + Volta a (c).

o
+ ]t 4
V= -1.0M/S
-40
-B.0 f//

Ve OM/S

- -
-12.0 — —

L / 4
-16.0

MR / verows
b -+

-200 + “+ : l +

~4.0 -2.0 20 60 10.0 14.0

CONFISURACOES DE EQUILIBRIO [ UNIDADE — METRO)

Figura 9

Para valores Ay suficientemente peguenos garante-se que as es
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timativas iniciais adotadas na etapa (d) estardo sempre dentro da
regidc de convergéncia de método.

CONCLUSOES

Os resultados demonstram gque o modelo apresentado descreve
muito bem o comportamento de cabos umbilicais em grandes deformacgoes.
Pode-se considerar, sem dificuldades, quaisquer tipos de apoios, de
carregamentos, propriedades variaveis, etc. Calcula-se com precisdo
a configuragao deformada e os esforcos (M,N,Q) aoc longo da estrutu-
ra e nos apoios. Nesta formulagdo, a inextensibilidade ndo acrescen
ta dificuldade alguma no problema, bastando considerar o parametro
C igual a zero nas eguacgdes (5). Nos casos onde a estrutura € muito
esbelta (isto €, onde C € proximo de zero) verifica-se que as solu-
¢oes dos problemas extensivel e inextensivel sdo bastante proximas.

As técnicas numéricas apresentadas neste trabalho permitem a
obtengdo de solugoes de forma simples. Os algoritmos, uma vez imple
mentados no computador, podem ser utilizados com eficiéncia por qual
gquer pessoa, pois convergem com facilidade.

A extens3c da formulagdoc para o tratamento do casoc dinamico
é imediata, a dificuldade sendo apenas de ordem computacional. Usan
do-se a mesma sistematica é possivel tratar o caso tridimensional,
levando em conta, inclusive, efeitos de torgao.

Para uma modelagem mais adequada resta a apresentacdo de ex-
pressoes mais realistas para a fun¢ao energia de deformagao y. Esta
gquestdo serd abordada, com detalhes, num futurc trabalho.

0 modelo aqul apresentado, gquando comparado com os existen -
tes na literatura, tem-se mostrado superior em termos de precisao,
custo, facilidade de utilizacgdo e versatilidade.
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LNCC/CNPq

Rua Laurc Muller, 455 - Botafogo

22290 - Rio de Janeiro, RJ

Tel.: (021) 541-2132 R: 148

06-08 Dezembro 1988

ENCIT 88 - Il Encontro Nacional de Ciencias Térmicas
Local: fguas de Linddia, Sao Paulo
Contato: Prof. Demétrioc Bastos Netto

INPE - Setor de Eventcs

Caixa Postal 515

12201 - Sao José dos Campos, SP

Tel.: {0123) 22-3977 R: 539

03~-06 Janeiro 1989

PACAM - Pan American Congress of Applied Mechanics
Local: PUC/RJ - Rio de Janeirc, RJ
Contato: Prof. Marce Antonic Souza
PUC/RJ
Departamento de Engenharia Ciwvil
Rua Margues de Sao Vicente, 225 - Gavea
22453 - Rio de Janeiro, RJ
Tel,: (021) 529=9325

Julho 1989

DINAME B9 - 30 Simpdsio sobre Problemas Dinamicos em Maquinas e Equipamentos
Local: a definir
Contate: Prof. Valder Steffen Jinior

Universidade Federal de Uberlandia

Departamento de Engenharia Mecanica

Campus Santa MSnica

Caixa Postal 592

38400 - Uberlandia, MG

Tel.: (034) 235-2858

05-08 Dezembro 1989

COBEM B9 - X Congresso Brasileiro de Engenharia Mecinica
Local: Rio de Janeiro, RJT
Contate: Prof. Antonio MacDowell de Figueiredo
COPPE/UFRJ
Programa de Engenbaria Mecanica
Cidade Universitdria
Caixa Fostal 6B5C3
21210 - Rio de Janeiroc, RJ
Tel,: {021} 2B0-8832 R: 412



PARA USC DA ASSOCIACAD

ASSOCIAGAO BRASILEIRA DE CIENCIAS MECANICAS Recebido
Soeretarts da ABCH - Biénio 1986-1987
Rua Marques de Sao Vicente, 225 - Gavea Aprovado
22453 - Rio de Janeiro - - Brasil
Tel.: (021) 259-5197 - Telex: 31048 PUCR BR
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FORMULARIO PARA AFILI1ACAD

D Socio Efetive
O Socio Aspirante

DADOS PESSOAIS

; Nome Data Nascimento
l CEnderego Av/Rua N2 El. Apt?
Residencial |cpp Cidade UF Pais Tel.:( )

FORMACAO ACADEMICA

- Titulo obtido Periodo
Graduacao —
Instituicao Pais
Mestrado O [T{tule obtido Per{odo
e/ou 2
Especial. O Instituigao Pais
Titulo obtido Periodo
Doutorade -
Instituicao Pais

ATUAGAO PROFISSIONAL

Cargo/Fungao
Instituicao
L Endereco
Comercial |Av/Rua NO Sala
CEP Cidade UF Pais Tel.:( )

Areas de, Especializacao
(Use codigo anexo A

(Indicar endereco para envio de correspondéncia)

Areas de Aplicagao
(Use codige anexo B)

| SUGESTOES / OBSERVACOES

Local Data Assinatura




1000

10
1010
1120
1130
1140
1150
1210
1310
1430
1510
1610

2000
2110
2210
23210
2320
2330
2340
2350
2410
2420
2810
2610
2710
2810

3000
3
3210
220
o
4370
3450

A
4110
4120
4130
4140
41560
4210
A 3041
4410
4420

4430
4440
4450

44500
4600
anG
420
4500

SO
5010
5020
5030
5040
5050
5060
5070
3110
5210
5220
5230
5240
5250
5260
5270
5310

ANEXO A

AREAS DE ESPECIALIDADE

FUNDAMENTOS E METODOS EM MECANICA
TEORICA € APLICADA

Mecan:ca do Continuo

Métoda dos Elementos Finitos

Métodos dos Elementas do Contarno
Métodos assintdtcos

Métodas das Deterengas Finitas

Cutros Mérodos em Mecanica Computacional
Métodas Estocdsthicos @ Eslatisticos
Muodelagem

Fundamentos de Analise Experimental
Merralogia

Geréncia de Projeios

DINAMICA E VIBRACOES
Cinematica e Dindmica

Vibragdes de Sohdos {Fundamentos!
Vibragdes (Elementos de estiuturas)
Vibragdes (Estruturast

Propagacio de Ondas @ Sohdos
Impacios em Sohdos

fdentdicacdo de pardmeiros de sistemas Mecanicos

Propagacio de ondas em Nuidos incompassivens
Fropagagdo de ondas em Hluidos compreens ivers
Interagdo solwa-fludo

Astrongutica (mecanwa celesie 8 orbiall
Explosdes & Balistica

Acustica

CONTRULE E OTIMIZACAD
Frajeto e Teoris de Sistemas Mecanicos
Sistemas de Controle Chima

Sisgmas de Contrale Adapialivo
Aphcagdes em Swatemas g Conlrole
Robatice

Oumizacio de S.stemas & Processos

MATERI&IS

Bromarer s

Materias Maalicos
Materiass Cerdrmicos
Materias Poliméricos
Materiass Canjugados
Canfurmaciu Mecdn ca
Cacacterzavdu e Controie Microesirulural
Comporraments Mecanicy de Materrs
Comuparamenio Mec de Mat em Baiwas Tempara
turas

Compaortamento Mec de Mat

om Altas Termpara

turas

Compaorramanto Mec, de Ma: sob Carregamenio
Marigvel

Comportamanto Mec de Mat sob Caregarmento
[inamica

Mecansmo de Fratura
Mecanica de Fratura
Ensaios Cestrutimvos
Ensaios Nap Oesteutivos
Corrosdn

MECANICA DOS SOLIDOS
Elastictade linear

Elasticidade nan-liness
Wiscoalashiodade

Plast:cidade

Woisco plasticidare

Meacinica de materias conugados
Mecanica de Meins Pornsns
Reologia

Cabos, hastes B vigas

Membianas, placas & rascas
Estruturas lgarall

Eatrutwas [Bm contatn com o solal
Esteutu s Isobe pmesas ou sernesubmersas |
Estiuturas |moues)

Estruturas Ivasas e cintencdes)
Mecarica dos solos (hisiea!

8000
8010
8110
8o
8310
8410

9000
9110
9120
89125
2130
9140
8150
9160
a2
9220
9310
3410

10000

GEOCIENCIAS

“"Micromeritics™

Meios Porosos

Geomecanica

Mecinica dos Abalos sismicos
Hidrologia, Oceonagrafia, Metearologia

ENERGIA E MEIO AMBIENTE
Combust iveis fossais

Sistemas nuclearas {fissfo)
Sistemas nucleares {fusdo)
Sistemas geotérmicos

Sistemas Solares

Sisternas edlicos

Sisternas de energia ocednica
Armazenamenio de enargia
Dhistribuigda de energia
Mecénica de fluidos ambiental
Mecénica de disp de ar e
residuos polugntes

BIOCIENCIAS

10110 Biomecinica

10210 Ergonomia

10310 Reabllitacdo

10410 Mecinica nos esportes

5320
5330
5410
5420
5510
5520
5530
5540
5610
5660
56865
510
5720
5800

6000
6010
6110
6210
6220
6230
6240
€250
6270
6310
6320
6410
6420
6430
6510
6520
6530
6540
6610
6660
6710
6810

1000
7010
FARIY]
120
130
7140
7150
7210
7210
7410
7420
7510

Mecanica dos solos (aplicagfes|
Mecameca das rochas

Efaitos aletro-magnédticos em mecdnica dos sdlidos
Elaitas 1érmicos em mecdnica dos solidos
Estabilidade de estruturas
Comportamento apds a flambagam
Esiados limires 8 cargas de colapsa
Acomodacin e acimulo de darn
Mecanica da fratura

Tribologia

Atrito e desgaste

Componentes de maguinas
Acoplamentos e juntas ndo soldadas
Analise experimantal de tensSes

MECANICA DOS FLUIDOS

RAeulogia

Hidraulica

Escoamenta ncompriensivel

Escoamento compr sensivel

Escoamenio rarefaity

Escoamento am meos porosos

Magneto nidrodindmico & plasmas
Escoamento multitdsico

Carnadas limitas com contorno solida
Camadas limites com contorno lives
Escoaments inlerng (tubos, canais, couette)
Escoamento nterne (bocais, difusares, . .}
Escoamento com superficie livie
Estabilidade do escoamento

Turbuléncig

Hidrodindmica de Veiculos e estruturas navais
Agrodinamiea

Mecinics dos Huidos aplicada a maqumas
Lubrificacia

Transentes Hidrdulcos

Técnicas experimentais e visualizagfo de escoamento

TERMD-CIENCIAS

Termodindrmica

Transporte de calor {eanvecgio monofasica)
Transporte de calor {convecgo bifésica)
Transporte de calor lcondugdo)

Transporte de cator (radiacio & modos combinados)
Transporte de calor [dispositivos @ sistermas)
Termomacanica de sdiidos

Transporte de massa lsem 8 com transporte de calor)
Combustdo

Combustio em leito fluidizado

Acionadores e dispositivos de propulsan



INots: Utilizando o1 chdigos sbaixo, sspecitigus » Ares de Aplicec Por plo: Um
Mecinica dos Fluidos |Familis B00O do Anexo A} stusndo na bres de Turbulncis {6520) deverd iher o Ares de

ANEXO B
AREAS DE APLICAGAO

de tuk B T

350 {Anexo B s estiver apli o em Proputslio).

010
020

Acistica e Controle de Ruido
AplicacBes em Biocinei

CAD
cam
Comp de Miqui

Controle Ambiental

Conwrole de Qualidade

Criogenia

Engenharia e F(sica de Reatores

Engenharia de Petrbleo

Engenharia Oceanogriafica

Equipamentos de Processos

Equipamentos Industriais

Fontes Alternatives de energia

Forjamenio

Fundicio

Garantia da Qualidade

IndGstria Textil e Tecnologia Correlatas

InspecBo e Certificacho

InstalacBes |ndustrials

Instrumentacio

Lubrificacio Industrial

Mancais e Rolamentos

Miguinas Ferramentas

Miquinas de Fluxo

Miéquinas Motrizes

Mecanica Fina

Metalurgia Geral e Beneficiamento de Minério

Metrologia

Mineracic e Metalurgia Extrativa

Orica

Pontes & Barragens

Processas de Fabricagho (estampagem, extrucdo, wefilagio)

Projeto de Estruturas

Propulsao

Prospeci8o + Perfuragio

Servo-Mecanismos, Controle

Siderurgia

Sistemas Hidrbulicos

Sistemas Pneumiticos

Soldagem

Solicitactes Acidentais (Efeito de Vento, Sismo, Explosdo, Fogo, Inundagio)
Tecnologia de Alimentos

Tecnologia Mineral

Transporte (excluindo velculos)
Transmissdo de Energia

Tratamento Térmico e Termoquimica
Tubulagdes Industriais + Nucleares
Usinas Hidroelétricas

Usinas Termoelétricas

Vécuo

Veasos de Pressio, Trocad de Calor, Eq
Veiculos (Terrestres, Espaciais, Mar/timos)

ip 1tos Dinamicos Pesados



Il ENCONTRO NACIONAL DE CIENCIAS TERMICAS

OBJETIVOS

° Divulgar a producao cientifica nacional na area de Ciéncias Térmicas.

® Promover o intercambio entre pesquisadores.

@ Incentivar o relacionamento das atividades de pesquisa com o setor pro-
dutivo nacional.

. Avaliar as perspectivas de evolucdo das Ciéencias Térmicas.

CALENDARIO

ATE O DIA 15 DE MAIO DE 1988
Os autores deverdo encaminhar seus RESUMOS, juntamente com 2 {duas) copias
xerox, seguindo fielmente as instrucGes.

ATE O DIA 15 DE JUNHO DE 1988
Os autores receberdao da Comissdo Editorial a confirmacdo de que seus resumos
foram aceitos e as instrugOes para a datilografia do trabalho na forma final.

ATE O DIA 0f DE SETEMBRO DF 1988
Os autores deverdo encaminhar seus trabalhos na versdo final datilografada nos
formularios proprios, fornecidos pelo INPE, para a Assessoria de Comuhicacdo
Social — Setor de Eventos.

ATE O DIA 15 DE OUTUBRO DE 1988
Os autores receberdo da Comissdo Editorial a confirmacdo de que seus trabalhos
foram aceitos.
Os prazos acima deverdo ser cuidadosamente observados considerando que
qualquer atraso implicard prejuizo do programa final de impressdo dos Anais
que deverdo ser distribuidos na ocasido do Encontro.
Todos os trabalhos sdo de responsabilidade de seus autores. A Comissdo ndo se
responsabilizard pela revisdo ortogrdfica ou por nova datilografia dos textos para
efeito de publicacdo,

.

INFORMAGOES E CORRESPONDENCIAS
O Instituto de Pesquisas Espaciais — INPE, Setor de Eventos — podera fornecer
quaisquer informac8es adicionais pelo telefone ou endereco abaixo:
Instituto de Pesquisas Espaciais — INPE — Setor de Eventos
Caixa Postal 5156 — 12201 — Séo José dos Campos — SP
Telefone: (0123) 22 9977 — ramal 539 — Telex; 123 35630 INPE BR

COMISSAO ORGANIZADORA

Demétrio Bastos Netto - Presidente
Mauricio Nogueira Frota - Vice-Presidente
Nehemias Lima Lacerda - 10 Secretéario
Paulo Moraes Junior - 20 Secretdario
Leon Sinay - Tesoureiro
Paulo A. de O, Soviero - Editor
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