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FORMULAÇÕES CINEMÁTICA, DE EQUILÍBRIO E 
MISTA PARA ELASTO-PLASTICIDADE EM TENSÕES 
PLANAS 
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RESUMO 

Métodos numéricos para a análise de tensões em um corpo elasto-plá~ 

tico, sob estado plano d e tensões ao longo do processo de carga, são 

desenvolvidos a partir de formulações variacionais. Estes princi­

pies de mínimo, cujas variáveis são incrementos finitos de desloc~ 

mentos, tensões e deformações plásticas,sãodiscretizados pelo MEF, 

e dualizados para mostrar que todos recaem em um mesmo problema de 

programação matemática. Vários elementos finitos, cinemáticos, de 

equilíbrio e mistos, para estado plano, são apresentados. Mostra-se 

uma aplicação em uma placa com entalhe tracionada. 

ABSTRACT 

Numerical methods for the stress analysis of an elastic-plastic body, 

u nder plane stress along the loading process, are derived from 

variational formulations. These minimum principies, whose variables 

are finite incrementa of displacement, stress and plastic strain 

fields, are discretized by the FEM and dualized to show that all of 

them lead to the sarne mathematical programming problem. Several 

kinematical, statical and mixed finite elements are presented. An 

application i s shown concerning a notched strip under traction. 

Submetido em Janeiro/88 Aceito em Abril/88 
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INTRODl)ÇAo 

O cálculo de tensões e deformações com modelos elasto-plást! 
cos, onde são levados em consideração os processos de deformação iE 
reversível ou plástica e o descarregamento elástico local, tem lar­
ga aplicação na análise de componentes mecânicos. Para estes mode­
los dois problemas básicos são identificados: a análise elasto-plá~ 

tica (ou incremental) [6,2] e a análise limite (6,1,3) . No primeiro 
são calculadas tensões em um processo de carga conhecido, e no se­
gundo é obtido apenas o valor do fator de amplificação das cargas 
prescritas que produz o colapso plástico. 

Neste trabalho, a análise elasto-plástica é desenvolvida a 
partir de formulações variacionais [4,2) cujas variáveis são os in­

crementos finitos dos campos de deslocamento, tensão ou deformação 
plástica. Sendo assim, estes princípios variacionais definem compl! 
tamente os métodos numéricos, exceto pela interpol{!.ç.ão espacial, o que 
não acontece quando se utilizam princípios em taxas que precisam de 
procedimentos adicionais para impor admissibilidade plástica ou ve­

rificar descarregamento elástico local [9]. 
A ênfase do trabalho é na aplicação destas formulações para 

estado plano de tensões, mostrando o desenvolvimento de alguns ele­

mentos finitos, cinemáticos, de equilíbrio, e m.istos, apropriados 
para esta situação. 

O enfoque escolhido para a formulação dos princípios varia -

cionais, que se convenciona chamar de otimização ou análise conve­
xa, permite estabelecer os problemas de programação matemática para 
os quais existem técnicas numéricas apropriadas . Em particular,o mé 
todo numérico utilizado (2), que procura a anulação do resíduo no 
equilíbrio iterando com uma regra do tipo quase-Newton, realiza o 

cálculo das deformações plásticas resolvendo problemas de compleme~ 
taridade linear a n!vel de cada elemento finito da discretização. 

São apresentados resultados para uma placa tracionada e com 
entalhes simétricos para alguns dos elementos propostos. 

C~TICA E EQOn.!BlUO; PARTICULARIZACA.o PARA ESTADO PLANO DE TER­

SOES 

Considere-se um corpo que ocupa urna região 8 do espaço trid! 
mensional. Assume-se que as deformações são infinitesimais e que as 

restrições no contorno asu são homogêneas e do tipo bilateral. 
Define-se o conjunto dos campos de deslocamentos poss!veis 
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como 

V = (u(x}, suficientemente regulare s ul as =0} que, neste ca­
u 

so, coincide com o conjunto dos deslocamentos virtuais. 

As derivadas com relação ao "tempo" t de u(x} representam os 

campos v(x} das velocidades passiveis, e são também elementos de v. 
O operador linear V relaciona a deformação E com os desloca­

mentos u, e em forma análoga, a taxa de deformação D com a velocida 

de v, que são elementos de w (conjunto das deformações e taxas de 

deformações), ou seja, 

E Vu D V v (1} 

No caso em questão, este operador é a parte simétrica do gradiente. 

Reconhece-se as forças L que podem atuar no corpo como o con 

junto (ã,b) das forças de superfície que atuam em as =aB-aB ; e as r u 
forças de volume . Chama-se potência externa sobre v a 

Pe = L(vl = J
8
E v dB + fau ã·v da8 

u 

A carga L pertence a V', espaço dual topológico de V. 

(2) 

Denota-se por T as tensões ou esforços internos, e por Pi a 

potência interna que representa-se por 

(3) 

Tem-se também que T pertence a W', espaço dual de w. 
Para definição de equilíbrio adota-se o Principio das Potên­

cias Virtuais:"a tensão T está em equilíbrio com a carga L se 

o Vv* e V (4} 

e ainda, 

Vv* e V (5) 

A part i r desta defini ção reconhece-se o conjunto de tensões equi l i ­

brada s com L 
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S(L) L{v*) Vv* e V}. (6) 

Dá-se o nome de estado plano de tensões, quando é possí ve 1 e!_! 

contrar um plano definido pela sua normal n para o qual 

T n o . (7) 

Portanto, reconhece-se 

W' = {T ~ w• I Tp n .. O} • p p 
(8) 

Seja Oxyz um sistema de coordenadas ao qual o corpo está referido. 

Neste caso, tomando-se n coincidente com o eixo z, as componentes 

não nulas serão o ,cr ,o x y xy 

RBLAÇÂO CONSTITUTIVA ELASTO-PIÁSTICA. PARTICULARIZAÇK.o PARA ESTADO 

PLANO 

O comportamento elasto-plástico de um material pode ser des­

crito pelas seguintes relações 

f {T,À) s o (9) 

T=ID <o-oP) (10) 

oP = fT ~ ( 11) 

f·À o f $ o À ?:: o ( 12) 

A equação (9) estabelece o critério de plastificação. A função f é 

de valor vetorial e cada uma das suas componentes representa um mo­

do de escoamento; sendo assim a desigualdade nesta equação se apl! 

ca a cada componente. O parâmetro À representa a história de defor­
mação plástica . A equação (10) exprime a proporcionalidade da taxa 

de tensão com a taxa d~ deformação elástica, onde o tensor de elas­

ticidade é chamado de ID. A equação (11) é a lei de escoamento, as­

sociada à funcão limite de escoamento f (fT é o gradiente de f em 

relação à T) . o número de componentes do vetor À é igual ao de mo-
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dos de escoamento em f . Note-se que o parâmetro escolhido para re­

presentar a história plástica é integrado no "tempo" t . A relação 

de complementaridade (12) impõe que a contribuição na taxa de defor 

mação plástica de modos inativos (ou elásticos, fj <O) é nula. 

Um tipo de função de plastificação conveniente é a seccional 

mente linear 

f(T,À) • NT T- HÀ - R (13) 

onde a matriz constante N = fT t em em sua s colunas os vetores nor­

mais aos modos de escoamento , o vetor R as respectivas distãncias à 

origem, e a matriz consta nte H•-fÀ contém os parâmetros de escoamen 

to do material. No caso de plasticidade ideal H é nula. 

No estado plano de tensões 

v o 

]) E 
1 -v' v o ( 14) 

o o 1-v 
2 

onde E é o módulo de elastic i dade do material e v o coeficiente de 

Poisson. 

O critério de Von-Mises para estado plano de tensões é defi­

ni do pela função de escoamento 

f (T) .. ( -
3
1 (o ' + 0 2 - o o ) + a• ) 1 /

2 

X y X y XY 
( 15) 

onde oy é a tensão de escoamento em tração e compressão pura. Esta 

função delimita um elipsóide no e spaço de tensões, mostrado na fig~ 

ra 1-a . Uma aproximação linear inscrita com 14 modos de escoamento 

para esta função é dada pelas relações 

A A -A -A o o o o c c -c -c o o 
N o o o o A A -A -A -c -c c c o o ( 16) 

B -B B -B B -B B -B o -o o -o -1 

R = [A A A A A A A A c c c c 12 nl (17) T 3 



tOS 

a xy 
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xy 
(a) (b) 

Figura 1. Critério de Mises. Linearização com 14 modos 

A " B c o ( 18) 

O critério de Tresca para estado plano de tensões é dado por 

f(T)=/(o-o)
1

+4o' - Ov • 
x y xy • 

( 19) 

A superflcie de escoamento correspondente, inscrita no elipsóide de 

Mises, é apresentada na figura 2-a. Uma linearização inscrita com 

12 modos de escoamento, apresentada em [4] é mostrada na figura 2. 

a 
xy 

Figura 2. Critér.lo de Tresca. Linearização com 12 modos 
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FORMULAC()ES PARA ANALISE KLASTO-P!ASTICA 

Nesta secão são apresentadas as formulações variacionais do 

problema de análise incremental elasto-plástioa . A divisão do pro -

cesso em passos de carregamento se faz necessária devido a que oco~ 

portamento do material é dependente da história das deformações 

plásticas . consequentemente , o problema é formulado como o cálculo 

do estado do corpo ao final de um incremen to de carga iniciado em 

uma situação em que os deslocamentos, tensões e deformações plásti­

cas são conhecidas. 

Na procura de soluções numéricas estes incrementos de carga, 

deslocamentos, tensões e deformações plásticas são necessariamente 

finitos. No entanto, é frequente achar métodos numéricos formulados 

como princípios variacionais em taxas que são complementadosoam ~ 

cedimentos , geralmente iterativos, destinados à ver ificação de ad­

missibilidade plástica das tensões obtidas, ou à realização de mod! 

ficações devidas a ocorrência de descarregamento elástico local. 

Entretanto, é possível formular principies variacionais em 

termos de incrementos finitos no tempo (6 ] , que definem completame~ 

te um método numérico, e constituem uma aproximação, com caracteris 

ticas conhecidas, para o processo elasto-plástico real . A seguir 

são apresentados alguns destes princípios de minirno. A sua relação 

com principies extendidos (3) em taxas fo i discutida nas r e ferên-

cias [2,3]. Para funções de escoamento seccionalmente lineares , eq. 

(13), as soluções obtidas por estes principies em incrementos fini­

tos garantem tensões finais em equilíbrio e plasticamente admissí­

veis; e também possibilitam a ocorrência de descarregamento elásti­

co local, desde que iniciado junto com o incremento de carga . 

A seguir, são enunciados estes principies para os incremen­

tos das variáveis deslocamento, tensão e multiplicadores plásticos , 

denotados por 6u , ôT e ll~ , e onde os valores no i nicio do pas so são 

identificados por um sub-indice t. 

A formulação cinemática da análise incremental elasto- pl ãst! 

c a consiste em achar llu e A>-. resolvendo : 

inf { f ( t ID Vllu • Vllu + t (NT IDN+H) llÃ • ll>-. 
llu , ó>-. Js 

sujeito a 

(20) 
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6u e V tü e A (21) 

onde A é o conjunto de funções ), não nega ti v as em todo B. 

A formulação de equilibrio (estática), dual da anterior, é o 

problema de encontrar a solução 6T e 6À de 

{J 1 -1 1 
sup [- 2'ID 6T•6T-- H 6À•6:1.]d 

6T,6Ã 8 2 (22) 

sujeito a 

t.T e t.S 6\ e A (23) 

V6À* e A . (24) 

As restrições neste problema são a condição de equilíbrio i~ 

cremental e a admissibilidade plástica das tensões obtidas no esta­

do final para o incremento de carga. Para esta Última restrição foi 

adotada a forma variacional, em lugar da forma local 

vx e S (25) 

porque isto será necessário para a discretização desta imposição . A 

formulação estática admite também a forma equivalente a seguir 

sujeito a 

6T e 6S 6À e A . (23) 

A formulação mista estabelece que 6u, 6T e 6À são a solução 

do problema 

sujeito a 
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llT 9 t:.S ( 23) 

O PROBLEMA ELASTO-PIÃSTICO DISCRETO 

Os problemas de otimização da secão anterior estão definidos 

em espaços funcionais de dimensão infinita. Soluções aproximadas são 

obtidas quando estes problemas passam a ser definidos em espaços de 

dimensão finita . Cabe salientar aqui que a introdução nos princi­

pias de minimo da condição de admissibilidade plástica também na for 

ma variacional permite a substituição de um conjunto infinito deres 

trições {por exemplo as equações (25)) pelo conjunto finito de ine­

quações correspondentes às bases de interpolação. Para a construção 

das funções de base utiliza-se o Método dos Elementos Finitos. Dis­

tinguir-se-à, a partir deste item, campos através da seguinte nota­

ção 

ü u{x) (indica campo de deslocamentos) 

reservando-se 

u (indica deslocamentos nodais) 

para vetares discretos. Em forma análoga para À 1 À, T, T 1 :Ê, f, i> 1 

JD, N, N e R, R. 

Formulação Cinemática Disc reta 

Propõe-se as seguintes interpolações 

(i c y 
u 

i 
u {28) 

para os campos de deslocamentos e de fatores plásticos, onde ui e 

Ài são os vetares de parâmetros de deslocamentos e multiplicadores 

plásticos do elemento i . Os operadores de interpolação Yu e YÀ po­

dem ser construidos utilizando-se o Método dos Elementos Finitos. 

Sejam u e À os vetares que coleoionam as componentes de ui e 
i i i 

À de todo o corpo e Lu e LÀ as matrizes booleanas que representam 

as relações de incidência entre estes dois vetares . Então 

i 
u (29) 
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Utilizando-se os campos aproximados (26) 1 o principio de mi-
nimo em incrementos finitos da expressão (20) 1 fica 

min [l 
llu 6). 2 

Kllu · llu -KUÀÓ À•llu+ 1 K llÀ •llÀ-f •6À-6F•6u) 
2 u t 

ÓÀ <: o 

onde 

n e 
LiT Ki Li Ki f (Oy l T J3 K z: Oy dB 

i:.1 u u 6 u u 

n e LiT Ki Li Ki J (f)y ) T lÔ KUÀ L N YÀ dB 
i;1 u UÀ ), UÀ B u 

n e 
LiT i Li i f T -T - N -KÀÀ z: Ku l<ÀÀ By), (N ID +H)Y ), dB 

i=1 À À 

n e 
LiTfi é Ki i i Ài - Ri f í u KÀÀ i::1 

). ÀU 

Ri J yT 
B À 

R dB 
n e 

LiT Fi F z: 
i=l u 

onde n é o número total de elementos e Fi a parcela referente e 
cargas de superfície e corpo no elemento i . 

O incremento do campo de tensões é obtido a partir da 

ção elementar 6u 1 e 6Ài como segue 

For.ulação Estática Discreta 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

as 

solu-

(38) 

A seguinte aproximação é proposta para o campo de tensões 

T (39) 
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onde YT é o operador de interpolação de tensões que pode ser cons­

truído utilizando-se o Hétodo dos Elementos Finitos; Tl. é o vetor 
-i de parâmetros de tensão do elemento i e Tb é a parcela referente a 

carga de corpo prescrita no elemento i . 

Agrupando-se em Ta os parâmetros de tensão de todo o corpo 

referente às cargas de superfície ã prescritas, em T os parâmetros 

de tensão de todo o corpo que estão livres de prescrição, pode-se 

obter os parâmetros de tensão do elemento i utilizando-se as matri 

zes booleanas L; e L! que representam as relações de incidência e~ 
tre estes vetores, ou seja 

Substituindo-se a expressão (40) em (39), a tensão em cada 

pode ser obtida por 

Ti yi 
T 

Li 
T T + Ti 

onde 

Ti YT Li 
a T a + -i 

Tb 

(40) 

ponto 

(41) 

(42) 

agrupa as parcelas devidas as prescrições referentes às cargas de 

superfície e de corpo. 

Já para o campo X, a aproximação proposta é 

(43} 

i e oom a utilização da matriz booleana de incidência LÀ, tem-se 

(44) 

onde À é o vetor que agrupa os parâmetros de escoamento de toda a 

estrutura. 

Utilizando-se as relações (39) e (44) , o principio de dois 

campos (22) toma a forma 

max [- tiD- 1 
6T · llT-6E •6T- t H 6À • 6>.) 

liT,t.À 
(45) 
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sendo 

e onde 

H 

N 

R 

f 
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BT ~T = óF + 6Fa + ~Fb (46) 

ft + NT 6T - H 6À - 6R S O (47) 

n e 
I 

i=l 

n 
e 
I 

i=1 

n 
e 
L 

1=1 

(48) 

(Di)-1 c f vT --1 dB 
J ~T ID YT 
Bi 

(49) 

(50) 

r yT H '8 À y ). dB 
i 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

NiT Ti - HiÀi - Ri - R 
(55) 

A restrição de equilíbrio, que é dada pela expressão (46) é 
obtida da condição de equilíbrio entre elementos como explicado a 

seguir. Seja Si o vetor que agrupa as tensões nos pontos de imposi­

ção explicita de equilíbrio do elemento i, e F o vetor global das 

cargas de superfície prescritas nestas direções . Se a matriz boole­

na ~ representa a relação de incidência entre as direções de impo­

sição explicita de equilíbrio do elemento i e as direções globais, 
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o equilíbrio de todo o corpo é dado pela relação 

n e 
í 

ic1 
F . 
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(56) 

os parâmetros de tensão 'ri estão relacionados com as tensões 

Si dos pontos de imposição de equilíbrio para o elemento i através 

da expressão 

(57) 

onde BiT é a matriz de equilíbrio elementar e S~ a parcela devida a 

carga de corpo. Substituindo-se (57) e (391 em (56), chega-se a 

(58) 

onde 

n e 
r.;.T BiT Li í 

i=1 T (59) 

n e 
LiT éT Li - í T 

i=1 F a a 
(60) 

(61) 

Frequentemente a montagem destas condições de equilibrio para a es­

trutura produz um sistema com equações redundantes , ou ainda, inco!!! 

pativel se as cargas não forem corretamente prescritas. A seguir 

mostra-se a necessidade de efetuar uma operação de redução das equ~ 

cões de equilíbrio redundantes, de maneira que a restrição de equi­

librio fique 

(62) 

onde BT é formada por todas as linhas de BT, linearmente independe~ 
tes. Admitindo por simplicidade que estas sejam as primeiras, então 

B " [B (63) 
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onde B e Br verificam as condições 

i ) Bu 

ii) Br 

o só se u o 

BU com u.j " O 

(64) 

(65) 

sendo U.j a coluna j da matriz U. 

Esta decomposição da matriz ã define o vetor de deslocamen -

tos duais rlgidos ur e as correspondentes reações Fr, tais que 

(66) 

Consequentemente, a cinemática obtida na dualização da condi 

ção de equillbrio não reduzida, descrita em termos do vetor ü con­

tém graus de liberdade de corpo rígido, as componentes de ur. Estes 

devem ser eliminados para se obter um problema bem condicionado, o 

que significa que, por exemplo, se consegue solução única na fase 
elástica do carregamento. 

A decomposi ção da matriz B, que determina B, Br e u, permite 

também verificar a consistên.cia das cargas prescrit as. Com efeito, 

a equação de equilibrio decomposta resulta 

F (67) 

donde, pela aplicação da propriedade (ii), tem-se 

Esta equação mostra que as reações prescritas Fr devem ser 

estaticamente compatíveis com as cargas livres prescritas F, ou ca­

so contrário, o equilíbrio é imposslvel. 

Finalmente, a i dentificação de graus de liberdade rígidos e 

a verificação de coNsistência das cargas podem ser realizadas me­

diante decomposições de Gauss, Q R, etc. da matriz ã (5]. 

!'MWI] ação JUsta Discreta 

O modelo misto pode ser construido a partir das seguintes in 
terpolações 

(69) 
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onde Yu, YÀ e YT são os operadores de interpolação que são construi 

dos através do Método dos Elementos Finitos . Substituindo-se (691 no 

principio (27) , tal formulação toma a forma 

max· 
llT 

170) 

(71) 

onde as matrizes,lD-
1

, H, N, F, ft são dadas pelas relações (49), 

(51 l, (52), (37) e (55) e ainda 

1 Y~ O Yu dB . 
B 

Hih'ooos DE SOLOÇJI.O DO PROBLEMA BLAS'.rO-PIÃSTXCO DXSCBB'l'O 

(72) 

Os problemas formulados na seção anterior podem ser solucio-
nados através da utilização de diversas técnicas. Utilizou-se 

um procedimento iterativo, para a solução de tal problema, que 

proposto por Feijóo e Zouain na referência [2] . 

Formulação Cinemática 

aqui 

foi 

O principio de 2 campos introduzido na seção anterior consi! 

te em 

min (l Kllu•6u-KUÀ 6À•llU+ l K llÀ · bÀ-f •llÀ-6F •llu] (30) 
llU dÀ 2 2 ÀÀ t 

6).<:0 (31) 

cujas condições de otimalidade sao 

(-KÀUllU+KÀÀllÀ-ft)•llÀ = 0 

ll>. ~ o 

(73) 

(74) 

(75} 

(31) 
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O procedimento iterativo (2) consiste em, encontrar fiu tal 
que anule a função residuo ~(Au), onde 

~(ó.u) Kó.u - KT ôÀ - 6F 
ÀU 

(76} 

e ó.À é obtido, para um dado ó.u, resolvendo-se para cada elemento o 
seguinte problema de complementaridade linear 

o (77) 

(78) 

Para anular a função reslduo são usados, por exemplo, métodos iter~ 

tivos do tipo quase-Newton . Para aplicação destes procedimentos so­

mente é necessário conhecer a regra de obtenção do val·or do resíduo 

para um dado ó.u , não sendo necessário a obtenção de qualquer matriz 

"tangente", que não existe por ser ~(ó.u} não diferenciãvel. 

Formulação Estática 

Através da dualizacão do principio em dois campos (AT,ó.À} 

apresentado na secão anterior 

1 -1 - 1 max [- 2 ID liT · llT-ó.E · ó.T- 2 H ôÀ · ó.À) 
ó.T,ó.À 

BT ó.T = ó.F + ó.Fa + ôFb 

ft + NTAT - HôÀ - llR ~ O 

(45) 

(46) 

{4 7) 

onde as variáveis duais sao interpretadas como as variáveis cinemá­

ticas ó.u e ó.À, chega-se a 

ó.À a o (311 
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onde 

K T 
KÀÀ = H + N D N . (80) 

O cálculo destas matrizes pode ser efetuado a nivel de elemento[10], 

porque 

LiT 
T 

Lj 
T 

1 I se i=j LiT 
T 

Lj 
T o I se i>'j (81) 

resultando portanto 

n e 
LiT Ki Li Ki éT Di Bi .K = r (82) 

i=1 F F 

n 
e 

LiT Ki Li KJ. 8 iT Di Ni 
KUÀ L (83) 

i=1 F UÀ À UÀ 

n 
e 

LiT i Li i = Hi + NiT Di Ni KÀÀ L K.\ :1. KÀÀ (84) 
i=1 À À 

n 
NT lO 

e 
LiT(NiT Ti-HiÀi-Ri-óRi-NiDi óEi) ft - óR - óE í (85) 

i=1 À 

recaindo-se em um problema análogo ao encontrado na formulação cin~ 

mática (equação (30)), pode então ser utilizado o mesmo procedimen­

to iterativo para resolvê-lo. 

Formulação Mista 

Reconhece-se no seguinte principio de três campos 

max min [-~lO óT•ôT- ~H 6.\•ÔÀ-NT óT•óÀ+Bóu • óT 
óT ÓU 1 ÓÀ 

ÓÀ i: o 

(87) 

( 31) 
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um problema de ponto de sela associado ao problema de mínimo 

(88) 

onde 

I< H + NT JD N . (89) 

Os mesmos argumentos da seçâo anterior podem ser usados para justi­

ficar o cálculo destas matrizes a nível de elemento. Desta forma : 

"e 
K L (90) 

1=1 

n 
e 

LiT Ki Li Ki 8 iT JDi Ni Ku.\ I c 

i=1 u UÀ À UÀ 
( 91) 

n 
e 

LiT i Li i H i NiT IDi Ni 
I< ÀÀ I Ku Ku + 

i=1 .\ .\ 
(92) 

Portanto, novamente recai-se em um problema análogo ao da formula -

cão cinemática (equação (30)), utilizando-se para resolvê-lo o mes­

mo procedimento já descrito . 

ELEMEN'l'OS UTILIZADOS 

Nesta seção serão apresentados os elementos mais simples pa­

ra cada formulação e alguns derivados destes . Todos satisfazem a a~ 

missibilidade plástica correspondente, em tensão ou em deformação, 

identicamente em cada elemento. 

Triângulo de Tensão Constante e ParâJDetros Internos 

Este elemento possui campo de tensões constante, impondo-se 

continuidade nas tensões normal, e tangencial nas fronteiras entre 

elementos e externa. Os parâmetros de interpolação de tensão utili-
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zados são as componentes nas direções globais. Para os fatores de 

plastificação, a interpolação adotada é constante no elemento e des 
continua entre elementos. Desta forma 

Ti = (o 
X 

o y 
o )T 

xy (93) 

YT ~ 1 (94) 

si = (o 1 11 o, 1 , o, T , J T (95) 

2 2 2 
c l -clsl c, -c2 s 2 c, -c, s, 

Bi , 2 2 
(96) sl c l sl s, c, s, s, c, s, 

2c 1 s 1 
2 2 

c l -sl 2c, s, 2 • c,-s, 2c , s, 2 2 c, -s, 

À i (À I .. . À 
nf 

JT (97) 

y). (98) 

onde c 1 =cos Si' s 1=sen ai' nf é o número de modos de escoamento e 

1 é a identidade [3x3). 

(a} 

X 

3 

o 
X 

o y 

(b) 

2 

Figura 3. Triângulo de tensão constante e parãmetros internos 
(a) Parãmetros de interpolação de Tensões 
(b) Direções de imposiçao explícita do equilíbrio 

Com as matrizes N, R e ID adotadas (por exemplo, as apresentadas 

nas equações (16), (171 e (14), e as aproximações acima, obtém-se 
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as matrizes elementares Ni; Ri e Di, pelas relações (52), (53) e 

(49) que serão utilizadas na construção das matrizes elementares K\ 

Ki i i i 
UÀ, KÀÀ, ft e t.F , como mostram as exoressões (82), (83), (84), (8~ 

e (86). 

Cabe salientar que as tensões normais e tangenciais prescri­

tas na fronteira fornecem valores para as componentes do vetor F in 

troduzido na equação (56) . 

Triângulo de Tensão Constante e Pa.r:âD!t:ros de Fronteira 

F.ste elemento repete a interpolação anterior, porém, utiliza 

para parâmetros de interpolação de tensões, as tensões normais nas 

faces do triângulo. Comparado com o elemento introduzido no capitu­

lo anterior, fornece idêntica aproximação com um número menor de p~ 

râmetros e equações. Assim: 

Ti ( o 1 a , o,] T (99) 

yi 
T 

(Mi) -1 ( 1 00) 

si .. [ 1 1 -r, ,- , J T ( 101) 

8 iT = Gi(Mi)-1 ( 102) 

onde 

2 
cl • sl 2c 1 s 1 

> c, • s. 2c 2 s, ( 1 03) 

• c, • s, 2c1 s, 

(a) 3 

Figura 4. Triângulo de Tensão Constante e Parâmetros de Fronteira 
(a) Parâmetros de Interpolação de Tensões 
(b) Direções de imposição explícita do equilibrio 
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-slcl slcl (c~ -s~) 

Gi -s,c, s,c. (c~ -s:) ( 1 04) 

-s,c, s, c, (c~ -s~) 

Salienta-se que as tensões normais presc~itas formam o vetor 

Ta introduzido na equação (40), enquanto as tensões tangenciais con 
tribuem no vetor F (equação (56)). 

Quadrilátero Formado por Quatro Triângulos de Tensão Constante 

Este elemento é composto por quatro triângulos de tensão ~ 

tante e portanto, a aproximação é a mesma dos elementos anteriores . 

Através de uma condensação, reduz-se os oito parâmetros de interpo­

lação de tensões e as oito equações de equilibrio para cinco parâm~ 

tros e quatro equações, tornando assim esta implementação mais efi­

ciente. Os parâmetros de tensão escolhidos são 

( 1 OS) 

e as direções de imposição de equilibrio 

( 1 06) 

conforme figura Sa e Sb. 

O campo de tensões no elemento pode ser dado por 

( 1 07) 

onde Ta, iP, Te e Td são os campos no a triângulos a, b, c e d . 

(a) (b) 3 

2 
3 

I 

Figura S. Quadrilátero formado por Quatro Triângulos de Tensão Cons 
tante. (a) Parâmetros de interpolação de tensões. (b) Di= 
reções de imposição explicita do equilíbrio 
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Precisa-se encontrar o operador Y; tal que 

(1 08) 

e a matriz de aquilibrio BiT da relação 

( 109) 

Para tal, a partir das matrizes dos quatro elementos de tensão cons 

tante, parâmetros de fronteira (Capitulo anterior ) 

com a=b,c,d,a (110) 

dadas pelas equações (100) e (102), pode-se obter o equilibrio para 

o quadrilátero, ou seja 

BQT T = S ( 1 11) 

onde 

BQT 
d a 'l' 

8
aT l: LF La 

T <l"'a 
( 11 2 ) 

T (O I u, o , o. o~ o. 07 oa lT 11 13) 

s (tI t, 1 > "l~ T~ r, T 7 te ] T ( 1, 4) 

t i mportante observar aqui que dentre as quatro equações internas, 

isto é, continuidade da tensão tangencial nas diagonais, existem 

apenas três independentes. Em consequência , a condensação elimina 

quatro equações e três incógnitas. 

Dentre as componentes de T e s, reconhecem-se elementos 

T1 e s1 , e componentes que serão condensados ou eliminados, 

agrupam-se nos vetares T0 e S0
• Assim 

T 

sendo 

de 

que 

(,, 5 ) 

(, 16) 
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A equação (109) fica então 

BT 
v 

BT 
VO 

Ti 

BT BT 
OV o 

To ( 117) 

BT 
8v 

BT 
So 

A imposição de equilíbrio interno, S0 aO, possibilita a condensação, 

resultando em 

( 118) 

( 119) 

onde Y; e Y~ resultam de agrupamento similar ao anterior em Y~, ou 

seja, 

d 

í ( 120) 
o:=a 

O tratamento das condições de fronteiras é idêntico ao do 

elemento anterior. 

Um elemento análogo, utilizado por Dang Hung, foi 

por De Veubeke [7] • 

Triãnqulo de Deforaação Constante 

proposto 

Este elemento possue campo de deslocamentos linear continuo 

entre elementos e campo de multiplicadores plásticos constante e 

descontinuo entre elementos. A única restrição do principio cinemá­

tico, a não negatividade de ôÀ, é satisfeita em todo o elemento, p~ 

la restrição sobre os parâmetros de interpolação para 6À. Os parâm~ 

tros de interpolação utilizados são os deslocamentos nodais nas di­

reções globais. Desta forma 

u i = [ul u, u, u, Us us] T ( 121) 

-Y s • o Y,l o -Y,l o 

Oyu 1 o x,. o -x,l o x,l 2 (122) 

x., -Y,, -x,l Ysl x. l -Y,l 
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(97) 

(98) 

3 

Figu.ra 6. Tr iãngulo de Deformação Constante 

onde 

( 123) 

Com as matrizes N, R c D, introduzidas anteriormente, e a 
. i 1 i 

aproximação ( 122), pode-se obter as matrizes K
1

, KuÀ, Ku e R pe-

las relações (32), (33) , ( 34) e ( 36 ), necessárias para a solução do 

principio de minimo (30). 

Quadrilátero llisto, com Tensão Constante e .Deslocamento Bili.near 

Adota-se para tensões e multiplicadores plásticos, aproxima­

ções seccionalmente constantes e descontinuas entre elementos, e p~ 

ra deslocamentos , seccionalmente bilineares e continuas entre ele­

mentos. 

Os parâmetros de interpolação são as componentes de tensão e 

os deslocamentos nodai s nas direções globais e o valor do fator de 

plastificação no elemento. Desta forma 

( 124) 

(125) 

u, ( 126 J 
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onde 

r,s: 

Oy 
u 

nas 

as 

h. o o 

o h. o h, 

X 

Figura 7 . Quadrilátero Misto 

0.25(1+r) (l+S) 

h, 0.25(1-r) (1-s) 

h, 0.25(1-r) (1+s) 

O .25 (1+r) (1-s) 

coordenadas naturais no intervalo [ -1,1) . Assim 

ah 1 a h, a h, âh, 
ã"i( o ax o ax o ax o 

()h) élh, 3h, õh, 
o 
~ 

o 
~ 

o ay o ãY 
:lhl ;)hl <lh, ah2 a h, 3h, a h, Clh, 

ay ale ãY ax ay ax ãY ãX 

À i [À 1 ... À 
nf 

)T 

":l ), = 1 

Substituindo-se as aproximações acima e as matrizes ID; 
relações ( 49) 1 (52~ e (72) possibilita a construção das 

127 

( 127) 

( 130) 

( 131) 

(97) 

(98) 

N e R 
matri-
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zes elementares Ki, K~À e KiÀ em (90), (91) e (92) e assim pode-se 

resolver o principio de mínimo (88). 

ã 

APL! CAÇOES 

140 

ã 

Eloy • 661>,67 

\1 ~ 0,3 

Figura 8. Placa com entalhe em V tracionada 

(medidas em milímetros) 

Uma placa com entalhe em v é submetida a uma tração unifor­

memente crescente até o colapso. A equação constitutiva utilizada 

corresponde à linearização da função de escoamento de Tresca com 12 

modos. Os resultados são apresentados nas Figuras 9 a 12. 
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Figura 9 . 

2. 

Malhas de Elementos Finitos utilizadas. (a) 42 quadriláte 
roa formado por quat.ro triângulos de tensão constante(12~ 
graus de liberdade) . (b} 163 triângulos de deformação oons 
tante (182 graus de liberdade) -

2. 

a /2ã y 

--
1. -- 1. 
L----

X 

Figura 10 . Distribuição das tensões ax~a~s na seção do entalhe para 
as discretizações de equilíbrio e cinemática 
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Figura 11. Evolução da plastificação para nivei s crescentes de carga 
com a discretização de quadriláteros de equilibrio. (Tre~ 
c a-1 2 modos I 

o. 0.& 0.7 0.8 0.9 
r-, 
r::; 

I, 

Figura 12. Evolução da plastiflcação para niveis crescentes de car­
ga com a discretização de triângulos de deformação cons­
tante. (Tresca-linearização com 12 modos de escoamento) 



Rev. BrMec:. Rio de Janeiro, Vol. X, n9 2- 1988 13 1 

CONCLUSOES 

O desenvolvimento apresentado tem como justificativa princi­

pal mostrar , em uma forma compacta, os métodos de resolução, salie~ 

tando-se passo a passo as aproximações introduzidas. Em particular, 

foram discutidas as discretizacões do processo de carga e do conti­

nuo e as aproximações na relação constitutiva. Note-se que cada uma 

destas contribuições foi apresentada isoladamente, permitindo-se~ 

melhor avaliação da sua influência. Os algoritmos numéricos surgem 

naturalmente quando identificada a estrutura do problema discreto. 

Um ponto que deve ser salientado, é que a formulação apresentada i~ 

clui a consideração de admissibilidade plástica e descarregamento 

elástico local, não necessitando para tal de correções adicionais. 

Além disso, no processo de solução não aparece a necessidade da ut! 

lização de alguma "matriz tangente", que no caso de elasto-plastic.!_ 

dade não existe já que a formulação em deslocamentos envolve um fun 

cional não diferenciável. Os três enfoques formulados , a saber , o 

de equilíbrio, o cinemático e o misto, tem particularidades que po­

dem ser aproveitadas em problemas especlficos . 

O modelo de equilibrio, pouco usual na literatura, apresen­

tou , no exemplo mostrado, melhores resultados com uma malha menos 

refinada. Na fase elástica, a concentração de tensões foi melhor d! 

tectada. A utilização conjunta com uma descrição cinemática , permi­

tiu obter-se um intervalo seguro para a carga de colapso. Limites 

teóricos para a carga limite associada a função de escoamento sec -

cionalmente linear utilizada, podem ser calculados a partir da sol~ 

ção analltica para a função de Mises [7,9). 

t importante observar que, para calcular cargas limites, o 

método correto e mais eficiente consiste na aplicação da Teoria de 

Análise Limite, utilizando-se as mesmas aproximações. Este procedi­

mento já foi implementado e está descrito na referência [1). 

[ 1) Borges, L.; Zouain, N. ; "Métodos de análise limite para mode­

los de conformação de metais", a ser publicado . 
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132 Rev. BtMec. Rio de Janeiro, Vol. X, nC? 2 • 1988 

[ 3} Peijóo, R.; Zouain, N. ; "Variational formulations for rates and 

incrementa in plasticity"; Proc . Int.Conf. COmputational 

plasticity;Eds. D.R.J. OWen, E. Onate, Barcel ona, 1987. 

I 4} Gouvea , J . ; "SDP: Um sistema computacional para desenvolvimento 

de programas baseados no MEF", Tese de doutorado, Dept9 Eng . 
Mecânica, PUC/RJ, 1986 . 

I 5] Kaneko, I.; Lauro, M. ; Thierauf, G. ; "On computational 

procedures for the force. method•, Int .J. for Nurnerical 

Methods in Engineering, vol. 18 , 1982. 

[ 6] Maier, G.; "Quadratic prograrnrning and theory of elastic 

perfectly-plastic structures" , Mecanica n9 4, 1968 . 

[ 7] Massonet, Ch., "Fundamental& and sorne civil enginnering 

applications of the theory of plasticity", CISM Courses and 

Lectures n9 241, Springer Verlaq, 1979. 

[ 8] Panagiotopoulos, P.D., •rnequality problema in mechanics and 

applications", Birkhaüses, Boston, 1985. 

[ 9] Nayak, G.c., Zienkiewicz , o.c., "Elasto-plastic stress 

analysis. A generalization for various constitutive relations 

including strai n softening•, Int.J. for Nurnerical Methods in 

Bngineering , vol. 5, 1972. 

( 10] Zouain, N.; Borges, L.; Becke, M. , •A force method for elastic­

plastic analysis of frames by quadratic optimization, Int.J. 

of Solida and Structures , vol . 24, nQ 2, pp. 211-230 , 1988 . 



Rev. BrMec. Rio de Janeiro. Vol. X . n<? 2 - 1988 133 

A PARAMETRIC ANALYSIS OF MOISTURE MIGRATION 
lNPOLYMERS 

Álvaro Toubes Prata - Membro da ABCM 
Sergio CoOe - Membro da ABCM 
Rinaldo Puff 
Universidade FederaJ de Santa Catarina 
Departamento de Engenharia Mecânica 

ABSTRACT 

Migration of moisture ln polymers subjected to concentration and temperature 
gradients was investigated numerically _ This work was motivated by the moisteni ng 
problem which may occour in junctions of electrical cables operating eubme r ge d . 
Conservation equations describíng heat and moisture migration were simplified 
considering the properties to be constant, and were written in dimensíonless form. 
The results were presented as a function of a geometrical parameter, and the 
Posnov number. The Posnov number compares the importance of the concentration 
gradient to that of the temperatura gradient in driving the water movement within 
the resin. From the r esults the variatlon wi th time of the moisture pr·ofíle in 
the resin could be obtained . For the PIREt.I.I-382 polyurethane resin it was shown 
that t he steady state is reached after a period of approximately 3.5 year s. 
Furthermore, during steady state, the 100isture content at the surface of the cable 
in operation is around 8'-

RESUMO 

A migraç ão de umidade em polímeros submetidos a gradientes de temperatura e con­
centração é investigada numericamente. O presente trabalho foi motivado pelo pro 
blema de umidecimento que pode ocorrer em junções de cabos elétricos que oper~ 
submers os . ~s equações de balanço associadas a migravão de calor e umidade foram 
simplificadas considerando propriedades constantes, e foram escritas em forma adi 
menslonal . Os resultados são apresentados como funvão de um pa râmetro geométri: 
co, e do número de Posnov. O número de Posnov compara a importância entre os gra 
dientes de concentração e temperatura no movimento da água no interior ds resina-:­
A parti r dos resultados a variação com o tempo do perfil de umidade na resina po 
de ser obtida. Para a resina poliuretana PIRELLI-382 foi mostrado que o reg~ 
permanente é alcanvado depois de um período de aproximadamente 3,5 anos. Em re­
gime permanente, o conteúdo de umidade na superfície do cabo quando o mesmo esti 
ver em operação e em torno de 8\. 

Submet i do em Março/87 Acei t o em Março/88 
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NOIIBIICLA'1'0R 

OT Diffusion coefficient associated with temperatura gradient 

DW Difusion coefficient associatad with moistura gradiant 

J Total flux, equation (A.8) 

j Moisture flux, equation (1) 

k ·Thermal conductivity 

M Velocity of moisture front, equation (A.7) 

Pn Posnov number, equation (15) 

R Dimensionless radial coordinate, r/R2 

R 1 Radius of cable, Fig. 1 

R2 External radius of resin, Fig . 1 

r Radial coordinate 

S Dimensionless moisture content, W/W5 

5 Dimensionless moisture accumulated in region bounded by 

!;;l; +llt and !;;c; 

T Temperatura 

Te Cable temperatura 

TW Temperatura of water that surrounds resin 

t Time 

llt Time interval 

W Mass of water per mass of dry polymer 

w
5 

Mass of water at saturation per mass of dry polymer 

W Moisture accumulated in region bounded by ~t+llt and ~t 

Greak Si.libo1s 

I) Tranaformed radial coordinate, equation (20) 

lln Dimensionless width of control volume, Fig . A.1 

e Dimensionless temperatura, equation (14) 

( Dimensionless radial location of moisture front, ~*/R 

~* Radial location of moisture front 



Rev. &Mec. Rio de Janeiro, Vol. X, n9 2 · 1988 13S 

pd Density of dry polymer 

r.: Dimensionless time, equation (8) 

6!; Dimensionless time interval 

Su.bscripts 
E At location E according to Fig. A. 1 

e At location e according to Fig. A. 1 

p At location p according to Fig . A.2 

t At time t 

t+llt At time t+ót 

w At location w according to Fig. A.1 

w At location w according to Fig . A.1 

~ , c • At moi ature front 

r.: At. time r.: 

r.: +M. At time Ç+6Ç 

SUperscript 

• At time r.; , in Appendix A 

Specia1 Symbol 

11 A,BII Largest of A and B 

DlTRODUCTIOH 

The present work deals with the migration of moisture in 
polymers subjected to concentration and temperatura gradients. This 

investigation was motivated by a better understanding of the 

absortion of water that, under certain circumstances, may occur in 

polymers used to envelop junctions of electrical cables that 

operate immersed in water. 
Water absorption of polymer cause substantial change on its 
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electrical and mechanical properties, and considerable attention has 
been given to this problem. For a review of some relevant work on 

polymer permeability one may refer to [ 1-7]. 

Polymers in contact to a humid environment adsorb water. 

Initially the water molecules are adsorbed on its surface and , 
subsequently, the molecules migrate through the material. The 

penetration of water into a polymer is facilitated by the fact that 

water molecules are 102 to 10" times smaller than polymer molecules. 
The transport of water in polymers occur by diffusion, and in the 

present work, it is assumed to be governed by Fick ' s fundamental 
law of diffusion. 

In the presence of a temperatura gradient opposing to the 

concentration gradient, the tendence of water to move from regions 

of high moisture content to regions of low moisture content is 
counteracted by the tendence of water to move in the direction of 

the heat flow. In the analyais that follows, the diffusion of 
moisture in the direction of the heat flow is taken to be 

proportional to the temperatura gradient. 

In view of the previous discussion, the net flow of water in 
polymers subjected to concentrati on and temperatura gradients is 

obtained by superimposing the two aforementioned driving potentials, 

that is, temperatura and moisture content. Mathematically, this can 
be written as 

j ( 1) 

where j is the moisture flux, pd is the density of the dry polymer, 
W is the mass of water per mass of dry polymer, T i s temperatura, 

and DW and DT are, respectively , the diffusion coefficients related 
to the gradient of W and T . 

In the sections that follow, the constitutiva expression for 

diffusion of water in polymers given by equation (1) will be applied 

to a specific problem. Even though the case under consideration is 
intended to model the migration of water in the insulation of 

submerged electrical cables, the solution methodology to be 

presented can also be applied to other branches of polymer 
permeability. 

The analysis to be presented is to be understood as an 

engineering approach of the problem , and should ' only be employed as 
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a first approximation of moisture migration in polymers in the 

presence of temperatura and concentration gradients. 

FORMULATION OF THE PROBLEM 

137 

A schematic representation of the problem to be investigated 

here is presented in Fig. 1. This figure shows a oross sectional 

view of an electrical cable surrounded by a thick layer of a 
thermoplastic material (shown speckled) . The cable and the resin 

are immersed in water at temperatura TW. The cable temperatura is 

Te. 

Woter 

AI Tw 

Figure 1. Schematic representation of the problem 

At the beginning of the simulation the resin is completely 

dry, and its temperatura has a initial value of Ti . As time passes, 

the moisture starts to migrate in the direction of the cable. 
Simul taneously, the te.mperature field starts to accommodate to the 

boundary conditions. 

The moisture content in the resin is governed by the mass 
conservation requirement which is given by 

(2) 

or, substituting equation (1) into equations (2), 

(3) 
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For the temperatura distribution in the resin, the energy 

conservation law requires that 

pc aT = ~· (k~T) at (4) 

where p, c, and k are, respectively, the density, specific heat, 

and thermal conductivity of the resin . 

In this simulation it is assumed that the development of the 

moisture field in the resin lags well behind the development of the 

temperature field, and that the thermal conductivity k does not 
vary with W or T. Therefore, for the calculation of W, the 
temperature field is taken to be developed and equation (4) becomes 

simply 

o (5) 

With this equation for T, equation (3) can be simplified to 

(6) 

Now, considering that the problem is one dimensional in the 
radial direction, equation (6) can be written as 

..!. .1_ (DW r CIW) 
r ar ar (7) 

The diffusion coefficient Dw dependa on T and W according to 

particular laws for each material. Therefore, solutions, that 
consider the variation of DW with T and W are restricted to specific 

situations. The present analysis seeks a general understanding of 
the problem which can be used as a first approximation to practical 

situations. To this extent, the solution here will be obtained 

using dimensional analysis, and Dw will be held constant. 
Equation (7) will be made dimensionless by the following 

change of variables 

owt 
R ,. r s w (8) r,; • R2 R• ws 
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where w
5 

is the value of W corresponding to saturation . 

The moisture conservation equation now takes on the form 

as 1 a (R as1 ãÇ = R ãR <lR 

Attention is next turned to the boundary conditions for 
equation (9). At R=1, 

(9) 

s (,o) 
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For the other boundary condition it should be noted that, 
initially, the res i n is completely dry, andas time passes, the 

moisture moves towards the center of the cable. To facilitate the 

description of the boundary condition at the location of the 

moisture front, Fig . 2 was prepared . The figure shows the location 
~ * of the moisture front at time t and t+ó t . At the moisture front 

the moisture content is zero and the moisture flux is given by 

equation (1). The moisture W accumulated ln the region bounded by 

the lines ' i and ~t+ót is equal to the moisture that cresses the 
solid line in Fig. 2 during the interval ót . Therefore, it can be 

written that, at r= ~~, 

Figure 2 . Moisture front location at two different times for 
boundary condition evaluation at the moisture front 

( 11) 
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Equation (11) is an approxirnate expression for the boundary 
condition at the moisture front which is suitable for the numerical 

solution employed in the present work. As will be explained !ater, 

equation (11) will be used to determine '* · It can be shown that 
the exact expression for the calculation of E.* is given by, 

R, 

jl - J P aw dr 
r=R

2 
- f.* ( t ) d ãt 

(11 a) 

Even though equation (11a) is exact , its use is made difficult by 

the fact that the unknown '* appears implicitly in the integration 
limit. 

Now, making use of equation (1), equation (11) can be 

written as, 

- d$* 
w dt (, 2) 

In terms of dimensionless variables, equation (12) becomes 

-~ s d~ ( 13) 

in which the following dimensionless variables were introduced, 

(, 4) 

and Pn is the Posnov number [8) defined as 

Pn ( 1 5} 

Since the temperatura field is assumed to be developed, the 

derivativa (aS/aR)( can be obtained from equation (5} . A direct 

integration of this equation together with the appropriate boundary 

conditions yields 
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(, 6) 

Substituting equation (16) into equation (13) results, 

( 17) 

In addition to equation (17), the other boundary condition at 

R=~ is 

s = o ( 18) 

The prescription of two conditions at the interior boundary 
of the solution domain is a requirement in the formulation just 

presented. The reason for this is the existence of two dependent 

variables, ~ and S, both functions of ç and R. Equation (17) will be 

used to determine ~. the inner boundary of the solution domain. The 
moisture content s will be determine from equation 19) and the 

boundary conditions given in equation (10) and (18). The calculation 
of S which appears in equation (17} is explained in the Appendix A 
of the present work. 

The formulation just described lose their validity beyond 

the time when the humidity front has reached the inner radius R1 • 

From then on moisture accumulates in the whole resin. During this 

period the boundary condition at R=R1 /R2 is no longer given by 
equation (17} . Instead, the impermeability of the cable surface 

requires that j=O , that is 

( 19) 

Equation (19) together with equation (10) are the two 

boundary conditions for equation (9), for times beyond that when ~ 
reaches the value R1 /R2 • 

At this point the formulation of the problem has been 

completed. In addition to the geometric parameter R1 /R2 , there is 

only one parameter to be prescribed, the Posnov number Pn. 
Attention will now be focused on the solution methodology 

employed to determined the moisture content S and the location ~ of 

moisture front. 
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SOLOTION MBTHOOOLOGY 

The solution domain of the present problem is the region 

bounded by the circles of radius 1 and ~, where 1 is the 
dimensionless externa! radius of the resin, and ~ is the 

dimensionless location of the moisture front as shown.in Fig. 3. 

As time passes the moisture front moves towards the center of the 

cable changing the solution domain. To avoid working with a 

solution domain that varies with time, the following coordinate is 
introduced, 

n 
R-E;(!;) 
1-l; ( Ç ) 

Solution domoin 
ot time 'I; 

Figure 3. Solution domain of the problem at time c; 

(20) 

It should be noted th~t n is a function of R and c;, and 

varies from O to 1 . The use of n maps the physical domain into a 
new domain; the length of the transformed domain remains equal to 

1, that is, unchanged with time. 

To write equation (9),in terms of the new coordinate , the 
following relations are needed 

as I as I as I an I d~ as 1 < n-1 > dt; as 1 "ã1: R = "ãi: n • an ~ 'IT r; de; = TI' n • 1 -E; d~ ãií t 
(21) 

and 
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<l as 
=R (R -::-R) 
O.K d f; 

Substituting equations (21) and (22) into equation (9) 

results in 

1 a (R~) 
R (1 -t.; I ' ãi! a n 
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(22) 

(23) 

The second term on the left hand side of equation (23) 

represents a pseudo convection associated with the movement of the 

moisture front. This term has no counterpart in equation (9). When 

the moisture front reaches the inner radius of the cable, d~/dç 

becomes zero and the aforementioned convection term vanish. 

The boundary conditions for equation ( 23) are S=O and 1 at 

n=O and 1, respectively . The velocity of the moisture front dl.;/dç 

is calculated using equation (13) written in terms of ~. 

(24) 

As discussed earlier, for times beyond that when ~ reaches 

the radius of the cable R1 , the boundary condition at R=R1 /R,, i.e., 

n=O, is given by equation (19); in terms of n equation (19) becomes 

o (25} 

At this point the differential equation of the problem is 

ready to be integrated. This integration will be performed 

nwnerically and the method ernployed here is the finite vol'ume 

approximation. Some highlights of this method will now be presented. 

For more details reference should be made to (9) . 

Initially the solution domain is subdivided in small non­

overlapping control volumes. Next, equation (23) is integrated over 

each one of the contr.ol volumes. DP.tails of this integration is 

presented in Appendix A of this work. Equation (23) is parabolic 

with respect to the variable ç, and a fully implicit scheme was 

adopted for the integration on ç . 
From the integration of the differential equation resulta an 
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algebric equation for each control volume in the solution domain. 

The set of all algebric equations together with the boundary 

conditions were solved using the Tri-Diogonal Matrix Algorithrn (see 

Appendix B} • 

The solution is obtained by starting with known values of 

S at ~:0 . With this S field, the velocity of the moisture front , 

d~/d~ , is calculated using equation (24}. The discretization form of 

equation (24) is also presented in Appendix A (equation (A.27)) . 

Knowing dt/d~, the location of the moisture front at t+à~ can be 

determined from 

(26) 

where 6~ is the time increment. With the new value of ç, and the 

value of d'/dc;, the discretization equations for the moisture S are 

solved to obtain the S field for time C+âc; . Next, this S field is 

used to calculate a new value of d~/dc;, and the procedure repeats, 

marching with time , until the steady state has been reached. 

For the numerical computation, the moisture content equation 

was solved using 20 grid points in the region OS nS1 . In the c; 
direction, the grid encompassed about 10000 points until steady 

condition was reached . Aside from the accuracy test involved with 

step size studies, comparison were made for the steady state 

condition with the analytical resulta . The computed steady moisture 

profilesagreedto within 0 . 1\ with the analytical results . 

The so lution methodology described here, have recently been 

applied to a probl~m of moisture migration in an unsaturated porous 

mediwn ( 101 . 

RESOLrS ANO DISCUSSION 
The presentation of the resulta will be divided in two parta . 

In the first part, general resulta for the moisture m.igration will 

be shown and discussed seeking an overall understanding of the 

phenomenon . Next, will follow the presentation of the resulta for 

the specific problem that motivated the present work, that is , the 

migration of moisturG in the PIRELLI - 382 polyurethane resin . 

The first result to be presented is the variation of the 

moisture front location with time for various Posnov numbers. To 

this extent, Fig. 4 and 5 were prepared; Fig. 4 is for R2 /R1 =2 and 
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Fig . 5 for R2 /R 1 :4. 

As seen from the figures, as time passes, the moisture front 

moves towards the center of the cable until steady condition is 
reached and s no longer varies . The depth to which moisture 

penetrates into the resin increases with decreasing values of Pn. 

This result can be rationalized by observing that the temperatura 

gradient drives the water outward, whereas the moisture content 
gradient drives the water inward and that the Posnov number is a 
measure of how these two driving potentials compare to each other . 

For large values of Pn most of the resin remains dry, and for small 

Pn the hole resin gets wet. 
Another feature of Fig. 4 and 5 is that, for Pn=1, the steady 

state is reached with ~ =R1 /R,. This is an expected result, and will 

now be demonstrated. 
The solution of equation (9) for steady state is 

s 1 - Pn lnR 
ln~ 

(27) 

From equation (27) it can be seen that the value of Pn that yields 

S=O at R=~=R1 /R2 is Pn=1. This results is independent of R1 /R2 • 

For Pn<1 the moisture front hits the cable bafore steady 

state has been reached. The value of Pn=O corresponds to the 

situation in which there is no temperatura gradient in the resin. 

From the figures it is seen that, as expected, the curve for Pn=O 

presents the steepest variation with time. 
Figure 6 was prepared to show the variation with time of the 

dimensionless moisture content S at the cable surface. Results for 

five Posnov numbers are ploted in the figure. For Pn~o the steady 

state is reached when the whole resin is saturated, that is, S= 1 • 

This is so due to the absence of the temperatura gradient to oppose 

the tendence of water to move from regions of high moisture content 

to regions of low moisture content . 

For the steady state, the moisture content at r=R1 is 

related to the Posnov number through the following expression, 

sj = 1 - Pn 
r=R 1 

(28) 

The previous expression is easily obtained from the steady state 

solution of equation (9) . 
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Figure 4. Variation of moisture front location with time for variout 
Posnov numbers and for R~/Rt=2 

o .• 
lO 

.. 
lO -· lO 

., 
lO 

Figure 5. Variation of moisture front location with time for various 
Posnov numbers and for R~/R1•4 
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O ·z 
10 lO 

Figure 6. Moisture content at the cable surface plotted versus the 
dimensionless time for various Posnov number and Ra/R 1 =4 

Profiles of the moisture content in the resin are presented 

in Figures 7 and 8. The parameter on the curve is the dimensionless 

time ç . Both figures are for R~/RI=4. Figure 7 is for Pn• O, and 
Figure 8 for Pn=O.S . 

On overall examination of Figures 7 and 8 shows that, for 

times beyond that when the humidity front has reached the cable 
surface, the curves for Pn=O present different concavity than those 

for Pn~s. This feature of the moisture content profiles can be 

understood by returning to equation (19) . From equation (19), the 
impermeability condition at the cable surface can be written as 

as l Pn 
ãR RlfRa = (RI/Ra)ln(Ra/Rd 

(29) 

In the absence of a temperature gradient, Pn•O, and as/aR•O as seen 

in Figure 7. For Pn>O, as/ôR>O which yields the profiles with 

negative concavity of Figure 8. 
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Attention will now be focused on the results for the 

migration of moisture in the PIRELLI~382 polyurethane resin . To 

apply the present anlysis to a specific material, the transport 

coefficients Dw a nd DT must be known. In what follows, thcsc 

transport coefficients were obtained indirectly, using the resu lts 

of the design-oriented experiment of Sanches (11] . 

s 

Figure 7 . Local moisture content in the resin with time as parameter; 
Pn=O and R~/R1=4 
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\) 

Figure 8 . Local moisture content in the resin with time as parameter; 
Pn:O.S and R2 /R 1 =4 

In his experiment, Sanches had two cables of the sarne 
dimension, and covered with the PIRELLI - 382 resin . Both cables 

were Lmrnersed in water at 25°c . One of the cables was heated and 
kept at constant temperature of 70°C. The other cable was not 

heated, and its temperatura was the same of the water, that is, 

25°c . 
At the beginning of the experimental run, the cables with no 

water in the resins were irnrnersed into water, and the run was 

started. After a period of 3100 hours, the moisture profile for 

both cables were rneasured. At R=R1 , it was found that the S value 
for the isothermal cable and the heated cable was, respectively, 

0.28 and 0.11. From this, the transport coefficients could be 

obtained. 
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To determine DW and Pn for thc PIRELLI - 382 resin under 

consideration, the value of the Posnov number was set equal to zero 

(isothermal situation) and the numerical solution was performed, 

marching with time, until the S value at the cable surface reached 

0.28, which happened for çc0.0981 . Next, from the values of ~' R2 , 

and t, OW was calculated from equation (8) yielding 

(30) 

For completeness it should be noted that the value of Dw' measured 

for a sample of the PIRELLI - 382 resin , ranged from 10-11 to 

10- 10 m1 /s depending on temperatura [11) . 

The next step was to determined the Posnov number. Knowing 

that for Ç=0.0981 the S value at the surface of the heated cable was 

0 . 11,a try and error procedure furnished Pnc0.26 . 

ln order to illustrate the variation with time of the 

moisture content at the surface of the cable for the PIRELLI - 382 

resin, Fig. 9 was prepared. As seen from the figure it takes about 

100 days for the moisture front to reach the surface of the cable, 

when the cable is in operation . The steady state for both 

"'08 

-~ .. 
..... 

Polyure t hone Resin 

( Pire i li· 382) 
Ws =O l i 

R1 = 8.75mm 

Rl= 37.5mm 

3: o 6 1--------- ---t----f'.. 

Days 
Figure 9 . Moisture content at the cable surface as a function of 

time for the PIRELLI - 382 resin 
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situations shown in Fig. 9 is reached after a period of approximately 

3 . 5 years. Furtbermore, during steady state operation, the moisture 

content w at the surface of the heated cable is around 8% . 

CONCLUSION 

The present work has dealt with a parametric analysis of 

moisture migration in polymers, in presence of temperature and 

moisture content gradients. For the investigation, the solution 

domain was fitted in cylindrical coordinates, simulating the 

moistening problem which occurs in junctions of electrical cables 

operating immersed in water. 

Tbe governing equations were written in dimensionless form, 

and the solution were obtained assuming the properties to be 

constant. This method were adopted in order to obtain a general 

understanding of the problem, and can be used to provide approximate 

solutions for resina of different types. ln this sense, the present 

analysis is an engineering approach of the problem, and should only 

be employed as a first approximation of moisture migration in 

polymers. 

For the numerical solution use was made of an implicit finite 

difference procedure tailored to take account of the water movement 

in the resin. Results were obtained as a function of two parameters, 

the ratio Ra/R1 and the Posnov number Pn. 

The depth to which moisture penetrates into the resin depends 

on the Posnov number . For high values of Pn, the presence of the 

temperatura gradient dominates the migration of water, aod most of 

the resin remains dry. On the ~ontrary, for low values of Pn the 

influence of the moisture content becomes stronger and the whole 

resin gets wet. 

When the present methodology was applied to the PIRELLI-382 

polyurethane resin, it was found that it takes about 100 days for 

the moisture front to reach the surface of the cable, when the cable 

is transporting electrical current . During steady state, the 

moisture content at the surface of the heated cable is around 8%. 

This value is obtained after a period of approximately 3 . 5 years. 
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APPENDIX A 

DISCRKTIZATION OP TBE MOISTURE EQOAT:t:ON 

In this appendix attention will be focused on the 
discreti~ation of the rnoisture equation . As previously derived, the 
rnoisture conservati on equation is given by 

as (n-1 1 df. as 
~ + 1-F, dÇ ãn 

1 a as 
R(1-t ) 1 !n (R ãn) (23) 

The first s t ep is to write equation (23) in a more 

a ppropriate forrn for the integration. To this extent it should be 
observed that 

(A. 1) 

Substituting equation (A . 1) into equation (23), and noticing 
that 

1 a Tf=IT ~ [(1-0S] (A.2) 

it follows that 

R ,a.,. [(1-~ )S] +R "êln [( o-1) dd~ S] 1 a (R~) "" a., .. = TNf ãn an (A.3) 

Furtherrnore, 

R :n [(n-1) ~SI a [R( n-1l df; Sl + ãii di; 

(A.4) 

Utilizing equation (A,4), equation (A.3) can be writen as 

: , [R(1-f; )S) + :Tl {R[(n-1) ~ S- ~i*]} 

.. < n-11 < 1-Çl ~ s (A.S) 
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or, 

(A.6) 

where 

J 

d!; 
<n-11 dç 

1 as 
.M s - "f'f=TI" ãi1 

(A . 7) 

(A . S) 

It should be noted that J is the total flux of S which is 

made up of the pseudo convection flux A S, and the diffusion flux 

(-1/(1-!;)] (astan). As discussed in the main part of this work, the 

convection flux e related to the movement of the moisture front in 
the resin. 

The moisture equation (A . 6) is now ready to be integrated. 
This integration will follow the finite volume practice as 

described in [9] • To facilitate the disoussion, reference will be 
made to the control volume depicted in Fig . A.1. This figure shows 

a typical control volume in the solution domain • 

• j 

Figure A.1. Typical control volume for integration of the 
differential equation 

The point P is located on the center of the control volume (shown 

shaded) and has width 6n. Also shown in Fig. are points W and E, 
the left (West} and right (East) neighbords of point P, 
respectively. 

Equation (A.6) is now integrated over the control volume 
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shown in Fig. A.1, yielding 

a J:+At J: ãÇ [R(1-( )S]d~dl; + ~ " ..Jn (RJ)dndt .. 

{A.9) 

Perforrning the integrals, and adopting a fully implicit 

scheme for the integration on ç , it follows , 

{A . 10) 

Except for the term with superscript *, which refers to time 

ç , all quant i t ies i n equation (A . 10) refer to time t+ót . The value 

of J
8 

and Jw are not known at this moment , and the next step is to 
estimate these quantities . 

To estimate Je it will be assumed that its value is constant 

between points P andE [12] , that is 

J constant (A. 11) 

Equation (A.11) will now be solved using the following 

boundary conditions , 

(A.12) 

A direct integration of equation {A.11l together with the 

boundary conditions (A.12) yields 

exp[H(1-f.:l (~-npll-1 

exo(M(1-t} (~E-nP) ]-1 
(A.13) 

Equation (A.13l can now be used to determine Se and (as;an)e' 
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(A.14) 

1 as' "{'1--T ãri e 
(A . 15) 

The flux Je can now be obtained by substituting equations 

(A.14) and (A.15) into equation (A . 11) . Similar procedure yields 

the flux Jw . From the values of Je and Jw it follows that, after 

rearrangements, 

ReJe - R J = (aE+~.+R M - R M )SP+R M -R M w w w e e w w e e w w (A. 16} 

Substituting equation (A.16) into equation (A.10), and 

noticing that 

(A. 17) 

the following equation is obtained, 

(A.18) 

where 

(A. 1 9) 

R M exp[M (1-~} <np-nwll w w w (A.20) 

(A. 21) 
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Since exponentials are expensive to compute, instead of 

working with the expressions of aE and ~ as given by equations 
(A.t9) and (A.20l, the following approximations will be adopted, 

(A. 23) 

a " w (A .24) 

where the symbol 11 11 stands for the largest of the quantities 

157 

contained within it . The previous equations for the coefficients aE 
and ~ yield resulta that are very close to the exact exponential 

scherne. These approxirnations are known as the power law scheme and 
were introduced by Patankar [9] , The power law scherne has been 

widely used in the numerical solution of problema involving 

convection and diffusion in fluid flow. 
Equation (A.18) is the discretization forrn of the 

differential equation (23). The coefficients that appear in equation 
(A.1B) depend on geometrical pararneters and on the quantity M. To 

calcul ate M it is needed the velocity of the rnoisture front d~/dc, 

which is obtained frorn equation (24). Attention now will be focused 
on the discretization form of equation (24). 

Firstly it should be observed that equation (24) applies to 

the control volume adjacent to the rnoisture front . A representation 
of this control volume is shown in Fig . A.2. 

The grid points shown in Fig . A.2 correspond to those at time 

Ç+bC- Also shown in the figure is the location of the moiature front 
at time ~ - The moisture accumulated in the region bounded by the 

lines ~C +bÇ and ~C is SP, therefore, 

(A.25) 

By the definition of the rnoisture front, s8-o. Now the 

derivativa (3S/3n ln=O that appears in equation (24) can be written 
as 

(as
1 

5P = "~t.n O l'l n•O \ Ullf -'1 
(A.26) 
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Substituting equations (A.25) and (A.26) into equation (24), 

ít follows 

(A.27} 

Figure A.2. Control volume adjacent to the moisture front 

Equation (A.27) is thc discretization form of equation (24) 

and is employed to calculate the velocity of the moisture front 

dt;/d ç . 
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APPEHDI X B 

TRI-DIAGONAL MATRIX ALGORI'l'BM 

In this appendix it is sumrnarized the algorithm used to solve 

the algebraic equations found in the present work . These equations 

are of the type of equation (A . 18). For a datailed description of 

the TOMA reference should be made to [9) . 

1 . For the first grid point i=1, calculate P(1 ) and 0(1) according 

to 

p ( 1) 

2. Calculate P(i) and Q(i) for i =2,3, •.. ,N from 

Q(i) 
a;(i)S; (i)+aw(i)Q(i-1) 

ap(i)-~(i)P(i-1) 

3. Set S(N) = Q(N) 

4. Calculate S(N- 1), S(N-2 ) , ... ,S(2) , S(1) from 

S(N-i) = P{i-1)S(i) + Q(i-1) 

(B. 1) 

(B. 2) 

(B . 3 ) 

(B. 4 ) 
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SOLUÇÃO DE PROBLEMAS DE CAWR TRANSIENTE 
EM REGIÕES INFINITAS ATRAVÉS DO MÉTODO DOS 
ELEMENTOS DE CONTORNO COM DUPLA 
RECIPROCIDADE 

Cadoa Friedrich Loeffler 
IME- Seção de Engenharia Mecânica 
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COPPE/UFRJ 
Programa de Engenharia Civil 

RESUMO 

161 

O emprego da formulação de Elementos de Contorno com dupla recipro­

cidade é recente. Seus resultados mostraram- se satisfatórios nas 

aplicações realizadas para problemas transientes (propagação de on­

das elásticas e de calor), de autovalor e com cargas de domínio . 

Neste trabalho apresenta-se urna extensão da técnica para abranger à 

solução de problemas transientes em meios infinitos. Com este pro­

pósito foi adotada uma função de intérpolação com decaimento parti­

cular que limita a discretização apenas à região de interesse. 

ABSTRACT 

The application o~ Boundary Element formulation that uses time­

-independent fund.,:mental sol uti ons to olosed domains gives good 

resulta to severa! lü nds of se alar potentia l problema 1 such as: 

eigenvalue 1 domain forces 1 transient heat conduction and wave 

propagation. ln this paper is presented an extenaion of this 

formulation to infinite domains 1 analysing transient heat transfer . 

Submetido em Janeiro/88 Aceito em Março/88 
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INTROI>OCJO 
Uma das características maili vantajosas do Método dos Elemen­

tos de Contorno em comparação com outros métodos numéricos consiste 

na simplicidade que oferece no tratamento de problemas de regiões i~ 

finitas. Nestes casos, devido ã relação entre o decaimento da função 
de ponderação e o potencial envolvido, é possivel estabelecer as de­

nominadas condições de regularidade, permitindo limitar a discretiza 
ção apenas ao contorno da região de interesse, que pode ser uma cavi 

dade ou o bordo de um corpo imerso em meio infinito. 

Com relação aos problemas transientes, o emprego do soluções 

fundamentais dependentes do tempo na formulação do Método dos Eleme~ 

tos de Contorno permite que sejam mantidas as mesmas vantagens obser 
vadas naa aplicações junto aos problemas estacionários. Dependendo d'o 

esquema de avanço escolhido, pode apenas ser necessário calcular in­
tegrais de dominio relativas a valores conhecidos [1,2). 

Embora seja verificada a precisão e eficiência da formulação 

com solução fundamental dependente do tempo, a extensão da formula -

cão que usa função de ponderação independente do tempo - dupla reei 

procidade - para essa categoria de problemas, apresenta-se como op­
ção interessante, em razão da sua extrema simplicidade, universalida 

de e baixo custo computacional. 

Entretanto, essa abrangência requer condições especiais que 

não são exigidas na formulação quando da sua aplicação as diversas 

classes de problemas onde o dominio é limitado, cujos resultados fo­
ra.m satisfatórios (3]. Isto porque ao contrário da formulação com 

ponderação dependente do tempo, onde a solução fundamental, em razão 

do principio de causalidade, acompanha o avanço da frente de onda r~ 

mo ao infinito, na técnica da dupla reciprocidade o sistema interage 

como um todo, requerendo o emprego de artificias apropriados para 1! 
mitação da discretização a um determinado setor do domlnio . 

Esses procedimentos incluem a adoção de funções de interpola­

cão especiais, com elevado decaimento, que tornem desprezivel a con­
tribuição da integração ao longo do contorno infinitamente distante 

e simultaneamente representem bem as propriedades do sistema dentro 

da região de interesse, durante o intervalo de tempo necessário . 

Para demonstrar a viabilidade da formulação, um exemplo repr~ 

sentativo da condução de calor em um meio bidimensional infinito foi 
resolvido e seu resultado comparado com a respectiva solução anallti 

ca. 
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O PROBLEIIA ESTACI ONAlUO 

A equação diferencial que governa uma ampla gama de problemas 

fisicos escalares estacionários, incluindo-se a condução de calor em 

meios isotrópicos, é denominada equação de Laplace, cuja expressão é 

dada por : 

v•u (x} o ( 1 } 

onde u é o potencial, que representa a temperatura nesse trabalho. 

De acordo com o procedimento do Método dos Elementos de Con -

torno a equação (1) é ponderada por uma função u*(~ ;x), denominada92 
lução fundamental, e integrada sobre o domínio O(x), passando a ser 

expressa na forma: 

(2) 

A solução fundamental u*(~;x} corresponde à solução de um pr2 

blema correlato onde uma fonte concentrada 6 t;;x) é aplicada num do­

rninio infinito, ou seja: 

ll 'u*(x) = - 6 (; ;x) (3} 

A resolução deste problema fornece: 

u*( E; ;x) " - 2r. ln rU; ;x) r:.[E;-xl (4} 

Procedendo-se a duas integrações por partes na equação (2} e 

utiliz&ndo-se o teorema de Green, pode-se escrever a equação int~ 

do problema unicamente em termos de integrais de contorno [3]. A ex­

pressão resultante fica: 

onde q*(Ç;x} chamado fluxo fundamental, é dado por: 

q*(f,;;x) 2nr( E; ;x) 

a r( E; ;x) 

an 

o 

Admitindo- se p ser o raio de um circulo de contorno 

(5) 

(6) 

r.,. (x) , 

lb3 
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centrado em ~ e infinitamente distante deste, envolvendo a região(ou 

regiões) de interesse, como mostra a figura 1, a equação (5) podeser 

escrita para os ~s r
0 

e r~, na forma: 

u(~) .- J u(x)q"'( ~ ;x)df (x) - J q(x)u*(f,;;x)dr (x) " r o r o 
o o 

Figura 1. Região delimitada pelo circulo de raio p 

envolvendo uma c~vidade 

(7) 

A equação do problema poderá restringir-se apenas ao contorno 

r
0

, se a seguinte condição for satisfeita: 

lim 
p +<» 1 [u"'( f,; ;x)q(xl-q*( f,; ;x)u(x)]dr 

r ~ 
00 

o (8) 

Essa condição é obtida através do principio de Saint-Venant, 

que afirma que para regiões suficientemente distantes do ponto de 

aplicação das solicitações, u(x) e q(x) tomarão o mesmo comportamen­

to da solução fundamental correspondente a uma carga concentrada e à 

sua derivada, respectivamente . Pode-se, então, verificar que a equa­

ção (8) é satisfeita, pois as duas parcelas envolvidas se cancelam 

mutuamente quando p +oo . Uma única exceçào a esse comportamento surge 

quando a soli citação aplicada for auto-equilibrada . 
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O PROBLEMA TRANSIENTE 

A equação que governa a transferência de calor transiente em 

um meio isotrópico e homogéneo é expressa por: 

íl'u (x,t) 1 3u{x,t) 
i< at (9) 

onde u é a temperatura, t é o tempo e k é a condutividade térmica, 

considerada independente das demais grandezas. Em função do caráter 

transiente do problema, além das condições de contorno normalmente 

estabelecidas para regime estacionário, são definidas também condi­

ções iniciais tais que: 

u{x,O) a u
0 

(x) (10·) 

em todo o domínio a (x). 

A formulação integral da equação (9), de acordo com o Método 

dos Elementos de Contorno, expressa-se por: 

u(t,tl + Jru(x,t)q*( ~ ;x)df(xl + 

Jrq(x,t)u*( f. ;x}df (x} ~ J Ü(x,t}u*(';x)dr. (x) 
!l 

( 11 ) 

onde o lado direito da equação (11} se compõe de uma integral de do­

minio . O método da dupla reciprocidade objetiva substituir essa int~ 

gração no domínio por integrações no contorno. Para tanto represen -

tam-se as taxas de potencial por um somatório de funções na 

[ 3 t 41 5)! 

u(x,t) 

Introduzindo-se uma função ~j(x), que é uma primitiva de 

Fj (x), tal que: 

11' ~ ii (x) 

A expressão resultante fica sendo dada por (4): 

forma 

( 12} 

{ 1 3) 
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u(t,tl + Jru(x,t)q*CC ;x)dr(x) - Jrq(x,t lu* (t;x )dr(xl = 

ú:ctl [~j~ ~ ~· Jr~j<xlq*C t ;x)dr Cxl-Jrnj<xlu*( ( ;xldrCxl) 1141 

onde: 

'lj (x) ( 15) 

Com relação ao lado esquerdo da equação (14), desde que sejam 

atendidas as condições de regularidade, as integrações ficam restri­

tas ao contorno r
0

; tais condições, todavia, não atingem a parcela 

transiente da equação, que em princípio contém a contribuição do co~ 

torno infinitamente distante r . ... 
A escolha da função FJ(x) poderia ser feita arbitrariamente. 

Entretanto, no caso do regiões infinitas, é através do estabelecimen 

to adequado da função Fj(x) e suas derivadas que pode se tornardes= 

prezivel a contribuição das integrais relacionadas ao contorno r.,. . 
Adotando-se uma função Fj(x) na forma: 

j 2C 1 -r(Aj,x} 
F (x) • 

(r(AJ , x}+C 1 }~ 
( 16) 

onde C1 é uma constante arbitrária cujas implicações serão discuti -

das mais à frente ; r(Aj,x) quantifica a distância euclidiana entre 

os pontos Aj, que determinam as funções de interpolação, e o contor­

no x. 
A obtenção das demais funções é feita mediante a solução da 

equação (13), esc rita a seguir em coordenadas cilíndricas : 

ar• 
+ -

r 

2C 1 -r(Aj 1 x) 

(r(AJ ,x) +Cd~ 
(17) 

Foi considerada a independência de ~j(x) com relação a . So­

luções particulares da equação (17) fornecem: 

. (C 1 +2r (Aj; X)) 
ljtJ(x) =- . (18) 

2(r(AJ;xi+C 1 ) 
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( 19) 

O problema, então, resume-se a verificar se é possivel que : 

lim f [~j(x}q*( ; ;x)-nj(x}u*(~ ; x))dr~(x) 
r-+oo ,; r 

<» 

Para problemas bidimensionais, tem-se que: 

d f (x) = IJjd!Z!,IJ I = O(R) 

o 

onde J é o Jacobiano. A ordem das demais funções envolvidas é: 

u* U;;xl 0(R0
) 

q* (F,;xl O(R 
-1 

) 

\flj (xl O (R- 1
) 

nj (xl O IR->) 

Observa-se, portanto, que as parcelas da equação (20) 

(20) 

( 21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

podem 
se anular separadamente, pois a ordem de cada uma delas é R- 1 Isto 

é conseguido desde que os pontos Aj e ~ sejam estabelecidos suficien 

temente distantes do contorno f
00

, de modo a garantir que: 

x e r 
"' 

(26) 

r(f,;x) = lr,-xl ==> ~ x e r.., (27) 

A obediência as equações (26) e (27) é plenamente possivel, 

pois tanto os pontos Aj quanto os pontos ~ podem ser escolhidos arbl 

trariamente, de modo a ficarem próximos apenas da região de interes­

se r
0

. Dessa forma, o limite posto pela equação (20) pode ser atendi 
do e, da mesma forma que foi estabelecido para a parte estacionária 

da equação de equilibrio (11) 1 a parcela transiente fica representa­

da apenas em termos de integrais no contorno r
0

• 

DISCRETIZAÇ1\0 DA BQUAçAo INTEGRAL 

Para discretização da equação integral, considera-se o contoE 

no r(x) dividido em elementos retos sobre os quais admite-se uma va-
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riação dos parâmetros envolvidos no problema. Neste trabalho adoto~ 

se um comportamento constante do potencial e sua derivada em cada 

elemento. Também considerou-se constantes os valores de 1/Jj (xl e 11j (x), 
embora tais funções possam ser calculadas exatamente; todavia, esse 

procedimento reduz consideravelmente o esforço computacional sem tra 
zer qualquer prejuízo significativo à solução. 

Dessa forma, após as operações necessárias [4), a eq. (14) 

pode ser matricialmente escrita como: 

(28) 

O valor da função a pode ser obtido facilmente a partir da se 
guinte relação: 

-1 • 
F u (29) 

Isto é possível desde que o número de pontos base para a fun­

ção de interpolação (Aj) seja igual ao número de pontos nodais. t 
bastante atraente computacionalmente que os pontos Aj coincidam com 

os próprios pontos nodais, embora nao haja nenhuma obrigatoriedade 

nisto . 
Cabe observar que a matriz F é função apenas dos pontos · no­

dais e Aj: nenhum problema relacionado ao decaimento das funções es­

tá aí envolvido. 

Definindo-se 

c (30) 

Chega-se à expressão matricial definitiva: 

C u + H u (31) 

CARACTER1STICAS DA INTERPOLAÇ.Ao 

A ordem das funções utilizadas para interpolação determina um 

forte decaimento à medida que o valor de r aumenta. Como tais fun­

ções interpolam as propriedades "inerciais" do sistema entre os pon­

tos nodais e, principalmente, entre estes e todo o dominio, caso não 

sejam empregados valores adequados para a constante C1 , apenas um 

pequeno setor terá suas propriedades representadas adequadamente, ha 
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vendo forte redução nos valores das regiões restantes. 

Um bom acompanhamento do processo transiente durante o tempo 

desejado pode ser feito adotando-se valores de C
1 

da seguinte ordem: 

onde ~L é o comprimento do elemento de contorno utilizado e Tt é o 

tempo total de análise. 

A figura 2 ilustra esquematicamente a representação das pro­

priedades inerciais em função da constante C1 : 

-·--ele 
I 

------ c. 
c~· ..... -·--. 

-· ·- ~:,·~{ .. :~~~~fi~;:.~.:,~;.:i:·,~:~'f.~;t~~w~!·,~:;;;;;;®;i:: =--:.:-·-

Figura 2 . Decaime~to das propriedades em função da constante C1 

Um recurso adicional para melhoria da representação destas 

propriedades consiste no estabelecimento de pontos de interpolação 

adicionais no domínio, próximos ã região de interesse. Em razão do 

domínio aumentar proporcionalmente com a distância r de afastamento 

da cavidade, no caso de regiões infinitas a utilização deste recurso 

é extremamente necessária. Também a técnica de suh-regiões pode ser 

empregada com essa finalidade obtendo-se resultados satisfatórios. 

EXEMPLO 

Com o P.ropósito de avaliar o desempenho da formulação, foi 

analisada urna cavidade situada em meio infinito com fluxo de calor 

uniformemente aplicado em toda a sua horda. A figura 3 mostra as ca­

racterísticas físicas e geométricas do sistema bem como a discretiza 

cão empregada. 
Foram empregados 24 elementos de contorno e 24 pontos de in -

terpolacão adicionais. Os valores de temperatura ao longo do tempo 
na borda da cavidade foram comparados com a solução analítica cor­

respondente, obtida por Carslaw e Jagger (6]. Os resultados são mos­

trados no gráfico da figura 4 . 
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• ( t,lJ 1<~ 1,0cm2/a 
<i~ 1,0'\/em 

Figura 3. Caracterlsticas do problema 

2 6 

---- ANALÍTICA 

+ + + ++ MEC 

7 8 9 lO t 

Figura 4. Valores de temperatura na borda ao longo do tempo 

Nota-se a boa concordância entre os resultados obtidos com a 

formulação desenvolvida e a solução analítica. o valor de C1 foi t~ 

mado igual a 50, sendo que para valores maiores a curva altera-se 

muito pouco dentro do intervalo de tempo requerido. 
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CONCLOSÔES 

A possibilidade de se estender a formulação de dupla recipro­

cidade aos problemas de regiões infinitas estava além da sua expect~ 

tiva inicial de utilização. Isto porque diferentemente dos problemas 

com dominio finito , são necessárias caracterlsticas especiais ~ f~ 

ções de interpolação para limitar a discretização unicamente ao con­

torno interno. Tais caracteristicas introduzem aproximações que, en­

tratante, não prejudicam sensivelmente os resultados na região de in 
teresse durante o periodo requerido para análise do transiente de 
resposta. 

Para tempos de análise razoavelmente grandes , é provável sur­

jam discrepâncias significantes que façam os resultados numéricos OO_!l 

vergirem, de maneira artificial , mais rapidamente para o estado est~ 
cionárto. Pouco precisos tornam-se, também, os valores do potencial 

em poRtos afastados da cavidade. 

Uma outra limitação da formulação refere-se aos casos em que 

as condições de regularidade não são obedecidas. Tal restrição não 

existe no caso da formulação que usa solução fundamental dependente 

do tempo. 

De modo geral, todavia, a dupla reciprocidade mostra-se apli­

cável também aos problemas de regiões infinitas, oferecendo resulta­
dos com boa precisão , além de outras características relevantes , que 

credenciam-na como opção interessante e competitiva com outras formu 

lacões. 
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RESUMO 

173 

Neste trabalho estuda- se o equilíbrio de cabos submarinos submetidos 

à ação de correntes, considerando-se o peso próprio e o empuxo de 

Arquimedes . A teoria mecânica utilizada permite o estudo de probl~ 

mas envolvendo grandes deformações , considerando ou não a extensibi 

l i dade da estrutura . Os e xe mplos apresentados são resolvidos pel o 

método do tiro , que é ba s tante simples e eficiente para este tipo d e 

problema . 

ABSTRACT 

This paper deals with the equilibrium of undersea cable structures 

submitted to the action of currents , taking into account the buoyant 

force and the weight. Th e mechanica.L theory d o e s not make restriction 

on the size of t he deformations and on t he e x tensibility of the 

structure . 'fho cxampl es analysed are solved numerically by a shooting 

technique which is very simplc and effective for thls kind of 

problem. 

Submetido ~ Set~ro/1987 Aceito em Julho/1988 
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INTRODUCAO 

Cabos umbilicais, que são tubulações flexiveis conectando uma 

plataforma submarina a um poço de petróleo, desempenham um papel im­

portante em explorações submarinas de petróleo. Existe grande inte­

resse no estudo do comportamento estático e dinâmico dessas estrutu­

ras sujeitas a carregamentos devido à ação de correntes marinhas, o~ 

das, marés, à contatos com o fundo do mar ou outros obstáculos, etc. 

Neste trabalho estuda-se o problema de equilibrio no plano de_! 

sas tubulações sujeitas à ação de correntes, levando em conta o peso 

próprio, o empuxo, e considerando grandes deformações. A extensibil! 

dade pode ser considerada ou não, sem um aumento na dificuldade de 

obtenção da solução numérica. A situação modelada é a seguinte: 

Figura 1 

O modelo aqui descrito, apesar de não considerar efeitos de 

torção, parece descrever bem o problema de determinar a con figuração 

de trabalho de cabos umbilicais . 

Em (1), (21 o mesmo problema é abordado considerando um mode­

lo bastante simplificado; o problema é reduzido ã minimização de um 

funcional. 

O presente trabalho descreve a estrutura como um sistema de 

sete equações diferenciais ordinárias não-lineares que é resolvido, 

para condições de contorno apropriadas, pelo método do tiro. Este mé 

todo é simples de ser utilizado e eficiente em problemas deste tipo. 

Em (3], (4) discute-se, com detalhes, a modelage.m do problema. 

Aqui serão descritas sumariamente as equações pertinentes. 
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EOOAOOES DE EQOLÍBRIO 

~ - Q ~= + ~~ (t-p sen el ~ O ( 1) 

~ + N d9 de ds ds + ds (-n-p eos 6) = O 

onde s e (O,L] é o comprimento de arco na configuração de r eferên -

ela, c o comprimento de arco na configuração deformada, e o ângulo 
que a tangente a configuração deformada no ponto material s faz com 
a horizontal, N é o esforço normal, Q o esforço cortante e Mo mo­

mento fletor . 
As for cas, distribuidas por unidade de comprimento, exerci­

das na tubulação devido à ação de correntes são modeladas pelas fór 
mulas de Morinson; t e n são as forcas na direção da tangente e nor 

mal à configuração deformada , respectivamente. 

v é o módulo da velocidade da corrente , a o ângulo entre a tangen­
te à configuração deformada e a velocidade, p a densidade da água, 

Ct e Cn coeficientes de atrito, D o diâmetro externo da tubulação . 
Aqui serão usados Ct=0 . 003, Cnol . 2 a p- 1.026 Kg/m' . 

A força distribuida ao longo da tubulação devido ao peso pr2 

prio é dada por p=( Pc -Ap} g , onde pc é a densidade linear da tubula 
cão na configuração deformada, A a área de secão transversal da tu­
bulação e g a aceleração da gravidade . 

Usando-se a lei de conservação de massa apresentada em (4] , 

obtém-se que 

pois ~ Pc •Pr' onde pr é a densidade linear da tubulação na config~ 
ração de referência. Dessa maneira elimina- se a incógnita pc do pr~ 
blema. 
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MEDIDAS DE DEFORMACAO E RELAC0ES GEOMtTRICAS 

As medidas de deformação são: 

k d9 .!ti. 
ds - ds 

(2) 

onde t$ é o ângulo que a tangente a configuração de referência faz 

com a horizontal. 

Para o cálculo da configuração deformada é conveniente a in­

tridução de coordenadas cartesianas (x,y). Tem-se que: 

dx de 
ds ds cos e 

Qy de sen e ds r ds 

RELAÇ0ES CONSTITUTIVAS 

(3) 

Os materiais serão considerados hiperelásticos, isto é, 

supõe-se a existência de uma função energia de deformação 

ljl : (- l,oo) x R• R, regular e tal que: ~ = ljl(c ,lt) e 

N{s) .. ~ (c{s) ,k(sl l 

{ 4) 

M(s) • -R (c(s),l<(s)) 

O potencial caracteriza o comportamento elástico do mate-

r ial e é possivel determiná-lo através de testes de tração e flexão. 

Neste trabalho será adotado a forma clássica: ljl (c ,I<)=(E/2) (Ac 2+IJ<2) 

onde E, A, I são o módulo de Young do material, a área da seção tran.§_ 

versa! da tubulação e o momento de inércia da secão, respectivamen­

te. Neste caso tem-se N = EAc , M = Eik. 

Convém frisar que é possivel introduzir, sem problemas, ou­

tros tipos de energia de deformação. A escolha deste potencial qu~ 

drático é devida ao desejo de comparar os resultados obtidos com [2). 
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1RKXTBIIISIBILIDADE 

Se o sistema for adimensionalizado conforme (4), chega-se ao 

seguinte sistema de equações : 

dU 
ds * = f(C,U ) 

U {M*, N*,Q*,6,c* ,x* ,y*l 

f [-0* (1-CN*l, M*0*-(1-CN*l (t*-p*cos 6), 

-M*N*+ ( 1 .....CN* l (t*+p*cos 8) , M* 1 1 -CN*, 

(1-CN*)cos 8, (1-CN*)sen 6] 

(5) 

onde M*c (ML/EI) , N*•(NL 2 /El) , Q*=(QL'/EI) 1 p* ~(pL 3 /EI) 1 n *=(nL3 /EI), 

t *=(tL3 /EI), c*=(c/L), x* a (x/L), y*=(Y/L) e s*,(s/L). C = (l/AL 2 ) é 

um parâmetro que mede a esbeltez e extensibilidade da estrutura. 

A inextensibilidade é introduzida na teoria simplesmente co~ 

siderando- se o parâmetro C igual a zero (C=O) [4). Portanto, ao co~ 
trário de [2), nesta formulação a introdução da condição de inexten 

sibilidade não acrescenta nenhuma dificuldade ao tratamento do pro­

blema. 

PRDIB:I.RA APLICAÇ!O : CABO ENGASTADO SEM N;IJj DE CORRENTES 

Nesta seção serão mostrados alguns resultados para um cabo 

com os seguintes parâmetros mecânicos : EI=7000 Nm, (pr-Ao l =7 . 67Kg/~ 

L=32.6 m, 0=0.112 m. 

Em todos os casos considera-se a estrutura inextensivel, s~ 

mersa no oceano, engastada nas extremidades, sujeita ao peso pró­

prio e ao empuxo. 

Inicialmente serão usadas as seguintes condições de contorno: 

x(O) o m .. x*(O) & o 
y (0) = o m y* (0) = o 
a (O ) 8 (0 ) a O (6 ) 

x(L) • xLm .. x * (1 l "' xL/L 
y(L) .. o m ... y * (1) o 
e (Ll • o .... e 111 ~ o 

Uma solueão para o caso xLa6 m está mostrada na figura 2. 
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Figura 2 

Este resultado foi obtido usando-se o método do tiro simples 

( 4 ), [5) , (6) , 171 . Detalhes sobre a implementação, convergência e 

viabilidade do método estão nessas referências e não serão discut i ­

dos detalhadamente nesse trabalho. o resultado foi comparado com o 

obtido em 121- Nesse caso as configurações obtidas são praticamente 

coincidentes e as diferenças são indiscernivcis dentro da precisão 

do desenho apresentado. 

Urna vantagem da formulação apresentada neste t rabalho é que 

e l a possibilita a obtenção simultânea da configuração e dos esfor­

ços internos . 

Nas Figuras 3 , 4 e 5 estão mostrados os esforços internos a~ 

saciados a configuração da Figura 2. Esses resultados não foram o~ 

tidos cm [2], no entanto é possível ava liar a sua correção: verifi­

ca-se a s imetria do problema (que não foi imposta nas condições d e 

contorno ) e que os esforços externos estão equilibrados. 
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Figura 5 

Ao se resolver o problema for:-mado por (51, (6) considerando­

-se a extensibilidade, verifica-se que os resultados obtidos são mu! 

to próximos dos encontrados no caso inextensível. 

Os erros obtidos são menores que O .1%. Isto se deve a lei 

de comportamento linear utilizada e ao fato dos parâmetros mecâni­

cos fornecidos implicarem num parâmetro de extensibilidade C bastan 

te próximo de zero. 

Portanto, usando-se uma lei de comportamento linear, se o p~ 

râmetro C for pequeno (o que acontece na maioria dos casos práticos), 

os resultados obtidos serão praticamente idênticos aos do caso ine~ 

tensivel. 

Apesar dos bons resultados apresentados pelo modelo formado 

por (51, (7), existem importantes limitações para sua utilização . 

Um problema teórico ainda não resolvido é o de como colocar 

no modelo informações que impeçam a existência de configurações de 

equilíbrio onde a estrutura se interpenetra . Por exemplo, para o c~ 

so xL: 15m uma das soluções está mostrada na Figura 6. 

Uma maneira de evitar esse problema sem alterar a teoria me­

cânica é através da modificação das condições de contorno. O objet! 

vo é restringir ainda mais as possíveis soluções do sistema de equ~ 

cões (5) eliminando, desta forma, os resultados indesejáveis . 



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n<? 2 - 1988 181 

4 o 

o 
.......... 

/ 
...... 

I'\ r r-\ 
~ ~ 

-4.0 

- 8 .0 

-2 .0 2 .0 6 .0 100 t4.0 180 
CONFIGURAÇÃO OE EQ\JILfBRlO I UNIDADE- METRO) 

Figura 6 

As seguintes condições de contorno podem ser usadas no lugar 

de (6): 

X (0) Om x• (0) o 

y ( O) Om y* ( o) o 

e to> o .. tl(O) o 
(7) 

Q (0) -l pr-Ap )Lg/2) N Q* (0) Q (0) L2/EI 

X(L/2) xL/2m .. x* (. S) xL/2L 

O(L/2) o .. 9 (. 5) o 

Verif~ca-se facilmente que a solução mostrada na Figura 2 s~ 

tisfaz (7) o que não acontece com configuração na Figura 6. As con­

dições (7) eliminam, portanto, soluções como a da Figura 6. 
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Antes de concluir essa seção, devem ser feitas algumas obse~ 

vações sobre a técnica numérica de solução . 

O método do tiro, aplicada nos problemas formados por (5), 

(6) ou (5), (7), pode não convergir se a estimativa inicial não es-

tiver dentro de uma determinada região de convergência [7] • Este 

processo de solução não é, portanto, incondicionalmente convergente. 

Isto pode causar dificuldade para quem não tenha familiarid~ 

de com o problema. Um procedimento alternativo para superar essa d! 

ficuldade será descrito à seguir. Ele permitirá, dentro de certos 

limites, a obtenção da solução de (5) , (7) através de um processo 

incondicionalmente convergente. 

Este procedimento se divide em duas partes básicas : 

19 Parte 

a) Resolver numericamente, através do método do tiro, o problema 

formado pelas equações (5) e as seguintes condições de contorno: 

x(O) o m x*(O) o 

y(Ol o m y* (O) o 

6 (0) o o (0) " o 
(8) 

Q(O) -[ (pr-Ap) Lg/2] N Q*(O) Q(O)L2 /EI 

N(O) o N N*(O} o 

a IL/2) o o ( o 5) ~ o 

Essas condições permitem calcular a posição x(L)=xL0 a qual a e~ 
trutura fica em equilíbrio sem a açâo de forças externas horizon 

tais nas extremidades . 

Neste caso o método do tiro se resume a procurar o zero de uma 

função real. De (4), [5] pode se verificar que isso pode ser fei 

to através de um processo incondicionalmente convergente . 

Para os parâmetros mecânicos fornecidos, o valor xL0 obtido é 

xL0 =19.162 m. 

29 Parte 

A solução de (5), (7) pode ser obtida a partir da solução co 

nhecida de (5), (8) através do seguinte processo: 
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a) Dado um número natural n diferente de zero, define-se : 

b) i = 
c) XLi xLi- t + AxL 

d) Resolver numericamente , através do método do tiro , o problema for 

mado por (5) e (7} considerando-se x(L)cxL1 e usando-se como estl 

mativa inicial os valores M*(O), N * (O) calculados na iteração an­

terior . Na primeir a iteração utiliza-se c omo estimativa ini cial 

M* ( O) e N* (0) calculados em (5), (8) . 

e) i • i + 

f)i > n? 

Sim ~ Para 

Não + Volta a (c). 

Para valores AxL suficientemente pequenos garante-se que as esti­

mativas iniciai s adotadas na etapa (dl estarão sempre dentro da 

região de convergência do método do tlro. 

4 .0 

o 

- 4 .0 

· e o 

· 12 .0 

· 16 .0 

"' í 7 ( -i\ 

I l\ I 

I 

\ ~ v J 
\___ [>L: ~7 

·2 o 2 .0 6 0 10.0 14.0 18.0 

CONFIGURAÇÕES DE (QUIL(8RIO( UNIDADE-METRO) 

Figura 7 
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A figura 7 mostra as configurações obtidas através desse pr~ 

cesso para xL=5, 10 e 15 metros . 

SEGUNDA APL.ICAcJ\0: CABO ENGASTAOO SUBMETIOO A AC1.o DE CORRENTES 

Os parâmetros mecânicos utilizados serão os mesmos da secão 

anterior. Da mesma forma, em todos os casos considera-se o ~ inex 

tenslvel, submerso no oceano, engastado nas extremidades, sujeito 

ao peso próprio e ao empuxo. Nesta seção, no entanto, será conside­

rado o efeito da corrente , ou soja, v~o . 

Condições de contorno: 

x(O} o m .. x * (O) .. o 

y (O) o m y*( O) " o 
S (O) o e 101 " o 

(9) 
x(L} XL m x*( 1} a XL/L 

y (L) yL m .. y* (1) " yL/L 

e ! L I o -+ e 11 1 .. o 

o 

\ / 

- 4 . 0 ~ 
V·OM/S - ,\V • LOM/5 

- 8 .0 

\ \ 

) 
\ I\ I J -12 .0 

""' ~ 
v 

- 16 .0 

• 4 o o 4.0 8 .0 t2 .0 t4 o 
CONFIGURAÇÓU OE: [QUIU.IRIO ( UNIDI'OE:-METROJ 

Figura 8 
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A figura 8 mostra o resultado obtido através do método do ti 

ro para != {1m/s,O}, xL=10m, yL=O m. 

Nesta situação o método do tiro também não é incondicional -

mente convergente. 

Caso haja dificuldade na convergência, uma solução de (5), 

(9) pode ser obtida a partir de uma solução conhecida de (5), (7) 

através do seguinte processo . 

a) Dado um número natural n diferente de zero, define-se : 

t,v = v/n 

b) i = 1; v 0 o 

d) Resolver numericamente através do método do tiro o problema (5), 

{9) considerando v=v1 , e usando como estimativa inicial os valo­

res M*(O), N*(O) e Q*(O) calculados na iteração anterior. Na pr! 

meira iteração utiliza-se como estimativa inicial M*IO), N*(O) e 

Q*(O) calculados em (5), (7). 

e) i i + 

f) i > n ? 

Sim -+ Para 

Não -+ Volta a (c). 

Para valores ôv suficientemente pequenos garante-se que as 

estimativas iniciais adotadas na etapa (d) esta~ão sempre dentro da 

região de convergência do método . 

A figura 9 mostra o resultado para xL=10 m, yL=-10 rn e as se 

guintes velocidades da corrente : ::={1m/s,O} ; {-1m/s,O). 

Caso haja dificuldade na convergência, uma solução desse pr2 

blema pode ser obtida a partir da solução conhecida do caso ante­

rior (onde yL=O m) através do seguinte processo: 

a) Dado um número natural n diferente de zero, define-se : 

Ay = y*(1l/n 

b) i 

't 



186 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, nQ 2- 1988 

c) y*(l)i y*(l)i- 1 + tJ. y 

d) Resolver numericamente, atraves do método do tiro, oproblema(5), 

(9), considerando-se y* (ll ~ y * (1) i e usando-se como estimativa in_! 

cial os valores M*(O), N*(O) e Q*(OJ calculados na iteração ant~ 

rior. Na primeira iteração utiliza-se 

M*(O), N*(O) e Q*( O) calculados em 

y (L)"' O 

e) i i + 1 

fl i > n? 

Sim ... Para 

Não + Volta a (c). 

como estimativa inicial 

{5), (7), considerando-se 

· 4.0 • 2 .0 2 .o 6 o 10.0 14.0 

CONfi·U~S DI: IQUIUÍIUO (UNIDADE- MfTitOI 

Figura 9 

Para ·valores 6y suficientemente pequenos garante-se que as e.!! 
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timativas iniciais adotadas na etapa (d) estarão sempre dentro da 

região de convergência do método. 

CONCLUSÕES 

Os resultados demonstram que o modelo apresentado descreve 

muito bem o comportamento de cabos umbilicais em grandes deforma~s. 

Pode-se considerar, sem dificuldades, quaisquer tipos de apoios, de 

carregamentos, propriedades variáveis , etc . Calcula-se com precisão 

a configuração deformada e os esforços (M,N,Q) ao longo da estrutu­

ra e nos apoios. Nesta formulação , a inextensibilidade não acrescen 

ta dificuldade alguma no problema, bastando considerar o parâmetro 

C igual a zero nas equações (5) . Nos casos onde a estrutura é muito 

esbelta (isto é , onde C é próximo de zero) verifica-se que as solu­

ções dos problemas extensível e inextensível são bastante próximas. 

As técnicas numéricas apresentadas neste trabalho permi te.m a 

obtenção de soluções de forma simples. Os algoritmos, uma vez impl~ 

mentados no computador , podem ser utilizados com eficiência por qual 
quer pessoa, pois convergem com facilidade . 

A extensão da formulação para o tratamento do caso dinâmico 

é imediata, a dificuldade sendo apenas de ordem computacional. Usa~ 

do-se a mesma sistemática é possível tratar o caso tridimensional , 

levando em conta , inclusive, efeitos de torção . 

Para uma modelagem mais adequada resta a apresentação de ex­

pressões mais realistas para a função energia de deformação ~ . Esta 

questão será abordada , com detalhes , num futuro trabalho. 

O modelo aqui apresentado, quando comparado com os existen -

tes na literatura, tem-se mostrado superior em termos de precisão, 

custo, facilidade de utilizacão e versatilidade. 
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ANEXO A 
AREAS DE ESPECIALIDADE 

1000 FUNDAMENTOS E MnODOS EM MECÂNICA 
'tEÓRICA E APLICADA 

1 O lO Mecãn:ca do co,,t •ou a 
1 I lO MétodO do!t Elt l'ntt\tOi Finito~ 

1120 Métodos dos E-tementos do Cvn1o10o 
I 130 MétocJus itSSintóhCot 
1 140 Mêtodas dbs Q,tarenÇas F1n1tas 
1150 Outros MéTodos em Mecãt\1ce CorTIPutacional 
1210 M~rodos Estocá:SUC\lt e Estatlst •t:Os 
1310 Modelagem 
14l0 Fundamentos de An~lls.e Exper•mental 
1510 Me1rologia 
1610 Ge•éncia di! Proje10~ 

7000 DINÂMICA E \IIBFIAÇÕES 
7110 C•nemót•ca e D•n:knh.il 
2110 Vtbtações de Sól•dos IFunda~'n~tutos~ 
?.310 V•b•ações <Elementos de eati•JiurO(! 
2320 Vtbreçõei (Eslrutuol'SI 
2.'330 P1 opagaçiCI de Ondas e SOI•dos 
2340 Impactos ern SOI•dos 
?.350 fdont•f•L-nc.;.l'o da p.;srãrnetros de s•stemas Mecãn•cos 
7410 P•ol)hgaç.to de ondas em tlu•dos •ncompa~ ave•s 
24;?0 P1ót>agaçlo oe o !"das trm llu•dos comprt"ensive•s 
2510 lr'He-taçtl'Q sô!tdo·tlu~do 
2610 As!ton~v:•ca •:mec3mca celi:!He e otb·tall 
2710 Explo$6es e 6al1t1tca 
281 O A cus IICoJ 

3000 CON 1 ROLE E OTIMIZAÇÃO 
3111) ProJeto e leo••a deS•stema~ Met:âo•co!. 
:34'10 S•s1e111-as de Con11o le Owno 
.n20 S•s1ernas Ue Co, tro lu Ada !JI<tllvo 

J .: JO Apl•c ilçÕe$ em S's terna$ e Conlro ltt 
:3310 Rooó11ca 
J.4 ~o Üi•m• l3ção de ~·!Jtemas e Prm.:essos 

4 o)OO MATERI AIS 
4 1 I 0 811Jtti<II6Pitl~ 
4120 MiJtE!'n a •s Mi!tftl•cos. 
4 1 30 M;).tena~s C~;tr ~rn11.:0$ 
4140 Ma u:rnJ''j Pol•men cm 
4160 MalN•a's ConJU$1-adu!. 
4210 Cuntor maç.t-u Me~.: H, çn 
4300 Cat:actt't llac;áo e Cunt•vtto M•c.:rUt!t'rul u •a• 
441 O Cornpo1 'ame nto Met:ãnu::u d«!' Mau·~n_. ,_, 

4420 Curni.IO'larni!nlo Meç d e M.u €:m a., • .~~. .. s Tempera 
IU'it!o 

4430 Curnpunarn~nH.> Me.ç <JC Ma~ em Allu' Tcmo~lnl 
cu ra~ 

4440 Comuo ••amér'11Q Mll1t.'. de M.,t !JOb Cat•1H)8rnento 
Vaqãve] 

44óQ Curnoun.:~rnEmw Mec de Ma· ~ob Ca111l9anu~f"tO 
O.nam•co 

4~0Q Mecan,smode ~1a1u'" 
4600 Mecanu::a cte f ~<:HUitl 
4710 Ens.cuos O~s~•ut•vos 
4720 E.ns.a•os Não Oe)t ' UIIvos 

4800 Corr O$àO 

5000 MECÂNI CA OOS SOLIOOS 
5010 E lfi'SI•r•óarle 11ne.u 
5020 E l .. lSI •C•d.,cte n~o ·linP.ar 
5030 VISCOelast•Ctd.,de 
5040 Pl.:t;t:c•ddde 
SI)SO V•SCO ·PIHS1+rldddP. 

5060 M~cân•c:.,. NP mAttH•a•s con,ug3dos 
S070 Mecàn•c.a o~ me•ns p()t os os 
~ 11 O Aeolop,., 
S2 t0 Cabos. h$$1es e v•9')S 
SZ20 Memb• ;:Jn.Js. plaç.\s e f:ascas 
5230 estrutuf.,$ ·~r;,J'+ 
S'240 f 1-tt utu•3$ lem C'.Qnll'ttn com o SOlO• 
5250 E1-tt ub.J• bS l$0t)r fjmP.saS Ou serns•Submt"rSO)>I 
S260 E1>111JI•Jt8S •mó\lets.i 
5270 Es1 •u!IJt QS •v.;t;$05 e cnnlençÕP.'S) 
531 O Me,·an•c.'J dos. 4o•"">IO"'i (h.\s•r:c:: 

8000 GEOCIENCIAS 
8010 .. Micromerilics" 
8110 Meios Pore»os 
821 O Geomecânica 
8310 Mecânica dos AbaJoJ tÍJmicof 
8410 Hidrologia, Ocaonogr-afia. Meteorologia 

9000 ENERGIA E MEIO AMBIENTE 
9110 Combust(veis fósseis 
9120 Sistemas nuc-IMres tfit.S.Io) 
9 I 25 Sistemas nuclsares Husâ'o) 
9130 Sistemas: geotérmico& 
914() Sistemas Solares 
9150 SIStemas eólicos 
9 l 60 Sistemas de energia oceAntca 
9210 Armazenamento de Eb\ergia 
9220 O•nnbu•ção de energie 
931 O Mecâmca de fluidos ambtental 
9410 Mecânica de dispos:ittvos de armazenamento de 

resíduos poluentes 

10000 810CIENCIAS 
10110 8•omecãnica 
1021 O E rgonom1a 
10310 Reebllitação 
1041 O Mecânica nos esportes 

5320 Mecàn.'ca dos solos (aplccar;.6esl 
5330 Mecânu:a das tochas 
5410 Efe.tos elelrO·magnlltltos em mec.Anica dos sólidos 
5420 Eloitos uirmicos &m mecânica dos sóliOos 
5510 Estabilidade de eu-ruturas-
~520 CompOftamemo apOs a flambagem 
5530 Estados lim•tes e cargat de colapso 
&540 Acomodaçlo e. acúmulo de deu o 
5610 M&eãnit.ól da Ir atura 
5650 Tnbologia 
5665 AHito e desc.:~aste 
5710 Componente$ de máquinas 
5720 Acoplamentos e juntas nào soldadaa 
5800 Anâhse exper•mentel de tensõ~ 

6000 MECANICAOOSFLUIOOS 
6010 Reulogoa 
6110 Hidr~ulica 
6210 Esco-amento •ncornpreensivel 
6220 Es.co.amerHO cornJ),eãnsivel 
6230 EsL-uamento ratefaito 
6240 EscOiiNHtnto em me,os po•osos 
6250 Magneto nídrod•nãmlco e plumas 
6270 Escoamento r"rll..dt•fásico 
6310 C3m3d:as limitet com con(otno sótido 
6320 Cam3das limite'! c.om comorno llwe 
6410 Escoamel'ltO •l"'letno (tubos. canais, couene) 
6420 Etcoaménlo •nrerno (bocai-s, difusores,, .• 
6430 Etcotmento com superfície liv1e 
6510 Estabil idade do escoamento 
6520 Tu(buléncia 
6530 H•drodu'timica de Velculos e esHutura-s navais 
6540 Aaro<:tinãm•ea 
6610 Meeãnica dos fluidot aplicad-a a miklu•nas 
6650 LuUdlic:aÇll'o 
6710 Trans18f'HI$ Hidutuhcos 
681 O T 6cntC8$ ex;penm&nta•s e vt$ualizã(IO de Mcoamento 

1000 fERMO·CieNCIAS 
7010 Termodinãrruca 
711 O Transpor te de ci:llor feomeeçfo monofásica) 
7120 fran•I>O<le de calór konvecçfo bifilslca) 
1130 Transporte de celor (conduçSo> 
7140 T ran"Sporte de eelot (tadi.açio e mOdos. combinadot) 
7150 Transporte de cator (dit.positivos e s.istemttt) 
7210 Termomecàn•ca de i61idos 
7310 Transpo. to da ,,,.Msa (sem e com t•ans.portede calort 
7410 Combuufo 
7420 Combustão em leito fluidi7.ado 
7510 Adon&do•es e dispositivos de prooulsão 



ANEXO B 
ARE AS DE APLICAÇAO 

INooo: VdliundO os c6digoo obelm, •pedtlq .. • A- do ApiiCIIçlo elo , .. Eapedolldodo l'lo< o .. mplo: Vm lli»cialll,. 1m 
Moc:Anlca dos Flui- IFomlllo 11000 do AnOloo Al _._ no a ... di Turb.....,clo 111620) do-' •oon,., • J.,.o di ApiiCIIçlo 
360 (AneiiDO Bt • ntiwr epHQindo WUI CIOnhedmento ~ PrQ~f . 

010 Acimica e Controle de Ruldo 
020 Aplicações em Bloc:õtnclas 
030 CAD 
040 CAM 
050 Componente> de MAquinas 
060 Controle Ambient.l 
070 Controle de Ou li~ 
080 Criogenia 
090 Engenhatta e F lsic. de Roatores 
100 Engenharia de Petróleo 
110 Engenharia Oceanogrifoca 
120 Equipamentos de Procen01 
130 Equipamentos Industriais 
140 Fontes Alternativas de eneo9a 
150 Forjemento 
160 Fundiçlo 
170 Garantia da Ou li Idade 
180 Indústria Te>w1 e Tecnologia Correlatas 
190 lnspeçio e Certificação 
200 lnnalações Industriais 
210 lnstrumentaçio 
220 lubrificação I ndu•trial 
230 Mancais e Rolamentos 
240 Mjquinas Ferramenm 
2SO MAQuinas de Fluxo 
260 M.k)u inas Motrizes 
270 Macãnlca Fina 
280 Metalurgia Geral e Bonefoclamento de Mi,.,.rio 
;290 Metrologia 
300 Mineração e Meulurgle Extratlva 
310 Otica 
320 Pontn e Barragens 
330 Proceuos de Febrieaçio (e<ternpagem, extruçio, trefolaçiol 
340 Projeto de E<truturas 
JSO Propulsão 
360 Prospec:çio + Perluraçlo 
370 Serv~Mecanismos, Controle 
380 Siderurgia 
390 Sistamas Hidriulieos 
400 Simmas Pneumáticos 
410 Soldagem 
420 SolicitaÇões Acidentais (Efeito da Vento, Si amo, Explosão. Fogo, lnundaçlol 
430 T eenologia de A limemos 
«O Tecnologia Mineral 
4SO Transporte (excluindo vefculosl 
460 Transmissão do Energia 
470 Tretamento Térmico e Tormoqulmica 
480 Tubulações Industriai• + Nucleareo 
490 Usinas H idroelétrlcas 
SOO U•inas Termoelétticts 
510 VAeuo 
520 Vll$05 de Pressão, T roc.cloros de Calor, Equip~mentos O inãmlcos Peaadoa 
530 Velculos (T errostres, Espaciais, Mtrltímosl 



11 ENCONTRO NACIONAL OE CIÊNCIAS TÉRMICAS 

OBJETIVOS 
• Divulgar a produção cientifica nacional na área de Ciências Térmicas. 
• Promover o intercâmbio entre pesquisadores. 
• Incentivar o re lacionamento das ativ•dades de pesquisa com o setor pro· 

dutivo nac1onal. 
• Avaliar as perspectivas de evolução das Ciências Térmicas. 

CALENDÁRIO 
ATt O DIA 15 DE MAIO DE 1988 

Os autores deverão encaminhar seus RESUMOS, juntamente com 2 (duas) cópias 
xerox, seguindo fielmente as instruções. 

ATt O DIA 15 DE JUNHO DE 1988 
Os autores receberão da Comissão Editorial a confirmação de que seus resumos 
toram aceitos e as instruções para a datilografia do trabalho na forma final. 

A Tt O DIA 01 OE SETEMBRO DE 1988 
Os autores deverão encaminhar seus trabalhos na versão final dat ilografada nos 
formulários próprios, fornecidos pelo IN PE, para a Assessoria de Comuhicação 
Social - Setor de Eventos. 

ATÉ O DIA 15 DE OUTUBRO DE 1988 
Os autores receberão da Comissão Editorial a confirmação de que seus trabalhos 
foram aceitos. 
Os prazos acima deverão ser cuidadosamente observados considerando que 
qualquer atraso implicará prejuizo do programa final de impressão dos Anais, 
que deverão ser distribuldos na ocasião do Encontro. 
Todos os trabalhos são de responsabilidade de seus aurores. A Comissão não se 
responsabilizará pela revisão ortográfica ou por nova datilografia dos textos para 
efeito de publicação. 

INFORMAÇÕES E CORRESPOND~NCIAS 
O Instituto de Pesqu isas Espaciats - INPE. Setor de Eventos- poderá fornecer 
quaisquer informações adicionais pelo telefone ou endereço abaixo: 

Instituto de Pesquisas Espaciais- INPE - Setor de Eventos 
Caixa Postal 515 - 12201 - São José dos Campos - SP 

Telefone: (0123) 22 9977 - ramal539 - Telex : 123 3530 INPE BR 

COMISSÃO ORGANIZADORA 
Demétrio Bastos Netto 
Maurício Nogueira Frota 
Nehemias Lima Lacerda 
Paulo Moraes Junior 
leon Sinay 
Paulo A. de O. Soviero 

Presidente 
V ice-Presidente 
19 Secretário 
29 Secretário 
Tesoureiro 
Editor 
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