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editorial

A Revista Brasileira de Cincias Mecdnicas passara por varias modificacgdes
a partir deste nimero. Algumas sdo estruturais, como a instituicdo
de uma Comissdo de Divulgagdo e a indicagdo por esta de um Editor e
quatro Editores Associados, assessorados por um corpo editorial. Ou
tras sdo de finalidade e, embora nac se pretenda introduzir altera-
coes radicais, procuraremos dar prioridade a dois objetivos:

Internacionalizacdo: a revista devera reforgar sua imagem a nivel in
ternacional, transformando-se no veiculo natural de troca de 1nfor
magdes cientificas entre grupos cooperantes;

Aceitacdo Interna: a revista devera aumentar a sua penetrac¢do no meio
técnico-cientifico brasileiro, transformando-se no veiculo natural
pelo qual as institui¢oes brasileiras conversam e interagem.

830 objetivos um tanto conflitantes e refletem tendéncias dentro da
propria comunidade de mecdnica. E possivel gue no futuro tenhathos
gue discutir a criagdo de revistas distintas para atender esses in-
teresses. Por enquanto, procuraremos gefrar mecanismos de estimulo
e suporte ao autor para: publicagdoc em lingua inglesa; aumento do ni
mero de exemplares distribuidos no exterior; realizagdo de uma cam-
panha nas instituicdes brasileiras para congquistar grupos de autores
a publicarem com regularidade; incentivo a publlcaqao de comunica-
¢O0es breves e cartas ao Editor; inclusdo de uma secgdo de informagoes;
e, prioridades para trabalhos aplicados ou oriundos de um problema
tecnoldgico.

A RBCM & uma revista que vive todos os problemas comuns as outras re
vistas cientificas brasileiras: regularldade de aporte de recursos,
amadorismo e boa vontade como ingrediente basico de operacao, gran=
de irregularidade na frequéncia com que os trabalhos s@c encaminha-
dos, atrasos nos pareceres emitidos pelos revisores. Todavia a nova
fase da Revista conta com suporte garantido pela FINEP (Programa de
Apoio a Publicagdes Cientificas MCT/CNPg/FINEP) pelos proximos 18 me
ses e, a bem dizer, a Revista deveria viver o orgulho da comunidade
cientifica brasileira, ser estimulada e receber apoio de todos nos.
S6 assim, num efeito domind, ela se tornara aquilo gque todos gosta-
riam que ela fosse.

A ABCM suporta e incentiva esta revista ha 10 anos, garantindo a pu
blicagdo de 4(quatro) nimeros anuais com relativa regularidade, pa-
ra colocar a disposicdao dos pesguisadores brasileiros de um veiculo
de informacdo e intercambio onde, entre outros, devem ser encontrados:

- resultados de pesquisas financiadas por fontes governamentais bra
sileiras;

- resultados de pesquisas de programas de cooperagao bi-lateral com
o exterior (em inglés, por favor);

- versoOes completas de trabalhos apresentados em congressos onde 0s
anais restringem as comunicagdes a poucas paginas;

- resultados de teses de mestrado;

- resultados de teses de doutorado (em inglés, por favor);



- trabalhos que antecedem uma publicag8o em revista internacional de
ampla circulacédo;

- trabalhos gque incluem ou derivem de pesquisas experimentais;
- resultados de trabalhos realizados em conjunto com empresas;

- resultados de trabalhos tecnholdgicos ou cientificos desenvolvidos
pelas empresas;

- comunicagdes que enfoquem aspectos parcia’ de uma pesquisa.

Em nome de todos os editores queremos externas a nossa intengdo em
conduzir esta tarefa de forma digna e eficiente. Para tanto esperamos
contar com a ajuda de todos gque véem nesta revista o seu "filhote"
e nos comprometemos a procurar atender as sugestdes e recomendagdes
que simplifiquem alcancar os objetivos propostos. E dos editores a
responsabilidade de garantir a continuidade da gualidade cientifica
da revista, aceitando ou recusando trabalhos encaminhados perante o
parecer dos revisores. Neste sentido nos empenharemos ao maximo.

Hans Ingo Weber
Editor
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AS EQUACOES DAS CAMADAS LIMITE
HIDRODINAMICA E TERMICA EM ESCOAMENTO
LAMINAR USANDO-SE A TRANSFORMACAO

DE CROCCO

Francisco Eduardo Mourio Saboya — Membro da ABCM
PUC/RJ — Departamento de Engenharia Mecanica

RESUMO

Este trabalho trata de uma mudanga de variaveis, proposta por L.
Crocce, para transformar as equacdes das camadas limite hidrodinami
ca e térmica. Embora tal transformacao tenha sido idealizada para
escoamento laminar compressivel & mostrado que ela funciona muito
bem no caso incompressivel. As equacgbes transformadas sdc mais sim
ples do gue agquelas obtidas por Blasius. Entre as vantagens do uso
da transformagao de Crocco esta o fato de gue o intervalo de inte-
gragdo & 0-1, enquanto no método cldssico este intervalo é 0-=. Sio
apresentadas solucoes para problemas similares e ndo similares e al
guns resultados. sao comparados com aqueles encontrados na literatu-
ra. Quando tal comparacio foi possivel, a concordancia foi exata.

ABSTRACT

The present work is concerned with a change of variables, proposed
by L. Crocco, used to transform the hydrodynamic and thermal boundary
layer equations. Although such transformation has been idealized
for laminar compressible flow, it is shown that it works very well
for laminar incompressible flow. The transformed equations are
simpler than those obtained by the classical Blasius transformation.
Among the advantages of using Crocco's transformation is the fact
that the interval of integration is 0-1, while in the classical
method this interval is 0-«. Solutions are presented for similar
and non-similar problems and some results are compared with the ones
found in the literature. In the cases that such comparison was
possible, the agreement was exact.

Palestra convidada, apresentada pelo Prof. Francisco Eduardo Mourdo Saboya mo 192 Encontro Nacional
de Ciencias Térmicas - ENCIT 86, no Rio de Janeiro em Dezembro de 1986.
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NOMENCLATURA

€p calor especifico 3 pressdo constante

E numero de Eckert

£ funcado corrente adimensional

fa coeficiente local de atrito

I coeficiente médio de atrito

. g tensdo cisalhante adimensional

h coeficiente de transferéncia de calor local
h coeficiente de transferéncia de calor médio
£ comprimento de superficie

L comprimento caracteristico

m expoente da velocidade potencial

n expoente da distribuicdo de temperatura na parede
Nu, numero de Nusselt local

Nu nimero de Nusselt médio

Nuy, nimero de Nusselt modificado local

Nu nimero de Nusselt modificado médio

Pr numero de Prandtl

Ay fluxo de calor na parede

Re, nimero de Raynolds

T temperatura

Ty temperatura na parede

T temperatura longe da parede

componente da velocidade na diregao x

u, velocidade adimensional

U velocidade do escoamento potencial

v componente da velocidade na direcao y

% coordenada ao longo do escoamento

y coordenada perpendicular a parede

B parametro adimensional que define o angulo da cunha 78
r parametro adimensional definido por (16)
1y pardmetro adimensional definido por (15)
1 tensdo cisalhante

n viscosidade dinamica

P densidade

¥ funcdo corrente de Blasius

¢ temperatura adimensional

Do temperatura adimensional

0 temperatura adimensional
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(] temperatura adimensional

ul variavel de similaridade de Blasius
£ coordenada adimensional

INTRODUCAO

A solucdo dos problemas de camadas limite laminares, hidrodi
namica e térmica, em conveccac forgada, tem side usualmente feita
atraves da transformacao classica de Blasius [1]. Tanto os proble-
mas similares quanto o8 ndo similares s3o usualmente tratados atra-
vés da introdugdo de uma fungdo corrente ¥ e de uma varidvel adimen
sional n cujo intervalo de variagao é‘o—a. Nos casos similares, as
equagoes que governam os problemas hidrodinamico e térmico(equagoes
de convecgdo) sdc transformadas em equacdes diferenciais ordinarias,
mais simples de serem resolvidas do que as equagdes diferenciais par
ciais da camada limite. Nas situacdes em gque solugdes similares nio
sdo possiveis obtem-se, através da transformacdo de Blasius, egua-
¢bes diferenciais ainda parciais. Nesse caso, um método de integra
¢do bastante atrativo e de boa preciséoc guando comparado com outros
métodos, & o chamado método de ndo similaridade local [2]),[3]). Por
outro lado, admitam ou nadoc solugdes similares, a transformagao de
Blasius reduz as equagdes do problema a uma equacdo de terceira or-
dem (equagdo de quantidade de movimento) e a uma equagdo de segunda
ordem (equagdo de energia). A equa¢do da continuidade & automatica
mente satisfeita pela introdugdc da func3o corrente ¥. Na solucgdo
numérica das equac¢des transformadas o intervalo de integrac@o na di
regdo n é sempre 0-=, Sob o ponto de vista computacional, isso re-
presenta uma dificuldade a ser vencida.

0 presente trabalho trata de uma mudanga de variaveis, pro-
posta por L. Crocco [4],[5]),[6] com a finalidade de resolver as equa
¢bes das camadas limite para escoamento laminar compressivel. Mais
tarde, Van Driest [7] e Mendes [8] usaram o método de Crocco na in-
vestigagdo do escoamento laminar compressivel ao longoc de uma placa
plana isotérmica. Embora o método de Crocco tenha sido idealizado
para escoamentos compressiveis, sera mostrado que ele funciona mui-
to bem para escoamentos incompressiveis. A idéia basica do metodo
consiste em se considerar como variaveis dependentes os campos de
atrito viscoso e de temperatura. As varidveis independentes sdoc a
velocidade e a distancia, ambas na direcido do escoamento. Apés a
transformacdo das equagdes de conservacdo obtem-se uma equacao dife
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rencial de segunda ordem para o atrito viscoso e uma outra equacgio,
também de segunda ordem, para o campo de temperaturas. Uma das van
tagens & que ndo se chega a uma equagdo de terceira ordem como na
transformacdo de Blasius. Outra vantagem € que, na forma adimensio
nal, o intervalo de integracdo é& 0-1 e ndo 0-= como na transforma-
¢do classica.

Na apresentagdo que se segue, consideragdo sera dada a proble
mas similares e ndo similares, Varias solugdes serio apresentadas
e, sempre que possivel, comparacdes serdo feitas com resultados ob-
tidos da literatura. Os resultados mais importantes sio os coefici
entes de transporte que serdo apresentados sob as formas de coefici

entes de atrito e numeros de Nusselt.

ANALISE TEORICA

As equagdes gue governam os problemas hidrodinamico e térmico
do escoamento laminar forcado, regime permanente, da camada limite
bi-dimensional com propriedades constantes podem ser escritas, de

acorde com [9], da seguinte maneira

du awv _ e
¥ ge m 0 (continuidade} (1)
du Bu _ au d2u (quantidade de
4 sy T Iy v ax "V ay? movimento) (2)
2
3T T I gu F
pcp u + B_y = K TE + u [ YJ (energia) [3)

onde x € a coordenada na direcdo da corrente, y é acoordenada trans
versal, u e v sdo as componentes da velocidade na direcdo x e y res
pectivamente, T & a temperatura e U & a velocidade na diregdo x do
escoamento potencial fora da camada limite. As condicdes de contor

no sao

paray =0: u=v=20 ; T=T,x) (4)
para y + @« ; u = Uix) 7 2= T, =iEtes (5)

A transformagdc clidssica de Blasius & feita pela introdugdo
da funcdc corrente ¥ definida po:

¥ = JVoxU f(£,n) (6)
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onde

ne=y é% H E = % (7)

L & um comprimento de referéncia que depende do problema especifico
a ser estudado. Define-se ainda uma temperatura adimensional 8, da
seguinte maneira

T-T
B lE,m) = = (8)
b Tw-'l'm

-

Na equagao (6) f(£,n) @ a funcac corrente adimensional. Lembrando a
definigdo da fungdo corrente, pode-se escrever

ar _ay
u = 5 : vV a T (9)

As equagoes (6), (7), (8) e (9) definem a chamada transformagio clas
sica de Blasius. Dessa maneira as egquacgdes (1), (2) e (3) se trans-
formam em

e a+1 " ' 1 l{ " if_

on + Bl pr £ 0, -1 Pr £ o, + EPrf" -

(11)

a8, af
3E * 3¢

= Pr Elf' - - 0}

As condigoes de contorno (4) e (5) se transformam em

£'(£,0) = 8,(E,®2) = 0 (12)
Er(E,=) = 8,(£,0) =1 (13)
£ af

(£,0) (1+8) + 2§ 7 A 0 (14)

onde ‘' e os parametros i, ', Pr e E sao definidos por

i 3
an
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£ du

N = U ar (15)
£ d(1,-T,)

r = T::T: — (16}
ue

Pr = _EE (nimero de Prandtl) (17)

v’ 2
E = Ep—(i,:_—,r-:r (namero de Eckert) (18)

Como pode ser observado, a equagac (10) é uma equagio diferencial
parcial de terceira ordem e o intervalo de integragdc na diregao n
€ D-x,

A transformacaoc de Crocco & definida da seguinte maneira

T = 1l(x,u) =y %$ (19)

T = T(x,u) (20)
Usando-se a equagdo (1) da continuidade para eliminar v das equa-

¢oes (2) e (3) e ainda fazendo uso das equag¢des (19) e (20) obtem-
se

alt 3 (1 av 3 f1)| _

3ur ¢ PHIN 5 [1] e dx 3Ju [r]l £ (21
S O i D | A

1’lau + % * (1-Pr) e

- Pr pu[u %E + U %g :: ¢ (22)
As condigdes de contorno sao
1(x,U) =0 (23)
31 au ?
T[X;O][”“ = wm] = =~ (24)
au DD dx v
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T({x,0} = Tw(x] (25)

T(x,U} = T_ = cte. (26)

A condigdao de contorno expressa pela equagao (24) € obtida da equa-
cao (1) aplicada em y=0, onde se tem u=v=0., As equagdes {21) e (22)
com as condigoes de contorno (23), (24), (25) e (26) constituem as
equagodes de Crocco para as camadas limite hidrodinamica e térmica.
Pode-se observar que as incdgnitas do problema sdo a distribuicao
de atrito viscoso 1=71(u,x) e a distribuigdo de temperatura T=T(u,x).
Nota-se ainda gue as eguagtes (21} e (22) sao ambas de segunda or-
dem e gue o intervalo de variacao da variavel independente u & 0-U
e nac 0-« como na transformagac de Blasius,

O proximo passo é a adimensionalizagdc das equa¢bes de Crocco.
Das equagdes (6), (7), (9) e {19} resultam as seguintes expressdes

u, =g = £'{&,n) (27)

T = fﬂ};{—“ £7 (£,m) (28)

A equagao (27) mostra que n pode ser tomada como funcac de u, e £.

Dessa maneira a equag&o (28) pcde ser escrita na seguinte forma

= /8 g (g,u,) (29)

onde g,({u,,£) & uma fungdo adimensional a ser determinada. Define-
se ainda uma temperatura adimensional B8, (u,,f£) pela seguinte expres
Bao

T-T

o

Tw-T

=5

a,lL,u,) = (30)

Combinando-se as eguagdes (29) e (30) com as equacgdes (21),1(22),(23)
(24), (25) e (26) obtem-se

ag,
gy 93 - 40(1=ui)gy + 2(1-30)u, g, = 4du,§ 5E (31)
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gX 83 + [(1-Pr)g, g;-4Pr Q(1-u})]6] - 4dPr u, re, +

30,
v BE g4 Bim WL o= (32)
gule,1) =0 (33)
g,(£,0)g4(£,0) = —4q (34)
8,.£,0) =1 (35)
8,(E,1) = 0 (36)
onde ' = ag e os parametros (0, I', Pr e E ja foram definidos pelas

equagoes (13), (16}, (17) e (18). Com a introducdc da varidvel u,=
=u/U pode-se observar que o intervalo de intégragido das equagdes
adimensionais & 0-1. Nota-se ainda que nao aparece uma egquagac de
terceira ordem comc no sistema formado pelas equacdes (10} e (11).
Nao é do conhecimento do autor alguma publicagac ou trabalho
anterior nos guais as equagdes numeradas de (31) até (36) tenham si
do usadas ou mesmo deduzidas. Assim essas equagOes constituem um no
vo modo de atacar os problemas relacionados com camadas limite bi-
dimensionais em regime laminar e convecgao forgada. Como ja foi en~
fatizado, as principais vantagens residem na redugac da ordem da
equacdo diferencial de guantidade de movimento e na limitagdo do in
tervalo de integragdo que passou a ser de 0-1 ao invés de 0-=.

Problemas Similares. Sob o ponto de vista matematico, um pro
blema € dito similar guando as equagoes que governam o escoamento e
a distribuicio de temperatura podem ser transformadas em equacCes
diferenciais parciais. Assim, devemos ter nas equag¢des numeradas de
{31) até (36), g,=g,(u,), B,=8,(u,}. Isso implica em que as deriva-
das em relacac a £ sejam todas nulas., Alem disso os coeficientes dos
varios termos das equagdes (31) a (36} nao devem ser funcao de E=x/L.
Pode-se pois escrever

(1l = cte. = m (37)
' = cte. = n (38}

E = cte. (39)
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Das condigdes (37), (38) e (39) resultam as seguintes expressdes

u = Ax" (40)
T -7, = Bx" {(41)
2m - n =0 (42)

onde A, B, m e n sdo constantes. O escoamento potencial expresso pe
la equagdo (40) representa o escoamento ac longo de cunhas de angu-
lo m8 onde B = {2m)/(m+1) [9]. As equacgdes de (31) a-é (36) sdc es-
critas da seguinte maneira

gy g2 - 4m(1-u?)g] + 2(1-3m)u, g, = 0 (43)

gl 8, ¥ [(A-Prig, g~ 4Pr m(l-uil]e6, = 4Pr u_ nf, =

= -Pr g2 E (44)
g, (1) =0 (45)
g,(0)g(0) = =-4m (46)
8,00 =1 (47)
8,(1) =0 (48)

As equagBes (43) e (44) sdo equag¢bes diferenciais ordindrias caracte
rizando problemas similares.

A equagdo (44) & uma equagdo n3do homogénea que pode ser trans
formada numa eguacdo homogénea fazendo-se E=0. Isso implica em se
desprezar a fungdo dissipa¢io na equagi@o de energia (equagdo ({3)).
Nesse caso a condigdo (42) (2m-n=0) ndo & mais necessdria para a ob
tencdo de solucdes similares, Deve-se ainda observar gue a eqguagao
(43) pode ser resolvida independentemente da egquagao (44) de ener-
gia. 1Isso & uma caracteristica fundamental dos problemas de convec
¢ao forgada.
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A Solugdo Similar da Equacdo de Energia. A equagdo de ener-
gia (equagdo (44)) & uma equacac diferencial ordinaria, linear e nio
homogénea. 5Sua solucdo pode ser achada através de uma combinagdo 1i
near de duas solucdes. Uma & a solu¢do geral da homogénea e outra
€ uma solugdo particular da ndo homogénea.

Chamando de @ = (T-T_)/(T ~T ) a temperatura adimensional pa-
ra o caso homogéneo, resulta de (44)

g2 6" + [(1-Pr)g, g, - 4Pr m(1-u2)]e' - 4Pr u, né = 0  (49)
8(0) =1 ;3  68(1) =0 (50)

Para a solugdc particular da ndo homogénea define-se uma temperatu-

ra adimensional ¢ pela seguinte expressao
T
¢ = = (51)
U‘/Zcp

Lembrando que 8, = (T-T_}/(T _-T_ ) e usando-se a equacao (18), (defi-
nigao do nimero de Eckert), pode-se escrever

8. (u,) = 3 olu,) (52)

Substituindo-se a equagdo (52) na equacdo (44) resulta

g? ¢" + [(1-Prlg, g} - 4Pr m(l-u2)]¢' - 4Pr u, n¢ =

= -2pr g2 (53)
¢(1) =0 (54)
$'(0) =0 (55)

As eguacbes (53), (54) e (55) sdo as eguagoes do problema ndo homogéd
neo e representam fisicamente o problema da parede adiabatica, ja
que ¢'(0) =0. Dessa maneira a solugao de (44), (47) e (48) pode ser
expressa como uma combinagdo linear de @ e ¢. A expressdo de 8, € a
seguinte

6,(u,) = |1 =3 ¢(0) ] 6(u,) + = ¢lu,) (56)
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'onde 6(u,) & a solugao do problema homogéneo expressoc pelas egua-
gbes (49) e (50) e ¢{u,) € a solugdo do problema niao homogéneo ex—
presso pelas equagbes (53), (54) e (55).

A equagao (53) pode também representar outrc problema parti-
cular caracterizado pela condigac de contorno Tw=Tm. Chamando de
¢,={T-Tml/tu‘/2cp] a temperatura adimensional para esse caso,a equa
gao (53) fornece

g% ¢% + [(1-Pr)g, g,-4Pr m(1-ui)]l¢) - 4Pr u, ne, =

= -2pr g} (57)

$,(0) =0 T (1) = 0 (58}

-Em termos de 6(u,) e ¢,(u,) a solugdo geral 8,(u,) pode ser descri-

ta pela seguinte combina¢ao linear

8,(u,) = 0u,) + £ 4,00, (59)

Na equagao (59), 8(u,) & a solugdc das equagdes (49) e (50) (proble
ma homogénéc) e ¢,(u,) € a solugdo das equagdes (57) e (58) (proble
ma nao homogéneo) .

Igualando as equagdes (56) e (59) para a distribuicac geral
B,{u,) resulta

by lu,) = aluyd — $(0)8(u,) (60)

As egquagoOes (56) e (60) mostram que basta resolver ¢ problema homo-
géneo em 6=6(u,) (equagdo (49)) e o problema niao homogéneo em b=
=¢(u,) (equagdo (53)) para termos também as solugGes dos problemas
em 8,{u,) e em ¢,(u,}.

No caso do problema da parede adiabatica em ¢(u,) o interes-
se reside na determinag¢do da temperatura de parede adiabatica Togs
0 valor de Twa pode ser calculado por

=T

T
wa =
+0) = Gz (61)
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2
Ead - $ (01 (62)

onde Ead-U’/[cp(T“a-?_}} € o numero de Eckert adiabatico.

Antes de fechar essa secao, deve-se notar gue os problemas
similares estudados tem como parametros m, n, Pr e E. Os parametros
m e n nac sado independentes pois devem satisfazer a condigao (42)
expressa por 2m-n=0. Essa condicao surge guando se considera a fun-
cao dissipagao na equacao de energla (equagao (31)). Observa-se ain
da que para n=0 (cunhas isotérmicas) a condicadoc (42) exige m=0, mos
trando que apenas a placa plana tem solugdo similar gquando a fungao
dissipacdo ndo & desprezada. Por outro lado, se a funcao dissipacao
for desprezada, o problema das cunhas isotermicas apresenta solugao
analitica. Nesse caso a condig¢ao 2m-n=0 ndo & necessaria. Para n=0,
as equacdes (49) e (50) fornecem

e du,

[1 =k (uy)

Uy

e{u*] = m———— (63]

o du,
4]

onde

]u* (1-Pr)g, g,-4Pr m{1-u}) T
A = du 4
0 9% ;

Na equacao (64), g,{u,) & conhecida pois o problema hidrodinamica &
resolvido independentemente do problema térmico. Pr e m sao parame-
tros também conhecidos.

0s Coeficientes de Transporte para Problemas Similares. Sob
o ponto de vista pratico, os resultados mais importantes sdo os coe
ficientes de atrito locais e médios e também os numeros de Nusselt
locais e médios. O coeficiente de atrito local fa e definido por

£ - Tix,0) (65)
4" T ooy
- R

Da equagao (29), lembrando gue para problemas similares g,=g,(u,),
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resulta

g,(0) g, (0)

=

£ =

a (66)

Na equagao (66}, g,(0) & uma funcdo do parametre m e deve ser calcu
lado através da solugdo numérica da equagdo (43).
0O coeficiente de atrito medio ?a e definido por

: ok
E [ T(X,U]dx
; Tt TR (67)

2 eluw)]

onde ¢ & o comprimento da superficie ao longo da gual o fluido es-
coa. A integracgao da equacgac (67} fornece

2g,(0)
g rm——— (68)
(3m+1l¢ReE
onde
Re, = J&S—’E (69)

Os numeros de Nusselt locais sao calculados atraves da Lei
de Fourier. Assim, para o problema em 6,(u,), resulta

aT] \
= =K |— = =K 9§ (0)
qw [ay y:ﬂ *
1 u? 1/2
= =K 83(0) (T ~T ) —% {Bﬁx—] g, (0) (70)

ou

q, X hx 7
Nux = = = *-l-(-— = - 5 Bi(ﬂ}g*[U]v‘REx (71)
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Nas equacdes (70) e (71) q, € o fluxo de calor local na parede e h
& o coeficiente de filme local. Com base na equagdo (56), a equacao
(71} pode ser escrita da segquinte maneira

(S]]

¢{o;la'(o)g.(0) (72)

Na equagdo (72), 6'(0) & obtido da solugido das equagoes (49) e (50)
enquanto ¢{0) € obtido da solucao das equacoes (53), (54) e (55). Pa
ramen fixos e tais que 2m-n=0, ¢(0) e 8'(0) sdo funcoes do niume-
ro de Prandtl Pr. Para o problema em 6(u,), sem fungao dissipacao,
o numero de Nusselt se escreve

Nux 1
= - — 8'(0)g,(0) (73)
2

A

No caso do problema em ¢(u,), representado pelas eguagoes (53),(54)
e (55), estamos interessados em 4(0). O conhecimento de ¢(0) nos
permite calcular a temperatura da parede adiabatica usando-se para
isso a equagaoc (61) ou (62), No caso do problema em ¢,(u,), expres-
so pelas equagoes (57) e (58), T,T, e a diferenca T -T_ nao pode
ser usada na defini¢do do numero de Nusselt. Nesse caso definimos
um nimero de Nusselt modificado da seguinte maneira

N q, * hx

Nu_ = P (74)
x (u?/2¢ )K K

Assim, a aplicacao da Lei de Fourier fornece

3o
Nu = -3 ¢,10)g*t01/ﬁax (75)

Usando-se a equacado (60), a equagdo (75) pode ser escrita da seguin
te maneira

Nu 1
X - — 4(0)0'(0)g,(0) (76)
2

E
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Na eguacao (76), ¢{0) e 6'(0) sido obtidos da solugao do problema da
parede adiabatica (¢'(0)=0) e da solucao do problema homogéneo (sem
funcdo dissipacgao)}, respectivamente.

O nimero de Nusselt médio, para o problema em §,(u,}, & defi

nido por
Jﬁ.
o o 20 (77)
K ° T, TO-T_TK

A integracao da equacao (77) fornece

Nu ~g, (0)82(0)
- (78)
fnel m+2n+1

A equacaoc (56) permite substituir 8}(0) na equacao (78} resultando

Nu g, (0)

e ® T me2n+d
L

E L]
1= 3 wlﬂ}]& (0) (79)

Para o problema em &{u,), representado pelas equagoes (49) e (50),
E=0 e o numero de Nusselt medioc se escreve

Nu g, (0)

a - 8'(0) (80)
VRe m+2n+1

No caso do problema em ¢,(u,), expresso pelas equagdes (57) e (58),
o nimero de Nusselt médio modificado €& definido por

al L
- ﬁz I qu ax
B, e i, e e (81)

R U]

2
°p

A integracao da equagao (81) fornece

Nu -g,(0)41(0)
- (82)
YRe 5m+ 1

g
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Usando-se a equagdo (60), a equagdo (B2) torna-se

Nu_ _ 9400) ,
e = ey (01070) (83)

Deve-se observar que a equagao (67) sd pode ser integrada se
m>-1/3. Para m+-1/3, a equacdo (68) mostra que f,+=, isto &, ain
tegral em (67) diverge. Nas equagdes (78), (79) e (80) deve-se ter
m+2n>-1 pois, do contrario, a integral em (77) diverge. A equagédo
(Bl) também sé pode ser integrada se m>-1/5. Para m~+-1/5, as equa
¢oes (82) e (B3) mostram gque ﬁ-*ﬂ. A integral em (B1) diverge. Alem
dessas restrigdes deve-se ter 2m-n=0, para a existéncia de solucdes
similares quando a fungio dissipacdo n3c & desprezada (E=0).

Problemas N3o Similares. Muitos problemas das camadas limite
térmica e hidrodindmica ndo apresentam solugdes similares. No pre-
sente trabalho sera considerada a ndo similaridade causada pela for
ma da velocidade potencial (u=Ax™) ou pela forma da temperatura na
parede (Tw—Tm:taxn}. No caso da inclusdoc da funcio dissipagdoc na
equacgdo de energia, pode-se ter ndo similaridade se 2m-n # 0. Nesse
caso o numero de Eckert ndo sera constante e dependera da coordenada
£ ao longo do escoamento.

Um dos métodos frequentemente usado para a obtengao de solu-
;oes ndo similares & o chamado método de similaridade local [2],[3].
De acordo com esse método o lado direito das egquagdes (31) = (32) é
desprezado. As equacdes de (31) até (36) saoc escritas agora da se-
guinte maneira

gy g2 - 4R(1-ui)g; + 2(1-3R)u, g, = O (84)
g, 80 + ((1-Pr)g, g} = 4Pr Q(1-u2)}e' - 4Pr u, Ie, +
+PrgiE=] (85)
g, l&,1) =0 (86)
g,(E,0)g)(E,0) = -40 (871

6,(£,0) =1 (88)
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0,(5,1) =0 (89)

Nas equagdes de (B4) até (89), os par@metros 01, I' e E ja foram defi
nidos pelas eguagdes (15), (16) e (18) respectivamente e sdo fun
gbes conhecidas de & =x/L. A variavel ¢ pode ser considerada
como um pardmetro em posicdo x constante ao londo do escoamento.
Embora as equagdes (84) e (85) sejam eguagbOes diferenciais par-
ciais, elas podem ser tratadas como equagdes diferenciais ordinad-
rias e resolvidas por técnicas numéricas prdprias dos problemas si
milares.

Um método mais preciso que o método de similaridade local é
o chamado método de ndo similaridade local (2], [3]. Para usar o mé
todo definimos as seguintes variaveis

d a8
JlE,u,) = —%f : s(£,u,) = 3; (90)

Depois da substituigdo das equacdes (90), as equagdes de (31} até
(36) sdo escritas como

gh g2 - 4Q(1-uz)gs + 2(1-3Q)u, g, = 4u, £j (91)

g} 8, + [(1-Pr)g, g) - 4Pr Q(1-u2)16} - 4Pr u, 6, +

+ Pr g} E = 4Pr u, &s (92)
gelE 1) =0 H g, (£,0) giiE,0) = -4n (93)

B.(£,0) =1 i 0,(6,1) =0 (94)

O proximo passo & derivar as equagdes de (91) até (94) em rela-
cdo a .

g3i" = 4a{l-vd)j"' + 2[qg,g; - 3u_(1-)1j -

- 2 §f 120-udg) + Ju,g,] = 0 (95)

ﬁgt
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gis” + |(1-Pr)g, g, - 4Pr fill-u )]sl.- 4Pr u _(1+@)s +

+ 29,3 6" + [(1-Pr) (g,i'+gLj) - 4Pr g% (1-u2)]18} -

- 4Pr u, §7 0, + Pr(2Bq,3 +§F ¢3) = 0 (96)
3(€,1) = 0 (97)
9,(6,0035(€,0) + gl (E,003(g,00 = -4 32 (98)
s(£,0) =0 7 s(E,1) = ¢ (99)

Nas equacdes (95) e (96) foram desprezados os termos contendo
3j/3¢ e 123s8/3E, respectivamente. As equagdes (95) e (96) sdo equa
¢Oes subsididrias as equacgdes (91) e (92), as quais foram integral-
mente preservadas, pois a aproximacdc foi feita nas equacdes (95) e
(96) . Tem-se um sistema de quatro equacbes para as incognitas
g tE,u), 8, (E,u ), JLE,u,) e s(£,u,). Para x constante, £ seré
constante e o sistema das equacbes (91) e (99) é equivalente a um
sistema de equagbes diferencials ordinarias. Deve-se notar que o pro
blema hidrodindmico estd desacoplado do problema térmico. Virios ou
tros métodos, como por exemplo diferencas finitas, existem paraaso
lucdo de problemas ndc similares. Esses outros métodos néo serdo
aqui discutidos visto que eles ndo foram usados. Deve~se ainda no-
tar que poderiamos preservar integralmente as eguagdes subsidiarias
e deriva-las em relacdo a £. A aproximacdo seria feita nessas dlti
mas eguagOes. Por esse motivo pode-se dizer gque o método de simila
ridade local & um modelo de uma equagdo, enguanto o método de ndo si
milaridade local & um modelo de duas equa¢des e o método caracteri-
zado por uma dupla derivagdo em relagdo a £ seria um modelo de trés
egragoes,

Os coeficientes de transporte para os problemas ndo simila-
res sao calculados da mesma maneira que para os problemas similares.
A Gnica diferenca € gque nas equagdes (66) e (71) deve-se substituir
g,(0) por g (5,0} e B8{(0) por 6,(E,0}. Os valores médios sdo obti
dos por integragdo dos valores locais levando-se em conta a depen-—
déncia com a variavel .
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METODO NUMERICO

A integragdo das equagdes das camadas limite hidrodindmica e
térmica foi feita usando-se o método de Runge-Kutta de guarta or-
dem. Para a aplicacac desse método, torna-se necessaric o conheci-
mento do valor da funcg3c a ser integrada no ponto inicial e tambem
da derivada da fungio nesse mesmo ponto inicial. Como as equagdes
diferenciais sdo de segunda ordem (guantidade de movimento e ener-
gia) o conhecimento de dois valores iniciais permite gue a integra
¢ao seja feita passo a passo na diregdo perpendicular ao escoamento,
Todavia nd3o sdo conhecidos todos os valores iniciais necessarios a
integracido pelo método de Runge-Kutta. Nao se conhece g} (£,0) e
8,(£,0). O que se faz & arbitrar valores paraas condi¢des iniciais
desconhecidas e refinar esses valores usando-se para issoc o método
de Newton-Raphson e as condigdes conhecidas no final do intervalo.
Quando se usa o modelo de duas equagbes, devem ser arbitrados os va
lores g (£,0), 6,(£,0), 3'(£,0) e s'(£,0). Os valores g,(£,1) =0,
8,(€,1) =0, j(£,1) =0 e s(£,1) =0 sdo usados para refinar as condi-
¢Oes iniciais que foram arbitradas. Trata-se de uma técnica numéri
ca bem conhecida chamada Método do Tiro.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Cunhas Isotérmicas (n=0) Sem Fun¢do Dissipagdo (E=0). A se-
guir sdo apresentadas as Tabelas 1 e 2 que ddo os valores de f /Re
e Nux//RTx para varios valores de m e Pr=0,7. Esses resultados sdo
comparados com agqueles de Noronha [10] e Evans [11). Pode-se obser
var que a concorddncia @ muito boa. Nesse casoo problema é similar

e ndo ha a dependéncia com £ = x/L.

Tabela 1. Valores de falﬁex para n=0 e E=0

m f‘@_ £,/Re (10) fa/ﬁg [11]
0 0,664115 0,664115 0,6641145
1/3 1,514895 1,514894 1,5148951
2/3 2,045320 2,045319 2,0453194
1 2,465175 2,465175 2,4651752
3 4,178221 4,178220 —

5 5,370560 5,370560 5,3705599
10 7,570261 7,570260 —_

1000 75,457203 75,457153 —
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Tabela 2. Valores de Nux/JRex para Pr=0,7, n=0 e E=0

m uux//ﬁz; uux/ﬁe‘é; [10] Nux//ﬁe; [11)
0 0,292682 0,292680 0,292678
1/3 0D,38B4162 0,384156 0,384156
2/3 0,444864 0,444858 0,444859

1 0,495831 0,495866 0,495865

3 0,724021 0,723996 —_

5 0.894155 0,894051 0,894047
10 1,218926 1,218771 —
1000 11,712130 11,711330 3

Deve-se ainda notar que os resultados de [10] e [11] foram obtidos
pela transformagido classica de Blasius enquanto os presentes resul-
tados foram obtidos através da transformacio de Crocco (equagdes (43)
e (49) com as condicces de contorno (45), (46), (50) e n=0).

As Figuras 1 e 2 apresentam as distribuigoes g,f{u,) e 8(u,)
para varios valores de B = (2m)/(m+l) e para Pr=0,7.

Placa Plana Isotérmica (n=0) com Fungdo Dissipacdo. Nesse ca
SO tem-se um problema similar pois a condigdo 2m-n=0 & satisfeita
{(m=0 e n=0). O numero de Eckert E ndc depende da variavel £. A solu
gao da equacdo (43) com as condicdes de contorno (45) e (46) e com
m=0 fornece o seguinte valor para g,(0)

g,(0) = 0,664 (100}

Da equagaoc (66) resulta

faJRex = 0,664 {101)

O coeficiente de atrite médie ?a é obtide da equagio (68) fazendo-
-se m=0.

a e (102)

Os resultados expressos pelas equacoes (101) e (102) estdo em per-
feita concordancia com agqueles encontrados em [9].
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9,

4,0 \V- . \

gL L
i |

Rl

=00 o \
B:-01a :==;352;;\\“E:E:
| 8-]-0.19
o] 0,5 u, 1.0

Figura 1. Distribuigdo g, (u,) para vdrios dngulos da cunha,
n=0, Pr=20,7

A Tabela 3 apresenta os valores de - '(0) e (0) para varios
numeros de Prandtl. Esses valores foram obtidos das solucgdes das
equagdes (49) e (53) com m=0 e n=0.
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B= 1,82
0lu) \\\
U e
\ \4\ B=1.0

o] 0.5 Uy 1,0

Figura 2. Distribuigdoc 6(u,) para varios angulos da cunha.
n=0, E=0, Pr=0,7

Tabela 3. Valores de -8'(0) e $(0) para varios valores
do namero de Prandtl. m=0, n=0

Pr -8'(0) ¢ (0)
0,6 0,831 0,770
0,7 0,883 0,835
0,8 0,925 0,895
0,9 0,964 0,950
1,0 1,000 1,000
Tyl 1,036 1,050
7.0 1,943 2,515
10,0 2,199 P 15

Os valores de -8'{0) e ¢(0) podem ser ajustados com boa pre-

cisdo através das seguintes formulas

-8'(0) = VFr 0,6 < Pr 5 10 (103)
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| (0} = ¥Pr 0,6 £ r 510 (104)

Substituindo-se nas equacoes (72), (73) e (76) os valores de g, (0},
-8'(0) e ¢{0) dados por (100), (103) e (104) respectivamente, cb

tem-se

= ez (1 - B /e )
|| — = 0,332 VPr [1 -3 ?r] (105
i Rex
|

Nux 3

= 0,332 /Pr (E=0) (1086)
Rex
b
X 3,
~— = -0,332 Pr’s (107)
YRe,

T =T + /P (108)
Wy 2cp
Para os valores medios dos numeros de Nusselt as equagdes (79), (80)
e (B3) dao
Nu  _ ) _E
. 7§§§ = 0,664 /Pr |1 5 /EF] (109)
‘ Nu_ 0,664 /PT {E=0) (110)
! VRe
[ R
H‘J' L = P sfﬁ
| T 0,664 Pr (111)

i tdo de acordo com os resultados apresentados em [9], mostrando gque
| a transformagdo de Crocco reproduz com boa precisio solugdes classi

|
| Ressalta-se gue os valores dados pelas equagdes (103) ate (111) es-
” cas encontradas na literatura.
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A Figura 3 mostra a temperatura adimensional 8, como fungdo
de u, para a placa plana isotérmica (m=0 e n=0) é numero de Prandtl
igual a 0,7. As curvas sdo parametrizadas pelo nimero de Eckert E.
A temperatura O, (u,) foi calculada usando-se a combinagdc linear ex

pressa pela eguagao (56).

4
10 ET—L N
8 (u) §\\\ Q
AN N\
! N
P |

Figura 3. Distribuicdo &, (u,) para placa isotérmica e
numero de Prandtl igual a 0,7. h=0, m=0

Canal Convergente (m=-1} com Parede Ndo Isotérmica (n=-2).Tra
2
« A

condigdo 2m-n=0 é satisfeita mostrando gue o nimero de Eckert nio

ta-se de um problema similar no qual U=Ax"'(A<0) e Tw—Tm=Bx_

depende da variavel L. A Figura 4 mostra o tipe de escoamento em
estudo.

Nesse problema a velocidade potencial U(x) é negativa e M=-1.
A equagdo (29) deve ser substituida pela seguinte equacio

' 3
Te - /B g () (112)
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Figura 4. Escoamento num canal convergente

As equagbes do problema hidrodinamico se escrevem
g% 9% - 4(1-ui)g; - 8u,g, =0

g (1) =0 g,(0)g}(0) = -4

A equagdo (113) pode ser reescrita como

dg, d 4(1-ui)
du, = du, [ k" ]

Integrando-se (115) uma vez, obtem-se
4(1-u})

Gs = = g,

Onde a segunda das condigdes (114) foi satisfeita.
(116) resulta

9u = 2 /3 (1-u,)(u,e) '/

(113)

(114)

(115)

(116)

Integrando-se

t117)

onde a primeira das condigées (114) foi satisfeita. A equacdo (117)
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representa um dos raros problemas da camada limite hidrodinamica pa
ra o gual se tem uma solugiao analitica. Da equagao (117) resulta

g, (0) = 2,309401 (118)
e ainda

2 /ﬁE; = -2,309401 (119)
onde

Rex = (=pUx)/y .

0 valor do produto fafﬁz; dado pela equagac (119) concorda exatamen
te com o valor apresentado em [9]. Deve-se notar que o coeficiente
de atrito medio ?a nac pode ser calculado. Para m=-1 a equacao (67)
diverge.

Na Tabela 4 sao encontrados os valores de -8'(0} e ¢(0) para
varios numeros de Prandtl. Esses valores foram obtidos pela integra
cdo das equagbes da camada limite térmica com m=-1 e n=-2 e também
levando-se em conta (112), ja que a velocidade potencial U @ negati

va.

Tabela 4. Valores de -0'(0) e ¢(0) para varies valores
do numero de Prandtl. m=-=1, n=-=2

Pr -5'(0) #(0)
0,7 0,656 0,836
1,0 0,750 1,000
2,5 1,049 1,567
5,0 1,345 2,170
7,5 1,552 2,610

10,0 1,717 2,967

0s valores de -8'(0) e $(0) podem ser aproximados, com uma precisao
tipica de 1%, através das seguintes equagoes

0,362

-8"(0) = 0,749 Pr (120)
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0,477

$(0) = 0,999 Pr (121)

Para se calcular os numeros de Nusselt locais basta substituir nas
equacoes (72), (73) e (76) os valores de g, (0), -€'(0) e ¢(0) dados

por (118), (120) e (121) respectivamente.

Nu

X . 0,865 prr362 (1 - £ 0,999 pr°"77] (122)
e,
Nu
—a 07068 D 2 (E=0) (123)
vRe
X
Nu
—X o G084 pr0r 0N (124)
/Re_
X
Da equacao (61) calcula-se a temperatura da parede adiabatica
T, =T + 0,999 pr0r477 (125)

w Za:
® P
Os valores médios dos varios numeros de Nusselt naoc podem ser calcu
lados. Com m+2n=-5 & m=-1 as integrais em (77) e (B1) divergem.
Os resultados para a temperatura adimensional 6(u,) sdo mos-—
trados na Figura 5 para nameros de Prandtl variando de 0,7 a 10.

1,0 e o |
T
I Pr= 1.0 y
Otn,) / Pr=2.5

Pr« 5.0
Pre 0 —
Pr« 100
0-5 —

\N
\

\\
N

0 0.5 u, 1.0

/

W A

Figura 5. Distribui¢dc 8(u,) para o canal convergente.
m=-1, n==2, E=0
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Na Figura 6 & mostrada a distribuicdc ¢(us) (canal com parede
adiabatica) para varios niimeros de Prandtl.

|

30 Pr= 10,0

I
] h ﬁl’ «7.5
(P (un-} \ |

/

- |
20 T
N\ Pr .25

]

0 a5 u, 10

Figura 6. Distribuigdo ¢(ux) para o canal convergente.
m=-1, n==2

Na Figura 7 tem-se a distribuic@o ¢«(us) para o canal conver

gente com T, =T,. As curvas sdo parametrizadas pelo nimero de Prandtl.

1,0 l 11
Pr «10,0
?(u,)
Q0,5
~ Pr=0,7
I |
o] 0.5 u 1,0

*

Figura 7. Distribuigdo ¢x{us) para o canal convergente.
m==1, n=-=2
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A funcao ¢,(u,) foi calculada a partir da equacado (60)3ja que
¢${u,) e 8(u,) sao conhecidas. Deve-se ainda notar que a distribui-
cao 8,(u,) pode ser calculada atraves da eguagao (56).

Escoamento Plano com Ponto de Estagnagao. Nesse caso tem-se
m=1. Se a fungdo dissipagdo é incluida na equacido de energia, a con
digao de similaridade 2m-n=0 obriga que n seja igual a dois. A pare
de nd3o sera portanto isotérmica. Se a fungdo dissipagdo ndo &  in-
cluida na equacdo de energia entido a condigdo 2m-n ndo € necessaria
para se obter solugdOes similares. Esse ultimo caso equivale a fazer
E=0 na equagac da camada limite térmica. A Figura 8 mostra o escoa-
mento plano com ponto de estagnacao.

¥ N

Figura B. Escoamento plano com ponto de estagnagaoc

A solucao da equagao (43) com m=1 e com as condigoes de con-
torno (45) e (46) fornece

g,.(0) = 2,4652 (128)

O coeficiente de atrito local f_ €& obtido da eguacgaoc (66)

f 5 2‘4652 (127)
* /Re_

Para o coeficiente de atrito médio ?a' a equagao (68) fornece (m=1)

F, - 12328 (128)

vReE

As equagoes (127) e (128) estdo em perfeita concordancia com os re-
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sultados de [10) e [11]. Na Figura 1 esta apresentada a distribui -
¢do g, (u,) para f=1. Comoc B=(2m)/(m+1), essa curva corresponde ao
presente problema onde m=1.

Na Tabela 5 sac mostrados os valores de -8'(0) e ¢(0) para
alguns valores do nimero de Prandtl. Esses resultados foram obtidos
pela integracdo das equagGes (49) e (53) com suas respectivas condi
¢oes de contorno e ainda fazendo-se m=1 & n=2,

Tabela 5. Valores de -8'(0) e ¢(0) para varios valores do ng
mero de Prandtl. m=1, n=2

Pr -8'(0) $1(0)
0,7 0,691 0,835
1,0 0,789 1,000
2,5 1,100 1,567
5,0 1,406 2,170
7.5 1,621 2,610
10 1,791 2,968

Na Tabela 6 saoc apresentados os valores de -8'(0) para m=1,
n=0 e E=0 em funcao do nimerc de Prantdl. Nesse caso a parede & iso
téermica.

Tabela 6. Valores de -§'(0) para varios nimeros de
Prandtl. m=1, n=0, E=0

Pr 0,7 1.0 2,5 5,0 7.5 10

-8' (0) 0,406 0,463 0,655 0,846 0,979 1,085

Os resultados das Tabelas 5 @ 6 podem ser aproximados, com uma pre-
cis®® menor que 1%, pelas seguintes equacdes

0,358

-8*'(0) = 0,788 Pr {n=2) (129)

0,477

$(0) = 0,999 Pr (130)

0,37

-8'(0) = 0,464 Pr (n=0) (131)
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Os nimeros de Nusselt locais sao calculados com as equagoes {72),
(73) e (76).

Nu

X . 0,971 pr0r3%8 I1 - £ 0,999 pr°'477] (132)
vRe

X
Nu

X . 0,971 pe?s358 (n=2) (E=0) {133)
/Re.

X
Nu

X _ 9,572 p£?r37 (n=0) (E=0) (134)
aex
Nu

X . _p,970 py0:833 {135)
/Re.

X

A equacao (61) fornece a temperatura da parede adiabatica.
X 0,477 U

T, =T, + 0,999 pr - (136)

P

Comparando-se a equagao (136) com a eguagdo (125) conclui-se que o
canal convergente e o escoamento plano com ponto de estagnagao apre
sentam a mesma expressac para a temperatura de parede adiabatica. Os
nimeros de Nusselt médios sdo calculados com o auxilio das equacdes
(79), (80) e (8B3).

Nu_ _ o,324 pe0/338 |1 _ E p, 999 py0477 (137)
/Re_ &
i B
Nu_ _ g,324 pc0/358 (n=2) (E=0) (138)
fReE
Mu_ | g802 ety (n=0) (E=0) (139)
1
BY. . 0,323 pc049%5 (140)
Rel

Comparando-se a equacdo (139) com a equagdc (134) conclui-se que pa
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ra a parede isotérmica (n=0) o nimero de Nusselt local para x=; &
igual ao namero de Nusselt médio. Isso acontece porque o fluxo de
calor @ constante ao longo da parede e a diferenca T, tambem @&
constante, acarretando dessa maneira um coeficiente de troca de ca-
lor constante.

A Figura 9 mostra a variacao da temperatura adimensional 8
coﬁiu, para nimeros de Prandtl variando de 0,7 a 10, m=1, n=2 e sem
fungdao dissipac3o (E=0). Na Figura 10 tem-se g=0(u,) para m=1, n=0,
E=0 e nimeros de Prandtl variando também entre 0,7 a 10.

A Figura 11 apresenta a distribuig¢ao #(u,) (parede adiabati-
ca). As curvas sdc parametrizadas pelo numero de Prandtl. As distri
buigbes de 8, (u,) e ¢,(u,) podem ser calculadas através das equa-
coes (56) e (60) respectivamente.

olu,)
1,0
Pr=0.T
L Pre2.5
0.5
| Pra5.0
<Pr «T.,5
Pra10.0—"
| l =
] 0.5 1,0 u

Figura 9. Distribuigac 6(u,) para o escoamento planc com
ponto de estagnacao. m=1, n=2, E=0
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o(u,)
1.0
\%ﬁ.o.:f
53
0.5
EBANNY
K
Pr«10,0
o] 0,5 1.0 wu,

Figura 10. Distribuigdo ¢{u,) para o escoamento planc com
ponto de estagnagao. m=1, n=0, E=0

Cilindro em Escoamento Transversal. Trata-se de um problema
nao similar devido a forma da velocidade U(x). A forma da velocida-
de potencial e a seguinte

Ulx) = 2U, sen (}) = 2U,_ sen{(f) (141)

onde U_ € a velocidade do fluido néo perturbado, R é o raio do ci-
lindro e x e a distancia circunferencial medida a partir do ponto
de estagnacdo. Consideracao sera dada ao caso de superficie isotér-
mica. Da eguacao (16) resulta I'=0. Substituindo a equacao (141) nas
equagoes (15) e (18) resulta

@ = £ cot g(£) (142)
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E = 4E_ sen® (L) (143)
onde
UZ
Be = (T T (144)
pPW =

@lu,)
3.0
~Pr=10.0
[P
\
PI’-T|5
2.0 \\\\; Pr=5.0
- Pr.2.5
T~
Prai,Q
1.0 —
h-‘_‘-‘_'-"‘--d
0 0,5 W0 u

Figura 11. Distribuigac .¢f{u,) para o escoamento plano com
ponto de estagnagao. m=1, n=2

Para a solucao por similaridade local (modelo de uma equagad
as eguagoes (142) e (143) sdo substituidas nas equagdes (84) e (85)
com as condigdes de contorno de (86) ate (89). Para a solugao pelo
método de nao similaridade local as egquacoes (142) e (143) sao usa-
das em conjunto com as eguagoes de (91) ate (99). Para £ constante,
esse sistema € equivalente a um sistema de equacoes diferenciais or

dinarias que pode ser resolvido pelos métodos classicos.
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Na Figura 12 sdo apresentados os resultados para o produto
f,/Re  como fungdo de f=x/R. Nessa mesma figura sdo mostrados os re
sultados obtidos por Sparrow [2] usando modelos de duas e trés egua
¢oes e os resultados obtidos por Sch¥naeur [12] e Terril (13] usan-
do os métodos de diferengas finitas e diferencial diferengas fini-
tas, respectivamente.

3 T T T T

NAO SIMILARIDADE LOCAL
DE 2-EQuAcDES (2]

SIMILARIDADE LOCAL C/CROCCO
I ] ! |

MODELD DE 3-Eauacdes [z
| I 1 [

OIF. FINMA € DIFERENCIAL - DIF.
1 — FINTA [ 12,13) |

T L

A0 SIMILARIDADE LOCAL DE 2- EQUAGDES
I s i

o} 0.4 0,8 1,2
; =x/R

1.6

Figura 12. Variagdo do produto f,/Rey, ao longo da super-
ficie de um cilindro em escoamento transversal

Os resultados de [12] e [13] coincidem totalmente no dominio da Fi-
gura 12 e sac considerados exatos, Observa-se que o modelo de duas
equagoes (nao similaridade local}, com ¢ uso da transformacgao de
Crocco, apresenta resultados mais proximos aos considerados exatos
de que o seu correspondente de Sparrow [2]. Por outro lado, observa
se que o méetodo de similaridade local (modelo de uma equagao) s0
apresenta bons resultados para baixos valores de £.

Nas Figuras 13, 14 e 15 sdao mostrados resultados tipicos do
quociente Nu //Re_ como funcdo de {. Nessas figuras ['=0  (cilindro
isotérmico) e Pr=0,7. A Figura 13 & para E_=-4 enquanto as Figuras
14 e 15 sao para E_=0 e E_=4, respectivamente.
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T T T T I

~==== SIMILARIDADE LOCAL it
& NAD SIMILARIDADE LOCAL @
- —
L] e = [ \
& . P ‘\\
’
5 i \\
= ’ \
3 A : 5
S \\
rd
- J - 1’! \n
s A
'I
| "
-""‘
o
0 o.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1,2 1.4 1,6

g-nfﬂ

Figura 13. Nux/.iﬁax como funcdo de £ para o cilindro em escoamento
transversal. E_=-4, Pr=0,7, T=0

-
Eg= 0 |
0.5
—Tﬁ-.m:':'-'-‘:‘::r:::‘-
" ‘;‘?,_\
[. “"-\
& 0.4 S
~ ~
> B
=z \\
0.3 n %
\
0.2
aem=— SIMILARIDADE LOCAL
0.1 |- ——— NAD SIMILARIDADE LOCAL
h L
o 0.04 0,08 2 1.6
g- I.fa

Figura 14. Nuy/vRe, como fungao de £ para o cilindro em escoamento
transversal. E_=0, Pr=0,7, T=0
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Escoamento Desacelerado de Howarth. Outro conhecido exemplo
de escoamento nao similar devido a forma da velocidade potencial &

o escoamento desacelerado de Howarth, para o gual
Ulx) = Ua(1 = F) = Un(1-€) (145)

Essa distribuicao de velocidade potencial pode ser interpretada co-
mo a que ocorre numa placa plana gque come¢a em x=0 e termina numa
parede infinita, perpendicular a primeira em x=L. A substituigac da
egquacac (145) nas eguacoes (15) e (18) fornece

i = EéT (146)

E

2
E (1-E) (147)

onde EOU e dado pela equacéo (144) . Como no caso de cilindro em es-

coamento transversal, sera considerada a situagao em que a tempera-

tura da placa & constante (I'=0).

1
! Eml 4
: ""\“\“\:
\‘\1\
'\\‘
-1 a
\\\ )
\\\ ff
X
-2 =Y ’1
‘\‘ ',
"
[E. \\\ !'
< S i
= b ”/
2 e Sl
-4
-5
===== SIMILARIDADE LOCAL
NAO SIMILARIDADE LOCAL
-6
8] 0.2 04 o.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
E=x/R

Figura 15. Nuy/vRex como funcao de £ para o cilindro em escoamento
transversal. E_=4, Pr=0,7, T=0
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Na solugao por similaridade local as equagdes (146) e (147)
sao usadas em conjunto com as equagOes numeradas de (84) e (89). Pa
ra a solugao por nao similaridade local deve-se usar (146) e (147)
em conjunto com as equacdes de (91) ate (99). Como foi feito ante-
riormente (cilindro em escoamento transversal) o numero de Prandtl
sera mantido constante e igual a 0,7.

A Figura 16 apresenta os resultados para ¢ produto faﬁﬁa; co
mo fungao de E=x/L. Na Figura 16 sao mostrados ainda os resultados
obtidos por Sparrow [2] usando modelos de duas e trés equagoes e
agueles obtidos por Schonaeur (12] e Smith e Clutter [14] usando os
métcdos de diferencas finitas e diferencial diferencas finitas, res-
pectivamente.

0.7 NAO SIMILARIDADE LOCAL DE
S /" 2- EQUACDES [ 2]
0.6 — ! 1 I 1 |
. -~ *‘g 1 ] 1 ¥
\\ DIF FINITA € EQUACAO DI-
0.5 NS FERENCIAL - DIF. i
s ™ FINITA [12,14]
4 -
= SIMILARIDADE LOCAL C/CROCCO
0.3 —— :
f
0.2 | MODEL) DE 3-EQUACOES [21/
0.4 NAO SIMILARIDADE LOGAL]
DE 2-EQ C/CROCCO
ST I (NS, Uiy
0 0,02 0.04 0.06 0.08 0.0
; = x/L

Figura 16, Variagdo do produto fz/Rey, em funcao de L para o es-
coamento desacelerado de Howarth

Aqui também os resultados de [12] e [14] coincidem totalmente e po-
dem ser considerados exatos. Na Figura 16 pode-se observar que o mo
delo de duas equacgdes, usando-se a transformacac de Croccao, se apro
xima mais da solugdo exata do que o modelo de trés equagdes de [2].
0 modelo de similaridade local (modelv de uma eguacao) apresenta re
sultados bastante discrepantes em relacac acs outres, :

Nas Figuras 17, 18 e 19 sao mos!rades resultados tipicos pa-
ra Nuxzfﬁé; em fungdo de E.



236 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n® 3 — 1988

T T
Ew= -2
0.6 11
a5 S —
] = Te-
\; | T Ty
= ] T 3 I.-"""--u...‘--_'-“m"‘
> i
E i [
0.3 ===-= SIMILARIDADE LOCAL s
NAD SIMILARIDADE LOCAL
S Y (I g | | l
0 0.02 0.04 0.06 0.08
‘: x/L

Figura 17. Nuyx/v/Rey em fungac de £ para o escoamentoc desa
celerado de Howarth. 3@«-2, Pr=0,7, I'=0

Eg= 0
- 0.3 -
(@ ———
o -a-':‘.'.':-_-:-_._:_____
. ~===- SIMILARIDADE LOCAL
2 —— NAD SIMILARIDADE LOCAL
o1 | 1 1 L
o 0.02 0.04 0,06 0,08
9 =R fL

Figura 18. Nuyx//Rey em funcao de £ para o escoamento desa
celerado de Howarth. E_=0, Prs0,7, T=0

-==-= SIMILARIDADE LOCAL |

o
L“.Ot ——— NAO SIMILARIDADE | LOCAL —emfpm ==
~ - ____...-----""‘
3
20 Ew' 2 4
1 {
o 0.02 0.04 0.06 0,08

§=x/L

Figura 19. Nuy/+Rex em fungido de [ para o escoamento desa
celerado de Howarth. Em=2, Pr=0,7, T=0
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COMENTARIOS FINAIS

Foi mostrado gue a transformacao de Crocco pode ser usada,com
vantagem sobre a transformagdo classica de Blasius, na solucao de
problemas das camadas limite hidrodindmica e térmica. Foram obtidas
solugdes similares e nd3o similares e em ambos 0s casos a comparacao
com resultados disponiveis na literatura mostrou a boa precisac do
método de Crocco.

, 0 fato de se trabalhar no intervalo de 0-1, ao invés de 0-w=,
constitui-se numa das principais vantagens da presente transformacaa
Acrescenta-se ainda o fato de gque a eguacido de gquantidade de movimen
to @ de segunda ordem enguanto na transformagao tradicional obtem-se
uma equacio de terceira ordem.

Finalmente, cabe salientar, que os beneficios obtidos com o
uso deste novo procedimento podem ser estendidos a outros tipos de
escoamentos nao similares gque nao sdo provenientes da forma da velo-
cidade potencial U(x]).
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ON THE POSSIBILITY OF DETERMINING THE
TEMPERATURE OF A PLANE SURFACE THROUGH ITS
EMERGENT THERMAL RADIATION

Rogério Martins Saldanha da Gama — Membro da ABCM
LNCC/CNPq

ABSTRACT

In this paper it is discussed an ill-posed Thermal Radiation Problem
which is mathematically represented by a Fredholm Integral Egquation
of first kind. We consider two parallel plane surfaces that exchange
energy through thermal radiation (only) being separated by a
radiatively nonparticipating medium. It is demonstrated that the
knowledge of the temperature and heat flux fields over one of the
surfaces determines, in a unique way, the temperature field over the
other surface. This theoretical result shows that it is possible to
employ one surface as a sensor for measuring (indirectly) the
temperature of the other.

RESUMO

Neste trabalho & discutido um problema mal-posto de Radiag¢do Térmi-
ca o qual & matematicamente representado por uma Equacio Integral de
Fredholm de Primeira Espécie. Consideram-se duas superficies planas
paralelas que trocam calor por radiagdo térmica (apenas) estando se
paradas por um meio que ndo participa do processo de transferéncia
de energia., E demonstrado que o conhecimento dos campos de tempera-
tura e de fluxo de calor sobre uma das superficies determina de for
ma Gnica o campo de temperatura sobre a outra superficie. Este re-
sultado tedrico mostra que & possivel a utilizacdo de uma das super
ficies como sensor para a medida indireta da temperatura da outra.

Submetido em Outubro/87 Aceito em Outubro/88
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INTRODUCTION

Let us suppose that there exists a heat transfer by thermal
radiation between two diffusely emitting and diffusely reflecting,
surfaces, exclusively due to the fact that these two surfaces are
at temperature levels different from zero. Assuming that the
surfaces are separated by a radiatively nonparticipating medium and .
that the temperature field and the heat flux field are known over
the surface 1, we ask: Is it possible to determine the temperature
field over the other surface (surface 2)?

The answer to this guestion will be "yes" if, and only if,
the thermal radiation that reaches surface 1 (coming from surface 2)
characterizes in an unigque way the temperature field over surface 2
and, in this case, surface 1 may be used as a sensor for measuring
(indirectly) the temperature of surface 2.

There exists many situations in engineering in which it is
necessary to know the temperature ¢f a given surface that is not
accessible as, for instance, when surface's temperature is higher
than the maximum allowable for usual thermometers. Such situations
require an alternative way for measuring the temperature as, in
particular, the indirect way that consists of measuring the
temperature from the thermal radiation that emerges from the
considered surface ([1].

Before considering such procedure it is necessary to assure
that it is theoretically possible.

In this paper it will be discussed the possibility of
measuring the temperature of a plane surface through the thermal
radiation that, leaving this surface, reaches another, parallel to
the first one, that is regarded as a sensor.

A scheme of the considered problem is shown in figure 1, in
which are represented two plane, parallel and elongated (infinite
in the direction that is perpendicular to the figure 1) surfaces.

In this paper it will be shown that it is theoretically
possible to employ surface 1 as a sensor for determining the
temperature field over surface 2, assuming that all radiant energy
that reaches surface 1 comes from surface 2 and, conversely, all
radiant energy that reaches surface 2 comes from surface 1, being
this energy interchange due to the temperatures of the two
considered surfaces. It will be also assumed that the surfaces are
gray and all their physical properties are known.



242 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n® 3 — 1988

*®=a x=b
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surface 1
h
surface 2

— ——— _,l

y=L
Figure 1. Scheme of the Problem

Mathematically the problem consists in proving that to each
pair {T,(x),g,{x)}! (temperature and heat flux fields over the
surface 1)} corresponds one, and cnly one, field T, (y) (temperature
field over surface 2).

THE EMPLOYED HODEL

In this section it will be presented some definitions and
the balance equations that govern the thermal radiant energy
interchange between diffusely emitting and diffusely reflecting
surfaces. A detailed discussion can be found in reference [2].

The local radiosity B (B, {x) for surface 1 and B, (y) for
surface 2) is defined as the sum of emitted and reflected radiant
energy that leaves the surface per unit time and unit area. The

radiosity is given by
B = £aT" + pH (1)

in which ¢, p, T, H and ¢ are respectively the emittance, the
reflectance, the absclute temperature, the incident radiant energy
(arriving at the surface per unit time and unit area) and the
Stefan-Boltzmann constant.
The incident radiant energy arriving at surface 1 is given
by
L

H (x) = | By (yiKi{x.y)dy . x e [a,b] (2)
0



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n® 3 — 1988 243

and the incident radiant energy arriving at surface 2 is given by

‘b
H, (y) = j B,(x)K(y,x)dx , y e (0,L] (3)
a

being a, b and L defined in the figure 1.

The differential quantities K(x,y)dy and K(y,x)dx are
respectively the differential angle factor from surface 1 to surface
2 and the differential angle factor from surface 2 to surface 1. The
kernel K(x,y) is symmetric (K(x,y)=K(y,x)) and, for two paralel
surfaces, it is given as follows

hz
2 ((x-y)®+h?)>/?

Kix,y) = Kly,x) = ;i x e [a,b], (4)

y e [0,L]

in which h is the distance between the two surfaces.

The local heat flux, per umit time and unit area, is given
by the difference between the local radiosity and the local
incident energy as follows

q:B—H (5’
Considering now that (from Kirchhoff's Law), for opague surfaces

Q=1-E ‘6]

and combining the equations (5), (1) and (6), the local heat flux
may be expressed by

{aT*-B) (7)

£a
[

—h

e

for non-black surfaces.

Once established a local relation between the pair {T,g}
(temperature and heat flux fields) and the pair (T,B] (temperature
and radiosity fields) the problem will be formulated in terms of
radiosity instead of heat flux.

Combining the eguations (1), (2), (3) and (6), the energy
balance may be written as follows
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L
Bltx] = Eltx]oTilxI" ¥ {1-5;1(1())[ B; (y}K(x;y]‘dY ’
0

x @ [a,b] (8)

b
B, (y) = g, (y)oT, (y)" + (1-s,lyilf B, (x)K(y,x)dx ,
a
y e [0,L] (9)

in which the subscripts "1" and "2" indicate the corresponding
surface, being the variable x defined along surface 1 and the
variable y defined along surface 2 (as it is shown in figure 1).
It is to be noticed that in a real problem of thermal
radiant interchange the following inequalities must be satisfied

1> ¢g(x}>0 , T,(x) >0 , B,(x) >0 , x e [a,b]
(10)

1> egly) >0 , T,(y) >0 , Byly) >0 , ye [0,L]
(11)

THE PROBLEM
The procedure for obtaining the temperature field T, (y) may
be divided into two parts:

1st) Being prescribed T,(x}, g,(x) and €, (x) (temperature, heat
flux and emittance fields over the surface 1), search for the
field B, (y) (radiosity over the surface 2) through equation (7)
and (8). The insertion of equation (7) into equation (8) leads
to the following equation

q, (x) L
£(x) = oT](x) - BN ) = IOB,(yJle,y}dy » x @ [a,b] (12)

which is a Fredholm Integral Equation of the First Kind whose
unknown field is B, (y). It will be shown that B, (y) is the
unique solution of eguation (12) (if this solution exists).

2nd) Once known the field B, (y) and being prescribed the field
£, (y) , the temperature field T, (y) may be determined through
equation (9) as follows
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(T, (y))*

b
1
(B iyl—{1—a,(yll[ B, (x)K(y,x)dx} =
gE, (y) 1 " 1

Fly) y e [0,L)] (13)

The field T, {y) is the unique real positive root of the
equation T:=F. Thus, if B, (y) is the unique solution of (12}
then T, (y) is the unique field that satisfy (8) and (9).

Therefore the main problem is to prove that the solution of
(12), in a real problem of thermal radiation interchange, is unique.

In a real problem of thermal radiation interchange the
following inequalities hold [3]

max {oT,(x)",0T,(y)"} ¢ max {B,(x),B,(y)} (14)
ye(0,L] ye[0,L]
xala,b] xala,b]
0 5 min {B,(x),B,(y)]} (15)
ye(0,L]
xe[a,b]

These inequalities will restrict the field B, {y) to a space
of piecewise continuous functions on the interval [0,L] because, in
real problems, the fields T,(x), q,(x), £,(x) and ¢, {y) must be
plecewise continuous.

In the next section it will be proved that the equation (12)
has only one solution assuming that this solution exists and belongs
to the space L7 [0,L], that means [5]

L B
Iola,(y))‘dy < @ (16)

UNIQUENESS OF THE SOLUTION B, (y)

It will now be proved that if B, (y) is a solution of equation
(12) then this sclution is unique. The solution of (12) will be
unique if and only if

L
[ gly)K(x,y)dy = 0 <=> gly) = 0 , gly) e L*[0,L] ,
0
x @ [a,b] (17)

in which (<==) is obvious.
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The function K{z,y) defined as follows

hl
Klz,y) = . e [0,L] (18)
z{(z-y:'+h=)’7” =

is analytic in the complex variable z for all z such that
Z =X+ iv ; x @ (-=»,») , ve (-h,h) , h >0 (19}

Therefore f(z) (obtained by replacing x by z in the equation
{12)) is also analytic on the region of the complex plane defined
in (19).

Hence, in order to prove uniqueness, it is sufficient to
prove (17) considering x @ (-=,=) [4].

The kernel K(x,y) may be expressed in Taylor's Series (in
the variable y), around the point ‘of expansion y°=L/2, as follows

n
ty= 3

+ Y e [0,L] (20)

= [5(n)
K[K.Y? = ED Kix,y)

Byn Y=5 nl

for all x such that the following inequality holds

P YL
max |y- %I < |(xzih)}= %| = (x- %; +h? (21
ye[0,L]

This ineguality is walid (because h>0} for all x e [L,=).
Thus the Series in equation (20) converges uniformly for all
y @ [0,L] and x e [L,%).

Hence the condition (17) may be replaced by the following
condition

o a(nl 1 y (L L.®
) Ktx.yll T [Og{y) {y- 3) dy = 0 <=> gly) = 0 ;
Y

n=0 Byn =% io

gly) e L?[0,L] : x e [L,=) (22)
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In order to prove {22) it is necessary and sufficient to
prove that the left side of (22) holds if, and only if, gly) is
orthogonal to all polinomials on the interval [0,L]. The left side
of (22) is equivalent to

f [a{n} : ]
c K(x,y) =0 , x @ [L,=) (23)
n=0 M ayn Y:%

in which Cn is defined as follows

g % 52
R Iog(yl(y- 5] dy . nz0. , n e % (24)
Once that (see Appendix I)
a{n+1l
;—H;T— [Kix,y)] =
lim Ym =0 , y=3, n0 ,nes (25)
TS ROxy))
ay

it is necessary, in order to satisfy (23) for every x e [L,=), that
(see Appendix II)

(o JER L « nz0 , ne 2 (26)

because <, do not depend on x and (23) must hold for all x e [L,=).

Hence it is proved that g(y) is orthogonal to all polinomials
on the interval [0,L]. Thus g(y)=0 and the solution of the egquation
(12) is unigue.

CONCLUSTIONS

Once proved that the solution of the equation (12) is unique
it can be concluded that surface 1 may be employed as a sensor for
measuring (indirectly) the temperature of surface 2. Mathematically
it can be concluded that for each pair (T, (x),q,(x)} it is
associated one, and only one, field T, (y).

It is to be noticed that in this paper it was assumed that
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the thermal radiation interchange between surfaces 1 and 2 occurs
only due to the fact that the temperatures of these two surfaces
are different from zero. This assures the existence of, at least,
one field B, (y) [31.

REFERENCES

[1] COLLE, S.,"Um Problema Mal-Condicionado de Radiacao Térmica en-
tre Superficies Cinzentas Difusas"; I ENCIT, pp. 91-94, Rio
de Janeiro, (1986).

[2) SPARROW, E.M. and CESS, R.D., "Radiation Heat Transfer"; McGraw-
Hill, Washington, (1978).

[3] GAMA, R.M.S., "Sobre as SolugOes de Problemas de Troca de Ener-
gia Radiante Termica% Rev.Bras. Ciéncias Mecanicas, vol.
VIII, n? 2, pp. 121-130, (1986).

[4] WYLIE, C.R.,"Advanced Engineering Mathematics} McGraw-Hill
Kogakusha, Tokyo, (1975).

[5] KREYSZIG, E., "Introductory Functional Analysis with Applications}
John Wiley & Sons, New York, (1978).

APPENDIX I. ON THE RELATION (25)
After some calculations we obtain that, at the point y=E,
the partial derivatives of K(x,y) with respect to y are given as

follows
L
2 3 (x—5)
gL [K{x,y}] | = a *—*—Tr;z———?7? (AT.1)
¥ Y=35 2 ({x~3) +h?)
; IO
12(x-%5) -3h
3? h? i |
2 Kix,y)] = ——a (AI.2)
i y=5 2 ((x-§) +n?)
’ n
a(n) - 1 h? (n+2ll(x-%l +{polinomial of degree n-2)
X, Y - —
ay" y=5 2 2((x-5) anz) P/30em

(AI.3)

With these relations we may conclude, when x becomes very large

{x>>% and x>>h), the following
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(n) 2
3 - h® (n+2)! 1
[Kix,y)] ¥ S s (AI.4)
3y ’ YE-EL 2 2 xR

Thus the limit in (25) in given by

(n+1)

T KOGy L T
lim 2L oie (W -
xeee 3 00) Lo (in+§I!}
— [K(x,y)] T
ay Y=3
n+3
= 1im 222 < 9 (AI.5)

X+=

APPENDIX II. ON THE SEE

(23)
The series that appears in- (23) may be expressed as

50 Cfu(x) =0 ,  xe [Le) (AII.1)
n=

We may express C_ as follows

® Cnfn[x)
CCI = —n£1 f_o{;]— ’ X @ [L,=} {(AII.2)

Once that the ratio fn(x}/fc(xl approaches zero as X becomes large
we can conclude that CO-O.

The same idea may be employed for proving that C,,C,;,Ci,...
are equal to zero. Aiming to this we may write the following

w Cnfn(x}

T = ' X a {xm;“] (AII.3)

n=m+1 m

= -

in which x is such that all the real roots of fltx},fllxj,...,fn(x)
are in the interval I—w,xm].
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ESTUDO COMPARATIVO ENTRE DOIS MODELOS PARA
A TRANSFERENCIA DE CALOR E MASSA EM MEIOS
POROSOS NAO SATURADOS

Ligia Silva Damasceno Ferreira — Membro da ABCM
Alvaro Toubes Prata — Membro da ABCM
UFSC - Departamento de Engenharia Mecénica

RESUMO

A migragdc de umidade em um meic poroso nao saturado causada por gra
dientes térmicos & analisada & luz de dois modelos. Um modelo incor
pora a dependéncia das propriedades termofisicas e de transporte com
a temperatura e umidade, enguanto gue o outro, dito paramétrico, as
sume todas as propriedades constantes. Uma comparacao entre os dois
modelos permite gue se recomende, como primeira aproximacdo, o mode

lo paramétrico para a classe de problemas em consideragio.

ABSTRACT

A transient analysis of the simultanecus transference of heat and
mass in unsaturated porous medium has been performed. Two models
were employed in the investigation of the problem. One model
incorporated the variations with temperature and umidity of the
thermophysical and the transport properties of the medium. For the
other model the properties were assumed to be constant and the
results were governed by two dimensionless numbers, the Posnov and
the Luikov numbers. The main focus of the work is to compare the
solution obtained from these two models. From the results it was
allowed to recommend the constant property model as a first
approximation for the type of problem considered here.

Submetido em Outubro/1987 Aceito em Rgosto/1988
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NOMENCLATURA

C capacidade calorifica volumétrica do meio porosc

Dy, difusividade do liquido associada ao gradiente de temperatura
Dy difusividade do vapor associada ao gradiente de temperatura
Dg = Vg, * Dgy

Dy, difusividade do liquido associada ao gradiente de umidade
Dgy difusividade do vapor associada ao gradiente de umidade
hy entalpia do liquido

hayg entalpia de vaporizacio

ig fluxo de liquido

p [ fluxo de vapor

Kpg permeabilidade relativa do liquido

Kg permeabilidade de saturacio

Ka condutividade térmica do solo na auséncia de migracido de umidade
Lu namero de Luikov, Eg. (22)

Pn numero de Posnov, Eg.(19)

T temperatura

Ty temperatura inicial

I, temperatura em X=0

t tempo

p coordenada espacial adimensional, Eq. (18)

Xp,Xg distancias adimensionais conforme indicado na Figura 8

x coordenada especial de acordo com a Figura 1

a temperatura adimensional, Eq. (18)

8 contetdo volumétrico de umidade

8y conteido volumétrico de umidade, inicial

by viscosidade dinamica do liquido

Py massa especifica da mistura gasosa

Py massa especifica do liguido

Py massa especifica do vapor

T tempo adimensional, Eq.(18)

Q contelido volumétrico de umidade adimensional, Eg.(18)
INTRODUCAO

A transferéncia simulta@nea de calor e massa em meios porosos

nao saturados tem sido extensivamente analisada devido a grande im-

portancia de tal fendomeno em diversas areas da engenharia. Exemplos

incluem processos de secagem e umidificagdo, migracdo de umidade em

isolantes porosos, dimensionamento de cabos elétricos e tubulagdes

aterradas.
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A analise detalhada deste fendmeno & extremamente dificil tan
to pela complexidade do meio, constituido por uma matriz solida com
poros preenchidos com misturas cujos componentes podem estar em di-
ferentes fases, como pela grande interdependéncia entre os processos
de transporte de massa e calor.

No presente estudo a atengio serd dirigida para amigragido de
umidade em solos nac saturados. No intersticio dos poros coexistem
ar, vapor d'agua e agua ligquida. O transporte de vapor d'agua da-
-se por difusdoc molecular no ar contido nos poros e & fungaoda pres
sdo parcial do vapor. O transporte de liquido ocorre, predominante
mente, devido a gradientes de umidade e esta associado ao potencial
de suc¢do do solo.

Um dos modelos mais utilizados para descrever a migragdo de
umidade em solos nido saturados na presenga de gradientes térmicos &
o devido a PHILIP e DE VRIES [1,2]. Neste modelo os fluxos de calor
e umidade estdo relacionados com os gradientes de temperatura e umi
dade através de difusividades. Tais difusividades dependem . forte~-
mente do contelido de umidade do solo, bem como da temperatura e pres
sdo. Embora existam teorias para a determinac@o analitica destasdi
fusividades [1-5], as expressdes analiticas requerem pardmetros e
constantes gque s6 podem ser obtidos experimentalmente. Desta forma,
antecedendo o estudo da transferéncia de umidade e calor emmeios po
rosos ndo saturados, € necessario que faca a determinacdo das pro-
priedades do meio. :

Trabalhos recentes mostram que o modelo de PH1.IP e DE VRIES
fornece resultados satisfatdrios quando comparados com experimentos’
[6-9]. Todavia, os resultados apresentados nestes trabalhos se li-
mitam as situagdes especificas 14 investigadas, em virtude da forte
dependéncia das difusividades com o meio em consideragdo. A

Motivados pela necessidade de se obter informacles gerais que
pudessem ser aplicadas a diferentes situagdes, ECKERT e FAGHRI [10]
propuseram uma formulagio paramétrica da migragao de umidade em meios
porosos ndo saturados. Esta formulacdo vem sendo aplicada pelos
tores para situacdes diversas [11,12] e devido a sua simplicidade &
recomendada como uma primeira aproximacdo para o problema em que
t8o, embora nenhum estudo tenha sido realizado a fim de verificar
precisdo do modelo paramétrico. Na formulagdo paramétrica, as p
priedades do meio poroso sdo assumidas constantes e os resultados sdo
apresentados em termos de numeros adimensionais que governam o |
blema.
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A andlise paramétrica aplicada a transferéncia de calor e mas
sa em meios porosos & uma extensdo da formulagao sugerida por Nusselt
no inicio deste século para problemas de transferéncia de calor. Tal
formulacdo & hoje universalmente aceita.

0O objetivo deste trabalho é comparar, para uma dada situagdo,
resultados obtidos através de uma formulagdo paramétrica com aqueles
determinados por um modelo que incorpore a dependéncia das proprie-
dades termofisicas e difusividades com a temperatura e umidade do
meio.

Tendo em vista o objetivo do presente estudo, a comparacgdo se
ra feita para uma geometria plana unidimensional. A migrac@o de umi
dade & causada por gradientes térmicos e o meio poroso esta confi-
nado entre duas paredes impermedveis. Tal geometria € a mesma uti-
lizada na analise paramétrica de [10].

EQUACOES DE TRANSPORTE

As equagbes de transporte de calor e umidade no meio poroso
sdo escritas com base no modelo de PHILIP e DE VRIES [1,2]. Neste
modelo, sob um ponto de vista macroscopico, as leis fenomenoldgicas
da difusdo de massa (lei de Darcy para a fase ligquida e lei de Fick
para a fase vapor) e calor (lei de Fourier) sdoc utilizadas nas equa
¢bes de balango de massa e energia. Como resultado obtém-se egqua-
¢Oes diferenciais para a temperatura e o conteldo de umidade. Tais
equagdes representam médias volumétricas no meio poroso e incorporam
informagOes tanto sobre a complexa geometria dos poros como scbre a
interacido entre as diversas fases.

0 meio porosoc € tomado como um meio continuo, ou seja, os ba
lancos de calor e massa sdo feitos sobre um elemento infinitesimal,
que é pequeno comparado 3 dimensdo do corpo em estudo, mas grande o
bastante para conter uma amostra representativa do meio, contendo as
trés fases. Para a presente andlise as seguintes hipdteses simpli-
ficativas sio adotadas: a) o meio & homogéneo e a matriz sdlidaé fi
xa; b) a massa de vapor & negligencidvel comparada & massa do ligqui
do; c¢) o vapor e o ar se comportam como gis perfeito; d) ndo ha e-
feitos associados 4 agdo da gravidade; e) os efeitos de histerese
sao desconsiderados.

A equagdo para o transporte de massa & obtida partindo-se da
expressido da conservacac de umidade. A conservagdo de umidade re-
quer gque,
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L
96 [ v i] et

===
5t Py

onde j, é o fluxo de vapor, g é o fluxo de llquido, P, & a massaes
pecifica do liquido e & @ o conteido volumétrico de liquido, ou se-
ja, a razao entre o volume ocupado pelo liquido e o volume total (vo
lume de vazio e volume sélido). O lado esguerdo da equagao (1) re-
presenta a varia¢io de umidade com o tempo em um volume infinitesi-
mal do meio poroso. A parcela referente ac acimulo de vapor foi des
considerada neste termo por ser muitc menor que o acimulo de liqui-
do (hipotese b).

0 fluxo de liquido jIIL pode ser obtido utiliz;n%o—se a lei de
Darcy, modificada para ser aplicavel a fluxos viscosos em sistemas
porosos nac saturados [13],

j. X
—5'-=-~1-15 K, 7(¥) (2)

Py 2

onde K & a permeabilidade de saturacao, K_y
lativa do liguido [7], My e a viscosidade dinamica do liquido e ¥ &
o potencial de sucgao do solo.

0 potencial de sucgdo do solo ¥ depende do conteido de umida
de 6 e da temperatura T. Assim, o gradiente de Y pode ser expresso
por:

€ a permeabilidade re-

V() = 3% 96 4

- -
3%

vT (3)

Substituindo a equacao (3) na eguacac (2) e introduzindo a
nomenclatura utilizada por PHILIP e DE VRIES [1], obtém-se,

Q‘ = -
5y = lDeLva+DTLVT} (4)
onde Dop, é a difusividade do liquido devido ao gradiente de umidade,
dada por,
K
- _S a¥
DBL - Krl EY] (5)
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e Dpy €& a difusividade do liguido devido ao gradiente de temperatu-
ra, expressa por

8 ¥
DTL = -u— xrl 3T (6)

=

A expressfdo para o fluxo de vapor < @ obtida através da lei
de Fick aplicada a difusdo do vapor d'agua no ar, e inclusao do efei
to de tortuosidade do meio [1]. Considerando ainda, que a massa es-
pecifica do vapor depende tanto da temperatura como do conteldo de
umidade, pode-se escrever [7],

] 2] P 2]
Ef = =Dy, Ef [é% [Eilef é% [Ei ?Tl (7)
onde D,; & a difusividade molecular modificada do vapor d'agua no
ar (7], e pg e p, sao, respectivamente, a massa especifica da fase
gasosa e do vapor.

A equagao anterior colocada em termos da nomenclatura de
PHILIP e DE VRIES (1], torna-se,

]
v
onde Doy € a difusividade do vapor devido ao gradiente de umidade,da
da por
] p
& AL [
Dev = Pas 3 75 [pgl (9)

e Dy, e a difusividade do vapor devido ac gradiente de temperatura,

expressa por,

4} o
? v
D, =D,, =3 %= [—~1 (10)
TV 0, 3T Py
Em problemas do tipo analisado no presente trabalho [14], a

difusividade do liguido devido ao gradiente térmico, DTL' pode ser
desconsiderada. Desta forma, substituindo as expressoes (4} e {(8) em
(1) obfem-se a seguinte expressido para o transporte de umidade,
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A6
T "'“DEL*DWWB*DTVVT] (11)

0 transporte de calor em melos porosos ocorre, essencialmente,
por difusdo térmica através do meio porosc e pelo movimento do ligui-
do e vapor através dos poros. Um balango entre estes mecanismos de
transferéncia de energia pode ser expresso por,

2

15 (CT) = Ve (KvT=(h +h, )5 -h 3 ] (12)

onde C & a capacidade calorifica do solo, gue contém uma contribui -
cao ponderada da capacidade calorifica das varias fases [15], K, & a
condutividade térmica efetiva do meio poroso para o caso hipotetico

de nao existir fluxo de liquido e vapor, h, € a entalpia do 1liguido

e h2£ € a entalpia de vaporizacao. ‘

0 lado esguerdo da equacdo (12) representa o actimulo de ener-
gia em um volume infinitesimal do meio porosc. No lado direite,o pri
meiro termo expressa o fluxo de calor transportado por conducgaoc, o
sequndo termo representa a energia na forma de entalpia de liquido
ha e de vaporizagao h2£ transportada com o vapor, e o terceiro termo
representa a energia transportada com o liguido.

A energia de vaporizagdo hy, & muito grande comparada a ental
pia do ligquido h,. Ainda, os fluxos de vapor jv, e liquido 3, tém
sentidos opostos. Portanto, & correto afirmar que hy 3,220, (3,43,) .
Desta forma, a equagao (12) torna-se,

3 = af o
3¢ (€T = Ve (K,UT-h, 3 ) (13)

Substituindo, a expressdo para o fluxo de vapor jv' equacao
(8), na equagao (13) e desprezando a influéncia do transporte de va-
por associado ac gradiente de umidade, a exemplo do gque foi feito em
[16] , a expressdoc para a conservagao de energia torna-se,

El
»t (CT) = V- (R +p h, Do) VT (14)

As duas equacoes gerais para o transporte de calor e umidade
utilizadas neste trabalho, equacoes (11) e (14), serao agora escri -
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tas para a geometria do problema especifico a ser investigado. Tal
problema sera detalhado a seguir.

FORMULACAO DO PROBLEMA

A geometria do problema a ser analisado €& apresentada na Fig.
1. Esta figura mostra esquematicamente duas paredes planas paralelas
e infinitas separadas por uma dist@ncia L. Entre as paredes & coloca
do um meio poroso ndo saturado cuja temperatura e contelido de umida-
de s3o, respectivamente, Ti = Ei. As duas paredes sao impermeaveis a
passagem de umidade.

As equagdes de transporte umidade calor aplicadas agora a si-—
tuagdo da Figura 1, tornam-se, respectivamente,

36 ] 36 2 aT
3 T [”e 3:?} T [Dw '5;] vis)
2 lem) = 2 [{x“plhunw) :_:] (16)

onde DB =D + D

Meio Poroso

S T 8

Figura 1. Dominic de Solugac

As condigbes iniciais e de contorno associadas as  equagdes
(15) e (16) serdo apresentadas a seguir.

Inicialmente o meio poroso esta a uma temperatura T; e umida
de Ei. No instante t=0 a face esquerda (x=0) & submetida a uma tem-
peratura To)Ti enguanto gue a face direita (x=L) & mantida a Ti‘ Pa
ra o problema da umidade, a condigado de impermeabilidade das faces
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requer que

20 2T _
{DEL+Dev) ax * Pry 3% [ em x=0 e L (17)
A formulagdo do problema esta agora completada. Conhecendo-se

as propriedades do meic pode-se determinar 0(x,t) e T(x,t).

MODELO PARAMETRICO

O primeiro passo na construg@o do modelo paramétrico & consi-
derar que as propriedades de transporte e termofisicas sdo constan-
tes, ou seja, ndo variam com 8 e T. Na situagdc em estudo no presen
te trabalho, as variagGes de umidade no meio poroso s3c causadas pe-
la diferenga de temperatura tTo—Tii entre as parsdes.' A medida que
esta diferen¢a de temperatura diminui, as variac¢des das propriedades
tornam-se menores e os resultados obtidos com o modelc paramétrico,
onde as propriedades sdo consideradas constantes, tendem assintotica
mente aqueles obtidos com a formulagdo mais rigorosa. Desta forma, pa
ra situacgdes onde ndo se conhece com detalhes as propriedades domeio,
o modelo paramétrico fornece uma primeira aproximagdo do problema.

As equagdes do modelo paramétrico serdo escritas em termos
das seguintes varidveis adimensionais,

o = (T-T;) /(T ~T,) ' = (B}Bi-IHPn (18)
X = x/L ' T = Det:/Ll

onde Pn & o numero de Posnov dado por
Pn = Dqy (T =Ty)/Dg8, (19)

Substituindo as variaveis adimensionais das expressdes (18)
nas equacoes (15) e (16), tem-se, respectivamente,

an 334 3da
T3l 1 A T 200
2

onde Lu é o nimero de Luikov dado por

Lu = Dp/A (22)
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no gual } = [K*+p£h2£DTv]fC.
As condigdes iniciais e de contorno associadas ao medelo para
métrico saoc

T>0 e X=0 , o=1 e a/ex + dafix

]
o

(23)

t>0 e X=1 , a=0 e aR/ax + da/Ix

n
o

Conforme pode ser observado nas equagbes (20) e (21), bem co-
mo nas condigbes de contorno (23) a serem satisfeitas, o modelo para
métrico é governado por um Gnico par@metro adimensional, Lu. O name-
ro de Luikov, Lu, € a razao entre a difusividade de umidade associa-
da ao gradiente de umidade, D,, e a difusividade térmica A. O namero
de Lu esta associado ao desenvolvimento dos perfis de umidade e tem-
peratura. Para baixos valores de Lu o perfil de temperatura se desen
volve muito antes do perfil de umidade, e o problema da transferén -
cia de massa pode ser desacoplado do problema térmico.

Um outro numero adimensional gue aparece embutido na defini -
¢ao da umidade I, eguagdo (18), @ o numero de Posnov, Pn. O namero
de Posnov indica a importancia relativa entre os gradientes de tempe
ratura e umidade no transporte de umidade no meio poroso. Para Pn al
tos, a migragdo de umidade esta associada primordialmente ac gradien
te térmico. Por outro lado, para Pn baixos & o gradiente de umidade
o principal responsavel pela migragao global da umidade. O conheci -
mento de Lu e Pn permite gue se determine a distribuigdo de 9/91 co-
mo fungao de X e T.

METODOLOGIA DE SOLUCAD

A solucgao das equagoes diferenciais apresentadas anteriormen-
te foi obtida numericamente atraves do método dos volumes finitos.
Neste método o dominio de solugdo € dividido em pequenos volumes de
controle que nac se sobrepdem, e as equagbes diferenciais saoc inte -
gradas em relacaoc ao tempo e ao espa¢o, Desta integracgdo resulta uma
equagac algébrica para cada volume de contrcle gue no presente traba
lho foram resolvidas pelo algoritmo de THOMAS [17]. Este método numé
rico € bastante conhecido & tem sido amplamente utilizado na resolu-
¢do de problemas de mecanica dos fluides e transferéncia de calor e
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massa. Maiores detalhes sobre o método podem ser encontrados em [18].
Para o presente trabalho, a grande vantagem desta metodologia esta
no fato de que a dependéncia das propriedades com a temperatura e
umidade podem ser incorporadas no programa computacicnal sem qual-
quer complicagao adicional.

Na escolha do nimero de volumes de controles utilizados na
discretizacdo do dominio de solucdo diversos testes foram conduzidos
[19]. Para todos os resultados aqul apresentados foram utilizados 80
volumes de controle. Testes adicionais foram realizados a fim de se
escolher os incrementos de tempo. Dependendo do contelido de umidade
inicial e da diferenga de temperatura, utilizou-se um incremento de
tempo. Valores representativos para At e At sao, respectivamente,
5x10°s e 5x107°.

RESULTADOS E DISCUSSOES

0 solo escolhido para a comparagao foi um cascalho arenoso
com porosidade 0,517, e massa especifica, quando seco, igual a 1280kg/m™
A principal razao de se escolher tal solo se deve ao fato de que
todas as propriedades necessarias para a presente andlise se encon-
tram disponiveis em [8] na forma de expressbes analiticas. Detalhes
sobre a determinacdo destas propriedades também podem ser encontra -
das em [8].

A comparagao entre o modelo que incorpora a dependéncia das
propriedades do meio com a temperatura e umidade, e o modelo paramé-
trico, foi feita para dois conteudos de umidade inicial, 91-0,025 e
0,21. A umidade 81
de liquido nos intersticios do meio poroso estdo desconectadas umas

=0,026 corresponde a uma situagaoc onde as pontes

das outras, aoc passo gue para 81s0,21 estas pontes estdo conectadas

entre si permitindo a continuidade da fase liguida. Para todos os ca
sos a temperatura inicial do meioc foi mantida em 35°¢; trés diferen-
cas de temperatura entre as paredes foram investigadas, AT=1, 5 -
10%.

Os valores de Lu e Pn correspondentes a cada caso foram calcu
lados utilizando-se a umidade inicial Bi e uma temperatura de refe -
réncia. Dois valores da temperatura de referéncia foram empregados,
(T +T)/2 e T,
cia entre os modelos e melhor guando se utiliza ITO+Ti}/2 como refe-

. Conforme sera observado posteriormente, & concordan-

réncia.
As Figuras 2 e 3 apresentam, para o caso ei=0,026 valores da



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n? 3 — 1988

261

umidade adimensional [9;’91—1}/Pn em fungac da coordenada x/L tendo o

tempo como parametro de curva. A Figura 2 corresponde a T=1°C
gquanto gque a Figura 3 corresponde a aT=10°C., Curvas semelhantes
apresentadas nas Figuras 4 e 5 para a situagdo onde Gi=0,21.
nhas cheias representam as solugdes que incorporam as variagoes

en—
sao
As 1li-
das

propriedades com a temperatura e umidade, e as linhas tracejadas re-
presentam as solugdes obtidas com o modelo paramétrico.

0,5
8;=0026
AT=1°C t o
: 4xIQ
of :
iy
d:_ qo o —‘d‘"_./o._
@ / t=7 %109
@
I ---- Prop. constante
i —— Prop. voridvel
]
r— 1 1 - : i

05
0

025

0,50

L
0,75 1,00

x/L

Figura 2. Distribuicdo de umidade no meioc como fungao de X ten
do o tempo como parametro de curva; ei=0,026e AT=19C

0,5 v
8;=0,026
aT=10°C
o=
B
y 4xl /A
o i
e -
- =
T_ il e, = /
&0 - r=7x10%
~ -
i3 -
-
| 7
L
" -—— Prop. constonte
/ -
/ —— Prop. variavel
.6 i T— L L 1 L L L L '
Ll
0 0,25 0,50 0,75 100
x /L

Figura 3. Distribuigaoc de umidade no meio como funcao de X ten
do o tempo comc parametrc de curvaj Bi=0,026 e AT=100C
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5 --— Prop. constante
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-0,6 e
o 0,25 0,50 0,75 1,00
x/ L

X, n?3-1988

Figura 4. Distribuigdo de umidade no meio como fungac de X

tendo o tempc como parametro de curva; B
AT=19C

i

(0/8;-11/P,

0,6

8;=0,2|
4T =10°C

t =2 xI0%

-0,6

Prop. constante
—— Prop. voridvel

o
L ,]:Wlfgl PR | | I | I 1

o]

0,25 050 0,75 1,00
xS L

=0,21 e

Figura 5. Distribuicio de umidade no meic como funcao de X
tendo o tempo como parametro de curvaj Bi=0,21 B
AT=10°C
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Para ﬁT=1°C, verifica-se que os dois modelos fornecem resul-
tados virtualmente idénticos. 0Os desvios em {6181—1}/Pn associados
ao modelo paramétrico sdo maiores quando ,=0,21 do que quando 8=
=0,026. Indicado na Figura 5 estd o maximo desvio em ta/ai-1i/Pn ob
servado entre os dois modelos para os casos analisados no presente
trabalho. Tal desvio & de 17% e ocorre na face esquerda do dominio
(parede aguecida) para a condigdo de regime permanente, ou seja,
t+=, Convém observar que este desvio na umidade adimensional apare-
ce amplificado na Figura 5 pelo fato do nimero de Posnov para a con
dicdo de 8,=0,21 e aT=10°C ser igual a 0,0026, o que & um valor bai
x0, Se o mesmo desvio & computado no conteddo volumétrico de umida-
de 6, e ndo em (9/&1-1J/Pn onde Pn aparece no denominador da fragig,
a discrepancia passa a ser de apenas 0,03%. Esta pequena discrepan-
cia é explicada pelo fato de que quando 8,=0,21, os fluxos de umida
de no solo sdo tdo pequenos que praticamente ndo hd migragido de umi
dade. Na face esquerda por exemplo, onde & atinge seu valor mais
baixo, tem-se, para regime permanente, 6=0,2059 quando 01-0,2060 e
aT=10°.

0 maximo desvio associado a condigdo de 31-0.026 é 6% para a
umidade (3/31-1)/Pn, 0 gue equivale a um desvio em 6 de 0,7%. Tal
desvio também ocorre na face esquerda do dominio para AT=10°C e na
condigdo de regime permanente.

Nos resultados apresentados nas Figuras 2-5, os valores de
Lu e Pn para cada par 84,AT foram determinados a partir da tempera
tura de referéncia T,. Para o caso 08,=0,21 e AT=10°C mostrado na Fi
gura 5, a linha pontilhada corresponde i temperatura de referencia
(TD+T1}/2. Comparando-se a curva tracejada com a curva pontilhada
verifica-se gue a utilizacgao de (T°+T1)/2 melhora sensivelmente a
concordancia entre os dois modelos.

A sequir as Figuras 2-5 serac utilizadas para explorar aspec
tos fisicos relacionados com a migragao de umidade no problema em
questdo. Observando-se as Figuras 2 e 3 verifica-se que as distri -
buigdoes de umidade possuem, aproximadamente, uma simetria invertida
em relagdo a uma reta paralela ao eixo das ordenadas e que passa pe
lo ponto x/L=0,5. A existéncia de tal simetria pode ser racionaliza
da observando-se gue para estas figuras Lu é da ordem de 107%. con-
forme observado anteriormente, para baixos valores de Lu, como es-
tes das Figuras 2 e 3, o perfil de temperatura se desenvolve muito
antes do perfil de umidade. Nestes casos o problema de migragac de
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umidade se desacopla do problema térmico. Estando o perfil de tempe-
ratura plenamente desenvolvido, o segundo termo do lado direito da
equacao (20) se anula fazendo com que o termo fonte do problema da
transferéncia de massa desapareca. Adicionalmente, conforme observa-
do nas equagdes (23), o problema da umidade passa a experimentar con
digoes de fluxoc de umidade constantes nas faces X=0 e 1 uma vez gque
para temperatura plenamente desenvolvida 3a/3x @ constante ao longo
do meio. Desta forma, conforme mostrado nas Figuras 2 e 3, para pon-
tos equidistantes a esquerda e a direita do ponto %/L=0,5 o fluxo de
umidade (dado pela inclinacao da curva {I versus x/L) & praticamente
o mesmo. Nota-se ainda que as distribuicOes de umidade apresentam um
comportamento monoténico, com (BX61-1)/Pn crescendo do ponto  x/L=0
ao ponto x/L=1.

Focalizando a aten¢ao agora nas Figuras 4 e 5, observa-se que
a simetria discutida anteriormente nac existe. Adicionalmente, para
t=2x10"s a distribuigdo de umidade ndo apresenta um crescimento mono
tonico. A racionalizagdo de tais fatos sera apresentada a seguir.

0 nimeroc de Luikov associado as Figuras 4 € 5 & relativamente
elevado (s0,3), significando que para baixos valores de t o perfil
de temperatura ainda nao se desenvolveu. Desta forma, o fluxo de va-
por, que & governado pelo gradiente térmico e estd associado & evapo
ragao do liquido na parede esquerda diminui & medida que x/L aumen -
ta. Esta diminuicdo no fluxe de vapor indica que o mesmo esta se con
densando no interior do meio o que ocasiona um aumento no conteudo de
umidade. Tal efeito & responsavel pelos valores de (8/6,-1) /Pn maio-
res que zero em torno da posicao x/L=0,25 na curva t=2x10"s. A medi-
da que se progride além de x/L=0,25, o contelido de umidade diminui e
tende a umidade inicial tendo em vista que na presenca da condensa -
cdao o aquecimento da parede esquerda nac se faz sentir perto da pare
de direita.

Um Gltimo fato a ser observado em relacao as Figuras 2-5 e
que no regime permanente ¢ modelo paramétrico fornece como distribui
¢ao de umidade uma reta cujos valores nas paredes esguerda e direita
do dominio sao, respectivamente, (6/6,-1)/Pn==0,5 e 0,5.

Uma vez que os maiores desvios entre o modelo a propriedades
variaveis e o modelo paramétrico ocorrem em x/L=0, a Figura 6 foi
preparada. Esta figura mostra, para Bi=0,026, como (B/Silx=°
com t tendo AT como parametro de curva, Observa-se na Fiqura 6 que
para t<10°s ndo ha diferenca entre os dois modelos. Conforme observa

varia
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do anteriormente esta diferen¢a aumenta com o aumento de T. Nos
trés casos indicados na Figura 6 o regime permanente & atingido um
t=10 " g,

Para t<10°s as curvas da Figura 6 fornecem valores de umida-
de gue nao variam com o tempo. Tal fato & melhor observado atraves
da Figura 7. Nesta figura o nimerc de Posnov foi incorporado na umi
dade adimensional. Os casos indicados na Figura 6 correspondem apro
ximadamente, & curva de Lu = 0.01 na Figura 7. Observa-se na Figura
7 a existéncia de patamares na distribuigao de umidade para peque -
nos valores de T; gquanto menor © nimero de Luikov maior a regido do
patamar. A Figura 7 & idéntica & Figura 2 apresentada por Eckert e
Faghri em (10], gque, entretanto, ndo se detiveram na analise dos pa
tamares de umidade. Em pardgrafos subsequentes o desenvolvimento dos
perfis de temperatura e umidade no meio sera, investigado através de
uma analise da ordem de grandeza das equagdes governantes, a fim de
se explorar tais patamares.

Outro fato a ser notado na Figura 7 @ que a partir de um cer
to tempo (1=0,1s), as curvas convergem para uma Gnica curva indican
do gue a distribuicdao de umidade no meio nao mais depende do numerc
de Luikov, ou seja, o perfil de temperatura atingiu a condigao de
regime permanente.

Considere-se agora a Figura 8 a fim de avaliar a ordem
de grandeza dos termos nas equac¢des (20} e (21). A avaliagao destes
termos permitird uma racionalizacao dos patamares existentes na Fi-
gura 7.

e s AT = |°C
ei x=0
0,95 5°C
" 10°C
090 9,=0026 ' R e (B IRl
-——Prop. constante
Prop.varidvel
R
Log(t)

Figura 6. Variacdo com o tempo da umidade junto a face
aquecida para Bi=0,026
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Figura 7. Variacao com o tempo da umidade junto a face
aquecida tendo como parametro de curva o ni-
mero de Luikov, Lu
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| Xe

{a) -l (b)

B |-
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— X —X

“— e it g
Figura 8. Desenvolvimento esquematico da distribuigao de
temperatura (a) e umidade (b) no meio para bai
x0s valores de 1

A Figura Ba mostra o desenvolvimentg da distribuigdo de tem-
peratura logo apds a condigdo de contorno a=1 ter sido imposta na
face X=0. Com o passar do tempo o perfil de temperatura se desenvol
ve no interior do meio e a distancia X, representa o avanco do per-
fil em um dado tempo 1. Similarmente, a Figura 8b mostra o desenvol
vimento do perfil de umidade no meio, e X, representa o avanco des-
te perfil para um dado 1. Enguanto gue em X=0 o valor da temperatu-
ra & constante e igual a 1, o valor da umidade varia com 1. Deve-se
notar que os valores de xs e xT sao, em geral, diferentes.

Considerando as Figuras Ba e b & possivel estimar a ordem de
grandeza dos termos nas equacées (20) e (21).

Para a equagao (20) tem-se,

I1-B/Bi)an i1-6/91}/Pn 1

- +

: T

onde o simbolo - denota que o termo do lado esquerdo & da mesma or-

(24)
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dem de grandeza dos termos do lado direite. Analogamente, para a equa
gaoc (21) e condicao de contorno em X=0, tem-se, respectivamente,

Lu/t -~ 1/x,i, (25)

{1~B/Gi)/Pn

X +

1
‘i‘— -0 ’ em X=0 {25)
a T
Lembrando que Lu:DejE\. para baixos valores de Lu o perfil de
temperatura se desenvolve bem mais rapidamente do gque © perfil de umi
dade. Desta forma, para Lu baixo, X _>>X Combinando tal fato com a

T B
condigao em X=0 dada pela equacgaoc (26) tem-se,

1 (1-8/8,) /Pn ¥y
P »5 g g (27}
2] T T

o

0

A relagdo anterior mostra gue o primeiro termo do lado direito
da eguagao (24) e dominante sobre o segundo e, assim, pode-se escre -
ver gque,

(1-8/8,) /1 ~ t1-a/ei]/x5 —_ 7 - x; (28)

ou, combinando as relacgoes (25) e (28),

I/E
Xe ~ Lu XT (29)
Fara se determinar a ordem de grandeza da umidade na face es -
querda do meio, Y(X=0), a relacao (29) & substituida na condigao de
contorno {26) obtendo-se

[B/Gi-‘l)/Pn - —Lul/z : em X=0 {30)

A relagao anterior fornece o valor da umidade adimensional em
X=0. Esta relacao é tanto mais precisa gquanto menor for o valor do nil
merc de Luikov. Para Lu = 0,004, por exemplo, tem-se, da relagdo (30)
(e/ei—1J/Pn - -0,06. A Figura 7 fornece, para Lu = 0,004 (8181-1}/Pn=
=-0,06. A medida que o nimeroc de Luikov aumenta, a relagac (16} torna
se menos precisa. Como exemplo, para Lu = 0,1, tem-se -0,32 da rela -
cao (30) e -0,24 da Figura 7.
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Para valores do nimero de Luikov proximos de um, as distan-
cias de penetracgao Xg e XT ficam da mesma ordem de grandeza, o que
pode ser verificado pela relagédo (29). Assim, considerando xs-xT,
tem-se, a partir da relacao (26),

(1-8/6,) /Pn 1

- +—-0 , em X =0 (31)
X X
8 T

gue guando substituida na relagao (24) fornece 306/51 - 0 em X=0,
Fisicamente o que se mostrou € gue para baixos valores de 1, quan-
do Lu se aproxima de um © fluxo de vapor associado ao gradiente de
temperatura & equilibrado pelo fluxo de liguido associtado ao gra-
diente de umidade, fazendo com que a umidade na face esquerda nao
varie com o tempo. Tal afirmacdo & tanto mais correta quanto mais
proximo de um for o numero de Luikov, conforme mostra os patamares
da Figura 7.

CONCLUSOES

O presente trabalho € uma analise transiente da transferén-
cia simultanea de calor e massa em meios porosos ndo saturados. O
principal objetivo do trabalho foi comparar os resultados obtidos
através de uma formulacdo que incorpora a dependéncia das proprie-
dades termofisicas e difusividades com a temperatura e umidade,com
os resultados obtidos via uma formulaci&o paramétrica do problema.
O modelo das propriedades variaveis utilizado aqui é o devido a
PHILIP e DE VRIES [1-2], enguanto gque o modelo paramétrico & o su-
gerido por ECKERT e FAGHRI [10], Para a comparacao entre os dois
modelos considerou-se a migracao de umidade causada por gradientes
térmicos em uma geometria plana unidimensional. O meio em conside-
racao & um cascalho arenoso com porosidade 0,517, e a comparacao
foi feita para dois conte(dos de umidade inicial, 61-0,026 e 0,21
e para trés diferencas de temperatura, AT=1, 5 e 100C. A umidade
inicial 0,026 corresponde a uma situagac onde as pontes de umidade
existentes nos intersticios estdo desconectadas umas das outras,en
guanto gue para 91=U,21, as pontes de umidade estao conectadas en-
tre si existindo continuidade da fase liquida.

Para AT=1°C, os dois modelos forneceram resultados virtual-
mente idénticos. Os desvios associados ao modelo paramétrico sao
maiores para maiores valores de AT. O maximo desvio em @ ocorreu
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na face aquecida do meio e foi de 0,03 e 0,7% para Bi=0,026 e 0,21,
respectivamente. Tais resultados permitem gque se recomende o uso do
modelo paramétrico como uma primeira aproximacdc para a classe de
nroblemas em guestac, a luz do que @ hoje universalmente feito em
transferéncia de calor. Certamente gue, guanto maiores forem as di-
ferengas de temperatura envolvidas no problema, maiores os erros in
troduzidos pela analise paramétrica.

0 modelo parametrico analisado na presente investigagio e go
vernado por dois numeros adimensionais, o nimero de Posnov, Pn e o
nuimerc de Luikov, Lu. Através de uma analise de ordem de grandeza
foi mostrado que, para Lu - 1, o fluxo de vapor no meic & equilibra
do pelo fluxo de liquido, fazendo com que nos instantes iniciais de
secagem do meioc, a umidade proxima da face agquecida, depois de se
ajustar & condicdo de contorno imposta na temperatura, nio varie
com o tempo.

Uma versao compactada deste trabalho foi apresentada em [20];
a discussao fisica associada a existencia dos patamares de umidade,
bem como a analise de ordem de grandeza dos termos das eguagdes go-
vernantes ndo foi incluida em [20].
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REFINAMENTO DA SOLUCAO ALGEBRICA DA MATRIZ
DE RICCATI - UTILIZACAO NO PROGRAMA
LINQUAD (LQG)
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RESUMO
O presente trabalho apresenta os resultados do refinamento aplicado
a solugdo da equagdo algébrica de Riccati a partir do método de de-
composigdo espectral. Os resultados mostram que o residuc na solu-
gdo é consideravelmente menor e recupera a simetria nas matrizes de

covarianca.

ABSTRACT
This paper shows the results through the application of a refinement
in the algebraic solution of the Riccati matrix equation based on
the eigenvectors decomposition of the Hamiltonian matrix. The main
results show a considerable improvement in the solution residues and

recovery of the symmetric property of covariance matrices.

NOMENCLATURA

N dimensdo do espago de estado

NC nimero de variaveis de controle

NOB numero de variaveis observadas

A matriz de malha aberta do sistema

2] matriz de distribuigdo do controle

F matriz de distribuig3o de perturbacdo do processo
Q matriz de pesc do estado

R matriz de pesc do controle

Submetido em Margo/)988 Aceito em Julho/1988
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Q matriz de poténcia espectral de ruido de processo
M matriz de medida

Vm matriz de poténcia espectral de ruido de medida
I matriz identidade

x vetor de estado

w vetor de perturbacao

J indice de performance

tf tempo final

El] valor esperado

A% variaveis adjuntas de x

Aj j-ésimo autovalor de A (valor exato)

P; j=ésimo autovalor de A (valor aproximado)

w autovetor de A

Z autovetor de A normalizado

INTRODUCAO

O controle multivariidvel na forma de equagdes de estado com
critério guadratico e gaussiano (LQG) pode ser implementadoc num am-
biente de projeto auxiliado por computador (CAD), possibilitando a
solucao de sintese do controlador e observador e andlise do desempe
nho do sistema controlado. O principio da separabilidade permite que
os projetos do controlador e o do observador sejam realizados de ma
neira independente, porém ambos tém em comum a hecessidade de solu-
gao da equacdo matricial algébrica de Riccati.

No programa LINQUAD a solucdo da equacaoc de Riccati se apoia
no método da decomposigdo espectral de autovetores [1], utilizando
0 algoritmo QR embutido em programas como o EISPACK [2]. APesar des
ses pacotes apresentarem elevado grau de confiabilidade para serem
utilizados num programa como o LINQUAD, a precisdc obtida nos auto-
vetores pode ser insuficiente para garantir residucs nulos na soclu-
cao da equagdo de Riccati com a precisdo desejada. Como resultado
as matrizes de covarianca do estado e controle apresentam anomalias
na sua solugao.

Neste trabalho & apresentado o resultado da aplicagdo de um
refinamento na solucdo dos autovetores, proposto por Van Ness [3],
baseado em algoritmo da decomposig@o L-U da matriz Hamiltoniana. Em
todos os casos testados as solucdes obtidas com o refinamento levam
a residuos considerados despreziveis, recuperando a simetria ea for

ma definida positiva das matrizes de covarianga.
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CONTROLE MULTIVARIAVEL COM INDICE DE DESEMFENHO QUADRATICC GAUSSIANQ

Na sua forma mais simples, o problema continuo de sintese do

controlador (regulador) com indice guadratico pode ser colocado da

seguinte maneira:

ande

por:

onde

onde

determinar u € U tal que:

L
g =g lim%[f[5T05+BTRE]dt (1)
tiso 2 lo

seja minimo.

sujeito a:

-

=AX +Bu + Fw (2)

u - vetor de controle

x = vetor de estado

Q,R - matrizes de peso do estado e do controle

A,B - matrizes de distribuigdo do estado e do controle
F - matriz de distribui¢ao do ruido de processo

w - ruido branco de processo

A solugdo do problema deo regulador estaciondrio & expressa

u* = -Cx (3)

C - matriz de ganhos de realimentacao

c = r~'BTs , (4)

§ = -sa -aTs + ser~'8"s + g (5)

com S =0.
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A equagdo (5) representa a equagdo matricial algébrica de
Riccati para este problema.

SOLUCAO DA EQUACAD DE RICCATI POR DECOMPOSICAO ESPECTRAL

A equacac (5) em regime estacionario pode ser cbtida forman
do-se a equacgdo dindmica de Euler-Lagrange:
a -pr-'pT x

= (6)
it -Q _AT A

. W

onde

A% : variaveis adjuntas de x,

POTTER [1) mostra que formando-se a matriz Hamiltoniana de
autovetores T associada & matriz de (6) a solugdo de (5) pode ser
obtida por:

5= A_(x~") (7)

onde

f : corresponde acs autovetores da partigao inferior de T cujos
autovalores tém parte real negativa

¥ : corresponde aos autovetores da particado superior de T cujos
autovalores tém parte real negativa.

De modo similar o problema associado ao projeto do observa-
dor estocastico pode ser reduzido a forma de uma equacao matricial
de Riccati cuja solugdo & analoga a (7).

A solugdo do problema recai, portanto, na formacao da ma-
triz T de autovetores através de um programa confiavel de autovalo

res/autovetores.

REFINAMENTO NA SOLUCAO DOS AUTOVETORES

O programa LINQUAD utiliza rotinas do EISPACK [6], para mon
tar a matriz T, utilizando o algoritmo QR para este fim.

A precisao exigida para esta finalidade, contudo, @ de tal
ordem a garantir a simetria de S em (7) além de definida positiva.

Conforme mostramos em alguns resultados, a sensibilidade no calcu~
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lo dos autovetores impée dificuldades nesse sentido, introduzindo re
siduos ndo despreziveis na equagao algébrica.

O refinapento proposto por VAN NESS [3] permite melhorar a pre
cisdo dos autovetores, de modo iterativo, partindo da solucaoc ja ob-
tida pelo EISPACK, resolvendo as dificuldades anteriores.

0 processo de refinamento se baseia no método da iterac¢ado in-
versa de Wilkinson [4].

Este método pode ser descrito por duas equacoes:

(A-Tp)W 4 = 2, + W, (8)
W
5+1

Bget1 = maxlwﬁ+1] * Bast (3)
onde
A : matriz real quadrada
Py : aproximacao de Aj (autovalores de A)
max(ﬂs+1l : elemento de maior valor absoluto de w‘+‘
zo : valor inicial do autovetor.

As iteracdes continuam até gque a mudanca em Z seja menor gue
determinado valor fixado. Se Py esta proximo do autovalor, o j-ésimo
autovetor predominara em Z. O critério basico para convergéncia é que
o fator (pj-kj) para o autovalor desejado seja menor gue este fator
para gqualguer outro autovalor.

Algoritmo de Solucao
O primeiro passo @ a decomposigao L-U da matriz (A-Ip.) usan-
do eliminagdo de Gauss (rotina ZGEFA do LINPACK [5]), temos entdo:

P(A-—ij} = LU {10)

L : matriz triangular inferior, com diagonal igual a 1

U : matriz triangular superior, com Ultimo elemento da diagonal mui-
to pequeno ou possivelmente zero

P : matriz gque representa as trocas de linhas efetuadas na decomposi
cao.



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol. X, n? 3 — 1988 277

Para um exemplo de guarta ordem, teremos o seguinte:

i 1 r
1 bl 2,
L 1 b, I z, (11
L L 1 b, z,
L L L L||b, z,
L J L
r v r \
u u || wy b,
u u W, - bz (12)
u o ou||w, b,
e W b.
L I J J

Se "e" & diferente de zero, seguem-se OSs seguintes passos:

1) Faz-se, inicialmente, os elementos de 2 iguais aos ja obtidos pe
lo algoritmo QR do programa EISPACK

2) Reordena-se Z do mesmo modo gque [ﬂprpj) foi reordenada durante a
decomposigao

3) Resolve-se (11) por substituigao para o vetor B
4) Resolve-se (12) por substituigao inversa para o vetor W
5) Normaliza-se W, fornecendo novo 2

6) Compara-se o nove Z com o Z antigo, se a diferenga & suficlente-
mente pequena (1.0E-30 nos casos testados) este e o autovetor de
sejado, caso contrario, repetem-se os passos 2 a 6.

Quanto mais proximo "e" esta de zero, tanto mais correto é o

valor p.. Se "e" é zero, faz-se o lltimo elemento de W igual a 1,

B=0 e resolve-se (12) para determinar o autovetor.

RESULTADOS OBTIDOS

0 efeito do refinamento na solucgdc numérica da equacao algée-
brica de Riccati & ilustrado neste trabalho com dois exemplos dispo
niveis na literatura. O primeiro & apresentado em [6] e trata da sin
tese de um sistema de posicionamento de segunda ordem, cuja solugao
é obtida analiticamente. O segundo caso, apresentado por BRYSON em
[7] refere-se ao posicionamento horizontal de um helicoptero com sis
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tema de quinta ordem.

Caso I. Sistema 9e Posicionamento (K & S)

N =2 NC = 1 NOB = 1
el w 1 Ba=|?

0 -46 0.787
R = 2.0E-05 M= [1 0]
F =0.1 Vp = 1.0E-07
Q=10

Os resultados sao apresentados na Tabela I mostrando os ga-—
nhos do controlador, ganhos do observador, valores eficazes (rms) do
erro de estimacdaoc e de controle e os autovalores do sistema estendi
do.

Nota-se a perfeita concordancia entre os valores obtidos por
via analitica e os apresentados pelo LINQUAD com refinamento.

Embora os ganhos do controlador sejam iguais nos trés casos,
os ganhos do observador diferem consideravelmente no caso sem refi-
namento. A mesma situacao se verifica para os polos da matriz do
sistema estendido, referentes ao observador:

-13.8 5.39] (sem refinamento)
-22.5 22.24j (com refinamento)

Residuos na Solucao Algebrica

1. Controlador

-6.94E-17 5.20E-18
1.73E-18 2.17E-19

2. Observador
I. Sem refinamento

-2,45E-05 -2.01E-03
-2.26E-03 -7.50E-02



TABELA I. Resultados do Casoc I - Sistema de posicionamento

GANHOS GANHOS PMS EFFD RMS AUTOVALORES DO
CONTROLADCR DBSERVADOR ESTIMACAQ | CONTROLE | SISTEMA ESTENDIDQ
PROGRAMA 223.6 23.0 1.56-03 -9,65 } 9.09j
SEM 0.415
FEFINAMENTO 18.7 113.9 5. 1E-02 -13.80 * 5.39j
PROGRAMA 223.6 40. 4 2.06-03 -9.65 * 9,09
coM 1.503
PEF INAMENTO 18.7 g14.4 6. 1E-02 -22.47 * 22.244
223.6 a0 2 2.06-03 -9.69 * 9.09j
K&S 1.503
8.7 g14.3 6. lIE-02 -22.48 * 22 .24

8861 — £ 4U 'X "JOA ‘oleuer 8p OlY "8 Ig A8Y

6LT



280 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, Vol, X, n® 3 — 1988

I1I1. Com refinamento apdés guatro iteragdes

o
-3.56E-20  -1.63E-19
-1.22E-19 4.348-18

Matriz de Covarianca do Erro Estimado

I . Sem refinamento

2,30E-08 6.61E-05
1.14E-05 2.57E-03

II. Com refinamento apos quatro iteracdes

4.04E-086 8.14E-05
8.14E-05 3.66E-03

Os residuos obtidos por substituigdo da solugac na equagdo al
gébrica de Riccati do observador sdoc praticamente nulos com o refina
mento nos autovetores (item 2.I1I), enguanto que no caso sem refina -
mento persistem valores nao despreziveis (-7.5E-02).

A matriz de covarianga do erro estimadoc recupera a  simetria
quando o refinamento & aplicade a solugao conforme pode-se observar
nos resultados apresentados.

Caso II. Controle Horizontal do Helicopterc (Bryson)

N =5 NC = 1 NOB = 2
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 -0.415 =0.0111 0.0 -0.0111
A = 9.8 -1.43 -0.0198 0.0 -0.0198
0.0 0.0 1.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 -0.2
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0.0 0

6.27 0
B = 9.8 F = 0

0.0 0

0.0 1 ’
R = 1000
Q = 490

Qdiag = [0.0 0.0 0.0 2.0 0.0]
Vm diag = [1.53E-05 0.272)

Os resultados saoc mostrados .na Tabela II para o sistema de
gquinta ordem.

Os ganhos do controlador sdo os mesmos para os trés casos,ha
vendo diferencas nos ganhos do observador. Ja os valores eficazes
do erro de estimagao e contrele apresentam diferengas, nao muito
acentuadas neste caso.

Pode~-se verificar que o conjunto de autovalores do sistema
estendido no caso sem refinamento apresenta um polo real positive
8.38E-02, e quatro pdlos reais ao invés de apenas dois no caso com
refinamento. Neste caso a solug@o sem refinamento altera gualitati-
vamente a estabilidade do sistema estendido.

Residuos na Solugao Algebrica
1. Controlador

I. Sem refinamento

6.4E-14 5.7E-14 1.2E-14 -1.8E-14 1.4E-16
5.3E-14 1.8E~-14 6.0E-15 -1.8E-15 2.8E-17
4.4E-15 7.1E-15 6.7E=16 =3.1E-15 =3.5E-18
-2.7E-14 -6.0E-15 ~2.9E-15 -4,2E-15 5.7E-17
-1.3E+01 -3.1E+01 -1.2E+00 4.2E-01 3.5E-0



TABELA II. Resultados do Caso Il - Posicionamento do helicéptero

GANHOS GANHOS FMS ERFD FMS AUTOVALORES 0O
CONTROLADOR OBSERVADOR ESTIMACAO | CONTROLE | SISTEMA ESTENDIDO
-0.421 * 1.14j
PROGRAMA 8.BE-01 4. 1E+00 4. BE-04 7.96-03 -1.24 * 5.59;)
3.36-01 9.0E+00 -4.8E-05 2.0e-02 -1.15 * 2.18j
SEM 8. 7E-02 2.3E+01 -5, 1E-02 7.86-02 3.06-02 -2, 46
4, 5e-02 5.6E+00 5.26-01 3.8E-01 0.0838
FEFINAMENTO | -1.9-03 -1.26-03 -8.76-01 4.0E+00 -0.61
-0.20
PROGAAMA 8.6E-01 4.0E+00 3. 3E-04 7.96-03 -0.421 t 1.143
3.3E-01 E.2E+00 2.EE-04 2.0E-02 -1.24 I 5.53
coM B, 7E-02 Z. 1IE+01 7.4E-02 9. 2e-02 2.7e-02 -1.17 % 2.009
4,56-02 5.BE+00 3.EE-01 3.26-01 -0.120 * 0.193j
PEFINAMENTO | —1.9E-03 -9.56+01 -1.32E-01 3.8E+00 -2.34
-0.20
B BE~01 4. 0E+00 3. 3E-04 7.9E-03 ~0.420 T 1.14j
BRYSON 3.3E-01 E.2E+00 2.5E-04 2. 0E-02 -1.24 ¥ 5.80j
B. 76-02 2. 1IE+01 7. 4602 9. 2E-01 2.7E-02 -1.17 * z2.004
1972 4.58-02 5. GE+00 3.8E-01 3. 2E-01 -0.190 * 0.120j
-1.96-03 -3 8E+01 —1.3E-01 2. EBE+00 -2.34
! ~-0.20

[A:74

8861 — £ 6U "X "I0A ‘OJiduer 8p oiyY ‘DepyIg ‘AaY
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IT. Com refinamento apds duas iteragdes

{ -9.3E-13
2.9E-13
-2.0E-13
-1.3E-13
-2.4E-14

2. Observador

I . Sem refiname

2.2E-06
2.8E~-05
4.9E-05
2.1E-05
1.9E-03

-1.7E-14

1.9E-13
=3.6E-14
-2.3E-14
-6.5E=15

nto

7.2E-05
8.8E-05
3.0E-04
5.9E-05
-2,.8E-02

-1.7E-13

9.4E-15
~3.0E-14
-1.9E-14
-2,6E-15

1.8E-04
-2.7E-04
-1.0E-03
-1.2E-02
-4.8E-02

-1.2E-13
~-6.0E-15
" 2.0E-14
-1.3E-14
-1.5E-15

1.2E-04
-1.9E-03
-1.7E-02
5.3E-02
-6.5E-02

II. Com refinamento apos duas iteragdes

-9.3E-13

2,.9E-13
-2.0E-13
-1.3E-13
-2.4E-14

-1.8E-14

1.9E-13
-3.5E-14
-2.3E-14
=6.5E=15

-1.7E-13

9.4E-15
~3.0E-14
-1.9E-14
-2.6E-15

-1.3E-13
-6.0E-15
-2.0E-14
-1.2E-14
-1.4E-15

-7.1E-14
-4.1E-14
-4.1E-15
-6.0E-16

3.0E-16

~1.7E~02
-1.5E-02
-5.0E-02
-1.1E-01

7.3E+00

-7.1E-14
-4.2E-14
-4,1E-15
-6.0E-16
-3.0E-16

283

Hota-se que o refinamento balanceia todos os elementos da ma

triz residual anulando-a praticamente. No casc sem refinamento per-

sistem valores apreciavelmente nac nulos.

Matrizes de Covarianga da Estimacao do Erro

I.

Sem refinamento

6.3E-05
1.3E-04
3.5E-04
8.5E-05
-1.7E-02

1.2E-04
4.0E-04
6.2E-D4
4.8E-05
-7.8E-D2

3,1E-04
5.6E-04
6.0E-03
3.6E-02
-1.6E-01

1.3E-04
~1.3E-05
-1.4E-02
1.4E-01
-1.8E-01

-1.2E-02
-5.7E-02
-9.8E-02
-4.5E-02

1.6E+01
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II. Com refinamento apés duas iteragoes

6.2E-05 1.3E-04 3.2E-04 B.9E-05 -1,5E-02
1.23-0_'4 4.0E-04 6.2E-04 6.8E-05 —6,2BE-02
3,38-04 6.2E-04 8.5E-03 2.0E-02 -1.0E-01
8.9E-05 6.8E-05 2.0E-02 1.0E-01 -3.5E-02
-1.5E-02 -6.2E-02 =1.0BE-01 -3.5E-02 1.4E+01

Novamente, como no casoc I, a simetria da solucdo da matriz de
Riccati e recuperada pelo refinamento.

CONCLUSOES

Os resultados apontam que ¢ refinamento apresentado melhora a
precisao e confiabilidade da solugdo algébrica de Riccati pelo méto-
do da decomposigao espectral, tem o mérito de recuperar a simetria
da matriz de covarianca do erro e de controle e em alguns casos a
qualidade da resposta do sistema autonomo estendido.

Alem disto, o refinamento apresentado nao acrescenta carga
computacional apreciavel & solugdo dos problemas testados com rapida
convergencia para a solugaoc do problema.

0 método foi também comparada com o proposto em [8] apresen -
tando resultados comparaveis em termos de precisao.
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#kssocragdo Brasileira de Ciencias Hecdnicas
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A Revista FHrasileira de Ciéncias Meclnicas est3d lhe convo-—
cando =& submeter trabalhos técnices e/ouw cientificos que prestigiem
sua nova fase. Nos seus nove anos pastsados de existdncia , com quatro
nuimeros anuais, foram publicados 140 artigos, dos quais 40 em inglés e
5 em espanhol, apresentando os resultados de pesquisas de 152 autores
pertencentes a 29 instituigSes nacionais & P4 estrangeiras. A Revis-
ta, que conta com o auxilio da FINEF no Frograma de Apoio as Revistas
Cientiticas, pretende agora simultaneamente atingir dois objetivos:
maior divulgagio internacional & incrementar seu aceite internamente
a0 Pals.

Fara tanto conto consigo!

Além de altevagBes visuals que simplificam e tornam mais
agraddvel o manuseio da Revista estamos dando inicio a um: verdadeira
“cata" de produsfio técnico-cientifica brasileira: nfo deixe seu traba-
l1ho escondido e resumido em anais de Congressos Nacionais & Interna-
tionais. Fublique~o na RBCH.

A Revieta BRrasileira de Ciéncias Mecdnicas atende a um amplo
eapectro de interesses. Entende~se que esta Area abrange os fundamen-
tos & métodos bdsicos em mechnica tedrica e aplicada, dindmica e wvi-
bragtes, controle e otimizag8o, materiais, mecBnica dos sdlidos, mecd-
nica dos fluidos, termo-ciéncias, geociéncias, energia € meio ambien—
te, biociéncias. As aplicagdes destas técnicas sdo encontradas em
muitas ramificacBes da engenharia conforme um estudo preparado pela
ABCH .

Estamos também incentivando =& publicac8o em inglés. Cada
trabalho onde um dos autores seja residente no HBrasil poderda fornecer
ao Editor uma lista de 20 nomes de pesquisadores no exterior que rece-
berdo um exemplar de cortesia da RBCM. Trabalhos em Portugués por sua
vez deverfo ter um sumdvrio estendido em inglés (aproximadamente uma
pagina) que permita o acompanhamento das formulas e figuras do texto.A
RECH darda o apoio necessdrio ao autor na revisSo do texto em inglés.

FPor outro lado pretendemos dar especial atencBo a trabalhos
derivados de aplicagfies tecnoldgicas, realizados pela industria ou em
cooperagdo com ela. A RBCHM deve se tornar um veiculo de estimulo do
digdlogso entre a empresa € o meio académico. Vamos iniciar na Revista
trés segdes novas: Comunicagdes, Cartas ao Editor e Noticias:

ComunicagBies e8o trabalhos Cientificos ou tecnoldgicos,cur=
tos, ou, aspectos parciais de um trabalho mais extenso. Podem também
ser informagdes sobre trabalhos do autor publicados em Congressos ou
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em revistas internacionais. Sua publicagio é rdpida e de decisio do
Editor ou de um dos Editores Associados da Revista.

Cartas ao Editor pretende abrir um espago para a discusfo dos
temas relevantes que interessam a nossa comunidade. Os temas podem
ter carater cientifico ou n8o. Sua publicaglo é de decisfio do Editor,

Noticias deve apresentar em forma de resenha as novidades na-
cionais e interpacionais relativas ao mundo de Ci@ncias Mecfnicas, di-
fundindo informacdes sobre a participagio brasileira em eventos es-
trangeitos, cooperacio de instituig@es, quem estd onde fazendo o que
etc.

Os trabalhos cientificos continuar8o a ter o tratamento habi-
tual. Devem ser originais, se possivel com parte experimental e serio
nalisados por 2 ou 3 revisores de escolha dos Editores. A decisBo de
PublicacBo € do Editor ou dos Editorés Associadosg ante o parecer dos
revisores,

A RBCH espera se tornar o meio nmatural de publicacgfo de:

= resultados de pesquisas financiadas por fontes governamentais
brasileiras;

- resultados de pesquisas ‘de programas de cooperacido bi-lateral
com 0 exterior (em inglés, por favor...);

-~ versdes completas de trabalhos apresentados em congressos
onde 98 anais restringem as comunicacOes a poucas paginas;

- resultados de teses de mestrado;

~ resultados de teses de doutorado (em inglés,por favor.,..});

~ trabalhos que antecedem uma publicac8o em revista internacio-
nal de ampla circulacho

- trabalhos que incluem ou derivam de pesquisas experimentais;

- resultados de trabalhos realizados em conjunto com empresas;

= resultados de trabalhos tecnoldgicos ou cientificps desenvol
vidos pelas empresas

- comunicagBes que enfoquem aspectos parciais de uma pesgquisa.

A ABCHM pretende gque sua Revista seja um excelente instrumento
de intercimbio de informacBes entre institui¢Bes brasileiras, insti-
tuicdes brasileiras e estrangeiras, univereidades, centros de pesquisa
€ industrias ou empresas. Toda a sua renovagio estd sendo feita wvi-
sando esta funcio.

Encaminhe seu trabalho, em 3 cdpias, nos padrBes habituais

de datilografia e apresentacdo a um dos nomes abaixo. Se
estiver enviando um trabalho cientifico em portugufs inclua
titulo em inglés, sumario estendido em inglés, resumo em

portugués, palavras chave em portugus e inglés. Se o traba~
lho cientifico for em inglés inclua o resumo em portugués,o

abstract em inglés, o titulo em portugués e as palavras

chave em portugués e inglés. ComunicacBes, Cartas ao Editor

ou Noticias podem ser enviadas em portugués ou inglés 1i~-

vres de qualquer novma.

Editores Associados :
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