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TRANSFERENCIA DE CALOR GASSOLIDO EM LEITO DESLIZANTE E
ESCOAMENTOS CONCORRENTES. CONTRACORRENTES E CRUZADOS

D. J, M. Sartoni
UFSCar/DEQ

1. T. Freire
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G. Massarani -~ Membro da ABCM
COPPE/UFRJ — Programa de Engenharia Quimica

RESUMO
Foram conduzidas determinagdes experimentais do coeficiente de trans-
feréncia de calor gids-sdlido em leito deslizante e escoamentos contra
correntes, concorrentes e cruzados, nas condigbes de agquecimento ou
resfriamento de s6lidos. A fase sélida era constituida de particulas
de areia e vidro com diferentes didmetros e grdos de soja, milho e
arroz. Os experimentos foram realizados no intervale de numero de
Reynolds entre 10? e 10? e foi verificado que os resultados obtidos
estdo de acordo com os valores previstos pela literatura. Constatou-
-se que o coeficiente de troca térmica & crescente na ordem de escoa-
mentos concorrentes, cruzados € contracorrentes, tendendo a um mesmo

valor a elevados Re.

ABSTRACT

Experimental determination of the fluid-to-particle heat transfer
coefficient in countercurrent, concurrent and crossflow moving beds
under heating or coocling conditions has been carried out. Sand and
glass with different diameters and corn, rice and soy beans were used
as the solid phase, where as air was used as the fluid phase. The
texts were carried out with particle Reynolds number ranging from 102
to 10% and the results were in fair agreement with those predicted by
current literature. It has been shown that the heat transfer coefficient
increases in the seguence of the concurrent crossflow and counter-—
current flow, tending to a common value at high Re.

Submetido em Janeiro/19%87 Aceito em Janeiro/1988
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NOMENCLATURA
a constante definida na equacgdo (18), adimensional
A V Teo=Teor (6]
A = wao-Tsof (6]
b constante definida na equagio (18), adimensional
B 1-y, adimensional
B' 1+, adimensional
o calor especifico, (LAr=*e""
D, diametro linear maximo da particula, [L).
DP didmetro médio de particula definido na Tabela 1, [L]
G densidade de fluxo de massa, [HL"!T"II
h coeficiente de transferéncia de calor entre o gas e o sélido,
Mr=’ 0™
k  condutividade térmica, [MLT-'8”']
Ny nimerc de particulas com diametro a,
Nu th/kf, nimero de Nusselt, adimensional
Pr ucf/kf, numero de Prandtl, adimensional
r coordenada radial, [L]
R D /2 L
p.—’ s [L]
Re Gpofu, numerc de Reynolds nos escoamentos cruzados, adimensio-
nal
pEED Gf ; Gs numero de Reynolds nos escoamentos con
M Pgt pg (1-£ ! tracorrentes, adimensional
PgeD f Gg - Gg nimerc de Reynolds nos escoamentos con
[T Pgt pg(1-E * correntes, adimensional
s 6(1-5}/¢Dp 3rea da superficie das particulas por unidade de vo-
lume do leito, [L™')
T temperatura, (8]
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coordenada na diregao de escoamento do gas nos escoamentos con-
tracorrentes e concorrentes, e coordenada na direcao de escoa -
mento do s6lido nos escoamentos cruzados, [L}]

hS

X, cruzados; L %, adimensional
CSGS Cfo

coordenada na direcac de escoamento do gds nos escoamentos cru-
zados, [L]

_h8 y, adimensional
C:G
£°L
coordenada na direcdo normal aos escoamentos do gas e do sdlido
nos escoamentos cruzados, [L]

simbolos Gregos

E

porosidade, adimensional
1

A -hS (1-y) /CGg, [L7 ]

A RS (149) /CGe, (LT7)

" viscosidade, [ML_lT_lj

[ ks/th, adimensional

p massa especifica, [ML™ ]

¢ Dp/DR' esfericidade, adimensional
¥ Cfo/CSGS, adimensional

Indices

£ fluido

s sGlido

o avaliado na regiao de alimentagac do fluido no leito
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INTRODUCAO

Entre as unidades industrials de secagem de produtos agricolas,
a técnica de leito deslizante tem sido uma das mais aplicadas. O seca
dor ou resfriador nestas unidades podem operar em diferentes configu-
racoes de acordo com as diregoes de escoamentos do ar e do s6lido. Os
trés tipos classicos destes equipamentos apresentam escoamentos con-—
tracorrentes, escoamentos concorrentes e escoamentos cruzados. Nos es
coamentos concorrentes, os escoamentos do ar & do sdlido sdo na mesma
diregao e sentido, nos escoamentos contracorrentes s53c na mesma dire—
cdo e sentidos opostos, e nos escoamentos cruzados as diregdes sao per
pendiculares.

0 secador em escoaméntos contracorrentes fornece um preodute ho
mogéneo em relagdo a4 umidade dos graos [1]. A secagem em escoamentos
concorrentes é relativamente uma nova técnica de secagem de gr3os, a
qual apenas recentemente tem se tornado comercial em alguns paises.
Sequndo DALPASQUALE [1,2], neste tipo de secador a qualidade do produ
to & uniforme. A configuragao de escoamentos cruzados € a mais comum
entre os secadores. Este tipo de secador apresenta uma menor eficién-
cia térmica com relacdo aos outros dois, e fornece um produto hetero-
génec em relagac & umidade dos graos, poréem, possul algumas vantagens
operacionais como, por exemplo, uma menor diferenga de pressdo impos-
ta ao escoamento do ar de secagem, permitindo o uso de sopradores de
menor poténcia. Existem solu¢bes conhecidas para reduzir as desvanta-
gens do secador de escoamentos cruzados, como a reversio e o reciclo
do escoamento de ar. Estas solugdes foram estudadas atraves de simula
¢do [3,4]) e demonstraram um desempenho superior ao da configuragdo con
vencional.

Os estudos sobre a transferéncia de calor entre sélido e gasem
leito deslizante encontram-se em um pequenco numero de trabalhos consi
derados relevantes, tais como LOVELL e KARNOFSKY [5] que além da for-
mulagio do problema apresentam uma técnica de solugdo grafica para a
situagdo de escoamentos contracorrentes. Neste mesmo problema, MUNRO
e AMUNDSON [6] determinam a solug@o analitica exata, obtendo assim os
perfis de temperatura para o sélido e fluido. Mais recentemente,
VIOLLAZ e SUAREZ [7] obtiveram a soluc3c das eguagodes diferenciais
atraves de técnica numérica e compararam seus resultados com os de
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MUNRO e AMUNDSON [6].

Neste trabalho, apresenta-se um modelo matematico e determina-
se a solugdo analitica das equacgdes diferenciais de conservacgao de
energia de fluido e de solido, com as condigOes dos perfis das tempe-
raturas iniciais nos escoamentos de fluido e de sdlido no trocador de
calor em leito deslizante. Da-se énfase a4 determinacac do coeficiente
de transferéncia de calor gas-sdlido, h, nas trés configuragdes de es
coamentos. Realizam-se estudos em unidades de laboratorio em leito des
lizante continuo, operando nas situacdes de aguecimento ou resfriamen
to de graos, visando determinar a relacao entre o coeficiente de tro-
ca térmica gas-sélido e as condigdes de operagdo nas configuracdes de
escoamentos contracorrentes, concorrentes e cruzados.

Cabe observar que os trabalhos existentes na literatura utili-
zam diferentes definicdes para o coeficiente de transferéncia de ca-
lor [B] nas diferentes situagOes de escoamentos, sendo que, neste tra
balhe & seguida uma Unica definicdo para o coeficiente h para as trés
configuracbes de escoamentos, permitindo assim uma comparagac numéri-
ca entre eles.

DESENVOLVIMENTO E RESOLUCAO DO MODELO

0 desenvolvimento do modelo matematico do processo nos diferen
tes trocadores de calor, nas trés condicoes de escoamentos, considera
a convecgido através das superficies das particulas sélidas como o me-
canismo dominante na transferencia de calor entre as fases.

Além desta suposicgdo basica sdc adotadas as seguintes simplifi

cacoes:

i ) perfis planos de velocidade em ambas as fases,

ii ) perda de calor através das paredes do sistema desprezivel,

iii) transferéncia de calor na direc¢ac normal cos escoamentos despre-
zivel em relagdo a transferéncia de calor nas diregoes dos escoa
mentos,

iv ) leito com propriedades homogéneas,

v ) escoamento unidirecional de gas e de solido, e

vi ) propriedades fisico-quimicas constantes ao longo do leito.
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Levando em conta as condig¢Oes de contorno na regiioc de entrada
do gas, nos escoamentos contracorrentes e concorrentes, as condigdes
de contorno nas regides de entrada do sdlido e do gas, nos escoamen -
tos cruzados, a geometria dos diferentes leitos, conforme as coordena
das indicadas na Figura 1, e adotando as suposigdes descritas ante-
riormente, as egquagbes diferenciais que descrevem a transferéncia de
calor em regime permanente no interior do sistema sdo:

a) Escoamentos contracorrentes

Nesta configuragdo, tem-se o seqguinte sistema de equacdes dife
renciais:
dT

- Fase fluida: C.G, jﬁi + hS(T,~T,) = 0 (1)
de
- Fase sdOlida: CSGs b hS{Tf-Ts) =0 (2)

sujeito &s condigbes na regido de entrada do fluido:

Tg(0) = T (3a)

fo

T, (0} =T . (3b)

FURNAS [9] obteve os perfis de temperaturas do fluido e do sb-
lido nos seguintes casos:

i ) para y#1,

A+B Tf(xl -
—_—— = exp (Ax)
A+B TfD
A+B Ta(x) )
—— = q.‘ exp (Ax)
A+B Tfo
ii) para y=1,
T. ~-T.{(x)
fo °f hs
—_—F— = F o X (6)
TeaTso CeCe
T =T (x)

hS (7
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b) Escoamentos Concorrentes

Na situagao de escoamentos concorrentes, as equac¢des que des —
crevem a transferéncia de calor sao:

daT
" o

- Fase fluida: C.G, st hS{Tf.Ts} = 0 - (8)
L de

- Fase so6lida: CsGs g = hS(Tf-Ts} = 0 (9)

sujeitas as condigdes de contorno:

Tf{OJ B Tfo (10a)

T, (0) e (10b)

SARTORI et al [10], por meio de procedimento andlogo ac desen-
velvido na configuracdc de escoamentog contracorrentes, determinaram
a seguinte solugao:

-~ Perfil de temperatura do fluido,
A'+B' T, (x)
—STETr o = exp (A'x) (11)
A'+B Tfo
- Perfil de temperatura do solido,
A'+B* TS(X]

“alopt m_
A'+B Tfo

= = exp (A'x) (12)

c) Escoamentos Cruzados

O problema no leito deslizante e escoamentos cruzados consiste

ne seguinte sistema hiperbdlico de equagdes diferenciais:

aT
i £

- Fase fluida: Cebe —;;—+ hS{Tf—TSJ = 0 (13)
a.l.s

- Fase solida: CSGs Tl hS(Tf-TB) = D (14)

sujeito as econdigdes de contorno,
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= {15a)
Tflxroj = TfO
= (15b
TS(O,y) oo )
soLioo l TFLumo Tso l lr,,
r
X
[ : e dos ot e i
X
5
-1',,‘ Trf, sdunol lrwm
Figura 1a - Esquema poro os escoomentos Figura 1b - Esquema para os escoamentos
contracorrentes concorrentes
SOLIDO
Teo

>y
P ke e -
f’n'-- """-’
N (.| g 7% sl G
FLUIDO TSN S P FLUIDO
Tto B
I‘r
soLi0o

Figuro 1c - Esquema para os escoomentos cruzodos
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A solugdo analitica deste problema foi obtida por SARTORI e

BISCAIA JR. [11] qgue determinaram os seguintes perfis de temperatu-
ra para os dois constituintes:

T (X,¥)-T Y
| i fo —xJ’ —£
e e i e °I_(2/XE)dE (16)
Tso™Tfo 0 o
T (X,¥)-T X
s fo ¥ ~£
. L. U PR J e f1_(2/4%)ak (7
so "fo 0

DETERMINACAO DO COEFICIENTE h

A partir dos valores experimentails de vazdes do gas e do sOli-
do, Toor 2 distribuicdo de temperatura do gas ao longo do leito e o
perfil de temperatura do gis, equacgao (4), ou Teor @ distribuigac de
temperatura do sdlido ac longo do leito & o perfil de temperatura do
s6lido, equacdo (5), determina-se por meic da técnica de minimos qua-
drados o coeficiente h hos escoamentos contracorrentes. Nos escoamen—
tos concorrentes a determinacdo de h é baseada nos dados — experimen-
tais de vazdes do gas e do solido P o’ distribuicdo de temperatura do
gas ao longo do leito e o perfil de temperatura do gas, equagao (11),
ou Te , @ distribuigdo de temperatura do solido ac longo do leito e o
perfil de temperatura do sdlido, eqguagdc (12). Nestas duas configura-
goes o valor de h gque melhor ajusta os dados experimentais de acordo
com as solugOes analiticas & obtido através de um programa computacio
nal simples.

0 valor do coeficiente h, nos escoamentos cruzados, & calcula-
do mediante a aplicacdo de regressidc nao linear, fundamentada na mini
mizag3o dos guadradcs dos desvios entre os valores mensurados e os va
lores preditos pela solucdo analitica do problema, equagdes (16) e (17).
Este procedimento & efetuado adotando como variavel dependente as di-
ferencas de temperaturas (Ts'Tf}/{Tsoquol' algoritmo-1, e outra for-
ma de variavel dependente baseada no perfil adimensional de temperatu

ra do fluido {Tf-TEO}/(T5

D—Tfo), algoritmo-2.,

Nos dois algoritmos & aplicado o Método de COGGINS de busca uni
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variavel (algoritmo de POWELL) [12,13]. Estes dois algoritmos origi-
nam dois programas computacionais, conforme as listagens apresentadas
por SARTORI [8].

Estes programas computacionais implementados em um micro-compu
tador NEXUS-1600 da SCOPUS-Tecnologia, permitem calcular valores do
coeficiente h para diversas condicdes operacionais do leito e diferen
tes materiais.

ENSAIOS NAS UNIDADES DE LABORATORIO

Particulas Solidas

As medidas sao realizadas nos processos de aguecimento ou res-
friamento de sete tipos de meios porosos percolados por ar. 53c usa-
das particulas de areia, vidro, graocs de scja, milho e arroz.

As principais propriedades destes materiais encontram-se na Ta
bela 1.

Tabela 1. Propriedades dos Sdélidos

551ido Dp* . Pg” cg"
{cm) ’ {g/em?) (cal/g.%c)

soja 0,60 0,90 3 % IF s 0,53
milho 0,62 0,76 T:23 0,50
arroz 0,38 0,65 1,21 0,48
vidro-I 0,17 1 2,59 0,18
vidro-IT 0,28 1 2,59 0,18
areia-II 0,12 0,68 2,65 0,19
areia-IIT 0,30 0,68 2,65 0,19

Método de medidas
* picnometria
D, definido pela equagdo: I N.d, =D
P g 1 i

X y
calorimetria

+
b = Dp/DE
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Método
a) Egquipamentos

As unidades de leito deslizante e escoamentos contracorrentes,
concorrentes e cruzados encontram-se esquematizadas nas Figuras 2, 3
e 4, respectivamente,

A unidade experimental & constituida por um conjunto de insta-
lagoes tipicas em egquipamentos usados nos estudos sobre transferancia
de calor em sistemas particulados, ou seja,

- sistema de escoamento de sdlido;

- sistema de escoamento de ar:

- sistema de aquecimento de ar e de sdlido;
- circuito de medida de temperatura; e

- segdo de testes (célula de medida).

A célula de medida do equipamento de leito deslizante e escoa-
mentos contracorrentes é construida em tubo de cimento amianto de
50mm de diametro interno e 900mm de comprimento. A extremidade infe-
rior possui um flange gue permite ¢ acoplamento com um distribuidordo
ar de alimentagac e um equalizador de pressio.

-

A célula de medida, nos escoamentos concorrentes, & construida
em tubo de cimento amianto de 50mm de didmetro interno e 900mm de com
primento. Na parte superior €@ instalado um distribuidor de ar, de
250mm de comprimento, acoplado ao sistema de alimentagdo de sélido.

Nos escoamentos cruzados, a célula de medida é construida em
chapa de aluminio e tubo de ferro galvanizado, sem costura, de S 0mm
de didmetro interno. As regides de entrada e saida de ar no leito sdo
protegidas com tela metalica, malha de 1,1mm de abertura. A célula tem
im de comprimento possuindo uma se¢do retangular de 200mm de largura
de 110mm de espessura, na diregdo do escoamento de ar. O distribuidor
de ar @ de geometria cdnica, 590mm de comprimento, e se¢do retangular
Um conjunto de placas defletoras de ar é convenientemente instalado
em seu interior a fim de facilitar a distribuigdo do ar no leito. Aas
extremidades superior e inferior da célula sac fixadas em equalizado-
res de pressao.
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0 equalizador de pressao permite direcionar o escoamento de ar
no interior da célula de medida, possibilitando obter as diferentes
configuracées de escoamentos. Os detalhes referentes is cutras insta-
lacoes podem ser vistos em SARTORI [8].

As medidas de temperatura s@o realizadas com termopares de co-
bre-constantan, diametro de 1,5mm; aproximadamente, revestidos com uma
pequena tela, formato "gaiola", para ndo permitir o impacto das partl
culas com os elementos sensores. Os termopares sao ligados por meio

de fios de compensacgdo a um sistema composto de 2 chaves seletoras,um
milivoltimetro digital e ponto frio,

b) Técnica de medida de temperatura

A medida de temperatura do ar & feita em regime permanente de
troca térmica usando a técnica de termopar com revestimento, introdu-
zida por LEVA {"in" 8].
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A técnica de medida de temperatura do solido & a mesma utiliza
da por SISSOM e JACKSON [14]. Os escoamentos do ar e do s0lido sdo si
multaneamente interrompidos enguanto gue o valor registrado no mili -
voltimetro & imediatamente anctado e atribuldo & temperatura do soli-
do.

¢) Ensaios

Inicialmente, sd@o realizados testes preliminares tendo em vis-
ta as calibracgdes dos termopares e dos medidores de vazdo, a verifica
¢do da técnica de medida de temperatura e a determinacdo das medidas
de porosidade. Sao determinadas as temperaturas dos constituintes em
diferentes posigbes normais aos escoamentos de ar e de s6lido e anali
sada a reprodutibilidade dos dados experimentais.

APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A guantidade de energia transferida na diregdo normal aos es -
coamentos &, aproximadamente, igual a 2,8% da quantidade de calor

transferida entre os dois constituintes.

A incerteza no valor obtido para o coeficiente h &, aproximada
mente, igual a 5%, Determinado a partir da andlise da propagacdo do
erro envolvido na obtengdo das variaveis gue compdem as equagdes de
obtencéo de h, partindo da calibracdo do termopar com desvio aproxima
do de 0,5%.

0 namero de Nusselt, Nu, em fungdc do numero de Reynclds, Re,
para os diversos sistemas analisados, nas diferentes situagbes de es-
coamentog encontram-se reunidos na Figura 5. 0 conjunte completc dos
resultados experimentais encontram-se reunidos em SARTQORI [8].

A troca térmica, nos escoamentos cruzados & predominante na re
gido mais prdéxima das regides de entrada de ar e de solido, tanto no
processo de aguecimento como no processc de resfriamento de solido,
Na diregao do escoamento de ar nem sempre as temperaturas Tf e T, se
igualam na regido de saida de ar. O mesmo comportamento ndo & verifi-
cado na diregdo do escoamento de sélide onde o equilibrio entre as tem

peraturas T, e T é atingido sempre antes do sdlido deixar a célula

f
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de medida, em todos os casos analisados. E constatado ainda que este
equilibrio térmico ocorre mais préximo s regides de entrada de s6li
do no processc de aquecimento de solido guando comparado ao processo
de resfriamento de sdlido nas mesmas condigbes de vazbes de fluido e
solido.

A determinacgac do coeficiente de transferéncia de calor entre
gas e sblido baseada no perfil de temperatura do fluido serviu para
a comprovagido da técnica de medida de temperatura de sdlido. A par-
tir do perfil de temperatura de gas & determinado o coeficiente de
troca térmica gue & usado na solugdo analitica do perfil de tempera-
tura do s6lido, eguagdes (5), (12) e (17), visando & comparagdoc en-
tre os perfis experimental e estimado. Face a boa concordancia entre
os perfis, & constatado gue as medidas das temperaturas de sélido sfo
satisfatorias.

A quase totalidade dos resultados fornecidos pelos algoritmos
1 e 2 indicam uma convergéncia entre os valores de Nu estimados por
ambos os algoritmos; levande em conta que no algoritmo 2 nao sdo ne-
cesgarias as medidas de temperatura do sdlido ao longe do leito,mais
passiveis de erros experimentais, optou-se por utilizd-lo na caracte
rizacdo da dependéncia de Nu em fungao de Re.

verificou-se, em todos os sistemas analisados, uma convergén-
cia entre os valores de Nu obtidos nos processos de aguecimento ou
de resfriamento do sélido, para um mesmo valor de Re. Certamente, de
vide o processo estar ocorrendo a elevados Re, onde os efeitos de

turbuléncia sdo predominantes.

Para as trés configuragdes de escoamentos, foi possivel um
ajuste do tipo,

/* peP

1

Wu = a Pr

como proposto por BOWERS e REINTJES [13]. As curvas referentes a ca-
da situagdo de escoamentos encontram-se tragadas na Figura 5.

Considerando a Figura 5, observa-se a localizacgdo coerente da
regido dos dados obtidos em confronto com os dados e modelos da lite
ratura que representam o comportamento em leito deslizante, fixo,dis

19
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tendido, fluidizado, transporte penumatico e particula tnica. E cong
tatado que o conjunto de curvas referente d correlagdo de BOWERS e
REINTJES [15] encontra-se na mesma regiao dos dados obtidos nos es-
coamentos contracorrentes, Entretanto, estes valores estdo distantes
da curva apresentada por SISSOM e JACSON [14], pois os resultados des
tes autores correspondem acs dados obtidos em particulas de aluminio
muito pequenas e baixos Re. Observacdc andloga é feita, nos escoamen
tos cruzados, em rela¢do aos dados de COUTINHO et al [16]), gue deter
minaram h na secagem de soja em escoamentos cruzados a baixos Re. Nos
escoamentos concorrentes nio é possivel a comparagio em relagdoc a ou
tros trabalhos, pois nao foi localizada referéncia na literatura so-
bre a determinagao do coeficiente h nesta configuragdo.

0s valores de Nu, para Re proximo de 10°, sdo independentes
das configuragbes de escoamentos. Para baixos Re, da ordem de 10?,c0s
valores de Nu nos escoamentos cruzados sdc intermedidrios aos Nu nos
escoamentos contracorrentes e concorrentes; os maiores valores cor -
respondem acs escoamentos contracorrentes.

CONCLUSOES

O coeficiente de transferéncia de calor gas-grao em leito des
lizante operando na configuracdo de escoamentos contracorrentes, con
correntes ou cruzados independe da condigdo de operacadc de aguecimen
to ou resfriamento de graos, para Re variando de 10% a 10°%.

0s valores de Nu mostraram-se independentes da forma de partil
cula, para todos os sistemas analisados.

A dependéncia do coeficiente h em relagdo ds condigbes de ope
ragao & representada pela correlagdo entre Nu e Re. Para cada confi-
guracdo de escoamentos, nas condigbes de operagdoc utilizadas, os re-
sultados indicam,

- Escoamentos contracorrentes:

s 1,52 pel® palad? 4 (19)
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- Escoamentos concorrentes:
%
Nu = 0,84 Pr /* Ra¥ebd 4 (20)
- Esccamentos cruzados:
1/a 5,53
Nu = 1,31 Pr Re’r il {21)

21

Os valores de Nu nas trés configuragBes de escoamentos sdo dis

tintos, crescentes na ordem dos escoamentos concorrentes, cruzados e

contracorrentes, tendendo assintoticamente para um mesmo valor a al-
tos Re.
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ON THE EIGENVALUES BASIC TO FORCED CONVECTION OF NON-NEWTONIAN
FLUIDS INSIDE DUCTS
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ABSTRACT

The recently advanced sign-count method is used to automatically and
accurately determine the eigenvalues basic to the solution of forced
convection problems of non-newtonian fluids inside conduits. Special
cases of laminar forced flow of power-law, Bingham, and Prandtl-
Eyring fluids, inside ducts such as circular tube and parallel-plates
channel, are considered for illustration. The first ten eigenvalues
for each case are sistematically tabulated for several values of the
Biot number and representative values of the velocity fields para-
meters. These benchmark results are also used to critically examine
results presented in previous works available in the open literature,
which considered approximate methods of solution.

RESUMO

0 método de “"contagem do sinal" recentemente introduzido & usado na
determinacdo precisa e automatica dos autovalores basicos a solucgéo
de problemas de convecgdo forgada de fluidos nao-newtonianos no inte
rior de dutos. Casos especiais de escoamento laminar forgado de flul
dos de lel de poténcia, Bingham e Prandtl-Eyring, no interior de du=
tos como tubo circular e canal de placas planas, sdo considerados pa
ra ilustragdo. Os primeiros dez autovalores para cada caso sdo siste
maticamente tabelados para diversos valores do numero de Biot e val§
res representativos dos parametros nos campos de velocidade. Esses
resultados de "benchmark® sdo também utilizados para examinar criti-
camente o8 resultados apresentados em trabalhos anteriores  disponi-
veis na literatura  aberta, que consideram métodos aproximados de so-
lugdo.

Submetido em Maio/1987 Aceito ew Julho/1987
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INTRODUCTION

Heat transfer problems in channel flow of non-newtonian fluids
have been considered very frequently in recent years. The review
works by Cho and Hartnett [l] and Winter [2] list most of the
contributions in related fields and compile most problems of interest.
Among these, forced convection problems of non-newtonian fluids
inside conduits such as:.circular duct and parallel-plate channel have
received special consideration. It is clearly noticeable, from the
available literature, that difficulties were encountered for the
proper analytical treatment of this class of problems, related to
difficulties in the accurate solution of the associated eigenvalue
problems. In recent works [3,15], Cotta & Ozisik considered laminar
forced convection problems of power-law fluids and reported results
for a very wide range of the dimensionless axial coordinate, which
allowed for a critical inspection of previously reported approximate
solutions for the thermal entry region. To properly obtain these
results, the authors made use of the recently advanced Sign-count
method [4,5,6], to accurately and automatically solve the related
eigenvalue problem, determining as many eigenvalues, eigenfunctions,
and norms as needed, without any noticeable loss of accuracy for
higher order eigenquantities.

In this work we want to briefly show how the Sign-count
method can be applied to the solution of the eigenvalue problems
basic to forced convection problems of non-newtonian fluids inside
conduits such as a circular duct and parallel-plate channel. Then,
we consider the special cases of power-law, Bingham, and Prandtl-
Eyring fluids in laminar flow more closely. These choices are
related to the interest demonstrated in the open literature, which
also allows for a critical investigation on the accuracy of
previously reported approximate results [7,13]. Furthermore, due to
the apparent unavailability of benchmark results, opposed to the
case of newtonian fluids [l14], we sistematically tabulate the first
ten eigenvalues ror each case considering several values of the Biot
number, including first and second kind boundary conditions, and
representative values for the parameters in each velocity field.
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ANALYSIS

We consider the appropriate eigenvalue problem for forced
convection in channel flow of non-newtonian fluids, given in
dimensionless form as:

dyp (B, ,R)
1 4 P i 2
— — [R" ¥ (R) ] + B UMRIW(A,,R) = 0 , in 0O<R< (1.a)
2 an == i i’ Ry
av (B, ,R)
_ =0, at R=0 (1.b)
dR
d¢{Bi,R]
T + Bi I‘J(Bi,R) =0, at RURW {l.c)

where various quantities are defined as:

0 , for parallel-plate channel

P =
1l , for circular duct
€. (R)
H
yiR) = 1 =
EH(Rl : turbulent diffusivity of heat
U(R) : dimensionless flow velocity
R : dimensionless radial or normal distance
Bi ;s Biot number
Ry : dimensionless wall distance, i.e., dimensionless tube

radius for a circular duct and half the spacing between
plates for a parallel-plate channel

wtﬂi,R} : eigenfunction

th

ﬂi T A eigenvalue

o t thermal diffusivity
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and boundary condition (l.b) denotes symmetry condition at the
channel centerline. Also, the boundary conditions of the first and
second kind can be recovered in eguation (l.c) by setting Bi equal
to infinity or zero, respectively, corresponding to the physical
situations of prescribed wall temperature and prescribked wall heat
flux.

In order to apply the sign-count methed [5,6,7], we consider
a more general Sturm-Liouville problem given in the form

g ap(s, R,
3R K(R) —aE + E‘i WIR}UJ[Bi,R} =4 , .in 0<.R'CRw (2.a}

ay (8, ,R)
Gy IP(Bi,R} - )\D K (R) e 0 , at R=0 (2.b)
ay (8, ,R)
Gy IJJ(BJ-_,R] + Al K(R) T = 0 ’ at R=Rw [2.0}

where uj and Aj (j=0 or 1) are real and independent of P, and can be
chosen to match the boundary conditions (l.b,c). The correspondence
between our specific system (1) and the more general system above is

given by:
K(R) = R® Y(R) (3.a)
w(rR) = RF U(R) (3.b)
ao =0 Ao s 1 (3.c,d)
0‘.1 e 1 3 Al = -ﬁ—i—é{w {3.e,f}

Following the formalism of the sign-count method, we let the
coefficients K(R) and W(R) be approximated by stepwise functions as:

K(R} = K W(R) = W

k k
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for Rk < R < kal ; k=0,1,000,8=-1

where N is the number of subdivisions in the spacial domain
considered for problem (2).

The stepwise functions Kk and Wk are evaluated by some
averaging process in each subinterval Rk+1'Rk' k=0,1,...,N=1, in
which equation (2) is replaced by:

d‘wk(ﬂi.ﬂl 5 .
T + '...Ik tl.’klﬂi.R] =0 ’ in Rk{R<Rk+l (S-al
where
2 2
up = By Wk/Kk (5.b)

The function wklﬂi,ﬂl and its first derivatives at the end
points of each subinterval should satisfy continuity conditions:

u-klii.m =wk+lmi.m ' at R=R,_ kel,2,...,N=1 (5.c)

du, (8, ,R) ay, (8, ,R)
Ky Y, il A o Ju . Taiute el R=R, , ke1,2,...,N-1
drR dR

(5.4)

The boundary conditions (2.b.,c), respectively, take the form:

s ﬂﬂ'llﬁipﬂl
O.ol'.il [ﬂi,R] - J\OK, T =0 , at R=0 (5.e)

d@N[Bi,Rl
aNWN[Ei,R:I + ANKN ——d-a—---- =0 ; at R=Ry {5.£)

where in eguation (6.d) o, and ), are replaced by oy and AN since
this boundary condition now belongs to the end point of the last

subinterval.

In this way, the eigenvalue problem defined by equations (2)
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is replaced by the problem (5}, and the eigenvalues of the latter
will represent the eigenvalues of problem (2) if sufficiently small
subintervals are chosen. From now on, we follow the rest of the
procedure for the sign-count method, including the straightforward
computation of eigenfunctions and norms, that has been described
somewhere else [5,6,7] and will not be repeated here.

We now proceed to consider a few special cases, for which
some approximate techniques were used for the solution of the
related eigenvalue problem.

LAMINAR FORCED CONVECTION OF POWER-LAW FLUIDS INSIDE CIRCULAR DUCTS
AND PARALLEL~PLATE CHANNELS

For this case, functions and coefficients in problem (1) are
given by:

n+l
Y(R) =1 U{R) =1-R"™ ; R, =1 (6.a,b,c)

where n is the power-law flow index.

Among others, we should mention the work of Michiyoshi and
Matsumoto [8], who considered the cases Bj=0 and B;== in a circular
tube, and the most recent works by Ybarra and Eckert (9], and Dinh
and Armstrong (10}, both for parallel-plates channel. In reference
[8], a solution is tied by expanding the eigenfunction into a power
series of the eigenvalue, followed by an iterative procedure. In [9],
the differential equation was discretized by finite differences and
required to satisfy a simultaneous system of algebraic equations,
Finally, in reference [l10], the approximate solution is obtained by
using the WKB-J method to establish asymptotically valid solutions.
Results obtained in these works shall be critically examined by
comparison with the benchmark results here generated.

LAMINAR FORCED CONVECTION OF A BINGHAM PLASTIC INSIDE A CIRCULAR DUCT

For this case, the functions in problem (1) are given by [lils
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1 , for 0sRic
Y(R)=1; U(R) = i Ry,=l
[II—R')-zg(I-Rl] S OSRSRH
{1-c)

(7.a,b,c)

where ¢ is the ratio of yield and wall stress.

The works by Schechter and Wissler [l11l], where the case of
ai=0 and circular duct geometry was considered, Wissler and
Schechter [12]}, for Biw, and Michiyoshi et al [13], for both B
and Bi=w, seem to be the most frequently referenced works on
Bingham fluids. In both [11] and [12] the eigenvalues were
determined numerically by the Runge-Kutta method, coupled to an
iterative procedure. In [13], once more, a power series
representation of the eigenfunction was considered, with the
appropriate iterative scheme to determine the eigenvalues. We shall
also examine the accuracy of these works.

i-0

LAMTNAR FORCED CONVECTION OF A PRANDTL-EYRING FLUID INSIDE A CIRCULAR
DUCT

In this case, the functions in problem (1) are given by [14]:

Y(R) =1 ; U(R) =& (1- S2EROBR) g . o5 (8.a,b,0)
where,
2 sinh b . 2 2
B=1-pg<5shb*E” " BT Gosh B (8.d)

The work of Schenk and Van Laar [14] seems to be the most
classical one for this type of fluids, where the case of B;== was
numerically considered, for flow inside a circular duct. The eigen-
value problem was solved numerica’lly by representing the eigen-
functions as power series of R and finding the eigenvalues by trial
and error.
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RESULTS AND DISCUSSION

To present a few results, we have chosen to consider the three
special cases defined above. The Sign-count method was used, in all
these cases, with a number of subdivisions N24000. As usual, the
results obtained and tabulated are expected to be accurate to :1 in
the last digit given.

In Table I we consider the case of a power-law fluid in
laminar flow inside a ¢ircular tube, Results are presented as a
comparison between the exact results here obtained and the
approximate ones from reference [7], for Bi=0 and =, It seems that
the approximation based on the power series expansion of the eigen-
values is in error, even for the first eigenvalue, in the first or
second decimal places, being slightly better for the case of By==.
Therefore, if the calculations in (7] have been carried out properly,
this approximation technigue should not be recommended for
situations when accuracy is at a premium.

TABLE I. Comparison of exact and approximate eigenvalues for
a power-law fluid in a circular duct

By | n=1/3 n=0.5 n=1.0 n=2.0

Bi

* .l u:rt * :* * I :tt * l.ri

0.7534 | 20.7623 | 22.4275 | 22.4370 [25.6796 | 25.6908 [28.9058 | 28.9189
7.6771 | 67.7523 | 73.1017 | 73.1842 B3.8617 | 83.9600 [94.5850 | 94.7004
140.559 [140.8654 | 151.781 | 152.1159 [174.167 [174.5720 (196.538 | 197.0071
239.340 [240.1917 | 258.408 | 259.4213 |296.536 [297.5701 [334.694 | 336.1762
363.999 [366.0957 | 392.963 | 393.3498 450,947 |455.8727 [509.025 | 509.0236

o W | e

6.2630 | 6.2637| 6.5824 6.,5832 | 7.3136 | 7.3146 | 8.1103 8.1115
36.3596 | 36,3798 | 39.0934 | 39.1157 [44.6095 | 44.6364 [50.1649 | 50.1968
92,3260 | 92,4514 | 99.4962 | 99.6356 {113,921 [114.0884 |128.398 | 128.5962
174,141 [174.5812 | 187.795 | 188.2761 [215.240 [215.8417 [242.776 | 243.4759
281,798 [282.9461 | 303.986 | 305.5325 [348.564 [349.9022 [393.289 | 394.9749%

a8
T ST T

(*) Present work
(**) Reference (7)
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In Table II we look at a power-law fluid in laminar flow
inside a parallel-plate channel. Two alternative solutions [8,9] are
compared to the exact results. In reference (2], an asymptotic
solution for the eigenvalue problem was obtained by using the WKB-J
method and used to evaluaté lower order eigenvalues, although the
solution is wvalid only for asymptotically higher orders. These
results, specially for the first eigenvalue, involve too much error
to allow further accurate calculations, since the lowest eigenvalue
determines the fundamental mode in the solution for the temperature
profile. As expected, the results are improved for higher orders but,
specially for the case of Bi=0, up to the sixth eigenvalue at least,
they are not yet as accurate as the finite differences approximation

TABLE 11. Comparison of exact and approximate eigenvalues for
a power-law fluid in a parallel-plates channel

By n=0.5 n=1.0
Bi % wF TEw * ET3 TR
k4 EXACT APPROX. APPROX. EXACT PPPROK. APPROX,
o] 0.0000 0.0968 0.0000 0.0000 0.111L 0.0000
2 15.8283 16.365 15.837 18.3803 18.778 18.388
0 3 59.8186 60.521 59.856 68.9518 69.444 68.951
4 131.753 132.57 131.84 151.551 152.11 151.63
o 231.598 232.50 231.77 266.164 266.78 266,31
[ 359.346 360.32 359.62 412.784 413.44 413.03
1 2.6466 2.4208 2.6466 2.8278 2.7778 2.8278
2 28.1320 27.985 28.132 32.1473 | 32.111 32.147
- 3 81.5671 81.437 81.566 93.4749 | 93.444 93.473
4 162.900 162.78 162.89 186.805 | 186.78 186.80
5 272,125 272.07 272.11 312.136 312.11 312.12
6 409.239 406.12 409.20 469,468 | 469.44 469.42

{*) Present work
{**) Reference [9] (WKB-J)
{(***) Reference [8] (Finite differences)

in [8]. Therefore, if we need to consider much higher order for an
accurate evaluation by this asymptotic technique, it would be more
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convenient to consider the much simpler asymptotic formulae for
Sturm-Liouville problems. In [8], problem was discretized by a
simple finite differences scheme and restricted toc satisfy a system
of algebraic equations. The results, although more accurate than
those in reference [9], would still require a much finer -mesh for a
more accurate evaluation of the eigenvalues, specially for higher
order eigenvalues, and the system of equations might become
prohibitively large for practical purposes, since loss of accuracy
occurs as the order is increased. Again, for both alternative
solutions, the results for Bi== are in general better.

In Table III we consider a Bingham fluid in laminar flow
inside a circular tube. Here, we compare the results of Michiyoshi
[12] and Wissler & Schechter [10,11], for both Bi=0 and «, with the
exact results from the Sign-count method. Again, from this table,
we notice that the results from the power series approximations
[12] are in error even for the first eigenvalues, and sometimes
inaccurate to the first decimal place. In references [10,11], the
Runge—-Kutta method was used for the numerical solution of the
eigenvalue problem, coupled with the appropriate iterative procedure
for the determination of eigenvalues. These results, at least up to
the second decimal place in higher order eigenvalues, are in
excellent agreement with the exact results. However, we know from
previcus experience [5], that the Runge-Kutta method involves a loss
of accuracy for higher order eigenvalues, although it can be
accurate enough for lower order eigenvalues; it also involves the
risk of missing eigenvalues, specially the first one, and
calculation has to proceed with care when there is no previous
indication of the location of the roots.

Finally, in Tables IV to VII, we present the first ten
eigenvalues of the four special cases here considered, for Bi=0,
0.01, 0.1, 1.0, 10.0, 100.0, and =, and representative values of
the parameters in the dimensionless vaiocity fields. These tables
correspond, respectively, to the cases of laminar flow of power-law
fluids inside parallel-plate channel, laminar flow of power-law
fluids inside circular duct, laminar flow of Bingham plastics
inside circular duct, and laminar flow of Prandtl-Eyring fluids
inside circular duct. These results are presented mainly for



TABLE III. Comparison of exact and approximate eigenvalues for a Bingham fluid in a

circular duct

Bi c=0.25 a=0.50 c=0.75

Bi 3 T T W [T E 3 T [T
i EXACT  |APPROX. | APPROX. EXACT |APPROX. | APPROX. EXACT  [APPROX. APPROX.
3 4.7645 | 4.7655 4.7645 4.4857 | 4.4866 4,4857 4.1643 | 4.1653 4.1644
2 8.5811 | 8.5860 8.5811 8.0688 | 8.0732 8.0688 7.5971 | 7.6013 7.5971
3 12.3568 | 12,371 12.357 11.6160 | 11.628 11.616 10.9664 | 10.978 10.966

ol 4 16.1231 | 16.155 16.123 15.1577 | 15.183 15.158 14.3005 | 14.326 14.301
5 19.813 | 19.890 19.882 18.6858 | 18.783 18.686 17.6228 | 17.644 17.623
6 23.6345 - 23.64 22.2166 & 22.22 20.9485 - 20.95
7 27.3863 - 27.39 25.7409 = 25.74 24.2784 - 24.28
1 2.5522 | 2,5524 2,552 2.4545 | 2.4547 2.455 2.4117 | 2.4119 2 412
2 6.2689 | 6.2707 6.269 5.8827 | 5.8843 5.883 5.5901 | 5.5915 5.590
3 9.9972 | 10.004 9.997 9.4073 | 9.4136 9.407 8.8610 | 8.8667 8.861

w| 4 13.7368 | 14.692 13.74 12.9127 | 12.929 12.91 12,1791 | 12,194 12.18
5 17.4806 | 18.706 17.48 16.4336 | 16.462 16.43 15.5070 | 15.539 15.51
" 21.2230 - 21.22 19.9488 = 19.95 18.8272 - 18.83
7 24.9657 i 24.97 23.4676 x 23.47 22.1406 ] 22.14

(*) Present work

(**) Reference [12]
(***) References [10,11]
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TABLE IV. First ten eigenvalues for a power-law fluid inside a parallel-plate
channel for several values of By and n

EIGENVALUES

"
By ] B3 By s Bg &7 bs ] Bro

/5| © 0.0000 2.B057 7.4301 11.0374 14.4392 18.2386 21.8346 25.4337 29.0303 32,4265

0.01] o©.1118 2.B096 7.4325 11.0392 14.4407 1B.2398 21.8377 25.4347 29.0312 32.6273

0,1 0.2460 3.8441 7.4539 11,0554 14.4540 18.2513 21.8478 25.4438 29.0396 37.4350

1.0 0.9279 4.1212 7.6421 11,2030 14.7776 1B8.3587 21.9435 ©25.5306 29.119f 22,7088

10.0 1.4716 4.8307 8.3224 11.8439 15.3817 10.9301 22.4860 25.0474 29,4132 23,1829

100.0 1.5889 S.0802 B.4514 12,2202 1S5.68120 19.3954 22,9799 26.5652 20.1511 233.7375

= 1.4035 5.1138 B8.£988 12.2894 15.8818 19.4750 23.0686 26.6624 20.2563 42.8504

1/2 0 0.0000 3.9785 7.7342 11.47B4 1S.21B4 18,9564 22.4934 26.4297 350.1456 33.5011

0.01| 0.1152 3.9827 7.7369 11.4804 15.2200 18.9578 22,4946 26.4308 30,1486 ,33.90Z71

0.1 0.3571 4.0197 7.7402 11.4982 15.2347 18.9705 22.7058 26,4409 30.1758 33,9106

1.0 0.9520 4.3125 7.9633 11.4587 15,3697 19.0882 22.8109 26.5363 30,2635 33.9919

10,0 1.4964 5.0284 ©.5632 12.3254 16.0030 19.6906 23.3854 27.0858 30.7904 34.4785

100.0 1.6125 .2716 B.9856 12.7058 14.4284 20.1574 23.8773 27.6028 31.2289 35.0552

= 1.4268 5.3080 29,0215 12,7632 14.4962 20,2096 23.9633 27.4971 31.4311 25,1550

1 o 0.0000 4.2872 B.3037 12,3106 16.5145 20.3171 24.3109 28.3203 52,3714 36.3223

0.01] ©0-1222 4.2920 B.3047 12.3129 16.3144 20.3187 24.3204 28.3214 32.3226 34.3234

0.1 0.3782 4.3336 B.3334 12.3333 16,3333 20.3333 24.3833 26.3333 32.3333 34.3332

1.0 1.0000 4.4561 B.5420 12.5158 16,4876 20,4684 24,4542 28.4432 32.4345 326.4273

10.0 1.5518 5.3978 9.3026 13.2308 17,1731 21.1250 ©25.0840 29.04B4 33.0171 36.9892

100.0 1.6473 5.6381 9.6233 13.6113 17.6009 21.5914 25.5825 29.5743 33,5668 37,5570

a 1.68l4 S5.5899 T.6682 13,8677 17.4678 21.6672 25.6671 29.6670 33,6670 37,6569

2 0 0.0000 4.5648 ©.8217 13.0861 17.3416 21.5938 25.8453 30.0965 24.3475 038.5963

0,01/ ©.1288 4.5700 E©.8B351 12.0907 17.3437 21.5954 25.8470 30.0980 34.3488 0989.5995

2.1 0.3983 4.4158 B.BeA6 13.1134 17,3625 21.6119 25.8614 30.1111 34.3608 38.5106

1.0 1.0470 4.9654 9.1154 13.3147 17.5323 21.7616 25.9956 20.2332 24.4734 308.7152

10.0 1.6106 5.7381 9.8964 14.0745 18.2658 22.4464 26.5673%7 350.8848 35.1041 39.3248

100.0 1.7270 5.9811 10.2218 14,4419 18.7026 22,9437 Z7.1854 31.4274 35.6699 37.9128

o 1.7414  A.0130 10.2470 14.5184 |B.7495 23.0201 27.2705 31.5208 25.7711 40.0714

3 0 0.0000 4.495S8 9.0830 13.4594 17.5328 22.2047 24.5744 30,9475 233.31B4 39.4090

g.01| ©.1319 4.7009 9.0845 13.4421 17.8350 22,2068 26.5781 30.9490 35.3198 37.6903

0.1 0.4079 4.7486 9.1173 13.4859 17.8547 22.2239 24.5932 30.9627 35.3323 29.7019

1.0 1.0700 5.1109 9,3784 13.4938 18.0330 22.3803 26.7235 31.0905 25.4500 39.8114

10.0 1.4404 5.8997 10.1791 14.4771 1B8.7878 23.1076 27.4343 321.7645 26.1030 40,4430

160.0 1.7576 4.1449 10.5080 14,8691 19.2301 23.5915 27.9533 32.3194 36.6779 41.0407

= 1.7721  &.1770 10.5535 14.9262 19.2976 23,6685 20.03%1 32,4094 36.7799 41.1502
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TABLE V. First ten eigenvalues for a power-law fluid inside a circular
duct for several values of By and n

ETIGENVALUES

n BL
1/3 0 0. 0000 4. 55546 B.2256 11.8558 15.47046 19.0788 22.4831 24.2851 29.68B5& 323.48B49
0.01 0.1729 14,5895 B.2291 11.8576 15.4722 19.0801 22,4843 24.2862 29.B863 33.4838
0.1 0.5371 4,5942 8.2510 11.8743 15.4857 19.0918 22,6947 24.2955 29.8951 33.4937
1.0 1.4344 4.8871 B.4481 12.0279 15.6139 19.2028 22,7933 24.3847 29.9768 33.56%93
10.0 2.30%0 5.7054 F.1946 12,7185 14.2049 19.BOSY 23.34625 2b.%2446 30.4911 234.04609
100.0 2.4817 3.9923 9.5578 13.1338 14.7140 20.2944 22.8802 27.4450 31.0508 34,6366
= 2.5024 4. 0299 ?.6088 13.1942 16.7B468 20.37E9 23.97146 27.5448 31.18583 34.7520
1/2 0 0. 0000 4.7358 B.5300 12.3199 14.0751 19.B232 23.5476 27.3095 31.0498 34.78%0
0.01 0.1822 4.7401 8.5527 12.3220 146.07468 19.8247 23,5589 27.3107 31.0509 34.7900
0.1 0.5455 4,7783 B8.5749 12.3405 14.0920 19.8378 23.5804 27.3211 31.0604 34.7988
1.0 1.518é& 5. 0982 B.7924 12.5091 14.2329 19.94601 23.48B93 27.4196 31.1%508 34.8B825
10.0 2.3758 5.9353 9.5705 13.2333 16.9115 20.5998 24.2933 27.99643 31.7014 B5.4102
100.0 2.5452 b. 2140 9.9254 12,6433 17.3645 21.0874 24.B119 28+:5370 32.24627 35.9889
= 2.5458 6.2525 9.9748B 13.7038 17,4352 21.1474 24,9006 28.6339 32.3474 36.1010
1 1] <. 0000 5.08675 7.1576 13.1972 17.2202 21.2355 25.2465 29.2549 33.2615 37.26469
0.01 0.19935 5.0725 9.1608 13.1996 17.2222 21.2372 25.2480 29.2562 33.2627 37.2680
0.1 0.4182 S.1169 9.1889- 13.2211 17.2399 21.2%24 25.2615 29.2483 33.2738 237.2782
1.0 1.4412 2.4783 9.4360 13.4152 17,4026 21.3939 25.23875 29.3826 33.3787 37.3754
10.0 2.5148 6.3646 10.2707 14.2002 18.1437 22.09646 24.0565 350.0218 33.9912 37.%641
100.0 2.46B43 6.6432 10.46249 14,6114 18.6004 22.5905 24.5815 30.5730 34.5651 38.5575
= 2.7044  46.47%0 10.4734 14,4711 18,4699 22,6491 24.66B7 30.464B3 34.66B1 38.6479
Z 0 0. 0000 5.3764 2.7255 14.0192 1B.29446 22.5&416 256.B238 31.0831 35.3405 39.5945
0.01 0.2155 5.3820 9.72590 14.021% 1B.2949 22.5635 24.B255 31.08B46 35.3419 39.5978
0.1 0.64&71 5.8317 9.7605% 14.045%9 1B8.3147 22.5805 246.8405 31.0982 35,3542 39.4092
1.0 1.75464 5.B8207 10.0345 14,2519 18,4979 22,7383 26.9812 31.2258 35.4714 39.7179
10.0 2.5588 6.7644 10.9224 15.101B 19.2945 23.4%963 27.7050 31.9189 24.1371 40.3587
100.0 2.8277 7.0467 11.2825 15.5214 19.7616 24.0027 28.2443 32.48&64 36.7289 40.9718
- 2.8479 7.0827 11.3313 15.5813 19.8315 24.0818 28.3321 32.56824 26.8327 41.0829
3 0 0.0000 5,5245 9.9974 14.4129 18.8093 23.1970 27.5797 31.9593 346.3370 40.7132
0.01 0.2231 5.5305 10.0011 14,4157 18.8117 23.1990 27.5814 31.9609 346.3384 40.7144
0.1 0.4%01 5.5825 10.0341 14.4409 18.8324 23.2168 27.5972 31.9751 36.3514 40.7264
1.0 1.8118 5.9988 10.3206 14.464668 19,0222 23,3821 27.74446 32,1088 346.4742 40.8B404
10.0 2.7288 &,9557 11.2337 15.53286 19.8444 24,1657 28,4936 32,8269 37.14643 41.5052
100.0 2.BR%0 7.240B 11.5979 15.9573 20.318B1 24.6794 29.0412 33.4034 37.7660 42.1289
- 2.7193 7.2771 11.5470 14,0178 . 24.7992 29.1297 33.5002 37.870& 42.2409
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TABLE VI. First ten eigenvalues for a Bingham fluid inside a circular
duct for several values of By and c

EIGENVALUES
c Bi
By Bz ‘B3 Ba 85 Bg Bz Ba Be B1p
010 | o 0.0000 4.9382 B.9188 12.8500 16.7450 20.&727 24.5764 28.4778 32.3777 B3&.274b
p.p1| ©0-1929 4.9431 B.9218 12.8523 16.7669 20.5743 24.5779 28.4791 32,3789 36.2776
0.1 0.5980 4.9855 H©.9487 12.8728 14.7838 20.&4B88 24,5907 28.4907 232.3895 34.2874
1.0 1.5915 5.3325 9.1856 13.0589 1&6.9397 20.8244 24,7115 28.4002 32.4900 3&.3805
10.0 2.4520 &.1962 9.9957 13.8202 17.4657&6 21,5045 25,3584 29.2179 23.0816 36,9488
100.0 2.6181  4.4715 10.3441 14,2255 1B.1072 21.9903 25.8744 29.7594 33,6451 237.5312
2 2.4380 4.5070 10.3941 14,2044 1B.175% 22.0881 25.9607 29.8537 23.7470 27.56404
v.2s | o 0.0000 4,755 ©.5811 12.3548 146.1231 19.86813 23.46345 27.3863 31.1349 34.8857
) o.p1| 0-1831  4.7689 B.5839 12.3589 16.1249 19.8828 23.6358 27.3675 21.1380 24.8867
0.1 0.5681 4.8081 B.4089 12.3780 14.1406 19.8%964 23.4477 27.3982 321.1478 34.B957
1.0 1.5204 5.1315 A.8294 12,5515 14,2859 20.022s 23.7402 27.5002 31.2413 34,9824
10.0 2.2660 S.9416 7.5050 13.27B6 14.9498 20.8687 24.3739 28.0855 31.8011 35.5193
100.0 2.5222 6.2337 9.94%6 13.4782 17.4122 21.1457 24,8799 28.56160 32.3523 34.0886
P 2.5522 4.2689 9.9972 13.7348 17.4806 21.2230 24.9457 28.7097 32.4536 36.1971
0,50 0 0.0000 &.8857 B.0688 11.&160 15.1577 1B.468SB 22.21466 25.7409 29.2645 32.7897
o.01] ©0.1677 4.4894 8,0712 11.4178 15.1592 18,8871 22.2177 25.7419 29,2675 32.7%04
0.1 0.5212 4.5221 B.0928 11.4381 15.1727 18.4987 22.2280 25.7511 29.2759 32.7984
1.0 1.4149 4.7977 B8,2853 11.7836 15.2981 18.8075 22.3248 25.8389 29,3563 32.8729
10.0 2.2599 S5.5711 9.0096 12.451%5 15.9225 19.3948 22.8793 26.3663 29.8587 33,3541
100.0 2.4335 5.B4s4 9.2580 12,8523 14,3633 19.8491 23.3794 24.88946 30.4000 33.9120
= 2.85485 5.8827 9.4073 12.9127 156.483356 19.9488 2I3.4676 26.9840° 30.5040 34.0234
0.7% o 0.0000 4.15643 7.5971 10.9648 14.3005 17.4228 20.9485 24.2784 27.4064 30.9300
0.01] ©.1537 a.1873  7.5989 10.9478 14.3017 17,6239 20,9494 24.2792 27.4073 30.9304
0.1 0.8790 4.1939 7.6191 10.9804 14.3122 17.6330 20,9574 24.2864 27.4139 30.9347
1.0 1.3272  4.4790 7.7635 11,0976 14.4121 17.7199 21.0240 24,3553 27.6771 30.9955
10.0 2.2009 5.2184 B.4187 11.&B68 14.9837 18.2272 21.51&1 24.80&85 28.1047 31.4040
100,0 2.5889 S.5458 6.8034 12.1109 15.4278 1B.7366 22.0398 25.34&0 28.4579 31.9713
pe 2.4117 S.5901 B.B&10 12.1791 15.5070 18.8272 22.1406 25.4555 28.7753 32.0970
0.90 | o 0.0000 2.9622 7.2530 10.5141 13.7436 17.0050 20.2395 23.4477 24.4502 29.9078
0.01] 0.1480 3.9550 7.2545 10.5152 13,7444 17.0057 20.2402 23.4483 26,6907 29.5083
0.1 0.4561 2.9893 7.2681 10.5248 13.7721 17.0122 20,2459 23.4735 24,4955 29.9128
1.0 1,2825 4.2130 7.3975 10.6176 13.B459 17.0747 20.3011 23.5236 26.741B 29.9561
10.0 2.1846 5.0827 B8.0974 11.1926 14,3367 17.5085 20.4954 23,8898 27,0872 30.2850
100.0 2.38916 5.4734 B8.5971 11.7419 14,9050 18,0834 21,2732 24.4711 27.4738 30.8788
- 2.4053 5.5254 B.6732 11.B370 1S.0149 1B.2047 21.4043 24.4109 27.8221 31.0358
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TABLE VII. First ten eigenvalues for a Prandtl-Eyring fluid inside a circular
duct for several values of Bf and b
EICENYALUES
b Bt x

By Bz 83 By 85 Bg &7 s By Bio

u.4 a 0. Cc000 7.1700 12.9575 (B.4736 24.3841 30,0478 35.7234 41.3952 47.0645 ST.737
g.?] 0.1998 7.1738 12,9597 1B.4752 24.3475 20,0490 35.7244 41,3941 47.0454 52,7330
. 0.2253 7.2052 12.9797 18.4905 24,3801 320.0597 35.7339 41.4047 47,0722 52.7402
1;.3 1.7988 7.4914 13.1675 1B.8355 24.5004 30,1437 35.8281 41.4880 47.1494 52,8108
i 3.3357 B8.6801 14,1475 19.7117 25.28&48 30.8811 3&.4BB3 42,1049 47.7282 53.2549
1”:-“ 2.7722  9.3515 14.94B4 20.5954 26,2269 31,8615 37.4983 43,1367 487766 S4.4174
2.8288 ?.4518 15.1024 20.7400 24.41B2 32,0770 37.72&3 4%. 3957 4%.08552 S4.7150

1.0 0 0.0000 7.1870 12.9914 18.723. 24,4321 30.1297 325.8B212 41.5089 47.1942 52.877&
0.0} 0. 19793 7.1911  12.9934 18.7253 24.4335 30.1309 35.8223 41.5099 47.1950 S2.8784

0.1 0, 4254 T+ T2 13.0134 1B.7402 24.445% 30,1414 35.8217 41.5184 47,2027 52.E885%
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10.0 3.5023 2.9092 14.85507 20.2703 24.0284 31.B091 37.46043 43,4095 49.2220 55.0399

100.0 4,0123 F.64986 15.4754 21.273%9 27.0819 32,8956 38.7129 44,5331 S50.3353 S4.17%3

- 4.0803 9.8207 15,4401 21.4750 27.3153 33.1582 39.0024 44.B478 5S0.4935 54.%5297

10 0 0. 0000 7.5994 12.Bi24 19.9435 26.0458 32.12346 2162 44,2932 50.3672 Sb4.4389
2 0.01 0. 1978 7.60223 12.8151 19.9448 26.0446 32.1355 38.2170 44,2939 50.3678 S6.4395
0.1 0.4273 7.6278 12.B305 19.9563 26,0560 32,1435 38.2240 44.3003 50.3735 5b.4448

1.0 1.8485 7.8485 13.9794 20.0683 26.1478 32.2220 328.2932 44.34624 S50.4202 56.4970

10.0 3.7044 9.1440 14.9524 20.B740 256.8441 32.8B403 2B8.8525 44.0751 50.7051 S546.9404

100.0 4.32149 10.11324 14.0575 22.0432&48 2B.047& 324.0415 40.0817 46.108& 52.1248 58.145H

- 4.3954 10.2700 14.2705 22.3038 28,3491 34,4001 40.4543 44.5104 52,5478 58.4240

20. 0 C.00C0 7.6825 13.9786 IZ0.2262 26.4422 32.4423 38.8324 45.0189 51.2004 S57.3755
0.0L 0. 1999 T.56552 13.9801 20,2273 256.4431 232.56431 38.8341 45.0193 51.2011 57.3800
0.1 0.&278 7.6793 13.9941 20,2375 256.48513 232.4500 3B.8B402 45.0249 51.20460 57.3845

1.0 1.8430 7.9102 14.12%6 20.8270 24,5214 32,7182 328.8999 45.0783 S1.2545 57.4291

10.0 3.82446 ?.24932 15,0945 21.1063 27,1802 233.2847 39.40462 45,5383 51.46776 57.8218

100.0 4.4935 10,3778 14.37462 22.4323 2H.5176 34.46194 40,7312 44.8%04 52.9747 59.1030

™ 4.3817 10.54628 14.6343 22.7525 28.B893 o4.0364 41.1892 47.3457 53.5044 59.4547
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benchmarking purposes, since to our knowledge none seem to be readily
available in the open literature, as opposed to the special case of
newtonian fluids [14].

We conclude that the Sign-count method (4,5,6] also allows a
quite straightforward evaluation of other gquantities such as eigen-
functions and normalization integrals. It should be preferred to
other sclution techniques, such as those here mentionned,siﬁce we are
able to automatically and accurately determine as many eigenvalues as
needed, without loss of accuracy for higher order eigenvalues and
without the risk of missing eigenvalues. The accurate evaluation of
a large number of eigenquantities,on the other hand, allows the
establishment of reference quality results for heat transfer problems
like those here considered [3], without the need to consider
approximate solutions for the region close to the inlet.

The author wishes to acknowledge the finantial support of
CNPg through grant ne 407319/86 - EM.
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RESUMO

A modelagem de um corpo elastico linear em contato unilateral com uma
superficie rigida e submetido a condigbes de atrito de Coulomb da ori
gem a um problema de Signorini com atrito. Este trabalho apresenta um
método numérico de resolugio aproximada deste tipo de problema. O mo-
delo, descrito em termos variacionais, & discretizado via elementos
finitos e a minimizacao do funcional e feita utilizando-se o algorit-
mo de Gauss-Seidel com Relaxagdo e Projecdo sobre um convexo. Uma téc
nica de condensacac de matrizes permite que o tempo computacional des
pendido seja reduzido, tornando o codigo computacional econdmico. Es=
te algoritmo € analisado e o seu desempenho € ilustrade através de
exemplos envolvendo a interacao entre uma placa espessa e seus sSyupor-
tes.

ABSTRACT

The modelling of a linear, elastic body under unilateral contact with
a rigid surface and subjected to conditions of Coulomb friction gives
rise to a Signorini's problem with friction. This work presents a
numerical method for an approximate solution of this type of problem.
The model, whigh is described in a variational way, is discretized by
the use of finite elements techniques and the minimization of the
functional is carried out utilizing the Gauss-Seidel algorithm with
Relaxation and Projection over the convex set, A matrix condensation
technique allows the reduction of the computational time spent,
making the computational code more economical. This algorithm is
analysed and its performance is,illustrated by examples involving the
interaction between a thick plate and its supports.

Submetido em Julho/f1987 Aceito em Outubro/13987
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INTRODUCAO

Neste trabalho, apresenta-se um tratamento numérico para o pro
blema de Signorini considerando o atrito de Coulomp.

A existéncia deste problema, na sua forma geral, esta em aber-
to. Para uma forma regularizada do problema, considerando atrito ndo
local e com coeficiente de atrito muito pequenc, DUVAUT (1) e COCU[2]
mostraram existéncia e unicidade. Questoes de unicidade ainda sdoc de-
batidas, mas acredita-se gque a solugdo ndao & Unica no caso geral.

A adogdo de uma aproximagac interna para o espago de funcoes
considerado e a utilizagdo do método de relaxagao pontual levam a uma
discretizagdo e a um desmembramento do problema original em trés ou-
tros, para os quais a existéncia, a unicidade e a convergéncia das so
lugdes sao garantidas.

O desenvolvimento deste tratamento numérico € apresentado a se
guir, descrevendo-se detalhadamente as etapas envolvidas. Alguns exem
plos de aplicagdo sido apresentados:

1) Placa espessa apoiada sobre superficie rigida e sujeita a carrega-
mento transversal (estado plano de deformacédo).

2) Interagdo entre uma placa espessa bi-apoiada e seus suportes.

Em ambos os problemas, as condigoes de unilateralidade e atri-
to utilizadas no modelo matematico permitem uma melhor avaliagdo da
drea efetiva de contato, a gual determina um conhecimento mais corre-
to da distribuigao dos esforgos reativos.

0s resultados sao apresentados graficamente.

FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema de contato unilateral com atrito & agqui  formulado
no contexto da elasticidade infinitesimal, considerando-se uma rela -
¢dc constitutiva linear. Seja uma estrutura qualquer definida como sen
do uma regiao 0l = E®, ns3, com contorno =Ty UT, U, tal que: sobre
[y os deslocamentos sejam prescritos, scbre I, sejam aplicadas forcas
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externas t e sobre I'; os pontos sejam impedidos de se deslocar no sen
tido da normal externa unitdria. Seja a estrutura sujeita a forc¢as de

campo b sobre 0.

Fig. 1. Modelo de estrutura sobre o E?

O problema de Signorini (contato unilateral) com atrito de Cou
lomb para o caso guasi estatico e com carregamento monotono pode ser

descrito como:

Problema 1: Determine o campe de deslocamentos pertencente ao
espaco de Hilbert H(2) tal que satisfaga as segquintes equagbes e con-
digoes:

divo +b =20
sobre 0
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[T
L=

tais gue tun-cn}r = 0

3

L0y
o

|0t1r, s u[0n|r’ tal que:

[}
(=]

Se lctlr, < ulr.rl_l][.= —_ u,

P
=]
=
L]
1
=
Q

Ictlf, = uluan, —> g\

Nas expressdes acima, ¢ & o tensor tensdc, E é o tensor de elas
ticidade, £ & o tensor deformagdo, u & o campo de deslocamento e u &
coeficiente de atrito. Na area de contato o deslocamento e os esfor-

O =0_nN+J_.

os sdo decompostos da forma: usu_n+u
¢ P ks cohiie LI il LR

A estrutura carregada, isotermicamente e segundo um  processo
quasi-estdatico, se associa uma energia de deformagdo independente des
2
te processo e representada pela forma bilinear L5 a{+,*): [H()] -+ R

2
tal que:
i ) afu,v) = a(v,u) (simetria)
ii ) @ K€ RY ; a(u,u) = K|[u||Html {continuidade)
iii) 2 c € R" ; a(u,u) 2 c||ul| (coercividade)

H(f)

Wua,v £ H{Q)

0 trabalho dos esforgos externos t € H'(Q) (dual topoldgico de
H(il1)) é representado pelo funcional linear <t,v> : H(2) + R, v € H(R),
onde <+*,+> & o produto de dualidade entre H e H',

E possivel mostrar [3,4,5,6] gue o Problema | € equivalente ao
seguinte problema de ponto fixo incluindo a resolugdo de um problema
de minimizacao.

Problema 2: Determine a forga g ponto fixo da aplicacgao do co-
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ne {hz0}

h o+ plo_tam))]

onde u(h) é a solugdo do problema (2 big)

Problema 2 bis: Determine o campc de deslocamentos u pertencen
te ao convexo K = H(fl) tal que:

J{u) £ J(v) , Vv £ K

cnde

Jv) = % alv,v) - <t,v>r - <b,v> &« j(v)
2

jlv) = I h]vtldl‘

s

XK = {ve H(Q);: vn]r.:iﬂ]

vn|r = componente normal de v em cada ponto de T,
3

Nesta formulagao, pode se observar gue J(v) & um funcional ndo
diferencidvel, gque o termo ndo diferencidvel j(v) estd associado'd can
dicaoc de atrito e que o convexo K define a condigdao de contato unila

teral.

APROXIMACAO INTERNA

O processo usual de obtengio desta solugdo € o de se substi-
tuir o espaco original H por um espago H, de dimensao finita N(h). O
modo como se escolhe este espago Hy & muito importante, determinando
o método numérico a se empregar na resolugdo do problema.

Considerando-se aproximagdes internas, o Problema 2 bis pode
ger reescrito como:
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Problema 3: Determine o campo de deslocamento uy pertencente
= i 1
ao convexoc Kh Hh(’] tal que

J{uh} -3 J(vh} r VVh C'Eh
onde :
Jivy) = % alvh,vh) = RV = fhyv > e jtvhl
a

; ( .
jlvy) = J . hy |v, [d:

K =1{veg H (2 v 20 scbre ;)
h n,

A questdc da convergéncia do Problema 3 para o Problema 2, &
medida que h=1/N+0, encontra-se em aberto. Entretanto, o método numé
rico de relaxacdo pontual agui empregado conduz a formas discretiza-
das de trés problemas para os guais sac conhecidos os teoremas de exis

ténecia, unicidade e convergéncia das solugdes.

0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Uma maneira conveniente de se discretizar o problema de minimi
zacdo consiste em se utilizar o procedimento de Galerkin via  Método
dos Elementos Finitos. Seja o dominio § dividido em regices de contor
nos simples, denominados elementos e seja também definido um certo ni
mero N de nds sobre {i. A cada né se associa uma fungao W, ® H(R) com
suporte nos elementos adjacentes ac mesmo. O conjuntc das fungoes Wy
forma a base do espaco de dimensdoc finita Hh'

Assim, tem-se:
M
. - n
uh{__H < }'I.'I.h-— E uiw

onde M @ a dimensao do espag¢o discretizado.
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PROBLEMA PARTICULAR

No desenvolvimento gue se segue sera considerado que o desloca
mento seja um campo vetorial bidimensional. No problema discretizado,
os termos de Indice Impar da base estardo associados a primeira compo
nente do campo de deslocamento, enguanto os termps de indice par esta
rao associados a outra componente., Para efeito de simplificacao dopro
blema, serd considerado que o convexo K restrinja apenas a segunda com
ponente do deslocamento sobre [,, conforme ilustra a Figura 2.

uH]

3?7’71?7’7777’7’7771’7’1 J2)

Fig. 2. Convexe K no problema bidimensional

Seja entao o convexo K, caracterizado como:

h
2N
Bh T ey .
onde;
s 1€ Iy =By ;=R
K,y =R
Se i 1 — Ky 4 =R
Fip =R
I, = conjunto de indices correspondentes aos nds que pertencem a [

Nestas condi¢des, o problema discretizado pode ser enunciado
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como
Problema 4: Determine o conjunto u, € xh Cznzn tal que:
Jtul,u,,.,.,uzml 4 J(vl,v,,...,vzn) Uvj c xh
onde:
2N 2N 2N
J{u,,u,,...,uznl = % a .uu. - ) (tjus+beu,) +
i=1 4=1 3 4

T ol |
+ G i,
11 LTy

Aoy = a(wi'wj]
tj. = (t,wiﬁ
hi = Cb,wi:\

G1 = Ir g W qar,

x

adotando-se a aproximacao grosseira

M

]uT| =y luT |w. , onde M & o niumerc de nds de contato
f=1 g

onde M & o numero de nos de contato.

Observa-se gue esta aproximacdo ¢ pobre somente gquando un muda de si-

nal. Como esta € uma situacdo raramente verificada adotou-se a aproxi
magao, gue tem como vantagem a sua simplicidade,

RELAXACAO PONTUAL

Este méteodo de otimizagao considera a minimiza¢do do funcional,

- n -
componente a componente. Suponha gue uma aproximacaoc u  da solugaoc se

n+l

ja conhecida, Calcula-se a componente uy como solugdo de problema:

1

Preblema 5: Determine u?’ Efmi: tal que:
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i+ n+1 n+l n n
I {uy 1,u,+ ,...,ui‘ PG e rlgy

5 J{u{'”,uf‘*l...,v.u‘i‘n....,ugnl ; WE K, ia1,2,...,2N

) =3

onde J e Ki sdo definidos conforme o Problema 4.

Obtém-se, por este procedimento, uma sucessdao de problemas de
minimizagdo em R, em um processo iterativo cuja convergéncia deve
ser estudada.

Antes de se estudar a convergéncia do processo iterativo, en-
tretanto, € interessante se notar que dependendo da componente a se
minimizar, o Problema 5 pode ser especializado conforme os trés pro-
blemas seguintes:

Problema 6.a: (Pontos nodais ndo pertencentes a [,). Determine
u?+1 £ R tal gue:

1 1 n+l n n
= AR paveslly aly e rdseray) €

§ At LB ] i) i WE X R . LE T,

onde:

2N 2N 2N
n n n
Jl“x""ruzm) = 121 j£1 aijuiu

Problema 6.b: (Componentes sujeitas a restricdo de contato uni

lateral). Determine u?+1 € K, tal gue:

i

n+«1 n#l n+l n n "
Jlu, peea by '“i+1""'“2N) £

n -
E J{“T"‘ ru?“lr---rvru,;*‘l*--fuzﬁi , Wv e xit“x ). i par

onde:
2N 2N 2N

n n 1 . n n n n
JTdz isise) = 5 I moampug = § (g ueb o)
1eesroligy) =3 1§1 0P o R M i A
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Problema 6.c: (Componentes sujeitas a condigdo de atrite). De

termine u?*‘ £ Ri tal gue:

n+1 n+1 n+1 n+1 n+i

n
Ty ey e agug) 3 T (T ,...,v,u?,...,un )

2N

Vv £ xi{nm , L Impar

onde:
2N 2N 2N
Flulseeasuny) = % 121 321 aiju:u? - 121 (tgui+b,ul) +

AL
+ G, |V
1ag Ty

Os Problemas 6.a, 6.b e 6.c constituem, respectivamente, mini
mizagdo sobre R de funcionais diferenciaveis, minimizagbes sobre con
vexos de R de funcionais diferenciaveis e minimizagdes sobre R de
funcionais nao diferencidveis. A existéncia e a unicidade das solu-
goes destes problemas em espagos de Hilbert de dimensdo infinita sao
discutidas em [1,2,3]. E facll verificar gue as hipéteses sobre
as gquais os teoremas correspondentes se apoiam sac verificadas para
estes problemas discretizados.

Garante-se, portanto, a existéncia e a unicidade da solugido
de cada problema em R gerado pelo esguema de relaxagaoc pontual.

£ possivel mostrar [4] que o processo de relaxacdc pontual con
verge para uma solugaoc do problema no espaco discretizado U, © gque
as solugdes sobre uma familia de espacos U_ fornecem uma  sequéncia

h
convergente para a solugao sobre H.

ALGORITMO DE CRYER-CHRISTOPHERSON

No caso em que o convexo Ky & definido como:

H . —
K, = 121 K, , K = [“1'511 (nc nosso caso K,=R ou R )
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a minimizag¢do do funcional J scbre o convexo K, € bastante simples,
podendo ser efetuada em duas etapas:

a) Minimizacgdo do funcional J, diferencidvel em n?+1, sobre R.

b) Projecgac P

X sobre o convexo K, .

i i

A diferenciabilidade de J em cada u2+1 garante a possibilida

de de se utilizar o método de Gauss-Seidel para a minimizagdo pon-
tual de J. Se, apds a etapa (a) acima, proceder-se a uma relaxacéao,
tem-se o algoritmo de Cryer-Christopherson (ou Gauss-Seidel com Re-
laxacac e Projegdo GSRP), formalmente descrito por:

Para cada i:

i=1 M

n+1/2 1 = n+1 n
u = — (t,+b.- § a..u. '+ ] a,.ul)
& 84y LR 40 AT .M. 493
n+l n n+1/2

uy = EKi({i-w]ui+w uy )

MINIMIZACAO DO FUNCIONAL NACO DIFERENCIAVEL

No presente caso, a minimizagdo do funcional ndo diferenciavel
€ relativamente simples, pois pode ser desmembrada em dois problemas
de minimizagdo de funcional diferenciavel. Seja o funcional J na for

ma :
1 M M
Ty peees Uy ene iyl =5 i§1 a;guguy = i£1(tiui+biui} -~
M
o E Giluil
i=1
A pesquisa do minimo deste funcional & feita da seguinte for-
ma s

i ) Supde-se, inicilalmente, gue o minimo ﬁi seja positivo. Neste ca
s0 tem-se |ﬁi[=ﬁi, J é diferenciavel para u;>0 e o método de
Gauss-Seidel pode ser aplicado sobre o funcional. Se o valor de
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n+1 =~

ﬁi calculado é efetivamente positivo, tem-se LEARE L

ii ) caso contrario, supbe-se gque ﬁiéﬂ. Neste caso, tem-se que [ﬁi|=
=-ﬁi, J & diferenciavel para uiﬂG e novamente & possivel aplicar
se o meétodo de Gauss-Seidel sobre o funcional. Se ﬁi calculado &

efetivamente negativo, faz-se ug+1

=ui.
iii) Se nenhuma das hipéteses anteriores é satisfatdria, tem-se que o

ponto de minimo é dado por u2+1=0.

ALGORITMO PARA O PROBLEMA COM O ATRITO DE COULOMB

A resolugdo do Problema 2 bis na forma do Problema 4, apbs dis
cretizagdo, @ na realidade a resolugio de um problema de Tresca onde
o valor limite de atrito g (para saber se hi deslocamento ou n&o) E
prescrito. O caso de atrito de Coulomb é determinado via um método de
ponto fixo, gue € o Problema 2. Obviamente, o ponto fixo do Problema
2 satisfaz a relacao:

g = ulo|

Fsta é a relagao de Coulomb onde a forga de atrito depende do
esforgo normal que por sua vez depende do deslocamento u.

0 algoritmo & descrito por um métode de ponto fixo onde em ca-
da interacdo se resolve um problema de Tresca:

i ) considere um conjunto inicial {Gi}

ii ) resolva um problema de Signorini com atrito de Tresca associadoc
{Problema 5) usando o método de Cryer-Christopherson.
iii) calcule as forgas nodais Fn sobre os pontos nodais de T,
i
iv ) considere um novo conjunto {G?i calculado como:

Gy = u|Fni[

v ) retorno aoc passo (ii) até satisfagdo do critéric de convergéncia

n+l

|l e}

-c;|l <c
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Nos casos praticos, observa-se, em geral, uma convergéncia ra-
pida para este algoritmo. Naoc se dispde, entretanto, de um teorema de
convergéncia para o processo iterativo do algoritmo acima,

CONDENSACAO DA MATRIZ

0 método de relaxacdo pontual, pelo seu carater iterativo, de
manda um tempo computacional elevado. Observa-se, por outro lado, gue
o emprego desta técnica é desejavel somente porgue sobre alguns pon-
tos nodais se aplicam condi¢des de unilateralidade e atrito. A técni-
ca de condensagdo de matrizes empregada neste trabalho limita'a utili
zagdo do método de relaxacao pontual aos pontos nodais sobre I',. Como
estes formam, de um modo geral, um conjunto muito menor gue © conjun-
tc de todos os pontos nodais sobre T,, a dimensdc do problema e o tem
po computacional requerido para resolvé-lo sofrem um decréscimo consi
deravel.

Esta técnica de condensacgdaoc ja foi utilizada por FELJOO-BARBOSA
[9,10,11] para resolver problemas de contato. Para o caso de proble-
mas com atrito eles utilizam uma técnica um pouco diferente. Ela con-
siste de um algoritmo iterativo com, basicamente, duas etapas, onde
se resolve sucessivamente:

a) um problema de Signorini (pode-se utilizar nesta etapa métodos di~
retos de programagao ndo-linear adaptados & problemas de complemen
taridade, p.ex., método de LEMKE [10,11,12]).

b) um problema de Tresca onde o limite de deslizamento g & fornecido
pela solucdo do problema precedente (pode-se utilizar um método de
sobrerelaxacao) .

As iteracOes sdo feitas até estabilizagao dos limites de desli
zamento nodais g-

£ necessario mencionar também a utilizacdo de metodos de pena-
lizagdo para solucdo de problemas de contato com atrito. Eles sdo apli
cados na minimizacdo com restrigdo do funcional nao diferenciavel gue

introduzimos previamente [13].
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A técnica de redugdo da dimensac do problema considera que se
trabalha com um conjunto de problemas de minimizagdc de funcionais di
ferenciaveis. Assim, a minimizacao de J(ul,u,,...,uul & equivalente a
pesquisa de ralzes do problema:

AU = F , AE Lin(V, W)

Considerando-se uma renumeragdo conveniente dos nés, seja a se
guinte representacdo, por blocos, do sistema linear:

Aoy

8 wa

A

Ay Uy F

0

s ws .. -

(=34

T

c

aQ
1]
[+

onde U_ e F_ sdo os deslocamentos e as forgas nos nos sobre [,. Rees-
crevendo-se o sistema acima:

Rpg Vg + A Vo = Fy

Aci UE + Acc Uc = Pc

e isolando-se Uc' chega-se a:

A;c Ugs ™ F;
onde

A;c = Ace ~ A A;; Ao

Fy = Fy = A,y Ry, Ty

A resolugdc do sistema acima equivale 3 minimizagdo do funcio-
nal:

J*(Uc] = % UE A;c Uc o F; Uc

sobre um espago de dimensdo proporcional ac numerc de pontos nodais
sobre [,.
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EXEMPLOS DE APLICACAO
Placa Simplesmente Apoiada sobre Solc Rigido

Considere-se uma placa espessa longa e de seccdo retangular
simplesmente apoiada sobre solo rigido e submetido a um carregamento
vertical em uma de suas extremidades. Assume-se um estado plano de
deformacaoc e que o comportamento do material seja elastico linear. Es
tudam-se casos sem e com atrito entre a placa e o apoio horizontal,
sendo os resultados ilustrados nas Figuras 3, 4 e 5. Bao utilizados
elementos finitos triangulares (P,) com func¢des interpoladoras linea
res.

Observa-se um deslocamento da placa na regido nao comprimida

da barra. Estes resultados nao podem ser obtidos numa andlise que se

despreze as condigbes de unilateralidade.

PLACA  APOIADA EM SOLO RIGIDO, SEM ATRITD

Deslocamento % 250
4o em |

! O

FOTGN POl Ao APl E

L A e it

gr@/
8

Densidode de P §
reapdo normat § H §
g B
2 =

Fig. 3



APOIADA EM SOLO RIGIDO, COM ATRITD

PLACA

Deslocamento x 250

40 cm

VT T

Vg gy
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PLACA APOIADA SOBRE SOLO RIGIDO

X
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Placa Apoiada sobre Dormentes Rigidos

Seja uma placa espessa longa biapoiada sobre dormentes rigidos
e sob carregamento por forgas distribuidas uniformemente. Este exem-
plo ilustra como o medelo pode ajudar na estimativa das areas de con-
tato e da pressdo efetiva entre os dois corpos em contato, mostrando
que estes pardmetros podem vir a ser muito diferentes daqueles presu-

midos em projeto.

S3o considerados dois comprimentos distintos para a placa, e a
analise considera os casos sem e com atrito (y=0,3). 0s resultados es
tdo ilustrados nas Figuras 6 a 11.

Como seria de se esperar, a medida que o vao da placa aumenta,
a area de contato diminui e a distribuigao dos esforgos reativos tor-
na-se mais irregular. No caso ilustrado na Figura 10, a area de conta
to efetiva é menor do gque 20% da area de contato hipotérica, enguanto
a pressac de contato & da ordem de 4,6 vezes a pressdo calculada su-
pondo-se uma distribui¢do homogénea dos esforgos. A importdncia da
consideracido da condigdo de atrito pode ser verificada comparando-se

as Figuras 6 com 7 e 9 com 10.

Este exemplo & utilizado, também, para se ilustrar o ganho de
desempenho do algoritmo quando se emprega a técnica de condensagido de
matriz. A tabela abaixo mostra os tempos despendidos pelos dois proce
dimentos, para o problema com 1=300cm, considerando-se os casos sem e
com atrito. A discretizagdo em elementos finitos adotada define 300

elementos e 171 pontos nodais.

Tabela 1. Tempo de CPU (em segundos) exemplo 2, 2=300cm

PROCEDIMENTO|  MATRIZ

FRORLENR ORIGINAL | CONDENSADA |Porig/®tm.cond.
Sem atrito 762 281 2571
Com atrito 1162 282 4,12

A vantagem na utilizagac da condensagio de matrizes € maior
quande o preoblema envolve a condicég de atriteo. Isto se deve ac fato
de que, no problema com atrito, tem-se um calcule iterativo maior, e

este & o fator gue define o alto tempo computacional, otimizado quan-
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PLACA BIAPOIADA SOBRE DORMENTES RIBGIDOS
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PLACA BIAPOIADA SOBRE DORMENTES RIGIDDS
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do se utiliza a técnica de condensagdoc. De fato, pelo procedimento sem
condensagdo, o método de GSRP com atrito envolve, no exemplo, um sis-
tema de 342 minimizacbes por iteragdo, enguanto gue, pelo procedimen-
to com condensagdo, trabalha-se com um sistema de 14 minimizacdes por
iteragdo. Todavia, o ganho no tempo de execucdo ndo obedece esta pro-
porgac pois grande parte do tempo & utilizado na geragio e condensa-
cao da matriz A;c. No caso, este tempo assume o valor de 257 segundos.
Assim, a vantagem na utilizacdo da técnica de condensacdo de matriz &
ainda mais evidente guando siao considerados diversos casos de carrega

mento dobtr uma mesma estrutura.

CONCLUSOES

Este trabalho apresentou um método numérico capaz de resolver
uma classe de problemas de contato unilateral com atrito de Coulomb e
aplicou-c a dois problemas de placas apoiadas. Considerou-se a elasti
cidade infinitesimal com equagdes constitutivas lineares e uma classe
particular de convexos sobre os guais definiram-se os problemas de mi
nimizac¢do. Foram apresentados exemplos de aplicagio que ilustram a
utilizagdo do método e, em particular, a eficiféncia da técnica de con
densacac de matrizes., £ importante lembrar gue esta condensagao se
faz possivel pelo fato de gue as minimizagGes de funcionais ndo dife-
rencidveis foram substituidas por minimizagdes de fungdes diferencia-
veis. Observe gue estas substituigOes nao constituem regularizacoes de

funcionais.
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RESUMO

Este trabalhc relata a aplicagdo de técnicas fotoelasticas bi- e tri-
-dimensionais na determinacao de fatores de intensificag¢do de tensao,
FIT, para trincas proximas a juntas planas e tubulares em T, solicita
das a4 tragdo. O método de determinacdoc dos FIT, a partir das ordens
de franja isocromaticas lidas nos experimentos, envelve a solugao de
equagOes generalizadas de Westergaard para os modos de abertura I e 1I
pelo método de Newton-Raphson associado & ajustes por minimos gquadra=-
dos. Além dos FIT para as geometrias consideradas, o trabalho fornece
uma importante avaliacdo da incerteza dos resultados obtidos.

ABSTRACT

This paper reperts the aplication of 2-D and 3-D photoelastic
techniques to the determination of stress intensity factors, SIF, for
cracks located near plane and tubular T joint specimens, loaded in
tension. The scheme adopted for SIF determination, from isochromatic
fringe orders measured in the experiments, envolved the solution of
generalized Westergaard equations for crack opening modes I and II
employing the Newton-Raphson method associated to the least sguares
technique. Besides determining SIF for the considered geometries,
this paper also furnishes an important evaluation of the uncertainties
associated to the determined SIF.

Submetido em Setembro/1987 Aceito em Fevereiro/1988
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INTRODUCAO

Este trabalho relata os resultados obtidos na aplicacgao de fo-
toelasticidade bi e tridimensional na determinagac de fatores de in-
tensidade de tensdo, FIT, para trincas em geometrias complexas, onde
outras técnicas analiticas ou numéricas sdo dificels de serem aplica-
das. Os objetivos finais sdo a avaliacao de FIT - modo I, para trin -
cas superficiais com formato especial, em espécimes tubulares, locali
zadas proximas aos pés de juntas soldadas em T como mostrado na Figu-
ra 1, e uma medida do erro associado a cada FIT. As juntas em T  sao
as formas mais simples de conexdes tubulares, normalmente encontradas,
juntamente com nés tipo Y e K, em estruturas de plataformas maritimas
de exploracgdo de petrdlec. Dois tipos de resultados sdo apresentados
para os espécimes tubulares:

- Fatores KI (FIT - modo I) para trincas em tubos simples (sem cone -
x0es T). Estes fatores sdc comparados com resultados para barras e
tubos, respectivamente com trincas superficiais semi-elipticas e
circunferenciais, carregadas i tracao.

- Fatores K, para trincas proximas aos pés de jungoes scoldadas, que
sao comparados com os resultadog descritos acima. Deste modo, a in-
fluéncia da vizinhanga das juntas T nos estados de tensao atuantes
em pontos proximos as pontas das trincas pode ser quantitativamente
avaliada.

Como a fotoelasticidade por congelamento de tensdes foi utili-
zada para estas determinagoes, dificuldades apareceram devido ao maior
tamanho possivel gque os modelos poderiam ter a fim de ainda poderem
se ajustar ac interior do forno para congelamento de tensGes. Mais ain
da, a técnica de introdugaoc das trincas nos modelos tubulares, parti-
cularmente nagqueles com jungdes T, e o tamanho maximo destas trincas
(de modo a simular geometrias reais), impuseram as seguintes restri-
¢oes neste estudo: a) as trincas deveriam ser introduzidas por usina-
gem; b} o comprimento destas trincas deveria variar entre 1 e Smnm.

Embora métodos fotoeldsticos tenham sido aplicados com sucesso
na determinagio de FIT em problemas com trincas longas, ainda existem
dificuldades na determinacdoc de FIT para espécimes com trincas peque-
nas (a <1 a 2mm). Estas dificuldades estac relacicnadas a necessidade
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Fig. 1. Geometria dos espécimes tubulares

de medigdc de ordens de franjas isocromdticas proximo &s pontas das
trincas, arredondamento da ponta das trincas grande se comparado ao
seu comprimento, e, erros associados & medicdo de pardmetros geométri
cos na regido proxima & raiz das trincas. Se a fotoelasticidade tri-
dimensional & usada, dificuldades adicionais surgem devido ac tamanho
dos modelos (limitado ao numerc e volume de fundigbes repetidas dos
materiais fotoeldsticos e ao tamanho internoc do forno fotoeldstico pa
ra acomodar os modelos e sistemas de carregamento), baixo mdédulo de
elasticidade dos materiais fotoeldsticos, controle apropriado do ali-
nhamento do carregamento externo aplicado, expansdo térmica do mate-
rial, efeito de tempo e bordo nos materiais fotoeldsticos, introdugéo
de trincas por outros meios gue nao a usinagem, necessidade de utili-
zacdo de trincas curtas para simular condigbes de projeto e situacdes
reais de trabalho das estruturas.

Devido as dificuldades mencionadas acima, uma investigacgdo adi
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cional foi levada a termo a fim de guantificar o erro associado as de

terminagoes de K, para os tubos simples e com nds em T. Duas linhas
de investigagao foram seguidas.

A primeira linha envolveu repetigGes dos experimentos com os
espécimes tubulares a fim de se ohter seus valores de KI @ para ava-
liar a dispersdo dos resultados.

A segunda linha envolveu uma analise bidimensional de trincas
superficiais em barras planas com e sem juntas T. Os espécimes foram
construidos de policarbonato e tinham trincas usinadas ou propagadas
por fadiga. ApOs serem testadas e analisadas, cada barra reta tinha
um ramo secundario a ela adicionado ortogonalmente proxime a trinca
superficial ja existente, a fim de simular juntas T com trincas desen
volvidas nas regides proximas aos seus pés. Os especimes eram entao
novamente ensaiados, com 5 repeticdes, de modo gue uma variagdp esta-
tistica dos fatores KI pudesse ser determinada. Assim, além do estudo
da influéncia do tamanho e da geometria de trinca (usinada ou propaga
da por fadiga) e da geometria do espécime (trinca proxima ou longe das

juntas soldadas) scbre os fatores K_, uma medida da sua dispersdo foil

IP
obtida, o gue & um resultado importante para colocar limites na preci
sao gue se pode efetivamente obter em experimentos similares para de-

terminacgao de FIT.

METODO EXPERIMENTAL

Para descrever o estado de tensdo para um ponto proximo a pon-
ta de uma trinca aberta segundo modo I, SANFCORD [1] utilizou uma for-
ma generalizada das eqguagoes de Westergaard tal que:

a

I}

. LH— T
« Re ZI -y Im ZI ¥y Im YI + 2 Re YI

o ] " 1
Uy = Re ZI + y Im ZI + ¥y Im YI {1)
T o Re 27 - y Re Y7 - Im Y,

Para o modo de abertura II, um procedimento similar como segui
do para o modo I em [1] e [2] pode ser seguido e expressdes para as
tensdes sob modo II sao obtidas talis gque:
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e 1 L]

B 0m 2 Im zII + Y Re 211 + Im YII + Y Re YII
= - ! -— '

cy = -y Re Z ;. + Im Yir -~ Y Re Yo, (2)
e - ' i ]

txyv Re ZII y Im 311 ¥y Im YII

Convengoes e definigoes para as fungdes acima sdo:

Z Z{z) , Zz' = dz/dz

1

z =x + iy

S & ¢
Z; II(z} = A, 23_1/2
' §=0 Af;¥r
MIiII =
Yg qgplml =

o Z
m=0 Mr,II

onde A, , Aj G s G sao constantes reais. Quando j=0, os coefi-
1T

’
Iy Ir 1
-1 f2 -
cientes dos termos z / para os modos I e II serao, respectivamente,
AD e no . Estes coeficientes estdo relacionados acs FIT - modos I e
I II
II da seguinte forma:

K v

n
b

i2 o

KII = AD YAt

Aplicando a superposicdo das equagoes (1) e (2) e usando a equa
gdo basica da fotoelasticidade

F 2 2
4{Tmax] = (N fc/tl = tcx—cyl + 4Txy (3)

onde N & a ordem de franja, t é a espessura da fatia analisada e £5 €
o valor da franja do material utilizadé. Coordenadas dos pontos estu-
dados e dados fotoelasticos sdo coletados e usados para o cidlculeo de
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K e K, a partir do método de Newton-Raphson associado a um processo

de ajustagem por minimos quadrados como proposto por SANFORD e DALLY
[4].

Decisdes sobre o nimero de parametros a ser empregado para ca-
da problema, i.e., JI+MI+JII+MII, o numerc de pontos estudados e © ta
manho da regido onde os dados sdc coletados nao sdo triviais e preci-
sam ser cuidadosamente analisados. A avaliagdo dos resultados obtidos
é feita de dois modos como indicado em [2]. O primeiro modo € qualita
tivo e baseado na semelhanga entre as distribuigbes de franjas isocro
maticas reais e as plotadas pelo computador que utiliza os valores cal
culados de K; e K, e 0s demais outros pardmetros. O segundo modo &
baseado num desvio relativo percentual calculado para as franjas iso-
cromaticas, An. Este desvio utiliza as ordens de franjas lidas no po-
lariscopio e as calculadas para © mesmo ponto peleo computador.

0 numero de pontos usados nesta investigacac variou entre 80 a
150 (para cada analise), escolhidos aleatoriamente no interior de uma
regido limitada por duas circunferéncias de raios 1 e Bmm e com cen-
tro na ponta da trinca. Regides selecionadas dentro destas duas cir -
cunferéncias permitem bons resultados com apenas 40 pontos. As melho-
res solugdes foram obtidas com os seguintes numeros de parimetros:
JI=5, MI=5' JII=1, MII=1, devido ac fato gque o modo de abertura II te
ve influ@ncia praticamente desprezivel. Diferentes conjuntos de pon-
tos coletados (40 a 150 pontes), obtidos de um mesmo experimento, pro
duziram variagdes em K, de apenas 3%, enquanto gue valores tipicos de
4tn variaram entre 1,5 e 5%. Os dados coletados, i.e., ordem de franja
N e coordenadas polares dos pontos com relagac a ponta das trincas, r
e 8, foram determinados num polariscopio de transmissdo com aumento
de 10x e utilizando o método de compensacac de Tardy quando necessa -
rio.

Modelos Bidimensionais. Os modelos bidimensionais foram construides de
uma ou mais barrasdepulicarbonatocomespessura&eG.BSmm.asquaisforam
fresadas e acabadas manualmente com limas. As barras sujeitas a tragdo ti
veram trincas usinadas introduzidas por fresas tipc disco, comuma geo

metria de corte propostaem [5], e comuma geometria de ponta mostrada na Fi



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, V. X, n%? 1 — 1988 77

gura 2. Outras barras de tracgdo tiveram suas trincas produzidas da se
guinte forma: barras com largura excedente tiveram entalhes usinados
para a iniciagdo de trincas de fadiga. Estas foram iniciadas e propa-
gadas ao vibrarem-se as barras utilizando-se uma mesa vibradora. Apés
peguenos incrementos no seu tamanho, as barras, que estavam engasta -
das, tinham suas fixagdes mudadas para as extremidades opostas a fim
de que trincas retas pudessem ser propagadas, evitando a tendéncia de
terem seus planos desviados com diregac ao engastamento. Apds terem
atingido um comprimento desejado, a superficie com largura excedente
onde o entalhe iniciador fora usinade era removido por fresagem tal
que apenas uma trinca de fadiga ficasse la posicionada. Deste modo,
trincas retas de fadiga com comprimentos nominais de 1, 2 e 4,5mm fo-
ram construidas. A variagdo do seu comprimento através da espessura
das barras foi controlada de modo a ser mencor qgue 10%. Na maior parte

dos casos a variacao fol menor que 5%.

Fig. 2. Geometrias dos espécimes planos e trinca usinada

Cada razao de geometria das barras bidimensionais testadas
{a/w=0,05, 0,1 e 0,2) foi entdc composta de dois modelos, um com trin
ca usinada e cutra com trinca propagada por fadiga. Estes modelos fo-
ram submetidos a 5 séries de carregamentos e coleta de dados. Apds te
rem sido analisados, ramos secundarics foram entdo colades ortogonal-
mente com adesivo ciancacrilitico. Novas séries de 5 carregamentos -~
coleta de dados foram levadas a termo. Todos estes dados foram entao
analisados e algumas das conclusbes mais importantes seradc apresenta-
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das na proxima segdo.

Modelos Tridimensionais. DimensSes basicas dos espécimes tubulares es
tdo apresentadas na Figura 1. Tubos em dois tamanhos, para o8 ramos
primarios e secunddrios, foram obtidos por fundiglo a quente e tornea
dos até sua forma final. O material fotoelidstico fol composto de 100
partes em peso de Araldite F e 50 partes em peso de anidrido ftidlico.
Trincas foram fresadas com a mesma ferramenta usada para as trincas
bidimensionais nos espécimes de policarbonato. O carregamentc foi apli
cado no interior do forno de congelamento de tensdes por um peso de
200N. A Figura 3 ilustra o aparato simples de carregamento,

Vi R AN

1
|
|
|
|
|
i
'
¥
i
:
'
]
i
|

1

Fig. 3. Esbogo do carregamento dos espécimes tubulares

As trincas foram usinadas no rame primario antes da colagem do
secundarioc com uma resina epoxi comercial com cura A temperatura am-
biente. Este adesivo foi testado previamente sob tragdo na temperatu-
ra critica de congelamento de tensdes e comportou-se muito bem, trans

mitindo perfeitamente o carregamento para todos os pontos tracionados
da segdo transversal.

RESULTADOS E DISCUSSAO

0Os resultados determinados para as andlises bi e tridimensio -
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nais estdo resumidos nas Tabelas 1 e 2. Estas tabelas apresentam valo
res médios normalizados de FIT, f;, como uma fung¢dc dos parimetros geo
métricos adimensionais a/w, nimero de repetig¢fes para cada experimen-—

to, n, e desvios padrces dos valores determinados, 81"

Tabela 1. Resultados para os espécimes bidimensionais
T = " *
ESPECIMES a/w _— Ky Shoq (8) | X [111 | KT (9]
u 1.26 5.6
Simples F 1.10 16 1.13 1.15
0.05 T.0
U 1543 11
Sakdads: "y 1.35 .2 % 1.38
i u 1.25 2.7
Simples [ 1.28 8.2 1.19 1.20
0.10 2.1
U 1.29 5.3
Soldada P 1.25 1.9 - 1.29
u 1.37 2.6
Simples F 1.39 4.2 1.36 1.38
0.20 4.5
U 1.38 3.6
Soldada - 1.39 3.6 - 1.39
U = trinca usinada , F ¢ trinca propagada por fadiga
Tk = P = = = -
Kl = KI/w’E ¢ By (s, _4/K;) = 1008 , K = valor médio

As faixas dos resultados determinados para os espécimes tubula
res lisos (sem conexodes T) foram plotadas na Figura 4 de mode a forne
cer uma idéia da dispersdo dos resultados. A analise destas faixas de
dispersdo, como também dos desvios padrdes apresentados nas Tabelas 1
e 2, & importante antes gue gualgquer comparagaoc entre FIT para barras
ou tubos com ou sem conexdes T possa ser feita. Deve-se notar na Figu
ra 4 que a dispersdo dos valores dos FIT aumenta guando o comprimento
das trincas decresce. Isto & também indicado pelos valores dos des -
vios padrbes nas Tabelas 1 e 2, exceto para os casos dos espécimes tu
bulares com juntas T. Um grafico da variacdo dos desvios padrfes per-
centuais (relativamente a cada FIT médio) esta apresentadoc na Figura
5 como uma funcdo do comprimento de trinca a. £ interessante notar co
a 5%

mo s decresce rapidamente com o acréscimo de a, atingindo 3

n=1
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guando a torna-se maior gue 3mm. Isto ocorre para trincas introduzl -
das por fresagem ou fadiga e, também, para espécimes bi ou tridimen -
sionais, exceto para os tubos com Juntas T, que podem ser considera -
dos pouco representativos pois tiveram apenas 3 repetigbes para cada
geometria.

Tabela 2. Resultados para espécimes tubulares

—x Nimerc de | —
ESPECIMES a/w K | g ticdes | Bnet (%) OBS
0.1 1l 4 30
Tubo simples sob 0.2 1.0 4 14 Veja Fi 1e2
tracao 0.25( 1.2 3 B
0.3 1.8 7 5

Tubo com trinca 0.1 el - -
circunferencial 0.2 1.15 - -
sob tragao 0.3 g B - -

Barra com trinca 0.1 I 1.05 " .

superficial semi 0.2 1.1

elitica sab tra-

0.3 11 - -
cao
0.1 Y2 3 10
Tubo com juntas 0.2 T41 L 20
Veja Figura 1
T scb tragao 0.25] 1.3 1 -
0.3 1.1 3 10

Uma conclusdo par¢ial até este ponto & que experimentos com pro
cedimentos cuidadosos s@o ineficientes em evitar grandes erros quando
as trincas possuem comprimentos menores gue 3mm. Uma predigdoe para
tais erros pode ser feita através de publicagfes prévias [5-8].
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Fig. 4. Valores de FIT tridimensionais normalizados para tubds simples
comparados com FIT para trincas superficiais semi-elipticaem
barras e circunferenciais em tubos (w=espessura da parede do
tubo sujeito & tracao)
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Fig. 5. Variacao com o comprimento de trinca dos desvios padr0es nor-
malizados para os valores de FIT determinados experimentalmente
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Para os experimentos bidimensionais, os erros estdo associados
a precisfo de aplica¢do do carregamento (tragao pura), leitura da or-
dem de franja nominal para avallar tensdes nominails, leitura de ordem
de franja e medigdo de coordenadas para os pontos estudadoe e locali-
zacao da ponta da trinca. Para comparar os resultados experimentais
com outros analiticos, & importante levar-se em consideragdo que ou-
tros fatores podem levar a erros tails como: arredondamento da ponta da
trinca; forma das trincas usinadas e propagadas por fadiga; comprimen
to variavel das trincas ao longo da espessura das barras; comportamen
to mecanico e Otico nao-linear do material dependente do nivel de ten
sdo e taxa de tensfo; distorgdc da geometria da trinca devido ao car-
regamento. Nimero de pardmetros devido ac método multi-paramétrico uti
lizado e numero de pontos coletados, assim como as regides de leitura
dos dados, podem influenciar os resultados.

0s experimentos tridimensionais associam todas as fontes de er
ros acima mencionadas a outras, relativas ao método de congelamentode
tensbes. Repetigac dos testes, no caso do método de congelamento de
tensoes e corte em fatias, acarreta o uso de modelos diferentes. As-
sim, nestes casos, lida-se com trincas diferentes em vez da mesma trin
ca como na analise bidimensional. Em gualquer dos casos, porém, [o]:]
desvios das médias dos resultados bi e tridimensionais comparados aos
resultados analiticos, variaram de 12% a 0% do pior (a/w=0.05) ao me-
lhor caso (a/w=0.2).

Vvalores de FIT para barras planas com juntas T foram compara -
dos a resultados de elementos finitos determinados por [9] e concorda
ram satisfatoriamente bem, excete para o caso a/w=0.05 com trinca usi
nada. 0s valores de KII fotoelasticos, nestes problemas, foram muito
pequenos, mesmo para as menores trincas, sendo apenas pequenas fra-
goes de KI e, assim, uma formulagac de mode 1 seria bastante viavel
de ser empregada nestes problemas. A baixa influéncia de KII fol tam-
bém observada experimentalmente, devido ds pequenas perturbagoes apre

sentadas nas distribuicoes de franjas isocromaticas tipicas de modo L

resultados médios de FIT para tubos lisos, apresentados na par
te superior da Tabela 2, mostram-se similares a resultados publicados
para outros tipos de trincas: trincas circunferenciais em tubos sujei
tos & tragdo e barras com trincas semi-elipticas sujeitas & tragdo [10].
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Valores de FIT para tubos com juntas T estdoc também apresenta
dos na Tabela 2. Estes resultados ndo diferem muito daqueles determi
nados para os tubos lisos, pelo mencs se for considerada a faixa de
erro experimental - grande, para as pequenas trincas analisadas. Po-
de-se concluir dal que as juntas soldadas e os ramos secundarios prd
ximos as trincas ndo contribuem de maneira acentuada para modificar
o valor de Kie pelo menos para razdes a/w>0.1. Isto é também uma con
clusao desta investigacdo para a analise bidimensional e também um
resultado apresentado em [9]. Este Ultimo, entretanto, conlui gque a
proximidade das juntas soldadas eleva os valores de KI quando a ra-
zao a/w torna-se menor gue 0.1.

CONCLUSOES

Considerandc o método utilizado para obtengdo dos valores de
FIT a partir dos dados fotoeldsticos, nimero de dados coletados, nia-
mero de parametros usados e outros detalhes experimentais discutidos
no texto, os seguintes pontos podem ser realgados desta investigagido

1) Uma grande dispersao para os valores de FIT foi encontrada para
trincas usinadas ou propagadas por fadiga, em modelos bi e tridi-
mensionais quando os comprimentos das trincas sac menores que 3mm
Trincas maicres permitem resultados bastante precisos, frequente-
mente dentro de uma faixa mdxima de *5% em torno do valor real es
perado para o FIT.

2) 0s resultados bidimensionais mostraram ndo haver diferencas signi
ficativas entre valores de FIT para trincas usinadas e propagadas
por fadiga.

3) Diferencas entre os valores fotoelasticos de FIT para trincas lon
ge e proximas a juntas soldadas (em espécimes bi ou tridimensio -
nais) foram peguenas e dentro da faixa de erro experimental. En-
tretanto, resultados de elementos finitos bidimensionais (9] mos~
tram gque as diferencas entre estes valores crescem quando as rela
gbes a/w decrescem, sendo 7% para a/w=0.1 e 20% quando a/w=0.05.
Quando a/w>0.2, ambos valores de FIT se aproximam, a diferenca ma
xima entre eles sendo 1.5% (por ambas as analises de elementos f

nitos e fotoelasticidade).
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4) Valores de FIT para as trincas, com geometria especial, estudadas
nos modelos tridimensionais podem ser estimadas pelos valores de
FIT para trincas circunferenciais em tubos, j& que os erros asso-
ciados a estas aproximactes encontram-se dentro da faixa de erro
observada para a analise fotoelastica.
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ANALOGY BETWEEN HEAT AND MASS TRANSFER FOR DIFFUSION DRIVEN
NONISOTHERMAL EVAPORATION

Alvaro Toubes Prata — Membro da ABCM
UFSC — Departamento de Engenharia Mecanica

ABSTRACT

The analogy between evaporative heat and mass transfer is investigated
for diffusion-driven nonisothermal evaporation of water from a
partially-filled container. It is shown that suitable definitions of
the mass transfer coefficient make possible a tight correlation
between the ratio of the transfer coefficients and the Lewis number.

RESUMO

A analogia entre transferéncia evaporativa de calor e massa & investi
gada para o caso de evaporagdo difusiva, ndo isotérmica, de uma cavi-
dade parcialmente cheia com dgua. E demonstrade que definicoes conve
nientes do coeficiente de troca de massa tornam possivel a obtencgéo
de estreita correlagdoc entre o numero de Lewis e a razdo entre o5 coe
ficientes de troca.

Submetido em Outubro/1987 Aceito em Fevereiro/1988
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NOMENCLATURE

cp specific heat of air

cpw specific heat of water vapor

D binary diffusion coefficient

H distance between top of the cavity and liquid surface, Fig. 1
h heat transfer coefficient, equation (6) or (10)
hfg latent heat of evaporation

HY heat transfer coefficient, equation (19)

K mass transfer coefficient, equation (7) or (12)
%! modified mass transfer coefficlent, equation (16)
K" modified mass transfer coefficient, equation (22)
k thermal conductivity of air

Le Lewls number {:Sc/Pr:k/pcwa]

m evaporation rate per unit area

Nu Nusselt number (=hH/k)

Nu" HNusselt number (=h"H/k}

PeT Peclet number for thermal transport {=ﬁHcpw/H)
Pew Peclet number for mass transport (=mH/pD)

Sh Sherwood number (=KH/D)

Sh' modified Sherwood number (=K'H/D)

Sh" modified Sherwood number (=K"H/D)

T temperature

T, temperature at the liguid surface

Fus ambient temperature

W water-vapor mass fraction

wi value of W at the liguid surface

W, value of W at ambient

Y dimensionless coordinate (=y/H)
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¥ vertical coordinate, Fig. 1

a dimensionless water-vapor mass fraction, eguation (3)
& dimensionless temperature, equatiom (3)

n alr density

P relative humidity

Subscripts
4] at y= 0

H at y=H
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INTRODUCTION

In the analysis to be presented here, evaporation of ligquid
water into ambient air will be used to explore the analogy between
heat and mass transfer. The evaporating water partially fills an
adiabatic-walled, open-topped container.

It will be demonstrate how seeming defects in the analogy can
be redressed by suitable definitions of the mass transfer coefficient.
Furthermore, the relationship between heat and mass transfer
coefficients and the Lewis number will be investigates.

ANALYSIS

A view illustrating the evaporation problem in consideration
is shown in Fig. 1. The diffusion-driven nonisothermal evaporation
associated with the situation shown in this figure has been recently
investigated for a one-dimension, steady state situation [1].

The equation governing the evaporative heat and mass transfer
for this problem was shown in [1] to be, respectively,

tﬁcpwfk)[dT/dy: = d*T/dy? (1)

and

(m/pD) (dW/dy) = d*W/dy? (2)

were, all gquantities appearing in equations (1) and (2) are explained
in the nomenclature.

In [1] equations (1} and (2) were sclved for the evaporation
of liguid water into an ambient containing air at atmospheric
pressure. The relative humidity ¢ of the air gt the top of the cavity
was varied from 0 to 100 percent, and its temperature T ranged from
15 to 35°C. Results were presented for the interface temperature Ty
and for the evaporation rate m. The evaporation rate results were

presented divided by m which is that corresponding to the

STEFAN
diffusion driven isothermal evaporation,classically known as Stefan
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diffusion preblem [1,2].

For given ambient conditions, and in the absence of natural
convection, the Stefan model prowvides the upper bound for the rate of
evaporation, whereas the nonisothermal model yields the lower bound.
A physical discussion of diffusion-driven evaporation exploring the
existence of the two afeorementioned limits is presented in [1].

Attention will now be focused in the analogy between the
evaporative heat and mass transfer. To explore the analogy, a
dimensionless temperature and water-vapor mass fraction are defined
as

8 = (T-T,}/ T -T,) ;i & = (W-W,)/(W =W,;) (3)

where Ti and wi are, respectively, the temperature and water-vapor
mass fraction at the evaporating surface.

If 8 and u are introduced into equations (1) and (2), along
with Y=y/H, where H is the distance from the water surface to the top
of the cavity, the resulting differential equations for 8 and o are

PeT[dﬁldY] d?e/ay? (4)

1l

Pew(du/dy1 = d?qg/dy? (5}

where, except for the Peclet numbers Pe,, (=m He /k) and Pewt=ﬁ H/pD)
the two differential equations are identical. In addition, both & and
x have the same boundary conditions (0 at y=0 and 1 at ¥=1). Therefore,

E(Y,PeT) = a(Y,PeWI

so that the temperature and mass fraction distributions are completely
analogous.

Now, turning to the evaluation of the heat and mass transfer
coefficients, h and K, there are some deviations in the analogy that
have to be dealt with. These transfer coefficients are defined
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according to

h = [fhg sme (T,-T,)1/(2,-T,) 6)

g

and

K = m/o (W W) (N

in which hfg is the latent heat of evaporation. It should be noted
that the latent and the sensible heat are included in the definition
ef h.«

By a formal integration of the energy equation (1) between ya0
and H and subsequent application of the boundary condition at the
ligquid surface,

k{dT/dy), = &mfg (8)
it follows

fihp g ¢ ﬁcpw(Tm-wii = ki(ar/ay) (9)
so that eguation (6) becomes

h = k[dT/dy)H/’ITm-Ti] {(10)

To determine the mass transfer coefficient K from equation (7},
the evaporation rate m has to be known. Since m is constant throughout
the container, it can be calculated at any location y. In this regard,
it follows from the definition of mass flux of water vapor and from
the impermeability condition for the air at the liquid surface that

m o= [=D/{1-W, )] (dW/dy), = ['pD/I1—Wml]IdW/dy1H (11

In as much as the heat transfer coefficient in egquation (10)
was related to the temperature gradient at y=H, it is logical to
relate m to the gradient of the mass fraction at y=H in order to
preserve the analogy. Thus, substituting the right-most member of
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equation (11) into equation (7) yields

K = I-D/{1—Ww]lldedyle(Wi—wwi (12)

Now, using the dimensionless variables 6, a and Y, equations
(10) and (12) become

hH/k = (d6/AY),_, = £(Pe,) (13)

and

KH/D = [1/(1-W_}](da/d¥)y_, = [1/(1-W_)])f(Pe,) (14)

in which f(PeT) and ftPaw} are the same function. If hH/k is
identified as a Nusselt number Nu and KH/D is identified as a
Sherwood Sh, then

Nu/Sh = [£(Pey)/f(Pe, )] [1/(1-H_)] (15)

For the analogy between heat and mass transfer to hold, Nu=Sh when
PBT=Pew, which is not fulfilled by equation (15) because of the
presence of the factor 1/(1-W_ ). The existence of this factor, known
as the blowing effect [2]), is associated with a convective velocity
required to counterbalance the diffusion of air from the top of the
cavity to the liquid surface and due to the impermeability condition

at this surface.

The seeming defect in the analogy can be overcome by
redefining the mass transfer coefficient to include the factor
1/(1-W_). This approach is permissible because the definitions of the
transfer coefficients contain some degree of arbitrariness, depending
on convenience and on the intended use. To bring the analogy into
standard form, let

K' = (1=W_)K = (1-W_)m/p(W;-W) (16)
and

Sh' = K'H/D (17)
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so that

Nu/Sh' = f{PeT}/f{PeH) (18)

which yields Nu=Sh' when PeT=Pew, as required for the fulfillment of
the analogy.

The aforementioned arbitrariness in the definition of the
transfer coefficient enables other forms of the analogy to be derived.
In this regard, rather than taking into account both the sensible and
latent heat contributions, the heat transfer coefficient can be
defined in terms of the latent heat contribution only. This
alternative definition is

h" = dhe /(T ~T ) (19)

By making use of equation (8) and introducing the dimensionless
temperature 8 and coordinate Y, equation (19) bhecomes

h"H/k = (A8/dY),_, = g(Pey) (20)

where it is noted that the newly defined heat transfer coefficient is
related to the temperature gradient at the gas-liguid interface. With
the construction of a heat/mass transfer analogy in mind, it is
appropriate to evaluate the mass transfer coefficient XK (equation (7))
using the middle member of eguation {11) where the derivative (dw/dylo
appears. After intreduction of dimensionless variables, there is
obtained

KH/D = [1/(1-W;)1(a8/dY)y o = [1/(1-W;)]1g(Pey) (21)

By examination of equations (20) and (21), it is evident from what has
gone before that the factor 1/{1—Wi) is an impediment to the
attainment of a heat/mass transfer analogy. Consequently, a new mass
transfer coefficient K" is defined as

K" = (1-W,)K = {1-W )in/p (W -W_) (22)

With this and with the definitions
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Nu" = h"H/k Sh" = K"H/D (23)

it follows from (20) and (21)

Nu"/Sh" = g(Pe,) /g (Pey) (24)

Since g(PeTl and g(Pew) are the same function, then Nu"=Sh" when
PeTzPew, thereby fulfilling the analogy.

TRANSFER COEFFICIENT-LEWIS NUMBER RELATION

In work involving mass transfer, it is customary to seek to
relate the ratio of the heat and mass transfer coefficients to the
Lewis number. Such a relationship is sought to enable the heat and
mass transfer coefficients to be interchanged when the Prandtl and
Schmidt numbers are not equal,

The Lewis number Le is the ratio of the Schmidt and Prandtl
numbers, that is

Le = Sc/Pr = k/pch (25)

By introducing the Lewis number, eguation (18) can be rephrased to
yield the ratio hfcppK'

h/cpuK‘ = [f[PeT}/f{PewJ]Le (26)

Similarly from equation (24), there is obtained for h"/cppK“

h“/cppK": [g(PeTl/gtPew}]Le (27)

These equations will be evaluated for the evaporation problem
illustrated in Fig. 1. The numerical results for the temperature and
mass fraction gradients at the gas-liquid interface and at the top of
the container (i.e., the g's and f£'s) obtained from the solution of
equations (1) and (2) are substituted into equations (26) and (27)
yielding the h/cppK‘ and h“/cppK“ ratios for various conditions at
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the top of the container. These results are listed in Table 1 along
with the corresponding Lewis number.

HEAT
Too + Weo 1z
- ] L~

1 A [
]
% C

H j:: m [
= Y
7 l _/S\Ls,ul_nnou
2] b '
,:;' = ;
.~ e
”////1;’/jf’,ir’!j;//, B

Fig. 1. Evaporation of water into air from an adiabatic-walled
container

From Table 1, it is seen that for all the investigated boundary
conditions at the top of the container, the values of h/cppK' and
h"/e_pK" are very close to the Lewis number. The maximum deviation
which is less than 0.6 percent, occurs for ¢=0. For ¢+1, the values
of hchpK', h'/cpox“ and Le are identical.

Table 1. Values of Le, h/c_oK' and h“/cp;ﬁ" for various conditions
at the top of the container
=0 $=0,5 g+1
T LB 1 hu IB L] hn " K i hu "
°c) h/c pK' h"/c pK® h/c pK' h"/c oK Le  h/cp /e pK

15 0.844 0.847 0.842 0.843 0.B44 0.842 0.847 0.841 0.841
25 0.842 0.B46 0.839 0.840 0.841 0.838 0.837 0.837 0.837
a5 0.841 0.845 0.836 0.836 0.838 0.834 0.832 0.832 0.832

To rationalize this outcome, attention may be redirected to
equations (26) and (27). Those equations .-indicate that for the
equality of h!cppK and Le, the ratio flPeT}/f(Pawl must be equal to
unity; similarly, equation (27) shows that gtPeTl/q{Pewi must also

equal unity, This is possible if f and g are independent of Pe, and

b
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Pew, which occurs only for pure diffusion,

The ¢+1 case of Table 1 is, indeed, a pure diffusion situation,
so that the precise eguality of h/cpox‘, h'/cppx“ and Le shown in the
table is as it should be. The very slight deviations between these
guantities which are in evidence with decreasing ¢ indicate the

presence of convection.

The just-cited tight correlation between the ratio of the
transfer coefficlents and the Lewis number was made possible by the
appropriate definition of the mass transfer coefficients, K' and K",
i.e., equations (16) and (22)., Had the mass transfer coefficient K
been used, this tight correlation would not occur.

CONCLUDING REMARKS

The nonisothermal evaporation problem of [1] was used to
explore the analogy between heat and mass transfer. It was
demonstrated that a seeming defect in the anaiogy caused by the
blowing effect can be overcome by a suitable redefinition of the mass
transfer coefficient. Various forms of the analagy were shown to
exist depending on the chosen definitiocns of the transfer
coefficients. Furthermore, the ratio of the heat transfer coefficient
to the modified mass transfer coefficient was shown to be wvirtually
equal to the Lewis number.

[1] PRATA, A.T. and SPARROW, E.M., "Diffusion-Driven Nonisothermal
Evaporation", Journal of Heat Transfer, vol. 107, pp. 239-242,
1985.

[2] BURMEISTER, L.C., Convective Heat Transfer, John Wiley and Sons,
New York, 1983.
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Equipamentos de Processos
Equipamentos Industriais
Fontes Alternativas de energia
Forjamento

Fundi¢do

Garantia da Qualidade
IndGstria Téxtil e
Tecnologia Correlatas
Inspecdo e Certificaclo
InstalagBes I ndustriais
Instrumentagiio
Lubrificaclo Industrial
Mancais e Rolamentos
Méquinas Ferramentas
Méquinas de Fluxo
Maéquinas Motrizes
Mecdnica Fina

Metalurgia Geral e
Beneficiamento de Minério
Metrologia

310
320

350

370

410
420

450

470

480

510
520

Mineracio e Metalurgia Extrativa
Otica

Pontes e Barragens

Processos de Fabricagio
{estampagem, extruclio, trefilaglo)
Projeto de Estruturas

Propulsio

Prospecclo + Perfuragio
Servo-Mecanismos, Controle
Siderurgia

Sistemas Hidraulicos

Sistemas Pneumdticos

Soldagem

SolicitacBes Acidentais:

(Efeito de Vento, Sismo, Explosiio,
Fogo, Inundacio)

Tecnologia de Alimentos
Tecnologia Mineral

Transporte {excluindo velculos)
Transmissfo de Energia
Tratamento Térmico e
Termoguimica

Tubulagdes |ndustriais + Nucleares
Usinas Hidroelétricas

Usinas Termoelétricas

Viécuo

Vasos de Presslio, Trocadores de
Calor, Equipamentos Dindmicos
Pesados

Vefculos (Terrestres,

Espaciais, Maritimos)
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mit further reduction to the dimensions of the Journal, and sent to the Executive Editor

OBJETIVO

Estimular o intercambio entre centros de
pesquisa, universidades, ind(strias e empre-
sas de projeto visando a divulgacdo, aperfei-
¢oamento e desenvolvimento de novas téc-
nicas nas dreas de tubulacbes e vasos de
pressdo.

PATROCINADORES
SPONSORS

CNPq, FINEP
UNESCO, OEA, ALALC

INSCRICOES

Sécios da ABCM — US$ 75,00
N&o Sécios — US$ 100,00

A inscricdo dé direito aos anais do Simpo-
sio e & participagdo no coquetel de abertu-
ra.

DATAS IMPORTANTES

30/04/88 — Limite para envio dos resumas
dos trabalhos.

31/08/88 — Limite para a entrega do texto
final dos trabalhos a serem submetidos
ao Conselho Editorial.

ENDERECO PARA
CORRESPONDENCIA
MAILING ADDRESS

Secretaria do 62 SIBRAT

Laboratério Nacional de Computacdo Cien-
tifica

Rua Lauro Mdller, 4565

22290 — Rio de Janeiro, RJ — Brasil

Tel.: (021) 541-2132 — ramal 148

ORGANIZADORES
ORGANIZERS

Laboratdrio Nacional de Computagdo Cien-
tifica

Comite de TubulagGes e Vasos de Pressdo
da ABCM

—
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APOIO
SUPPORT

Secretaria de Ciéncia e Tecnologia do
Estado da Bahia

Secretaria de Ciéncia e Tecnologia do
Estado do Rio de Janeiro
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