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RESUMO 

foram conduzidas determinações experimentais do coeficiente de trans

ferência de cal or gás-sólido em leito deslizante e escoamen tos contr~ 

correntes, concor rentes e cruzados, nas condições de aquecimento ou 

resfriamento de sólidos. A fase sólida era constituída de partículas 

de areia e vidro com diferentes diâmetros e grãos de soja, milho e 

arroz. Os experimentos foram re~lizados no intervalo de número de 

Reynolds entre lQl e 10 3 e foi verificado que os resultados obtidos 

estão de acordo com os valo r es previstos pela literatura . Constatou

-se que o coeficiente d e troca térmica é crescente na ordem de escoa

mentos concorrentes , cruzados e contracorrentes, tendendo a um mesmv 

valor a elevados Re. 

ABSTRACT 

Experimenta 1 de t ermi nat ion of the f luid- to-particle heat transfer 

coefficient in count ercurrent , co ncurrent and crossflow moving beds 

under hcating or cooling condi t ions has been carried out. Sand and 

glass with different diametera a nd corn, rice and soy beans were used 

as the sol id phasc, whcre as air was used as the fluid phase. The 

texts wcre carried out with particle Reynolds number ranging from 10 ~ 

to lOl and the results were in fair agreement with those predic~ed by 

current literatura. It has been shown tbat the heat tranafer coefficient 

increases in the sequence of the concurrent crossflow and counter

current flow, tending to a common value at high Re . 

Submetido em Janei r o/l9a7 Aceito aa J aneiro/ 1966 
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a constante definida na equação (18), adimensional 

A ~ Tfo- Tso' [6] 

A' - wTf0 - Tso' [6] 

b constante definida na equação (18), adilnensional 

B 1-~ , adimensional 

B' 1+~, adimensional 

C calor especifico, (L3 T-
2

6-
1

] 

Dt diâmetro linear máximo da partícula, [L] . 

diâmetro médio de part!cula definido na Tabela 1, (L] 

densidade de fluxo de massa, [ML _, T-
1 J 

h coeficiente de transferenoia de calor entre o gás e o sólido, 
{MT_, 6- 1 ] 

k 

Pr 

r 

R 

R e 

s 

~ J - 1 condutividade termica, (ML~ e ] 

número de partículas com diâmetro d 1 

hDP/kf' número de NUsselt, adimensional 

~Cf/kf ' número de Prandtl, adimensional 

coordenada radial, [L] 

Dp/ 2, [L] 

GfDp/ ~ , número de Reynolds nos escoamentos cruzados, adilnensio

nal 

p f c DP ( Gf G
5 1 número de Reynolds nos escoamentos con 

+ o
5 
(f-d lJ pfc tracorrentes, adimensional 

Pf cOP ( Gf 

- ~' s~~-E )) 
número de Reynolds nos escoamentos con 

\J lpfE ' correntes, adimensional 

6(1-c ) /tD ârea da superfície das partículas por unidade de vo-
p - l 

lume do leito, (L J 

temperatura, ( 6 ] 
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x coordenada na direção de escoamento do gás nos escoamentos oon

tracorrentes e concorrentes, e coordenada na direcão de escoa -

rnento do sólido nos escoamentos cruzados, {L] 

X 

y 

hS hS 
----c G x, cruzados; ----c G x, adirnensional 

s s f f 

coordenada na direção de escoamento do gás nos escoamentos cru
zados, [L] 

y eh~ y, adimensional 
f f 

z coordenada na direção normal aos escoamentos do gás e do sólido 
nos escoamentos cruzados, [L] 

simbo1os Gregos 

t: porosidade, adimensional 

A -hS(1- . l/CfGf, [L-
1

] 

À ' 

).J 

p 

-hS(1+ljJ)/CfGf' [Ç'"] 

viscosidade, [ML-
1
T-

1
] 

ks/hfR, adimensional 

massa espeoif ica, [~1L -•] 

Dp/Dt' esfericidade , adirnensional 

CfGf/C
5
G

5
, adimensional 

1ndices 

f fluido 

s sólido 

o avaliado na região de alimentação do fluido no leito 
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INTRODUçJ.o 

entre as unidades industriais de secagem de produtos agrlcola~ 
a técnica de leito deslizante tem sido uma das mais aplicadas . o sec~ 

dor ou resfriador nestas unidades podem operar em diferentes configu
rações de acordo com as direções de escoamentos do ar e do sólido . Os 
três tipos clássicos destes equipamentos apresentam escoamentos con

tracorrentes, escoamentos concorrentes e escoamentos cruzados . Nos es 
coamentos concorrentes, os escoamentos do ar e do sólido são na mesma 
direção e sentido, nos escoa.mentos contracorrentes são na mesma dire
ção e sentidos opostos, e nos escoamentos cruzados as direções sãopeE 
pendiculares . 

O secador em escoamentos oontracorrentes forneoe um produto· h~ 
mogêneo em relação à umidade dos grãos [1). A secagem em escoamentos 
concorrentes é relativamente uma nova técnica de secagem de grãos , a 
qual apenas recentemente tem se tornado comercial em alguns países . 

Segundo DALPASQUALE [1,2], neste tipo de secador a qualidade do prod~ 
to é uniforme. A configuração de escoamentos cruzados é a mais comum 
entre os secadores . Este tipo de secador apresenta uma menor ef i ciên
cia térmica com relação aos outros dois , e fornece um produto hetero
géneo em relação à umidade dos grãos , porém, possui algumas vantagens 
operacionais como , por exemplo, uma menor diferença de pressão impos
ta ao escoamento do ar de secagem, permitindo o uso de sopradores de 
menor potência . Existem soluções conhecidas para reduzir as desvanta
gens do secador de escoamentos cruzados, como a reversão e o reciclo 

do escoamento de ar . Estas soluções foram estudadas através de simul~ 
cão [3,41 e demonstraram um desempehho superior ao da configuração~ 

vencional . 

os estudos sobre a transferência de calor entre sólido e gásem 
leito deslizante encontram-se em um pequeno número de trabalhos consi 

derados relevantes, tais corno LOVELL e KARNOFSKY [5) que além da for
mulação do problema apresentam uma técnica de solução gráfica para a 
situação de escoamentos contracorrentes. Neste mesmo problema , MUNRO 
e AMUNDSON [6] determinam a solução analÍtica exata, obtendo assim os 
perfis de temperatura para o sólido e fluido . Mais 
VIOLLAZ e SUAREZ [7] obtiveram a solução das equações 

recentemente, 
diferenciais 

através de técnica numérica e compararam seus resultados com os de 
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MONRO e AMUNDSON [6]. 

Neste trabalho , apresenta-se um modelo matemático e determina

se a solução analitica das equações diferenciais de conservação de 

energia de fluido e de sólido, com as condições dos perfis das tempe

raturas iniciais nos escoamentos de fluido e de sólido no trocador de 

calor em leito deslizante . Dá-se ênfase à determinação do coeficiente 

de transferência de calor gás-sólido, h, nas três configurações de e~ 

coamentos. Realizam-se estudos em unidades de laboratório em leito des 

lizante continuo, operando nas situações de aquecimento ou resfriame~ 

to de grãos, visando determinar a relação entre o coeficiente de tro

ca térmica gás- sólido e as condições de operação nas configurações de 

escoamentos contracorrentes, concorrentes e cruzados. 

Cabe observar que os trabalhos existentes na literatura utili

zam diferentes definições para o coeficiente de transferência de ca

lor [8] nas diferentes situações de escoamentos, sendo que, neste tra 

balho é seguida uma Única definição para o coeficiente h para as três 

configurações de escoamentos, permitindo assim uma comparação numéri

ca entre eles. 

DESENVOLVIMENTO E RESOLUcAO DO MODELO 

O desenvolvimento do modelo matemático do processo nos difere~ 
tes trocadores de calor, nas três condiçÕes de escoamentos, considera 

a convecção através das superfícies das partículas sólidas como o me

canismo dominante na transferência de calor entre as fases. 

Além desta suposição básica são adotadas as seguintes simplif! 

cações: 

i perfis planos de velocidade em ambas as fases, 

ii perda de c alor através das paredes do sistema desprezível, 

iii} transferência de calor na direção normal ~os escoamentos despre

zível em relação à transferência de calor nas direções dos escoa 

mentos, 

iv leito com propriedades homogéneas, 

v escoamento unidirecional de gás e de sólido, e 

vi propriedades fisico-quimicas constantes ao longo do leito. 
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Levando em conta as condições de contorno na reqião de entrada 

do qás, nos escoamentos contracorrente& e concorrentes, as condições 
de contorno nas regiões de entrada do sólido e do gás, nos escoamen -
tos cruzados, a geometria dos diferentes leitos, conforme as coorden! 

das indicadas na Figura 1, e adotando as suposições descritas ante
riormente, as equações diferenciais que descrevem a transferência de 

calor em reqime permanente no interior do sistema são: 

a) Escoamentos contracorrente& 

Nesta configuração, tem-se o seguinte sistema de equações dife 
renciais: 

- Fase fluida: 
dTf 

CfGf dx + hS{Tf-T8 ) = O ( 1 ) 

- Fas~ sólida: 
dT

8 C
5

Gs dx + hS(Tf-T
8

) c O {2) 

sujeito às condições na reqião de entrada do fluido: 

(3a) 

(3bl 

FURNAS [9) obteve os perfis de témperaturas do fluido e do só

lido nos seguintes casos : 

i ) para 1jlot1, 

A+B Tf(x) 

A+B Tfo 

ii) para Tji= 1 , 

Tfo-Tf{xl 

Tfo-Tso 

Tso- Ts (x) 

Tfo- Tso 

exp (b) 

1/J exp (Àx) 

hS X 
CfGf 

hS 
CfGf X 

(4) 

(51 

{6) 

{7) 
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b) Escoamentos Concorrentes 

Na situação de escoamentos concorrentes, as equações que des -
crevem a transferência de calor são : 

- Fase fluida : 

- Fase sólida: C G s s 

sujeitas às condições de contorno: 

Tso 

(8) 

(9) 

(1 Oa) 

(10b) 

SARTORI et al (10], por meio de procedimento análogo ao desen
volvido na configuração de escoamentos contracorrentes, determinaram 
a seguinte solução: 

- Perfil de temperatura do fluido, 

A'+B' T (x) 

A'+B' ifo = exp (A'xl 

- Perfil de temperatura do sólido, 

A'+B' T
5

(x) 

A'+B 1 Tfo 
-IJJ exp (A' x) 

c) Escoamentos Cruzados 

( 11 ) 

( 12) 

o problema no leito deslizante e escoamentos cruzados consiste 
no seguinte sistema hiperbólico de equações diferenciais; 

- Fase fluida: = o ( 13) 

- Fase sólida: 
í.l'l' 

CSGS a: -hS(Tf-T6 ) "' o ( 14) 

sujeito às condições de contorno, 
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I 
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(15a) 

(1 Sb) 

sóuoo+ 

Figuro ~b- Esquema poro ot u~ooiMCitat 
concorrt nttt 

SÓLIDO 
Teo 

FLUIDO 

Fiouro 1c- Eaquemo poro oa ueoomantos crurodos 
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A so~ução analit~ca deste problema foi obtida 

BISCAIA JR. (11) que determinaram os seguintes perfis 
ra para os dois constituintes: 

Tf(X,Y)-'l:fo 

Tso-Tfo 

Ts(X,Y)-Tfo 

Tso-Tfo 

OETERKDIAçA(> DO COEFICD!lii'TB h 

por SARTORI e 

de temperatu-

< 16 I 

(1 7) 

11 

A partir dos valores experimentais de vazões do gás e do só~i

do, Tso' a distribuição de temperatura do gás ao longo do ' leito e o 
perfi~ de temperatura do gás , equação (4) 1 ou Tfo' a distribuição de 
temperatura do sólido ao longo do leito e o perfil de temperatura do 
sólido, equação (5), determina-se por meio da técnica de mlnimos qua

drados o coeficiente h nos escoamentos cont.racorrentes. Nos escoamen
tos concorrentes a determinação de h é baseada nos dados e xperimen
tais de vazões do gás e do sólido T

60
, distribuição de temperatura do 

gás ao longo do leito e o perfil de temperatura do gás, equação (11 ·), 

ou Tfo' a distribuição de temperatura do sóli-do ao longo do leito e o 
perfil de temperatura do sólido, equação (12) . Nestas duas configura
ções o valor de h que melhor ajusta os dados experimentais de acordo 

com as soluções analiticas é obtido através de um programa computaci~ 

nal simples. 

o valor do coeficiente h, nos escoamentos cruzados, é calcula

do mediante a aplicação de regressão não linear, fundamentada na min! 
mização dos quadrados dos desvios entre os valores mensurados e os V! 
lares preditos pela solução analítica do problema, equações (16) e (17). 
Este procedimento é efetuado adotando como varif\vel dependente as di

ferenças de temperaturas (Ts-Tf)/(T
80

-Tf
0

1, a1goritmo-1, e outra for
ma de variável dependente baseada no perfil adimensional de temperat~ 

ra do fluido (Tf-Tf J/(T -Tf ), algoritmo-2, o so o 

Nos dois algoritmos é aplicado o Método de COGGINS de busc-a uni 
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variável (algoritmo de POWELL) [12,13]. Estes dois algoritmos origi

nam dois programas computacionais, conforme as listagens apresentadas 

por SARTORI [8] . 

Estes programas computacionais implementados em um micro-comp~ 

tador NEXOS-1600 da SCOPUS-Tecnologia, permitem calcular valores do 

coeficiente h para diversas condições operacionais do leito e diferen 

tes materiais. 

ENSAIOS NAS UNIDADES DE LABORATóRIO 

Particulas Sólidas 

As medidas são realizadas nos processos de aquecimento ou res

friamento de sete tipos de meios porosos percolados por ar. são usa

das partículas de areia, vidro, grãos de soja, milho e arroz. 

As principais propriedades destes materiais encontram-se na Ta 

bela 1. 

Tabela 1. Propriedades dos Sólidos 

Dp* ,ls * C X 
Sólido ~ + s o 

(cm) (g/cml l (cal/g. C) 

soja 0,60 0,90 1,17 0 , 53 

miLho 0 , 62 0,76 1 t 23 0,50 

arroz 0,38 0,65 1 , 21 0,48 

vidro-I o, 17 1 2,59 o, 18 

vidro-II 0,28 2 , 59 o, 18 

areia-II o ,.12 0,68 2,65 o, 19 

areia-III O,JO 0,68 2,65 o, 19 

Méitodo Jc mctlic.la: 

• plcnometria 

D definido pela equação : 1: Nidi D !: N. 
p i p i 1. 

X calorimetria 

+ 
41 = Dp/Dl\ 
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a l Equ-ipamentos 

As unidades de leito deali~~te e escoamentos oontracorrentes, 
concorrentes e cr~zad~S encontram-se esquematizadas nas Figuras 2 , 3 

e 4, respectivamente. 

A unidade experimental é constituída por um conjunto de insta

lações típicas em equipamentos usados nos estudos sobre transferência 
d.e calor em s.istemas part.loulados1 ou seja , 

- s.istema de escoamento de sólido; 
- sistema de escoamento de ar' 
- sistema de aquecimento de ar e de sólido; 
- circuito de medida de temperatura; e 

- seoão de testes (célula de ~dida) . 

A célula de medida do equipamento de leito deslizante e escoa-
mentos contracorrente& é construlda em tubo de cimento amianto 
SOnun de diâmetro interno e 90011í1D de comprilnento . A utrem.idade 

de 

infe-
rio~; possui um flange que ~te o acoplamento com um d.istribuidordo 

ar de alimentação e um equalizador de pressão. 

A célula de medida, nos escoamentos concorrentes , é construída 

em tu.bo de cimento amianto de SOmm de diâ111etro interno e 900mm de co~ 
primento. Na parte superior é instalado um distribuidor de ar, de 
250mm de comprimento, aooplado ao sistema de alimentacão de sólido. 

Nos escoamentos cruzados, a célu~a de medida é construlda em 
chapa de alumlnio e tubo de ferro galvanizado, sem costura, de SOmm 

de diâmetro interno. As regiões de entrada e saída de ar no leito são 
protêgidas com tela Jnetálica, malha de 1, 1nun de abertura. A célula tem 

1m de comprimento possuindo uma seção retanqular de 2001111!1 de largura 

de 110mm de espessura, na direcão do escoamento de ar. o distribuidor 
de ar é de geometria cônica, S90mm de comprimento, e seção ret.angular. 

Um conjunto de p~acas defletoras de ar é convenientemente instalado 
em seu interior a fim de facilitar a distribuição do ar no leito . As 

extremidades superior e inferior da célula são fixadas em equalizado

res de pressão. 
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F19Ura 2. - Esquema do unidade de leito dulizante • escoamentos contracarrentn 
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Figuro 3 • Eaque11o do unldodt de leito dnllronte • ucoomentoa coocorrentu 
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Figuro 5 - Coeficiente de tronsferineio de calor góa- sóli do em leito 
deslizante 
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o equalizador de pressão permite direoionar o escoamento de ar 
no interior da celula de medida, possibilitando obter as diferentes 
configurações de escoamentos. Os detalhes referentes às outras insta
lações pode.m ser vistos em SARTORI [8). 

As medidas de temperatura são realizadas com termopares de co

bre-constantan, diâmetro de 1,Smm; aproximadamente, revestidos com uma 
pequena tela, formato "gaiola '', para não permitir o impacto das parti 
culas com os ele mentos sensores. Os termopares são ligados por meio 

de fios de compensação a um sistema composto de 2 chaves seletoras,um 
milivoltimetro digital e ponto frio. 

b) Técnica de medida de temperatura 

A medida de temperatura do ar é feita em regime permanente de 
troca térmica usando a técnica de terlllopar com r .evestimento, introdu

zida por LEVA I"in" 8]. 
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A técn~ca de medida de temperatura do sólido é a mesma utiliz! 

da por SISSOM e JACKSON [14]. Os escoamentos do ar e do sólido são si 

muJ.taneamente interrompidos enquanto que o V6lor registrAdo no mili -
voltímetro é imediatamente anotado e atribuido à temperatura do sóli
do. 

cl Ensaios 

Inicialmente, são realiz~tdos testes prelimuares tendo em vis
ta as calibrações dos termopares e dos medLdores de vazão, a veri fic! 

ção da técnica de medida de temperatura e a determinação das medidas 
Gle porosidade . São determina~& as temperaturas dos constituintes em 
diferentes posições normais aos escoamentos de ar e de sólido e anali 
sada a reprodútibilidade dos dados experLmentais. 

APRESBN'TAcAQ E DISCUSSAo DOS RESULW.OOS 

A quantidade de energia transferida na diieção normal aos es -
coamentos é, aproximadamente, iqual a 2 , 8\ da quantidade de calor 
transferida entre os dois constituintes . 

A incerteza no valor obtido para o coeficiente h é, aproxLmad! 

mente, igual a S\. Determ~nado a partir da análise da propagação do 

erro envolvido na obtenção das variáveis que compõem as equações de 
obtenção de h, partLndo da calibração do termopar com desvio aproxiiD! 

do de o,s0 c. 

O número de Nuaselt , Nu, em função do número de Reynolds, Re, 

para os diversos sistemas analisados , nas diferentes situações de es
coamentos encontram-se reunidos na Figura S . o conjunto completo dos 
resultados experimentais encontram-se reunidos em SARTORI [8]. 

A troca térmica, nos escoamentos cruzados é predominante na r! 

gião mais próxima das re~iões de entrada de ar e de sólido, tanto no 
processo de. aquecimento como no processo de resfriamento de sólido . 
Na direção do escoamento de ar nem sempre as temperaturas Tf e T

6 
se 

igualam na região de salda de ar. o mes~o comportamento não é verifi
cado na direção do escoamento de sólido onde o equilibrio entre as~ 

peraturas Tf e T
5 

é atingido sempre antes do sólido deixar a célula 
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de medida, em todos os casos analisados . E; constatado ainda que este 

equilíbrio térmico ocorre mais próximo às regiões de entrada de sóli 

do no processo de aquecimento de sólido quando comparado ao procesRo 
de resfriamento de sólido nas mesmas condições de vazões de fluido e 
sólido . 

A determinação do coeficiente de transferência de calor 

gás e sólido baseada no perfil de temperatura do fluido serviu 
a comprovação da técnica de medida de temperatura de sólido . A 
tir do perfil de temperatura de gás é determinado o coeficiente 

entre 
para 

par
de 

troca térmica que é usado na solução analítica do perfil de tempera
tura do sólido, equações (5), (12) e {17), visando à comparação en

tre os perfis e xpe rimental e estimado. Face à boa concordância entre 
os perfis , é constatado que as medidas das temperaturas de SQlido ~ 

satisfatór ias. 

A quase totalidade dos resultados fornecidos pelos algoritmos 
t e 2 indicam uma convergência entre os valores de Nu estimados por 

ambos os algoritmos; levando em conta que no algoritmo 2 não são ne
cessárias a s medidas de temperatura do sólido ao longo do leito,mais 

passíve is de erros experimentais, optou-se por utilizá-lo na caracte 
rização da dependência de Nu em função de Re. 

verificou-se, em todos os sistemas analisados, uma convergên

cia entre os valores de Nu obtidos nos processos de aquecimento ou 
de resfriament o do sólido , para um mesmo valor de Re .. Certamente, de 
vido o processo estar ocorrendo a elevados Re, onde os efeitos de 

turbulência ~áo predominantes . 

Para as três configurações de escoamentos, foi posslvel um 

ajuste do tipo, 

como proposto por BOWERS e REINTJES (15] . As curvas referentes a ca

da situação de escoamentos encontram- se traçadas na Figura 5 . 

Considerando a Figura 5, observa-se a localização coerente ~ 
r e gião dos dados obtidos em confronto com os dados e modelos da lit~ 

ratura que representam o comportamento em leito deslizante, fixo,di~ 

19 
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tendido, fluidizauo, transporte penumático e particula única. E con~ 
tatado que o conjunto de curvas referente à correlação d~ BOWERS e 

REINTJES [15] encontra-se na mesma região dos dados obtidos· nos ·es
coamentos contracorrentes. Entretanto, estes valores estão distantes 

da curva apresentada por SISSO?>i e JACSON [ 14), pois os resultados ~ 

tes autores correspondem aos dados obtidos em particulas de alumínio 
muito pequenas e baixos Re. Observação análoga é feita, nos escoarne~ 

tos cruzados, em relação aos dados de COUTINno et al (16], que deteE 
minaram h na secagem de soja em escoamentos cruzqdos a baixos Re. Nos 

escoamentos concorrentes nao é possível a comparação em relação a o~ 
troa trabalhos, pois não foi localizada referência na literatura so
bre a determinação do coeficiente h nesta configuracã·o. 

Os valores de Nu, paraRe próxLmo de 10 1 , são independentes 
das configurações de escoamentos. Para baixos Re, da ordem de 102 ,os 

valores de Nu nos escoamentos cruzados são intermediários aos Nu nos 
escoamentos contracorrentes e concorrentes; 0s maiores valores cor -
respondem aos escoamentos contracorrentes. 

CONCLUSOES 

o coeficiente de transferência de calor gás-grão em leito des 
lizante operando na configuração de escoamentos contracor~entes, con 
correntes ou cruzados independe da condiçã-o de operação de aguecime~ 

to ou resfriamento de grãos, paraRe variando de 102 a 10'. 

Os valores de Nu mostraram-se independentes da forma de part! 
cula, para todos os sistemas analisados. 

A dependência do coeficiente h em relação às condições de op~ 
ração é representada pela correlação entre Nu e Re. Para cada confi

guração de escoamentos, nas condições de operação utilizadas, os re

sultados indicam, 

- Escoamentos contracorrentes: 

(19) 
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- Escoamentos concorrentes: 

Nu = O , 8 4 Pr 
1 
I • R e 0 ' ' 5 (20) 

- Escoamentos cruzados: 

Nu "' 1 , 3 1 Pr 
1 I • Re 0 , ' ' (2 1 ) 

os valores de Nu nas três oonfiguraç6es de escoamentos são di! 
tintos, crescentes na ordem dos escoamentos concorrentes, cruzados e 
oontracorrentes , tendendo assintótioamente para um mesmo valor a al

tos Re. 
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ABSTRACT 

The recently advanced sign- count method is used to automati cally and 
accurately determine the eigenvalues basic to the solution of forced 
convection problems of non-newtonian fluids inside condu1ts . Special 
cases of laminar foroed f l ow of power-law, Binqham, and Prandtl
Eyring fluids, inside ducts suéh as circular tube and parallel - plates 
channel, are considered for illustration . The first ten eigenvalues 
for each case are sistematicall~ tabulated for several values of the 
Biot number and representativa values of the velocity fields para
metera . These benohmark results are also used to critically examine 
results presented in previous wor ks available in the open literatura, 
whioh considered approximate methods of solution . 

RESUMO 

O método de "contagem do sinal" recentemente introduzido é usado na 
determinação precisa e automática dos autovalores básicos à solução 
de problemas de convecção forçada de fluidos não-newtonianos no inte 
rior de dutos . Casos especiais de escoamento l amina r forçado de flui 
dos de lei de potência, Singh~ e Prandtl - Eyring, no interior de du= 
tos como tubo circular e canal de placas planas, são considerados pa 
ra ilustração. Os primeiros dez autovalores para cada caso são siste 
matioamente tabelados para diversos valores do número de Biot e valÕ 
res representativos dos parãmetros nos campos de velocidade. Esses 
resultados de "be.nchma.rk" são também utilizados para examinar criti
camente osresultados apresentados em trabalhos anteriores disponí
veis na literatura· aberta, que consideram métodos aproxtmados de so
lução . 

Submetido em Haio/ 1987 Aceito em J ulho/1987 
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INTRODUCTION 

Heat transfer problems in channel flow of non-newtonian fluids 
have been considered very frequently in recent years. The review 

works by Cho and Hartnett [1] and Winter (2] list most of the 

contributions in related fields and compile most problems of interest . 

Among these, forced convection problems of non-newtonian fluids 

inside conduits such as ·circular duct and parallel- plate channel have 
received special consideration. It is clearly notioeable, frorn the 

available literature, that difficulties were encountered for the 

prope.r analytical treatrnent of this class of probleíns, related to 

difficulties in the accurate solution of the associated eigenvalue 

problerns . In recent works (3,15], Cotta & Ozisik considered laminar 

forced convection problems of power-law fluids and reported results 

for a very wide range of the dimensionless axial coo.rdinate, which 

allowed for a critica! inspection of previously reported appr0ximate 
solutions for the therrnal entry region. To properly obtain these 

results, the authors made use of the recently advanced Sign-count 

method (4,5,6], to accurately and autornatically solve the related 

eigenvalue problem, determining as many eigenvalues, eigenfunctions, 
and norrns as needed, witbout any noticeable loss of accuracy for 

higher arder eigenquantities. 

ln this work we want to briefly show how the Sign-count 

method can be applied to the solution of the eigenvalue problems 

basic to forced convection problerns of non- newtoni.an fluids inside 

conduits such as a circular duct and parallel-plate channel. Then, 

we consider the special cases of power-law, Bingham, and Prandtl
Eyring fluids in laminar flow more closely. These choices are 

related to the interest demonstrated in the open literatura, which 

also allows for a critica! investigation on the acouracy of 

previously reported approximate results [7,13]. Furthermore, dueto 

the apparent unavailability of benchmark results, opposed to the 

case of newtonian fluids [14], we sistematically tabulate the first 

ten eigenvalues ior each case considering severa! values of the Biot 

number, including first and second kind boundary conditions , and 

representative values for the parameters in each velocity field. 
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ANALYSIS 

We consider the appropriate eigenvalue problem for forced 

oonveotion in channel flow of non-newtonian fluids, given in 

dimensionless forro às : 

27 

= o 1 at (l.b} 

at R=~ (l.c) 

wbere various quantities are defined as; 

EH(R) 

U(R) 

R 

a 

O , for parallel-plate channel 

l , for circular duot 

y (R) 

turbulent dlffusivity of heat 

dimensionless flow velocity 

dimensionless radial or normal distanoe 

Biot number 

t dimensionless wall distance 1 i . e. 1 dimensionless tube 
radius for a circular duct and half the spacing between 
plates for a parallel-plate channel 

eJ.genfunotion 

ith eiqenvalue 

thermal diffusivity 
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and boundary condition (l.b) denotes symmetry condition at the 

channel centerline. Also, the boundary conditions of the first and 

second kind can be recovered in equation (l.cl by setting Bi equal 

to infinity or zero, respectively, corresporiding to the physical 

situations of prescribed wall temperatura and prescribed wall heat 
flux . 

In order to apply the sign-count method [5,6,7] 1 we consider 

a more general Sturm- Liouville problem given in the forro 

o I in O<R<l\., (2.a ) 

at R=O (2 . b) 

at R=I\.., (2 . c) 

where n. and À. (j=O or 1) are real and independent of e, and can be 
] ] 

chosen to match the boundary condi tions (l.b,c) . The correspondence 

between our specific system (1) and the more general system above is 
given by: 

K(R) Rp y (R) (3.a). 

W(R) Rp U(R) (3 . b ) 

cr. o o À o "' 1 (3 . c,d) 

1 À l 
1 (3.e,f) (l l Bi K(Rwl 

Following the formalism of the sign- count method , we let the 

coefficients 'K(R) and W(R) be approx.itnated by stepwise functions as: 
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for 1\ < R < ~+l k,. O,l , . • • ,N-1 

where N is the number of subdivisions in the spadial domain 
considered for problem (2). 

The stepwise funotions Kk and wk are eva1uated by some 

averaging process in each subinterval ~+1-~, k•O ,l, ••• , N-1, in 
whicb equation (2) is replaced by: 

29 

(S.a) 

where 

(S.b) 

Thc function "'k iS1 , R) and its first derivativas at the end 
points of each subinterval should satisfy continu1ty conditlons: 

at R=l\ r k .. l r 2, .. . , N-1 (S.c) 

(5 .dj 

The boundary conditions (2.b,c ) , respective1y, take the form : 

o.o tjlt (Si,R) - ÀoKl 
d 4f 1 (6

1
,R) 

.. o at R• O (S. e} 
dR 

O.N\IIN (Bi,R) :I.NKN 
di/IN! S1 ,R) 

o at R•Rw (S . f) ... 
dR 

where in equation (6.d) o. 1 and À1 are replaoed by aN and ÀN since 
this boundary condition now belongs to the end point of the last 

subinterval . 

In this way, the eigenve.lue problem defined by equations (2) 
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is replaced by the problem (5), and the eigenvalues of the latter 

will represent the eigenvalues of problem (2) if suffioiently small 

subintervals are chosen . From now on 1 Wé follow the rest of the 
procedure for the siqn-count method, including the straightforward 

computation of eigenfunctions and norms , that has b een described 
somewhere else (5,6,7} and will not be r epe ated her e. 

we now proceed to consider a few special cases , for which 
some approximate teahn1ques were used for the solution of the 
related eigenvalue problem . 

LA11I1tAR FORCEI> COHVEC'fiON OP POIIER.- LAII FLUJDS IliSIDE CDICtJl.J\R DUC'I'S 

AND PARALLEL-PLATE CBANBELS 

For this case, functions and coefficient s in problem (1) are 
given by: 

y(R) .. 1 (6. a, b 1 c ) 

where n ~s the power- law flow index. 

Among others, we should men~ion the work of Micbiyoshi and 
Matsumoto (8), who considered the cases Bi .. o and Bi="" in a circular 
tube, and the most recent works by Ybarra and Ec.k.ert [9] 1 and Dinh 
and Armstrong (10), both for parallel-plates channel . In reference 
[8), a solution is tied by expanding the eigenfunct ion into a power 
series of the eigenvalue , followed by an iterativa procedure . I n (9], 
the differential equation was discretized by finite differences and 
required to satisfy a simultaneous system of algebraic equations . 
Finally, in reference [10} 1 the approximate solution is obtained by 
using the WKB-J method to establish asymptotioally valid solut ions . 
Resulta obtained in these wor.k.s shall be critically examined by 

comparison with the bencbmark resulta here generated. 

LAMINAR FOBCED CONVECTION OF A BINGHAM PLASTIC INS rDE A CIRCOLAR DOCT 

Fo~ this case, the functions in problem (l) are given by [11]: 
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y(R) =l; U(R) .. 
[ (1-B3 )-2a (l-R)] 

i 
(l-o) 

31 

for Olí:RSo 

for aSIU~ 

(7.a,b,a) 

where c is the ratio of yield and wall stress. 

The works by Schechter and Wissler [lll, where the case of 
s

1 
.. o and circular duot qeometry was considered, Wiss1er and 

Scheahter [12], for s 1:m, and Michiyoshi et al (l3J, for both s1-o 
and Bi :<», seem to be the most "frequently raferenced works on 
Binqham f1uids . In both [11] and [12) the eiqenvalues were 
determined numerically bY tbe Runge-Kutta ~ethod, ooupled to an 
iterativa proaedure . In [13], once more, a power series 
representation of the eigenfunation vas oonsidered, with the 
appropriate iterativa scbeme to determine the eiqenvalues. we shall 
also examine the aocuxacy of these works. 

LAMINAR POBCED CORVEC'.r.ION OP A PR.AlífML-BYRDlG PL0m DIS.IDB A CiltCOLAR 

DUCT 

ln this case, the functions 1n problem (l) are qiven by [14): 

y(R) = 1 0 (R) 1 {l _ cosh (2bR) 
= B oosh b ~ .. O. S (8.a,b,c) 

where, 

B 
2 sinh b 2 2 

1 - b cosh b + bT - 62 cosh b (8.d) 

The work of Schenk and Van Lacu:: [ 14) seems to be the most 

olassíca1 one for this type of fluida, where the case of BJ.- was 
numerically consLdere~, for flow inside a clrou~ar duct. The eiqen
value problem was so1ved numericÃlly by representinq the eiqen
functions as power series of R and findinq the eiqenvalues by trial 

and error . 
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RBSULTS ANO D1SCUSSION 

To present a few results, we have chosen to consider the three 
special cases defined above. The Sign-count method was used, in all 
these cases, with a number of subdivisions N ~4000. As usual, the 
resulta obtained and tabulated are expected to be accurate to ~1 in 

the last digit given. 

ln Table I we consider t.be case of a power- law fluid in 

laminar flow inside a oixcular tube. Resulta are presented as a 
comparison between the exaot resul ts here obtained and the 

approximate ones from reference (7), for a 1 =0 and m , It seems that 

the approximation based on the power series ex:pansion of the eigen
values is ih errar, even for the first eigenvalue, in the first or 
second decimal places, being slightly better for the case of a

1 
.. m . 

Therefore, if the oalculations in [7) bave been carried out properly , 
this approximation teohnique should not be recommended for 
situations when accuracy is at a premium. 

TABLE I. Comparison of exact and approximate eigenvalues for 
a power-law fluid in a circular duct 

~ 
n=1/3 

Bi 
oo.c:l' ~~· 

1 20.7534 20.7623 

2 b7.6771 67.7523 

o 3 140.559 ~40 . 8654 

4 239.340 ~40. 1917 

5 ~63.999 ~66.0957 

1 6.2630 6.2637 

2 p6.3596 36.3798 
m 3 ~2.3260 92.4514 

4 P,74.14l 174.5812 

s ~81.798 282.9461 

(*I Present \oiOrl< 

(**I Reference (71 

11=0.5 

* ** EXACT APPOOX. 

22.4275 22.4370 

73.1017 73.1842 

151.781 152.1159 

258 .408 259.4213 

392.963 393.3498 

6.5824 6.5832 

39.0934 39.ll57 

99.4962 99.6356 

l.S7. 795 188.2761 

303.986 305.5325 

n:l.O 11=2 .0 

r::ncr* ~l ** PROX. ~· APProx:* 

~5.6796 25.6908 128.9058 28.9189 

~3 . 8617 83 .9600 ~4.5850 94 .7004 

~74.167 ~74 . 5720 l96.538 197.0071 

296.536 ~97 .5701 !334 .694 336.1762. 

~50.947 455.8727 ~09.025 509.0236 

7.3136 7.3146 8 .1103 8 . lll5 

~4.6095 44.6364 50.1649 50.1968 

~.921 1114.0884 128.398 128.5962 

tns.240 215.8417 242.776 243.4759 

p48.564 p49.9022 p93.289 394.9749 
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In Tab1e II we 1ook at a power-1aw fluid in laminar f .1ow 

inside a para1lel-plate channel. Two altern~tive solutions {8,9] are 

compared to the exact results. In reference (9J, an asymptotic 

solution for tne eigenvalue problem was obtained,by using the WKB-J 

method and used to evaluaté lower arder eigenvalues, a1though the 
solution is va1id only for asymptotically higher orders. These 

results, specially for the first eigenva1ue, involve too much errar 

to al1ow further accurate calculations, since the 1owest eigenvalue 

determines the fundamental mode in the solution for the temperatura 

profile . As expected, the results are imru:oved for higher orders but, 

specia1ly fór the case of Bi:O, up to the sixth eigenva1ue at 1east, 

they are not yet as accurate as the finite differences approximation 

TABLE II. Comparison of exact and approximate eigenva1ues for 

a power- 1aw fluid in a parallel-plates channel 

~ 
n=O.S n=LO 

Bi 
ElO\CT.,. *"' APProx:** EXACI' .. ** *** APPOOX. t:IPPIDX. APPIDX. 

1 0.0000 0. 0968 0.0000 0.0000 0.1111 0.0000 
2 15.8283 16.365 15.837 1.8.3803 18.778 18. 388 

o 3 59.8186 60. 521 59 .856 68 .9518 69.444 68. 951 
4 13L753 132.57 131.84 1.51.551 152.11 151.&3 
5 231. 598 232.50 231.77 266 .164 266.78 266.31 
6 359.346 360.32 359.62 41.2. 784 413.44 413.03 

1 2.6466 2.4208 2.6466 2.8278 2.7778 2.8278 
2 28.1320 27.985 28.132 32. 1473 32.111 32.147 

CD 
3 81.5671 81.437 81.566 93.4749 93.444 93.473 
4 162.900 162.78 162.89 186.805 186. 78 186.80 
5 272.125 272.07 272.11 312.136 312.11 312.12 
6 409.239 409.12 409.20 469.468 469. 44 469.42 

(*) Preaent ~ 

(**} Reference (91 (WI<B.,J) 

(***} .Reference (8] (Fínite differences) 

in [8]. Therefore, if we need to consider much higher order for an 

accurate evaluation by this asymptotic technique, it would be more 
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convenient to conslder the much simpler asymptotic formulae for 

Sturm-Liouville problema. In [8], problem was discretized by a 
simple finita differences scheme and restricted to satisfy a system 
of algebraic equations . The results, although more accurate than 

those in reference [9], would still require a much finer ·mesh for a 
more accurate evaluation of the eigenvalues, specially for higher 
order eigenva1ues, and the system of equations might become 
prohibitively large for practical purposes, since loss of accuracy 
occurs as the order is increased . Again, for both alternativa 
solutions 1 the results for Bi=oo are in general better . 

In 'rable III we oonsider a Bingham fluid in laminar flow 

inside a circular tube. Here 1 we compare the results of Michiyoshi 
[12] and Wissler & Schechter [10,11] 1 for both Bi=O and oo, with the 

exact resulta from the Sign-count method. Again, from this table, 
we notice that the results from the power series approximations 
[12] are in error even for the first eigenva1ues, and sometimes 

inaccurate to the first decimal place. In references [lO ,11] 1 the 
Runge-Kutta method was used for the numerical solution of the 
eigenvalue prob1em, coup1ed with the appropriate iterativa prooedure 
for the determination of eigenvalues. These results, at least up to 
the second decimal placa in higher order 'eigenvalues, are in 
excellent agreement with the exact resulta. However, we know from 
previous experience (5], that the Runge-Kutta method involves a loss 
of accuracy for higher order eigenvalues, although it can be 
accurate enough for lower order eigenvalues; it also involves the 
risk of missing eigenvalues, specially the first one, and 
calculation has to proceed with care when there is no. previous 
indication of th~ location of the roots . 

Finally, in Tables IV to VII, we present the first ten 
eigenvalues of the four special cases here considered, for Bi=0 1 

0 . 01, 0 . 1, 1 . 0, 10 . 0, 100.0, and ~, and representativa values of 
the parameters in the dimensionless velocity fields . ~hese tables 
correspond, respectively, to the cases of laminar flow of power_.law 
fluids inside parallel-plate channel, laminar ·flow of power-law 
flulds ins~de circular duct, laminar flow of Bingham plastics 
inside ci~cular duct 1 and laminar flow of Prandtl-Eyring fluids 
inside circular duct. These results are presented mainly for 



TABLE III . Compari.son of exact and approxi.mate eigenvalues for a Bingham fluid iil a 

circular duot 

~ c .. 0.25 
Bi 

* APPRJX~• EX1\CT 

1 4.7645 4.7655 

2 8.5811 8. 5860 

3 12.3568 12.371 

o 4 16. 1231 16. 155 

5 19.813 19.890 

6 23. 6345 -
7 27. 3863 -
1 2. 5522 2.5524 
2 6 . 2689 6.2707 

3 9.9972 10.004 

"' 4 13. 7368 14.692 

5 17. 4806 18.706 

6 21.2230 -
7 24 .9657 -

(*) Present work 

(**) Reference [12} 

(**"'} References [10,11) 

"'** EX11Cl'ff APPRJX. 

4.7645 4. 4857 
8.5811 8.0688 

12.357 11.6160 

16.123 15.1577 

19.882 18.6858 

23.64 22.2166 

27.39 25.7409 

2,552 2.4545 

6. 269 5.8827 

9.997 9.4073 

13.74 12.9127 
17.48 16.4336 
21.22 19.9488 

2.4.97 23 .4676 

a-0 .50 Ct0.75 

** *** • ~Im~ **"' 1\PPR:lX. APPRJX. EXl>Cl' APPRJX. 

4.4866 4.4"857 4.1643 4.1653 4.1644 
8.0732 8.0688 7.5971 7.6013 7.5971 

U.628 ll .616 10.9~64 10.978 1~.966 

15.183 15.158 14.3005 14. 326 14.301 

18.783 18.686 17.6228 17.644 17.623 

- 22.22 20.9485 - 20.95 

- ·25. 74 24.2784 - 24.28 

2.4547 2.455 2. 4117 2.4119 24U 

5.8843 5.883 5.5901 5.5915 5.590 

9 . 4136 9.407 8.8610 8.8667 8 .861 

12.92.9 12.91 12.1791 . 12.194 12~18 

16.462 16.43 15.5070 15.539 15.51 

- 19.95 18.8272 - 18.83 

- 23.47 22 .1406 - 22 . 14 



lt li 

1/3 o 
0.01 
0.1 
LO 

·10.0 
100.0 
~ 

lh o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 .. 

1 () 

0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 .. 

l o 
o. 01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 
~ 

3 o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
~00.0 
~ 

TABLB IV. Firat ten eigenvalues for a powar-1aw fluid inside a parallel-plate 
channel for aeveral valuea of Bi and n 

&ICJ:BVALIJBS 

.1 82 es ~ h •• ., •• " 0 . 0000 3.80!57 7. 4 301 11.0374 14. 6392 18. 2386 21.8366 25. 4337 29 . 0303 
o. 1116 3 . 8096 7 . 4~ 11 . 0392 14.6407 18 . 2398 21.8377 25.4347 29.0312 
0.3460 3.8441 7.4saq 11.0554 14.ó!5jj0 18.2513 21 . 8 4 78 25. 4438 29.0396 
0 . 9279 4.1212 7 . 6421 1%.2030 14. 7776 18.3587 21.9~ 2S. S306 29.1191 
1. 4716 4.8307 8.3224 1 1.8'439 15.3917 18.9301 22. 4860 26. 0474 29. t.132 
1.5889 5 . 0803 8 . 6S14 12. 2302 13 . 8 120 19. 3954 22 . 9799 26. 5652 30. 1511 
1.6~5 S . 1138 S.i:988 12. 2894 15. 8818 19. 47:50 23.0686 :U..ó624 30.2563 

0.0000 3.9785 7.7342 11 . 4784 15.2184 18.9564 22. 6934 26. 4297 30. 1ó!Sb 
0.1152 3.9827 7 . 7369 I t. 4804 !5.2200 18 . 9~8 22.6946 26.4308 30.1L66 
·0.3571 4.0197 7 . 7602 1 t. 4982 15. 2347 18.9705 22. 7058 26 . 4409 30 . 1758 
0.9!520 4 . 31=:5 7.9633 11.6587' 15.3697 19. 0882 22.8109 26 . 5363 30.2635 
1. 4964 5.0284 8.6632 12.3254 16.0030 19. 6906 23.~4 27.0858 30.7904 
1.6125 5.2716 8.9856 12.7058 16.4284 20. 1524 23.8773 27 . 6028 31. 3.."'99 
1.6269 5.3040 9 . 0315 12.7632 16.4942 20. 2~96 23 . 9633 27.6971 31.43H 

0 . 0000 4.2972 9 . 3037 12 . 3106 16.314:5 20.3171 24.3189 28 . 3203 32.3214 
0.1222 4.2920 8.306? 12.3129 16.3164 20.3187 24.3204 29.3:216 32.3226 
0.3782 4. 33:36 8.333'4 12~3333 16.3333 20.3333 24 . 3333 28. 3333 32.3333 
1.0000 4 . 6~1 8,5620 12.5158 16.4876 :Z0.4b94 24 . 4542 28.4432 32. 434:5 
1.5518 5 . 3978 9.30:;!6 13 . 2308 17 . !731 21. 1250 2S.OS40 29. 0494 33.0171 
1.6673 5 . 6381 9.6'233 13.61l3 17.6009 21.5914 25.5825 29 . 5743 33.5665 
1.681~ 5.b69'i 9.6682 JJ.óbn 17.6674 2Lóó72 25. 667'1 29.6670 33.6670 

0.0000 4 . 5648 8.8317 !3.0881 1.?.3416 21 . 5938 25.8453 30.0965 34.3475 
0.1288 4 . 5700 8.8351 13.0907 17.3437 21. 59fl6 25.8470 30.0980 34.3488 
0.3983 4.61159 8.8646 13.1134 17,362:5 2l.6119 25. 8(!>14 30. 1111 34.3609 
1.0470 4. %5"1 9.1154 13.3147 !7.5333 21.7616 25.9956 30. 2333 34 . 4734 
.1~6106 5.'r.381 9.8964 14.07~ 19.2658 22.4664 7b. 6739 30 • . 8868 35. 10-41 
1 . 7270 5.99U 10.2218 14.4619 18.7026 22.9437 27.1854 31.42711 35.6699 
1. 7414 6.0130 10.2670 14.5186 18.7695 23. 0201 27 . 2705 31.5208 3:5.7711 

0.0000 4.69SS 9.0S30 13.4594 17.8328 22.2049 26.57€>4 30.94?e 3~.3184 

o. 1319 4.7009 9.08ó!5 13.4621 17.83~ 2 2 . 20b9 26.5781 30 . 9490 35.3198 
0.4079 4 . 7486 9.1173 13.4859 17.8547 22. 2239 26. 5932 30. 9627 35.3323 
1. 0700 5.1109 9 . 3784 13.69:!:19 18. 0330 22. 3803 26. 7335 3 1. 090:5 35.4500 
1.6404 5 . 8997 10.1791 14.4n1 18. 7878 23. 1076 27.4343 3 1.7665 36 . i030 
1.'J':P6 6 . 1449 10.5080 14.6691 19.2301 23. 5915 27. 9533 32.31~ 36. 6779 
1. 7721 6.1770 l0.55~ 14.'1262 1'?.2976 23.6685 28.0391 32.409n 36.7799 

Ba 

32.6265 
32. 62 73 
32.6350 
32.7089 
33. 18?.:1 
33.7375 
33.8504 

33 . 9011 
,33.9021 
33 . 9106 
33.9919 
34. 498!5 
35.0~3 
35. 1~50 

36.3223 
3ó.~34 

36.3333 
36 . 42n 
36.9S92 
37.5590 
37.óóô<t 

38.5993 
38.5'995 
39.6106 
39.7152 
39.3248 
~.9126 

40.0:.'14 

39.6890 
39.6903 
39 . 7019 
39,81111 
40 . 4430 
41.0407 
41 . 1502 



n B1 

1/3 o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 -

1/l o· 
0.01 
0.1 
1.0 

10 .0 
100 .0 . 

l o 
0.01 
0.1 
LO 

10.0 
100.0 

... 

z o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 .. 

l o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 -

TABLE V. First ~en etgenvalues for a power- law fluid inside a circular 
duct for aeveral values of Bi and n 

E t G E N V A L U B S 

111 llz lia PI. h 8& 87 lia h 
0.0000 4. !5SSi> 8.2266 11.8558 1!5. 4706 19.0788 2.2. 6831 26. 2851 29.8~6 
0.1729 4.5!'195 8.22'11 11.8576 1'5.4722 19.0801 22.6843 26.29b2 29.886!5 
0.5371 4.!5942 8.2!510 I 1. 87'13 1'5.4859 19.0918 22.6947 26. 2955 29. 99!51 
1. '1544 4.8871 8.'"81 12.0279 1!5.6139 19.2028 22.7933 26.3847 29.<1768 
2.3090 !5 .7054 9 .1 966 12.7185 16 . 2fi69 19.8059 23.3625 26.<;'246 30.4911 
2. 4817 :5.9923 9.5578 13.1338 16.7140 20.:?964 23.8802 27. 4650 3 1. 0!505 
2 . 5026 6.0299 9.60S6 13.1962 l6.7868 20.3789 23.9716 27.!5648 31. 1:583 

0 .0000 4 . 7358 8.5500 12.3199 16.0751 19.8233 23.5676 27.3095 31.0498 
0.18Z2 4.7401 8 . !5!527 12. 3220 16.0768 19.8247 Z3.5ó89 27.3107 31.0S09 
0.5ô5!5 4.ne3 8.!5769 12. 3405 16 .0920 19.8379 23. 5904 27.3211 31.0604 
1. 5186 5 .096:? 8.7924 12. 5091 16.2329 19. 9601 23. 6893 27 . 4196 31.1~08 
2.3758 5,9353 9.3705 13.2333 16.9115 20.:5998 24 . 2953 27 .9963 .3J. 7016 
2 .5452 6.2160 9.92154 13.6433 17.3645 21.0876 24.8H~ 2&.53?0 32.2627 
2 .5656 6 . 2:)25 9.9748 13.7038 17,4352 2 1.1676 2~. 9006 28.6339 32.3674 

0.0000 !5.0675 9.1!576 13.1972 17. 2202 21 .~ 2:).2465 29. 2!549 33. 261S 
0 . 1995 !5.0725 9.1608 13. 1996 17 . 2Zt2 21.2372 25.24.80 ~. 2562 3~.2627 
0 . 6183 5.1169 9. 1889• 13. 2211 17.2399 21.2!524 25.2615 29.2683 33.2738 
1.6412 !5.4783 9 . 4360 13. 4152 17.4026 21.!3939 25. 3875 29. 3826 33. 3787 
2.5168 4.3646 10.2707 14.2002 18.1 437 22.0966 26 .0565 30. 0218 33. 9912 
2 . 6843 6.6432 10.6249 14. 61 16 18.6004 22.!590:5 26 .5815 30.5730 34.:5651 
2.1044 6.6? 90 10.67G4 14.6711 1B.b699 22.b691 26.61>87 30. 61;83 34.6681 

0 . 0000 5.3764 9. 72!5:5 14.0192 18.2946 22.5616 26. 8238 31.0831 35. 3405 
0 . 2155 :5. 3820 9 . 7290 14.0219 18.2969 22.5633 26. 8255 31.0846 35.3419 
0.6671 5 . 4317 9.760S 14.0459 18.3167 22.580!5 26 .• 8405 31.0982 35. 3!542 
1.7666 !5.8307 10.0346 14.2619 10. 4979 22.7383 26. 9812 3 1.2258 35.47 14 
2.6588 6.'7644 10.9224 15.1018 1~ . 2945 23.49ó3 27.7050 3 1 .9i.89 36. 1371 
2 . 8277 7.0467 11.282:5 15.5214 19.7616 24.0027 28. 2443 32.4964 36. 7289 
2 . 8479 7.0827 11.3313 1:5.5813 19.8315 24.0918 28 . 3321 3-2.l5824 36. 8327 

0.0000 !5,5246 9.'1'774 14 . 4129 18.8093 23.19?0 27. 5797 31. <r.l93 36.3370 
0.2231 !5.53~ 10.00U 14.4157 18.8117 23,1990 27.:5814 3t. 9609 36.3384 
0 . 6901 !5.15820 10.0341 1~ . 4409 18.8324 23. 2168 27.~972 31.97~1 36. 3!114 
1. 8118 ~ .• 9988 10.3206 14.6668 1q.o222 23 . 3821 27.7446 92.1088 36.4742 
2.7.288 ó. 9!557 11.2337 15. 5326 l9.8~4ó 24.16~7 28,4936 32.8269 37.1643 
2.M90 7 . 2408 11, !5979 1!5. 957!5 20.3191 24. 67-94 29,04l2 33,4034 37.7660 
2 . 'H93 7.'V71 11.6470 16. 0178 20. 389!5 24.7:592 29.1297 33.:5002 37.fJ706 

l!to 

33.4849 
33.4858 
33.4937 
33.5693 
34:0609 
34. 6366 
34.7520 

34.7890 
34.7900 
34. 7988 
34 . 8825 
35. 4 102 
35 . 988'i 
36. 1010 

37. 2669 
37.2680 
37.2792 
37.37!54 
37. 9641 
38.5575 
36. 6679 

39. 596!5 
39. 5978 
39. 6092 
39. 7179 
40.3587 
40 .9718 
41.0829 

40. 7132 
40.7U6 
40.7266 
40.8404 
U. :S0!52 
42.1289 
42.2409 



c IIi 

o .10 o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 ... 

o,zs D 
(). 01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 .. 

0,50 o 
0.01 
D.l 
l.. o 

10.0 
100.0 .. 

0 .75 o 
0.01 
0.1 
1. 0 

10.0 
100.0 .. 

0.90 o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100 .0 -

~E VI. Flrat ten eigehva luea for a Bingbam {luid inside a circ~lar 
duct for severa1 valuea of 81 a!'d c 

&IC!tfVALU'BS 

lh h · e, h l$ li& ~ " h 
0 . 0000 4.'1393 8 . 91ea 12 . a:;oo 16.7650 20.6?27 24.5764 28.4778 32 .3777 
o . 19.:?9 '1.9431 9.9218 12.8523 16. 7669 20.6743 24. 5779 28. '1791 32.3789 
0,598() 4.985!5 8 . 9487 12.8729 16.793S 20. 6888 24.5907 28.4907 32,::;aqs 
1.5915 5.3325 9.1ÉIS6 13. 0589 16. '9'397 20. 9244 24 . 7US 29.6002 32.4900 
2 .4520 6. 1'162 9 . 9967 13. 8202 17. 6576 21. 504:S 25.3SS4 29.2179 33.0816 
2.6181 6 . 4715 10. 3461 14>2:256 18. 1072 21.9903 25. 8744 29.7594 33.64&1 
2.6380 6.5070 10.3941 14.29'14 18'. 1759 22. 0681 25.9607 29. 8!537 33.7470 

.().0000 4.7645 e. 5811 12.3568 16.12'31 19.8S13 23.6345 27 . 3863 31. 1369 
o . 1631 4.7699 8.5839 12.3589 16.1249 19. 8828 23. 6358 27 . 3875 :U . l3SO 
0 . 5681 4. 8091 8.6089 12.3780 16.1406 19. 8964 23.6417 Z7. 3983 3 1 . 1478 
1 .5204 5.1315 8.6294 1~.551:5 16.2859 2Q. 0226 23. 7602 27. 5002 31.2413 
2.3660 5.9616 9.60!50 l3.Z786 16.9699 20. 6bs'7 24.3739 29.08~ 3l.801l 
2.5322 6.2337 '7.~496 13. 67f12 17. 4 122 21 .1457 24. 8799 29. 6 160 32.3523 
2 .5522 6.26s<? 9.9972 13.7368 17.4806 21.~0 24. 9657 29. 7097 32. 4536 

0.0000 4.'1-957 9.0688 11.6160 15.15?7 1B. b959 22.2166 25. 7'1-09 29.2h6:5 
0.1677 4.49'1~ 8.0712 1.1. 6178 15.1592 18.6871 22.2177 25.7419 29. 2675 
0.5212 4.5221 8.0928 11.6341 15.1727 18.6987 22.2.280 25.7511 29 .~9 

1. 4149 4.7977 9. :?8S3 ll . 7836 1!1. 2981 16.907:5 22. 3248 2:5. 8399 29.3563 
2 . 2599 5.5711 9 . 0096 1:2.4515 15. 922Z 19.3'748 22 .8793 26.3663 29.8597 
2 . 433!5 5.846'1 9.3580 1'2.8523 16. 3633 19.8691 2~. 3794 26. 8896 30.4<)00 
2.4545 5.8827 '7.4073 l:2.912'7 16.4336 IY-9488 23-4976 26. 9860' 30. 5040 

o.oooo 4.1643 7 . 5911 10.96ó4 14. 3005 17 . 6228 20.949:5 24.2784 Z7. 6-066 
0 .1537 4. 1673 7.598' 10. <ii67B 14.3017 17.6239 20.9494 2 4.2-792 27.6073 
0.4790 4.1939 7.6151 10.9804 14. 31"22 17 . 6330 20.9574 24. 2864 27 . 6139 
1.3272 4.4~0 7 . 7b3!5 11.0976 14.4121 17.7!99 2 1.0340 24-~3 27.6771 
2.2009 5.2186 8.4187 U..bB68 14.9637 18.2372 21.5161 24. 8065 28.1047 
2 . 3889 5.54'58 6.8034 12. llQ9 15.4278 IB.73b6 22.0396 25. 3'\60 28.6579 
2 .4111 5 .5901 8.8610 12.1791 15 . 5070 ur.e212 22. 140ó 25. 4555 2S . 77!b 

o. oooo 3.9623 7 . 2530 10.5141 13.763b 17.0050 20.2390 23.4677 26.6902 
0 . 1460 3.9650 7 . 254$ 10.5152 13.764-4 17.QO:s? 20.24.()2 23.4683 26.6907 
0.4561 j,9893 7 .2681 10.:>248 13.7721 17.012.2 20.24!59 23. 4735 26.6955 
1.2825 4 . 2130 7.3973 10. &t76 13.8459 17.0747 20. 30!1 23.5236 26. 74 18 
2 .1846 ~-O.f7 8.0974 Í1 .1926 14.3367 17.5-08!5 20.6954 23.8898 27.0872 
2.Je16 3.4 3'1 9.5971 11.7419 I 4, 90!50 .19.0834 21.2732 24.4711 27.6738 
2 .'1-053 !:;.5254 8.67'32 11.8370 1$.0149 19.2047 21.404ji 24.6109 27.9221 
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U.2766 
36.2776 
36.2874 
Só. 3805 
36.9488 
37.5312 
37.6404 

34.885? 
"34 . 8867 
34. 8957 
34.98;24 
35.5193 
34.0684 
36. 1971 

32. 7897 
32.7906 
32.7984 
3Z.B7~ 
33.3541 
33. 9120 
34.0Z34 

30.9300 
:30. 9306 
30. 9367 
30.9955 
31.4040 
31.9713 
32. 0970 

29.9079 
29.9083 
29.9129 
29.9561 
30.2850 
30.8789 
3.1 . 0358 -I 
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U.4 o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 ... 

1-0 o 
0.()1 
0.1 
J. O 

10.0 
100.0 

... 

4.0 o 
O.Ot 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 .. 

10. o 
0.01 
0.1 
1.0 

10.0 
100.0 .. 

20 . o 
0.01. 
0.1 
].0 

10.0 
100.0 
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TABLE VII. First ten eigenvalues for a Prandtl-Eyring fluid ~nside a circular 
duct for severa! values of Bi and b 

EIC!NVALU!!S . 
llt llz s, e.. h e, B.7 '• llt 

0.0000 7.1700 12.9575 18.6736 24 .3ból 30.04?8 35. 72311 41.~:! 47.0645 
0,1998 7.1735 12.9597 18.6753 24.3675 30 . 0490 35.7244 41.3961 47.0654 
0.6253 7.2052 12.9797 18.6905 24 .3801 30 .0!597 35 .7339 41.4047 47.0732 
1.7988 7.4914 13.1675 18.8355 24.!5004 30.\637 35.8261 41.4880 47.1494 
3 .3357 8.6801 14.1675 19.7117 25.2868 30.8911 36.4883 42. 1049 47.7293 
3 .772:2 9 . 3515 14.9686 20.5954 26. 2269 3 1.8615 37.4983 43. 13b7 48.7766 
3 .8288 9.4518 1:5.1034 20.7600 26.4182 32.0770 37.7363 43.3957 49.0553 

0.0000 7.1875 12.9914 18.7Z.:L 24.4321 30.1:?'?7 35. 8212 41.5089 47 . 1942 
o. !993 7 . 1911 12.99:34 18.7253 24.4335 30.1309 35.8~ 41.5099 47.1950 
0 .. 6254 7. 7.:!~4 13.0134 18.7403 24.4459 30.1416 35.8317 41. !:;184 47.2027 
1. BOJO 7.S<l68 13.1995 18.SB39 24. ~~0 30.2444 35.9228 41.6007 47. 2781 
3 .3503 8.6997 14.1997 19.7593 25.3486 30.9!>134 36. 5814 4~.2137 4?.SS:::O 
3.79'29 ~. 3811 15.0115 20.6526 26.2q<;l0 31.9485 :J?.6005 43.2541 48.9093 
3 .. 8503 9.4831 15 . 1488 20.8203 26.4937 32.1680 37. 8428 43. 51?8 '19.19-30 

0.0000 7.3860 13.3671 19 . 2744 25.1~1 31.0283 36. 8930 42.7S37 48.6118 
o. 1998 7.3892 13.3691 19.2759 25. 11583 31.0293 36.8939 42.7546 48.61.25 
0.6263 7.4179 13.3870 19.2894 25. !69'1 3 1.0388 36 . 902~ 42.7621 48.6194 
1. 8226 1.68~~ 13.5570 19.4195 25 . 2767 31 . 1312 36.9840 42.8357 48.6866 
3.5025 3.9092 14.5507 20.2703 26 .028.4 31.8091 37.6043 43. 409~ 49. 2220 
4.0J33 9.6996 15.4754 21.2739 27.08l9 32.8956 38.7129 44. 5331 :50.3553 
4.0803 9.8:'07 15.6401 21.4750 27.3153 33 .. 1592 39.0026 44. 8479 50. 69~5 

0.0000 7.5994 13.8134 19.9435 26. 0456 3'2. 1346 38. 2162 44.2932 50.3672 
0.1998 7.6023 13.8151 19.9448 26.04/-6 32.1 355 38~2170 44.~939 50.3678 
O.ó273 7.6278 13.8305 19.9563 26.0Sb0 3"2.1435 38.2240 44.3003 ~.3736 
1.8485 7.869!1 13.9794 20.0b95 26. 1478 32.2220 38.2932 44.3624 50.4302 
3.7046 9.1440 14.~26 20.8740 26.8441 32.8403 38.8525 44.875 1 :50. 9~1 
4. 3149 10.1134 16.0'ST5 22.0436 28.0476 34. 0615 40. 0817 46.1066 52.1348 
4.3956 10.2700 16.2705 22. 3038 28.3491 34.4001 40.4543 46.5104 52.5678 

o.oooo 7 . 6~ 13.9786 20.22b2 2b,4422 32.6423 38.8334 45.0189 5l.200b 
0.1999 7.6~~2 13.9901 20.2273 2b. 4431 32.6431 38.8341 45.0195 51.2011 
0.6278 7.6793 13.9941 20.2375 26.4!513 32..6500 3t'L8402 45.0249 ~1. 2060 
1.8630 7.9102 14.1296 20.~370 26,.5316 32. 7192 38.8999 4!!1.0783 51.2545 
3.8246 9.2493 15.0965 21.1063 21 . lSO:il 33. 2947 39.4062 45. 5383 51.677b 
4.4j?35 1Q,3778 16.3763 22.4323 28.!5176 34,6\94 40.7313 46.8:504 52. 9747 
4.5817 10.562S 16.ó363 22.7525 28.<8S93 .d.0364 41 . 1893 47.34!17 :5S.5044 
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52.73:'~ 

52.7330 
52 .. 740::! 
52.8106 
53.356q 
54.4176 
54 . 7150 

52.8776 
52.87134 
52 .SS55 
52. 955~ 
53 ~ q9;J5 .... 
54a56Só 
54.86U3 I 
54.4679 
511.1\636 
54.11749 
5~.5370 

55.0099 
56.1793 
56 . ~397 

56.4399 
56.4395 
56.41148 
56.4970 
56 . 9404 
58.1658 
58.6260 

57.3795 
57.3800 
57 . 3845 
57.4291 
57.9218 
59. 1030 
59. b647 
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benchmarking purposes, since to our knowledge none seem to be readily 

available in the open literatura, as opposed to the specíal case of 

newtonian fluids [14]. 

We conclude that the Sign-count method [4,5,6) also allows a 

quite straightforward evaluation of other quantities sucb as eigen

functions and normalization integrals. It should be preferred to 

other solution techniques, such as those here mentionned,since we are 

able to automatically and accurate1y determine as many eigenva1ues as 

needed, without loss of accuracy for higher arder eigenvalues and 

without the risk of missing eigenvalues. The accurate evaluation of 
a large nwnber of eigenquantities,on the other hand, a1lows the 

establishment of reference quality resu1ts for heat transfer problems 

like those here considered [3], without the need to consider 

approxi.mate so1utions for the region close to the in1et. 

The autnor wishes to acknow1edge the finantial support of 

CNPq through grant n9 407319/86 - EM . 
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RESOMO 

A modelagem de um corpo elástico linear em oontato unilater al com uma 
superficie rígida e submetido a condições de atrito de Coulomb dá o r i 
gem a um problema de Signorini com atrito . Este t r abalho apxesenta um 
método numérico de resolução aproximada deste tipo de problema . O mo
delo, descrito em termos variacionais, é discretizado via elementos 
finitos e a minimização do funcional é feita utilizando-se o algorit
mo de Gauss-Seidel com Relaxação e Projeção sobre um conve~o. uma téc 
nica de condensação de matrizes permite que o tempo computacional des 
pendido seja reduzido , tornando o código computac iona l económico. Es= 
te algoritmo é analisado e o seu desempenho e ilustrado através de 
exemplos envolvendo a interação entre uma placa espessa e seus supor
tes. 

ABSTRACT 

The modelling of a linear, elastic body under unilateral contaot with 
a rigid surface and subjected to conditions of Coulomb friction gives 
rise to a Signorin~'s problem with friction. This work presenta a 
numerical method for an approximate aolution of this type of problem. 
The model , which is descrlbed in a variational way , is discreti~ed by 
t he use of finito etemen·ts techniques and the minirnization of the 
functional is carried out utilizing the Gauss-Seidel algorithm with 
Relaxatlon and Projection over the convex set . A matrix condensation 
technique allows the reduction of the computational time spent , 
making the cornputational code more economical. This algorithm is 
analysed and its perforrnance is.illustrated by exarnpl-es i nvolvinq the 
interaction between a thick plate and its supports . 

Submetldo em Ju1ho; l987 Acetto em OUtubro/1987 
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INTRODU {;AO 

Neste trabalho, apresenta-se um tratam~mto numérico para o pr~ 
blema de Signorini considerando o atri'to de Coulom,b. 

A existência deste problema, na sua forma geral, está em aber
to. Para uma forma regularizada do problema , considerando atrito não 

local e com coeficiente de atrito muito pequeno, DUVAUT [1] e COC0(2) 
mostraram existência e unicidade . Questões de unicidade ainda são dê

batidas, mas acredita-se que a solução não e única no . caso geral. 

A adoç.io de uma aproximação interna para o espaço de funcões 
considerado e a. utilização do método de re~axaçâo pontU<ll levam a uma 
discretização e a um desmembramento do problema original em três ou

tros , . para os quais a existência , a unicidade e a convergencia das so 
luções são garantidas. 

o desenvolvimento deste tratamento numérico é apresentado a se 

guir, descrevendo-se detalhadamente as etapas envolvidas. Alguns exem 
plos de aplicação são apresentados: 

1) Placa espessa apoiada sobre superficie riqida e sujeita a carrega

mento transversal (estado plano de deformação) • 

2) Interaçãq entre uma placa espessa bi-apoiada e seus suportes. 

Em ambos os problemas, as condições de unilateral i dade e atri
to utilizadas no modelo matemático permitem urna melhor avaliação da 
área efetiva de contato 1 a qual determina um conhecimento mais corre~ 

to da distribuição dos esforços reativos . 

Os resultados são apresentados graficamente. 

O problema de contato unilateral com atrito é aqui formulado 
no contexto da elasticidade inLinitesimal, considerando-se uma rela -
ção constitutiva ~ear. Seja uma estrutura qualquer defini~a comosen 

do uma região ll c: Ff , n~3, com contorno r ... r 1 U r 3 U f 3 tal que: sobr~ 
r1 os deslocamentos sejam prescritos , sobre i 1 sejam aplicadas forças 
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externas t e sobre r, os pontos sejam impedidos de se deslocar no se~ 

tido da normal externa unitária. Seja a estrutura sujeita a forças de 

campo b sobre n. 

n 

Fig. 1. Modelo de estrutura sobre o E2 

O problema de Signorini (contato unilateral) com atrito de Co~ 

1omb para o caso quasi estático e com carregamento monótono pode ser 

descrito como: 

Problema 1: Determine o campo de deslocamentos pertencente ao 

espaço de Hilbert H(~ ) tal que satisfaça as seguintes equações e con

dições: 

div o + b = O 
] sobre O 

o = :E c (u) 
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tais que (u •o ) r .. o 
n n , 

Se I (J tI r ] < 111 on I r' ~> ut o 

11lo Ir -=> 3À ~ o 
n ' 

Nas expressões acima 1 a é o tensor tensão, E ê o tensor de elas 

ticidade, ~ é o tensor deformação, u é o campo de deslocamento e 11 é 
coeficiente de atrito. Na área de ·contato o deslocamento e os esfor

ços são decompostos da forma: u~unn•ut' crnconn+ot . 

A estrutura carregada, isotermicamente e segundo um processo 

quasi-estático, se associa uma energia de deformação independente des 

te processo e representada pela forma bilinear i a(•,·): [H(S1)]
2 ~ 11.

tal que: 

i a(u,v) 

ii 

a(v,ul (simetria) 

a(u,u) s Kll uiiH(Q) 

a(u,u) ~ c li uiiH( I1) 

Vu, v C H (11) 

(continuidade l 

(coercividade) 

o trabalho dos esforços externos t C H' (11) (dual topológico de 

H(J )) é representado pelo funcional linear <t,v> : H(S1 ) ~ ll., v C H(O), 

onde < • , • > é o produto de dualidade entre li e H' . 

t possível mostrar [3,4,5,6] que o Problema I é equivalente ao 

seguinte problema de ponto fixo incluindo a resolução de um problema 

de minimização. 

Problema 2: Determine a forca g ponto fixo da aplicação do co-
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ne {h:!O} 

onde u(h) é a solução do problema (2 bis) 

Problema 2 bis: Determine o campo de deslocamentos u pertenc~ 
te ao convexo K c: H W) tal que : 

J(u) S J(v) \IV C K 

onde 

J(v) 1 
2 a(v,v) - <t,v>r

2 
- <b,v> + j(v) 

j (v) 

{vc H(fl); v I r ~o} n , 

v Ir 
n ' 

componente normal de v em cada ponto de r, 

Nesta formulação, pode se observar que J(v) é um funcional não 

diferenciável, que o termo não diferenciável j(v) está associado·à ~ 

dição de atrito e que o convexo ~ define a condição de contato unil! 

teral. 

APROXIMAÇÃO INTERNA 

o processo usual de obtenção desta solução é o de se substi-

tuir o espaço original H por um espaço Hh de dimensão finita N(h). O 

modo. como se escolhe este espaço Hh ê muito importante, determinando 

o método numérico a se empregar na resolução do problema. 

Considerando- se aproximações internas, o Problema 2 bis 

s er reescrito como: 

pode 
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Problema 3: Determine o campo de deslocamento ~pertencente 

ao convexo l<h <=Hh( !:l ) t.al que: 

onde : 

( v C Hh ( íl ); v ~o sobre r ,} 
nh 

A questão da convergência do Problema 3 para o Problema 2, à 
medida que h=1/N•O, enc~ntra-se em aberto. Entretanto, o método numé 

rico de relaxação pontual aqui empregado conduz a formas discretiza

das de três problemas para os quais são conhecidos os teoremas de exis 

tência, unicidade e convergência das soluções. 

O MÉTODO DOS EI.EMEin'OS FINITOS 

Uma maneira conveniente de se disoretizar o problema de minimi 

zação consiste em se utilizar o procedimento de Galerkin via Método 

dos El ementos Finitos. seja o domlnio n dividido em regiões de contor 

nos simples, denominados e lementos e seja também definido um certo nú 

mero N de nós sobre Q . A cada nó se associa uma função w 1 e H W) com 

suporte nos elementos adjacentes ao mesmo. O conjunto das funções w1 
forma a base do espaco de dimensão finita Hh. 

Assim, tem-se: 

onde M é a dimensão do espaço discretizado . 
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PROBLEMA PARTICULAR 

No desenvolvimento que se segue será considerado que o deslo~ 
mento seja um campo vetorial bidimensional . No problema discretizado, 

os termos de lndice lmpar da base estarão associados à primeira co~ 
nente do campo de deslocamento, enquanto os termos de lndice par est! 

rão associados à outra componente. Para efeito de simplificação dopr~ 

blema , será considerado que o convexo R restrinja apenas a segunda~ 
ponente do deslocamento sobre r. , conforme ilustra a Figuza 2 . 

onde: 

o 

.17 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 J/l u( 2) 

Fig. 2. Convexo~ no problema bidimensional 

seja então o convexo J{h caracterizado corno : 

2N 

Se i c I h 
_, 

R2i-1 .. R 

-
R2i " R 

Se i v: I h -:· R2i-1 R 

1<21 R 

1h ~ conjunto de lndices correspondentes aos nós que pertencem a r, 

Nestas condiçÕes , o problema discreti zado pode ser enunciado 
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como: 

onde: 
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2N Problema 4: De termine o conjunto u1 E: ~ c= :R tal que: 

t. 
l. 

b. 
l. 

adotando- se a aproximação 9rosseira 

M 

L JuT Jw1 , onde M é o número de nós de contat o 
i=1 i 

onde M é o número de nós de con tato . 

Observa - se que esta aproximação é pobre somente quando uT muda de si

nal . Como esta é uma situação raramente ve rificada a do tou-se a aprox! 

mação, que tem como vantagem a sua simplicidade . 

RELAXAÇÂO PONTUAL 

Este método de otimização considera a minimização do f unciona l, 

componente a componente. Suponha que uma aproximação u0 da solução s e 

ja conhecida . Calcula- se a componente u~~ 1 como solução de prob l ema: 

Problema 5 : Determine u~~~ f lKi; tal que : 
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n+1 n•1· n•1 n n 
J(ul ,u, , . . . ,ui ,ui•1'" ' 'u2Nl :> 

n•1 n+1 n n s J (u1 ,u, , . .. ,v,ui+1 , .•. ,u2N) 1/v c X i I i_, ' 2 , . .. , 2N 

onde J e x1 são definidos conforme o Problema 4. 

Obtém-se, por este procedimento, uma sucessão de problemas de 

minimização em ~. em um processo iterativo ouja convergência deve 
ser estudada. 

Antes de se estudar a converqência do processo iterati vo , en
tretanto, é interessante se notar qu.e dependendo da componente a se 
minimizar, o Problema 5 pode ser especializado conforme os três pro
blemas seguintes : 

Problema 6 . a: (Pontos nodais não pertencentes e r,) . Determine 
n+1 r 1 ui ~ R ta que: 

onde: 

Problema 6.b: (Componentes sujeitas a restrição de contato uni 
n+1 lateral 1 • Determine ui C Ri tal que: 

onde: 
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Problema 6.c: (Componentes sujeitas a condição de atrito) . De 
termine u~+ 1 C 1<

1 
tal que: 

!J'v E: 1<
1 

(.:R) , i !mpar 

onde: 

+ 

Os Problemas 6.a, 6.b e 6 .o constituem, respectivamente, rnin! 

mização sobre R de funcionais diferenciáveis, minimizações sobre con 

vexes de R de funcionais diferenciáveis e minimizações sobre B de 
funcionais não diferenciáveis. ;&. existência e a unicidade das solu

ções destes problemas em espaços de Hilbert de dimensão inZinita são 
discutidas em (1,2,3). t fácil verificar que as hipóteses sobre 
as quais os teoremas correspondentes se apoiam são verificadas para 
estes problemas discretizados. 

Garante-se, portanto, a ex~stãncia e a unicidade da solução 
de cada problema em R gerado pelo esquema de relaxação pontual . 

~ posslvel mostrar [4) que o processo de relaxação 

verge para uma solução do problema no espaço discretizado 
as soluções sobre uma famllia de espaços Oh fornecem uma 
convergente para a solução sobre H. 

ALGORITMO DE CRYER-CBRISTOPBRRSON 

No caso em que o convexo ~ é definido como: 

M 

pontual~ 

oh e que 
sequência 
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a m~n~mizacão do funcional J sobre o convexo Eh é bastante simples, 
podendo ser efetuada em duas etapas : 

a) Minimização do funcional J, diferenciável em u~• 1 , sobre R . 

b) Projeção PE sobre o convexo E1 . 
i 

A diferenciabilidade de J em cada u~+ 1 garante a po·ssibilid~ 
de de se utilizar o método de Gauss-Se~del para a minimização pon
tual de J. se, após a etapa (a) acima, proceder-se a uma relaxação, 

tem-se o algoritmo de Cryer-Christopherson (ou Gauss- Seidel oom Re
laxação e Projeção GSRP), formalmente descrito por : 

. Para cada i : 

n n+1/2) PE ((1 - W)Ui+W Ui 
i 

MINIMIZAÇÃO 00 FUNCIONAL MAo DIFERENCI.ltVEL 

No presente caso, a minimização do funcional não diferenciável 
é relativamente simples, pois pode ser desmembrada em dois proble~s 
de minimização de funcional diferenoiável . Seja o funcional J na for 

ma: 

ma: 

i 

A pesquisa do minimo deste funcional é feita da seguinte for-

Supõe-se, inicialmente, que o mlnimo 

so tem-se lü. l =ü., J é difer~nciável 
~ l. 

Gauss-Seidel pode ser aplicado sobre 

ü1 seja positivo . Neste o~ 
para u .. >O e o método de 

l. 

o funcional. Se o valor de 
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üi calculado é efetivamente positivo , tem-se u~+ 1 ~ü1 . 

ii Caso contrário , supõe-se que üi<O. Neste caso , tem-se que lüil= 

=--Ü. , J é diferenciável para ui~o e novamente é possivel aplicar 
~ -

se o método de Gauss-Seidel sobr~ o funcional. Se Üi ca~culado é 
f . ""' f n+ 1 -e et~vamente negat~vo, az-se u 1 =u1 . 

iii) Se nenhuma das hipóteses ante~iores é satisfatória, tem-se que o 
n+1 

ponto de mínimo é "dado por ui =0 . 

ALGORITMO PARA O PROBLEMA COM O ATRITO DE COULOMB 

A resolução do Problema 2 bis na forma do Problema 4, após dis 

cretização, é na realidade a resolução de um problema de Tresca onde 

o valor limite de atrito g (para saber se há deslocamento ou não) é 

prescrito. o caso de atrito de Coulomb é determinado via um método de 

ponto fixo, que é o Problema 2. Obviamente , o ponto fixo do Problema 

2 satisfaz a relação: 

Esta é a relação de Coulomb onde a força de atrito depende do 

esforço normal que por sua vez depende do deslocamento u . 

o algoritmo é descrito por um método de ponto fixo onde em ca

da interação se resolve um problema de Tresca: 

i considere um conjunto inicial (Gil 

ii resolva um problema de Signorini com atrito de Tresca associado 

(Problema 51 usando o método de Cryer-Christopherson. 

iii) calcule as forças nodais F sobre os pontos nodais de f 1 
ni 

iv ) considere um novo conjunto (G~) calculado como: 

v retorno ao passo (ii) até satisfação do critério de convergência 

li G~ + 
1 -G~ li < G 
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Nos casos práticos, observa-se, em geral, uma convergência rá

pida para este algoritmo. Não se dispõe, entretanto, de um teorema de 

convergência para o processo iterativo do algoritmo acima. 

COHDENSACÃO DA MATRIZ 

o mé·todo de relaxação pontual, pelo seu caráter iterativo, de 
manda um tempo computacional elevado . Observa- se, por outro lado, que 

o emprego desta técnica é desejável somente porque sobre alguns pon
tos nodais se aplicam condições de unilateralidade e atrito . A técni
ca de condensação de matrizes empregada neste trabalho limita ·a utili 

zaçào do método de relaxação pontual aos pontos nodais sobre r,. Como 
estes formam, de um modo geral, um conjunto muito menor que o conjun
to de todos os pontos nodais sobre r 3 , a dimensão do problema e o tem 

po computacional requerido para resolvê-lo sofrem um decréscimo consi 
derável . 

Esta técnica de condensação já foi utilizada por ~~ 
[9,10,11] para resolver problemas de contato. Para o caso de proble
mas com atrito eles utilizam uma técnica um pouco diferente. Ela oon-

siste de um algoritmo iterativo com , basicamente, duas etapas, 
se resolve sucessivamente : 

onde 

a) um problema de Signorini (pode-se utilizar nesta etapa métodos di

retas de programa.cão não-linear adaptados à problemas de oompleiJle~ 
taridade 1 p.ex., método de LEMKE [10,11,12)) . 

b) um problema de Tresca onde o limite de deslizamento g· é fornecido 

pela solução do problema precedente (pode-se utilizar um ~étodo de 
sobrerelaxação) . 

As iterações são feitas até estabilização dos limites de desli 

zamento nodais gi. 

~ necessário mencionar também a utilização de métodos de pena

lização para solução de problemas de contato com atrito. Eles são apl~ 

cados na minimização com restrição do funcional não diferenciável que 

introduzimos previamente (13] . 
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A técnica de redução d.a dimensão do problema considera que se 
trabalha com um conjunto de problemas de !ni.nim.i.zação de funcionais di 
ferencláveis . Assim, a minimização de J(u1 ,u, , . •• ,uM) é equivalente à 
pesquisa de raizes do problema: 

AO "' F A € Lin (V, W) 

Cons·iderando-se uma renumeração conveniente dos nós, seja a se 

guinte representação, por blocos, do sistema linear : 

onde U
0 

e F 
0 

são os deslocamentos e as forcas nos nós sobre r J • Rees
crevendo-se o sistema acima: 

e isolando-se uc' chega-se a: 

* uc p* Acc .. c 

onde 

A* 
CC "' Acc - Ac1. 

.:...1 
Au_ A t e 

F* - 1 
FC - A c 2. Au Ft c 

A resolução do sistema acima equivale à minimização do funoio-

nal: 

J*(U
0

) • lOTA* O - y* U
0 2 C CC C C 

sobre um espaço de dimensão proporcional ao número de pontos nodais 

sobre r ,. 
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EXEMPLOS DE APLICAÇ!O 

Placa Simplesmente Apoiada sobre Solo Rigido 

Considere-se uma placa espessa longa e de secção retangular 

simplesmente apoiada sobre solo rigido e submetido a um carregamento 

vertical em uma de suas extremidades. Assume-se UJl) estado plano de 

deformação e que o comportamento do material seja elásticoiinear . Es 

tudam-se casos sem e com atrito entre a placa e o apoio horizontal, 

sendo os resultados ilustxados nas Figuras 3, 4 e 5. são utilizados 

elementos fini tos triangulares (P 1 ) com funções interpoladoras linea 

res. 

Observa-se um deslocamento da placa na região não comprimida 

da barra. Estes resultados não podem sér obtidos numa análise que se 

despreze as condições de unilateralidade. 

PLACA APOIADA EM SOLO R(GIOO, SEM ATRITO 

Deslo<:omeniO :1( 2~ 
•o cm 

DeMrdode de 
. 

&! 
Q. 

r&OCÕO rormoi ~ · :lf 
:e 'li ~ 

, 
"' "' , / o 
~ " 

, 
/ 

/ 

/ 
, 

, 
, , , 

Fig. 3 
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PLACA APOIADA SOBRE SOLO RIGIOO 
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Placa Apoiada sobre Dormentes Rigidos 

Seja uma placa espessa longa biapoiada sobre dormentes rígidos 

e sob carregamento por forças distribuídas uniformemente. Este exem

plo ilustra como o modelo pode ajudar na estimativa das áreas de con

tato e da pressão efetiva entre os dois corpos em contato, mostrando 

que estes parãmetros podem vir a ser muito diferentes daqueles presu

midos em projeto. 

são considerados dois comprimentos distintos para a placa, e a 

análise considera os casos sem e com atrito ()J.=0,3} . Os resultados e~ 

tão ilustrados nas Figuras 6 a 11. 

Como seria de se esperar, à medida que o vão da placa aumenta, 

a área de oontato diminui e a distribuição dos esforços reativos tor

na-se mais irregular. No caso ilustrado na Figura 10, a área de cont~ 

to efetiva é menor do que 20% da área de contato hipotérica, enquanto 

a pressão de contato é da ordem de 4,6 vezes a pressão calculada su

pondo-se uma distribuição homogênea dos esforços. A importãncia da 

consideração da condição de atrito pode ser verificada comparando-se 

as Figuras 6 com 7 e 9 com 10 . 

Este exemplo é utilizado, também, para se ilustrar o ganho de 

desempenho do algoritmo quando se emprega a técnica de condensação de 

matriz . A tabela abaixo mostra os tempos despendidos pelos dois proc~ 

dimentos, para o problema com tc3 00cm, considerando-se os casos sem e 

com atrito. A discretização em elementos finitos adotada define 300 

elementos e 171 pontos nodais. 

Tabela 1 . Tempo de CPU (em segundos) exemplo 2, ~=300cm 

PROBLEMA PROCEDIMENTO MATRIZ 
torigltm.cond. ORIGINAL CONDENSADA 

Sem atrito 762 281 2,71 

Com atrito 1162 282 4,12 

A vantagem na utilização da condensaç.ão de matrizes é maior 

quando o problema envolve a condicã9 de atrito: Isto se deve ao fato 

de que, no problema com atrito, tem-se um cálculo iterativo maior, e 

este é o fator que define o alto tempo computacional, otimizado quan-
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PLACA 81APOIAOA 
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CARREGAMENTO 
OIST'RISUIOO p: t5()MPo 

L• 240cm 

Desloco!Millo K fO 

:=l =======~' p 

l I Cooloto •••"''""'' 

~ ~ o.-la._lo !-------""'------! 12Ctm 

Fig. 6 

~III · -··· ·· ···· f-1· l 
--- --- ..... ----

PLACA BtAPOIAOA oot.l A T'RI10 
CARREGAMENTO OIST'R!BUIDO 

~-0.3 ~~~~~~~~~~~~~~~~~· 
L• Z40om 
P· 150UPo 

f 
o 

I ! 
tr : 
õ õ 

c..a. IJaUoter-Ql _. ...,... ... 
9011_,10 100 alri.IO 

eooa' 

Fig. 7 

63 



64 

0,06 

0.04 

0.02 

o 

o.ooe 

0,001 

-ry/p.S 

~ .0 

4 .0 

3 .0 

2 .0 

1.0 

o 

1.0 

0,!5 

Rav. BrM~. Rio de Janeiro, V. X, n<? 1 - 1988 

P~ BIAPOIADA SO~E DORMEN~S RIGIDOS 

-- -------
DESlDCAMEN"TO HORIZONTAL 
NOS NÓS DE CONTA TO I L • 240cm 

SEM 
E CORRmAMENTO 

17 39 ~o 12 - NOS 

\ I t I 
' \ OESlDCAMENTO VERTICAL 
\ NOS NÓS DE CONTATO 
\ 

La 240tfl'l 

\ Ó p• o 
\ 
\ o p. 0,3 
\ 

' .l >-·--- ·~ 

6 17 28 39 !50 61 72 - - NÓS 

FORÇA NORMAL DE 

CONTA TO POR UNIOA.OE Df 
ÁREA 

C; }J- o 
o p. 0.3 

·--·- .. --·-~ ---
6 17 28 39 !lO 61 72 - -NÓS 

I 

FORCA TANGEN.CIAL OE CON~ !'ltl 
POR UNIDADE Df ÁREA //~ I• o l.J }J • 

L • 240em .~ 
f-- o }J • 0.3 . ,4" 

., '•T'·· r;~~~"!9-A,_.....-l 
~---·-·r;:.~ ·-·-·-r Cr 

6 17 28 39 ~o 61 72 - NÓS 

Fig. 8 



Aev. BrMec. Rio de Janeiro, V. X. o<? 1 - 1988 

PLACA BIAPOIAOA 

SEM ATRITO 

CARREGAMENTO 

DISTRIBUI DO 

í> • 150MPa 
L= 300cm 

Destoeomento • tO 

PLACA B!APOIADA. 

COM AlRITO )J • 0,3 

CARREGAMENTO 

OlSTRIBUIDO 

p • 150MPo 

L• 300cm 

Deslocamentos x 10 

~ 
o ... ·· !··································+ ····· 

z .. g 

~--~:'-

0.-niO Oorlto!Q 
"t'ikl"-"'' 

Fig . 9 

HIOCIII 

FO~CAS OE OÓNTATO POR UNIDAOE 
DE Á~EA 

~~ ~~ ª[. · ... .. ······· .... ... ·· ...... ............ ....... · ....... .............. ~~ ~~ 

I ~ 
, ó 

'--- ,___; ..._.._-..-' 
O.'locom.nro I Contoto unfloterot 

• com .,c:on'900!Mn 
• tO tOb otnto · 

Fig. 10 

. , fORÇAS DE OJNTAlO 

fi')~ UNI~ DE 

/Í'l(A 

65 



66 ~ev. BrMec. Rio de Janeiro, V. X, nl? 1 - 1988 

~t r-----~-----r-----+----~~----~----~ 
·Uy 

0.1 

o 

o 

e.o 

1.0 

6 17 311 

r 
i-- FORÇA -MAL 0€ CONTAllJ 

POli UNIMO€ 0€ ÁIIEA 

l • ,oo .. 

!l I' • o 
1'- 0 ,J 

-~~-
50 81 

/ 
I o ,. .o 

,/) o JO • O. J 
I ;' 

I I 

IJ_ ,,. 
_. _,4 I 

,·"/ " ·r, -·"' ~ 
~-->---- )-.... -:..::::, ;.,-__ (.' 

17 61 

FORÇA 'fANOtNd!A~ ~ (:ON'fAllJ 

/ POR UI'I10ADI! 0€ Â!IEA 

1"--o-• l!CX)CM -v· li )1 • 0 

o )' . 0 . 3 
1--

'r • 0.3/p.S 

~J 
o 

-~*-~ .. r-r_ -----~-J 
8 17 28 39 III 12 -NÓS 

P i g. 11 



Rev. BrMec. Rio de Janeiro, V. X. nC? 1 - 1988 67 

do se utiliza a técnica de condensação . De fato, peloprocedimento sem 

condensação, o método de GSRP com atrito envolve, no exemplo, um sis

tema de 342 minimizações por iteração, enquanto que, pelo procedimen

to com condensação, trabalha- se com um sistema de 14 minimizações por 

iteração. Todavia, o ganho no tempo de execução não obedece esta pro

porção pois grande parte do tempo é utilizado na geração e condensa

cão da matriz A~c· No caso, este tempo assume o valor de 257 segundos . 

Assim, a vantagem na utilização da técnica de condensação de matriz é 
ainda mais evidente quando são considerados diversos casos de carreg~ 

mento dobtr uma mesma estrutura . 

CONCLUSÕES 

Este trabalho apresentou um método numérico capaz de resolver 

uma classe de problemas de contato unilateral com atrito de Coulomb e 
aplicou-o a dois problemas de placas apoiadas. Considerou-se a elast! 

cidade infinitesimal com equações constitutivas lineares e uma classe 

particular de convexos sobre os quais definiram-se os problemas de m! 

nimização. Foram apresentados exemplos de aplicação que ilustram a 

utilização do método e, em particular, a eficiência da técnica de co~ 

densa cão de matrizes. E: importante lembrar que esta c ondensação se 

faz possível pelo fato de que as minimizações de funcionais não dife

renciáveis foram substituídas por minimizações de funções diferenciá

veis. Observe que estas substituições não constituem regularizaçõesde 

funcionais. 
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RESUMO 

Este trabalho relata a aplicação de técnicas fotoelásticas bi- e tri 

- dimensiona i s na determinação de fatores de i ntensificação de tensão, 

FIT , para trincas pr óximas a jun tas p l anas e tttbulares em T, solicit~ 

das à. tração. O método de determinação dos FlT , a partir das ordens 

de fra.nja isocromát icas l i das nos experimentos, envolve a soluçã o de 

e quações general i zadas de Westergaard para os modos d·e abertura I e li 

pel·o método de Newton-Rapbson associado à a ju.stes por minimos quadra 

dos . Àlám dos FIT para as geometrias consideradas, o trabalho fornece 

uma importante avaliação da incerteza dos resultados obtidos . 

ABSTRACT 

Thls paper reporta the a.pl icat i on of 2-D and 3- D photoelastic 

techniques to the determination of stress intensity f actors , SIF, for 

c r acks located near plane and tubular T joint specimens , loaded in 

tension . The scheme adopted for SIF determination , from isochromatic 

fringe orders measured in the experimen ts , envolved the solution of 

generalized Westergaard equations for crack opening modes I and l'l 

employing the Newtoo- Raphsoo method associated to the l east squares 

technique . Besides determining SIF for the conside r e d geome trias t 

this paper also furnishes an impor tant evaluation of t be u.ncertai nties 

assooiated to the determined SIF. 

SUbmetido ea Setembro/ 1987 Ace i to em Pevereiro/ 1988 
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INTRODOçJ\.0 

Este trabalho relata os resultados obtidos na aplicação de f o

toelasticidade bi e tridimens ional na determina~ão de fatores de in

tensidade de tensão, FITJ para trincas em geometrias complexas , onde 

outras técnicas analíticas ou numéricas são difíceis de serem aplica

das . Os objetivos finais são a avaliação de FIT- modo I, para t rin -

cas superficiais com formato especial, em espécimes tubulares, local~ 

zadas próximas aos pés de juntas soldadas em T como mostrado na Figu

ra 1, e uma medida do erro associado a cada E'IT . As juntas em T são 

as formas mais simples de conexões tubulares, normalmente encontrada~ 

juntamente com nós tipo Y e K, em estruturas de plataformas marítimas 

de exploração de petróleo . Dois tipos de resultados são apresentados 

para os espécimes tubulares: 

- Fatores K1 (FIT - modo 1 ) para trincas em tubos simples (sem cone -

xões T). Est es fatores são comparados com resultados para barras e 

t ubos, respectivamente com trincas superficiais serni-elipticas e 

circunferenciais, carregadas à tração. 

- Fatore~ K
1 

para tri ncas próximas aos pés de junções soldadas, que 

são comparados com os resultados descritos acima. Deste modo, a in

fluência da vizinhança das juntas T nos estados de tensão atuantes 

em pontos prÓximos as pontas das trincas p·ode ser quantitativamente 

avaliada. 

Como a fotoelasticidade por congelamento de tensões foi utili

zada para estas determinações, dificuldades apareceram devido ao maior 

tamanho possível que os modelos poderiam ter a fim de ainda poderem 

se ajustar ao interior do forno para congelamento de tensões. Mais~ 

da , a técnica de introdução das trincas nos modelos tubulares, parti

cularmente naqueles com junções T, e o tamanho máximo destas trincas 

(de modo a simular geometrias reais), irnpuse.ram as seguintes restri

ções neste estudo : a) as trincas deveriam ser introduzidas por usina

gero; b) o comprimento destas trincas deveria variar entre 1 e Stnlll . 

Embora métodos fotoelásticos tenham sido aplicados com s ucesso 

na determinação de FITem problemas com trincas longas , ainda existem 

dificuldades na det e r minação de FIT para espécimes com trincas peque 

nas (a <1 a 2mrn) . Estas dificuldades estão relacionadas à necessidade 
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Fig. 1. Geometria dos espécimes tubulares 

de medição de ordens de franjas isocromáticas próxi1110 ãs pontas das 
trincas, arredondamento da ponta das trincas grande se comparado ao. 
seu comprimento, e, erros associados à medição de parãmetros geométr! 

cos na região próxima à raiz das trincas. Se a fotoelasticidade tri
dimensional é usada, dificuldades adicionais surgem devido ao tamanho 
dos modelos (limitado ao número e volume de fundições repetidas dos 

materiais fotoelásticos e ao tamanho interno do forno fotoelástioo P! 
ra acOIIIOdar os modelos e sistemas de carregamento), ba:ixo módulo de 

elasticidade dos materiais fotoelástioos, controle apropriado do ali
nhamento do carregamento externo aplicado, expansão térmica do mate
rial, efeito de tempo e bordo _nos materiais fotoelãsticos, introduoão 
de trincas por outros meios que não a usinagem, necessidade de util~
zaçáo de trincas curtas para simular condições de projeto e situações 

reais de trabalho das estrutura$. 

Devido às dificuldades mencionadas acima, uma investigação adi 
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cional foi levada a termo a fim de quantificar o erro associado às d,! 

terminações de K1 para os tubos si~les e com nós em T. Duas 
de investigação foram seguidas. 

linhas 

A primeira linha envolveu repetições dos experimentos oom os 
espécimes tubulares a fim de se obter seus valores .de KI e para ava
liar a dispersão dos resultados. 

A segunda linha envolveu uma análise bidimensional de trincas 

superficiais em barras planas com e sem juntas T. Os espécimes foram 
construídos de policarbonato e tinham trincas usinadas ou propagadas 
por fadiga . Após serem testadas e analisadas, cada barra reta tinha 

um ramo secundário a ela adicionado ortogonalmente próximo à trinca 
superficial já existente, a fim de simular )untas T com trincas desen 

volvidas nas regiões próximas aos seus pés. Os espécimes eram então 
~ovamente ensaiados, com 5 repetições, de modo que uma variaçãp esta

tística dos fatores K1 pudesse ser determinada. Assim, além do estudo 
da influência do tamanho e da geometria de trinca (usinada ou propag~ 

da por fadiga) e da geometria do espécime (trinca próxima ou lon~edas 
juntas soldadas) sobre os fatores K1 , uma medida da sua dispersão foi 

obtida, o que é um resultado importante para colocar limites na prec! 
são que se pode efetivamente obter em experimentos similares para de
terminação de FIT . 

Para descrever o estado de tensão para um ponto próximo à pon
ta de uma trinca aberta segundo modo I, SANFORD [1) utilizou uma for
ma generalizada das equações de Westergaard tal que: 

o R e ZI - y Im z' - y Im Y' + 2 Re YI 
X I I 

('} 
y R e ZI + y Im z' I + y Im Y' 

I 
( 1 ) 

T 
xy -y R e z' I - y R e y ' 

I - Im YI 

Para o modo de abertura II, um ~ocedimento similar como segu! 

do para o modo I em [1] e [2) pode ser seguido e expressões para as 

tensões sob modo II são obtidas tais que : 
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o 
y 

1. xy 

Convenções 

z Z ( z) 

z = X + iy 

zi,II(z) 

YI,II(z) 

é definições para as funções acima 

Z' dZ/dz 

J 1 ,II 
zj-1/2 l A. 

j=O JI,II 

MI II 

f a zm 
m:O ~,II 

75 

(2) 

são: 

onde A. , A. , a , a são constantes reais. Quando j =0, os coefi-
Jr Jrr mi mii 

- l /2 cientes dos termos z para os modos I e II serão, respectivamente, 

A e A Estes coeficientes estão relacionados aos FIT - modos I e 
0 I 0 !! 

II da seguinte forma: 

Aplicando a superposição das equaçõe s (1) e (2) e usando a~ 

ção básica da fotoelasticidade 

-r 4Txy (3) 

onde N é a ordem de f ranja, t é a espessura da fatia analisada e f 0 é 
o valor da franja do material utilizado. Coorde nadas dos pontos estu

dados e dados fotoelásticos são coletados e usados para o cálculo de 
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K1 e K11 a partir do método de Newton-Raphson associado a um procesao 

de ajustagem por mínimos quadrados como proposto por SANFORD e DALLY 

[ 4] • 

Decisões sobre o número de parâmetros a ser e~pregado para oa

da problema , i . e . , J 1 +M1+J11 +M11 , o número de pontos estudados e o t! 

manho da região onde os dados são coletados não são triviais e preci

sam ser cuidadosamente analisados . A avaliação dos resultados obtidos 

é feita de dois modos como indicado em [2]. O primeiro modo é qualit! 

tivo e baseado na semelhança entre as distribuições de franjas isocr~ 

mãticas reais e as plotadas pelo computador que utiliza os valoresca! 
cu lados de K

1 
e K11 e os demais outros parâmetros . o segundo modo é 

baseado num desvio relativo percentual calculado para as franjas iso

cromáticas, ón. Este desvio utiliza a s ordens de franjas lidas no po

lariscópio e as calculadas para o mesmo ponto pelo computador. 

O número de pontos usados nesta investigação variou entre 80 a 

150 (para cada análise), escolhidos aleatoriamente no interior de uma 

região limitada por duas circunferências de raios 1 e Smm e com cen

tro na ponta da trinca . Regiões selecionadas dentro destas duas cir -

cunferências permitem bons resultados com apenas 40 pontos. As melho

res soluções foram obtidas com os seguintes números de parâmetros: 

J
1

=S, M
1

=5, J 11=1, r111=1, devido ao fato que o modo de abertura II te 

ve influência praticamente desprezivel . Diferentes conjuntos de pon

tos coletados (40 a 150 pontos), obtidos de um mesmo experimento , pr~ 

duziram variações em K1 de apenas 3% , enquanto que valores tlpicos de 

ón variaram entre 1,5 e 5%. Os dados coletados, i.e . , ordem de franja 

N e coordenadas polares dos pontos com relação à ponta das trincas, r 

e 0 , foram determinados num polariscópio de transmissão com aumento 

de 10x e utilizando o método de compensação de Tardy quando necessá -

rio . 

Modelos Bidimensionais. Os modelos bidimensionais foram construidos de 

uma ou mai.s barras de policarbonato com espessura de 6. 35mm, as quais foram 

fresadas e acabadas manualmente com limas. As barras sujei tas à tração ti 

veram trincas usinadas introduzidas por fresas tipo disco, comuma ge2 

metria de corte proposta em ! 5], e com uma geometria de ponta mostrada na Fi 
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gura 2. Outras barras de tração tiveram suas trincas produzidas da s~ 
guinte forma: barras com largura excedente tiveram entalhes usinados 

para a iniciação de trincas de fadiga. Estas fora~ iniciadas e propa

gadas ao vibrarem-se as barras utilizando-se uma mesa vibradora. Após 
pequenos incrementos no seu tamanho, as barras, que estavam engasta -

das, tinham suas fixações mudadas para as extremidades opostas a fim 
de que trincas retas pudessem ser propagadas, evitando a tendência de 

terem seus planos desviados com direção ao engastamento. Após terem 
atingido um comprimento desejado , a superflcie com largura excedente 

onde o entalhe iniciador fora usinado era removido por fresagem tal 
que apenas uma trinca de fadiga ficasse lá posicionada. Deste modo , 
trincas retas de fadiga com comprimentos nominais de 1, 2 e 4,5mm fo

ram construidas. A variação do seu comprimento através da espessura 
das barras foi controlada de modo a ser menor que 10% . Na maior parte 
dos casos a variação foi menor que 5%. 

~ 
I 

..... 
I 

220 

\ l 
"f"15• I 

Fig. 2. Geometrias dos espéc imes planos e trinca usinada 

Cada razão de geometria das barras bidimensionais testadas 

(a/w~o,os, 0,1 e 0,2) foi então composta de dois modelos, um com trin 
ca usinada e outra com trinca propagada por fadiga. Estes modelos fo

ram submetidos a 5 séries de carregamentos e ooleta de dados . Após t~ 
rem sido ~nalisados, ramos secundários foram então colados ortogonal

mente com adesivo cianoacrilático . Novas série.s de 5 carregamentos 
coleta de dados foram levadas a termo.· Todos estes dados foram então 

analisados e algumas das conclusões mais importantes serão apresenta-
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das na pró;xl.ma seção. 

Modelos Trldt-ensionais . Dimensões básicas dos espécimes tubulares e! 
tão apresentadas na Figura 1. Tubos em dois tamanhos, para os ramos 
primários e secundários, foram obtidos por fundição a quente e tornea 
dos até sua forma final. O materia l fotoelástico foi composto de 100 
partes em peso de Araldite F e 50 partes em peso de anidrido ftálieo . 
Trincas foram fresadas com a mesma ferramenta usada para as t.J::inoas 
bidimensionais nos espécimes de policarbonato. o carregamento foi apl! 
oado no interior do forno de congelamento de tensões por um peso de 
200N. A Figura 3 ilustra o aparato ·simples de carregame.nto . 

Fig. 3. Esboço do carregamento dos espécimes tubulares 

As trincas foram usinadas no ramo primário antes da colagem do 
secundário com uma resina epoxi comercial com cura à temperatura am
biente. Este adesivo foi testado previamente sob tração na temperatu
ra critica de congelamento de tensões e comportou- se muito bem, tran! 
mitindo perfeitamente o carregamento para todos os pontos tracionados 
da seção transversal. 

BBSUL'fADOS B DISCUSS1\o 

os resultados determinados para as análises · bi e tridimensio -
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nais estão resumidos nas Tabelas 1 e 2. Estas tabelas apresentam valo 

res médios normalizados de FIT, i~, como uma função dos parâmetros~ 
métricos adimensionais a/w, número de repeticões para cada experimen

to, n, e desvios padrões dos valores determinados, s 
1

. 
n-

Tabela 1 . Resultados para os espécimes bidimensionais 

ESPE:CIMES a/w a(mm) I<* 
I 

s 
n-1 

(%) I<* 
I 

[ 11] R* 
I 

[9) 

Simples u 1.26 5.6 
1. 13 1.15 F 1 • 1 o 16 

0.05 , . o 
Soldada o 1,13 11 

1.38 F 1.35 7.2 -

Simples u 1 . 25 2.7 
1.19 1. 20 F 1.28 8.2 

o., o 2.1 

Soldada o 1. 29 5.3 1. 29 F 1. 25 4.9 -

Simples u 1.37 2.6 1.36 1.38 
F 1.39 4 . 2 

0.20 4.5 

Soldada u 1.38 3.6 
1. 39 F 1.39 3.6 -

U = trinca usinada , F = trinca propagada por fadiga 

K
1 

= valor médio 

As faixas dos resultados determinados para os espécimes tubul! 

res l isos (sem conexões T) foram plotadas na Figura 4 de m~do a forn~ 

cer uma idéia da dispersão dos resultados. A análise destas faixas de 

dispersão, como também dos desvios padrões apresentados nas Tabelas 1 

e 2, é impo.rtante antes que qualquer comparação entre FIT para .Qarras 

ou tubos com ou sem conexões T possa ser feita. Deve-se notar na Fi~ 

ra 4 que a dispersão dos valores dos FIT aumenta quando o comprimento 

das trincas decresce . Isto é também indicado pelos valores dos des -

vios padrões na:> Tabe las 1 e 2, exceto para os casos dos espécimes t~ 

bulares com juntas T. Um gráfico da variação dos desvios padrões per

centuais (relativamente a cada FIT médio) está apresentado na figurá 

5 como uma função do comprimento de t rinca a . e interessante notar co 

mo sn_
1 

decresce rapidamente com o acréscimo de a, atingindo 3 a 5% 
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quando a torna-se maior que 3mm. Isto ocorre para trincas introduzr-= 

das por fresagem ou fadiga e, também, para espécimes bi ou tridilnen -

sionais, exceto para os tubos com Juntas T, que podem aer considera

dos pouco representativos pois tiveram apenas 3 repetições para cada 
geometria. 

Tabela 2. Resultados para espécimes tubulares 

~ a/w ~ 
Núnero de - (%) OBS 
Repe~s sn- 1 

0.1 1.1 4 30 

'l\.ibo s..inples sob 0.2 1.0 4 14 
veja Figuras 1 e 2 

tração 0 .25 1.2 3 8 

0 .3 1.2 7 5 

'1\lbo oan trinca 0 . 1 1.1 - - • 
"' . -

' circunferencial 0. 2 1.15 - - ' 
\ 

40 
. 

sob tração 0. 3 1.2 . - - I I 
\ 

' • Vf -

Barra cem trinca o. 1 1.05 - -

v't super f ic 1al SE!I'1I! 0. 2 1.1 - -
eUtica sob tra- 0.3 1.1 - -
ção -1 ·!' ~ 

o. 1 , . 2 3 10 

'1\lbo cem juntas 0.2 1.1 3 20 
Veja Figura 1 

T sob traçào 0 . 25 1.3 1 -
0 . 3 1.1 3 10 

uma conclusão parcial até este ponto é que experimentos com p1:2 

cedimentos cuidadosos são ineficientes em evitar grandes erros quando 

as trincas possuem comprimentos menores que 3mm. uma predição para 

tais erros pode ser feita através de publicações prévias [5-S) . 
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" 
Nilmeros indicam Mimero de repeticões 

O Volor médio 

•,z- 1,5 
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J FoiJt.o de dlspet'IICb 
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I 1,0 

t: 
11. 

4 4 
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COMPRIMENTO DA TRit.ICA "ORMALIZADO, o/w 

Fig. 4. Valores de FIT tridimensionais normalizados para tubós simples 
comparados com FIT para trincas superficiais semi- eliptica em 
barras e circunferenciais em tubos (w =espessura da parede do 
tubo sujeito à traçâo) 

~ 
N 
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c • ~ z 
o 
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~ 
! 
o 
~ 
1&1 
o 

20 

15 

10 

5 

o 1,0 2.0 

\ 
\ 

' ' \ 
\ 

\~ 3- 0 Tuboa com juntcaT 

b 

3,0 4,0 

COMPRIMENTO .OE TRINCA , a (·mm ) 

Fig . 5. Variação com o comprimento de tr·inca dos desvios padrões nor
malizados para os valores de FlT determinados experimentalmente 
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Para os experimentos bidimensionais, os erros estão associados 

à precisão de aplicação do carregamento (tração pura), leitura da or

dem de franja nominal para avaliar tensões nominais , leitura de ordem 

de franja e medição de coordenadas para os pontos estudados e locali 

zação da ponta da trinca. Para comparar os resultados experimentais 

com outros anallticos, é importante levar-se em consideração que ou
tros fatores podem levar a erros tais como: arredondamento da pcnta da 
trinca; forma das trinca$ usinadas e propagadas por fadiga1 comprime~ 

to variável das trincas ao longo da espessura das barras1 comportame~ 

to mecânico e ôtico não- linear do material dependente do nlvel de te!! 
são e taxa de tensão; distorção da geometria da trinca devido ao car
regamento. Número de parâmetros devido ao método multl-paramétricout! 

lizado e número de pontos coletados , assim como as regiões de leitura 

dos dados, podem influenciar os resultados . 

os experimentos tridimensionais associam todas as fontes de e E_ 

ros acima mencionadas a outras, relativas ao método de congelamentode 

tensões. ~apetição dos testes, no caso do método de congelamento de 
tensões e corte em fatias, acarreta o uso de modelos diferentes . As

sim, nestes casos, lida-se com trincas diferentes em vez da~ trin 

ca como na análise bidimensional. Em qualquer dos casos, porém, os 
desvios das médias dos resultados bi e tridimensionais comparados aos 

resultados analitico~ variaram de 12% a 0\ do pior (a/w=O . OS ) ao me
lhor caso (a/w=0 . 2). 

Valores de FIT para barras planas com juntas T foram compara -
dos a resultados de elementos finitos determinados por (9) e concor~ 

ram satisfatoriamente bem, exoeto para o caso a/wgQ,OS com trinca us! 
nada . os valores de K

11 
fotoelãsticos, nestes problemas , foram 

pequenos, mesmo para as menores trincas, sendo apenas pequenas 
cões de K

1 
e, assim, uma formulação de modo 1 seria bastante 

muito 
f ra

viável 

de ser empregada nestes problemas. A baixa influência de K
11 

foi tam

bém observada experimentalmente, devido às pequenas perturbações apr~ 
sentadas nas distribuições de franjas isocromáticas tlpicas de modo L 

Resultados médios de F1T para tubos lisos, apresentados na paE_ 
te superior da Tabela 2,' mostram- se similares a resultados publicados 

para outros tipos de trincas: trincas circunferenciais em tUbos suje! 
tos à tração e barras com trincas semi-elipticas sujeitas à traçâo [1 0) . 
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Valores de PIT para tubos com juntas T estão também ~e~ent~ 

dos na Tabela 2. Estes resultados não diferem muito da.que~es determ_! 
nados para. os tubos lisos, pelo menos se f.or considerada a faixa de 
erro experimental - grande, para as pequenas trincas analisadas . Po
de-se concluir dai que as juntas soldadas e os ramos secundários pr_2 
ximos às trincas não contribuem de maneira acentuada para modificar 
o valor de K

1
, pelo menos para razões a/w>0 .1. Isto é também uma co~ 

clusão desta investigação para a análise bidimensional e t~ um 

resultado apresentado em [9]. Este último, entretanto, conlui que a 
proximidade das juntas soldadas eleva os valores de K

1 
quando a ra

zão a/w torna-se menor que 0.1. 

CONCLOs0BS 

Considerando o método utilizado para obtenção dos valores de 
FIT a partir dos dados fotoelá~ticos, número de dados coletados , nú
mero de parâmetros usados e O\ltros detalhes experimentais discutidos 
no texto, os se~uintes pontos podem ser realçados desta investigaçãa 

1) Uma grande dispersão para os valores de F.IT foi encontrada para 
trincas usinadas ou propagadas por fadiga, em modelos bi e tridi
mensionais quando os comprimentos das trincas são menores que 3~ 
Trincas maiores permitem resultados bastante precisos, frequente
mente dentro de uma faixa máxima de -t S% ·em torno do valor real es 
parado para o FIT. 

2) os resultados bidimensionais mostraram nao haver diferenças sign_! 
ficatlvas entre valores de FIT para trincas usinadas e propagadas 
por fadiga. 

J) Diferenças ent re os valores fotoelásticos de FIT para trincas lo~ 
ge e próximas a juntas soldadas (em espécimes bi ou tridimensio -
nais} foram pequenas e dentro da faixa de erro experimental. En

tretanto, resultados de elementos finitos bidimensionais ·[9] mos
tram que as diferenças entre estes valores crescem quando as rel! 
ções a / w decrescem, sendo 7' para a/w=0.1 e 20\ quando a/w~o . os. 

Quando a/w>0.2, ambos valores de Fij se aproximam, a ~erença má 
xima entre eles sendo 1.5t (por ambas as análises de elementos f! 
nitos e fotoelasticidade) . 
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4) Valores de FIT para as trincas, com geometria especial, estudadas 

nos modelos tridimensionais podem ser estimadas pelos valores de 

FIT para trincas cirounferenciais em tubos, já que os erros asso

ciados a estas aproximações encontram-se dentro da faixa de erro 
observada para a análise fotoelástica. 
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ANALOGY BETWEEN HEAT ANO MASS TRANSFER FOR OlFFUSION DRIVEN 
NONISOTHERMAL EVAPORA TION 

Álvaro Toubes Prata - Membro da ABCM 
UFSC - Departamento de Engenharia Mecânica 

ABSTRACT 

The analogy between evapora tive heat and mass transfer is investigated 

for diffusion-driven nonisothermal evaporation of water from a 
partially-filled container. It is shown that suitable definitions of 
the mass transfer coeffioient make poss~le a tight correlation 

between the ratio of the transfer coefficients and the Lewis number. 

RESOMO 

A analogia entre transferência evaporativa de calor e massa é lnvest! 
gada para o caso de evaporacão difusiva, não isotérmica, de uma cavi

dade parcialmente cheia com água. e demonstrado que definições conv~ 

nientes do coeficiente de troca de massa tornam possivel a obtenção 
de estreita correlação entre o número de Lewis e a razão entre os co~ 

ficientes de troca . 

Submetido em OUtubro/ 1987 Aceito em Fevereiro/1988 
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NOMENCLATURE 

c specific heat of air p 

cpw specific h'eat of water vapor 

D binary diffusion coefficient 

H distance between top of the cavity and liquid surface , Fig. 1 

h heat transfer coefficient, equation (6) or (10) 

hfg latent heat of evaporation 

h" heat transfer coefficient, equation (19) 

K mass transfer coefficient, equation (7) or (12) 

K' modified mass transfer coefficient, equation (16) 

K" modified mass transfer coefficient, equation (22) 

k thermal conductivity of air 

Le Lewis number (~Sc/Pr=k/pc D) pw 

m evaporation rate per unit area 

Nu Nusselt number (=hH/k) 

Nu" Nusselt number (=h"H/k) 

PeT Peclet number for thermal transport (=IDHcpw/H} 

Pew Peclet number for mass transport (=mH/PD) 

Sh Sherwood number (=KH/D) 

Sh' modified Sherwood number (=K'H/D) 

Sh" modified Sherwood number (cK"H/D) 

T temperature 

Ti temperature at the liquid surface 

Too ambient temperature 

w water-vapor mass fraction 

w1 value of w at the liquid surface 

w value of W at ambient 
"' 

Y dimensionless coordinate (=y/H) 
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y vertical coordinate, Fig . 

<l dimensionless water-vapor mass frac:tion, equation ( 3) 

O dimensionLess temperatura, equation (3) 

p air density 

~ relative humidity 

Subscripts 

o at y .. o 

H at Y=H 
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INTRODUCTION 

In the analysis to be presented here, evaporation of liquid 

water into ambient air will be used to explore the analogy between 

heat and mass transfer. The' evaporating water partially fills an 

adiabatic-walled, open-topped container . 

It will be demonstrate how seeming defects in the analogy can 

be redressed by suitable definitions of the mass transfer coefficient . 

Furthermore, the relationship between heat and mass transfer 

coefficients and the Lewis number will be investigates . 

ANALYSIS 

A view illustrati~g the evaporation problem in cons1daration 

is shown in Fig. 1. The diffusion-driven nonisothermal evaporation 

associated with the situation shown in this figure has been recently 

investigated for a ope-dimension, steady state situation [1]. 

The equation governing the evaporative· heat and mass transfer 

for this problem was shown in [1] to be, respectively, 

( 1 ) 

and 

(m/oD) (dW/dy) (2) 

were , all quantities appearing in equations (1) and (2) are explained 

in the nomenclatura. 

In [1] e quations {1) and (2) were solved for the evaporation 

of liquid water in to an ambient containing air at atmospheric 

pressure. The relative humidity o of the air At the top of the cavity 

was var·ied from O to 100 percent, and its temperatura T ranged from 

15 to 35°C. Results were presented for the interface temperatura Ti 

and for t he evaporation ratem. The evaporation ·rate results were 

presented divided by mSTEFAN which is that corresponding to the 

diffus ion driven isothermal evaporati on,classically known as Stefan 
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diffusion problem [1,2]. 

For given ambient conditions, and in the absence of natural 

convection, the Stefan model provides the upper bound for the rate of 

evaporation, whereas the nonisothermal model yields the lower bound. 

A physical discussion of diffusion-driven evaporation exploring the 
existence of the two aforernentioned limits is presented in [1). 

Attention will now be focused in the analogy between the 

evaporative heat and mass transfer. To explore the analogy, a 

dimensionless temperatura and water-vapor mass fraction are defined 

as 

(3) 

where T
1 

and w
1 

are, respectively, the temperature and water-vapor 

rnass fraction at the evaporating surface . 

If e and a are introduced into equations (1) and (2), along 

with Y=y/H, where H is the distance from the water surface to the top 
of the cavity, the resulting differential equations for e anda are 

PeT(dO/dY) d 2 8/dY' (4) 

and 

Pew(do/dY) (5) 

where, except for the Peclet numbers Pe,r (=m Hc /kl and Pew(=m H/PDl 
• p 

the t wo differential equations are identical . In addition, both e and 

a have the sarne boundary conditions (O at y=Ô and 1 at Y=l) . Therefor~ 

so that the temperature and mass fraction distributions are completely 

analogous. 

Now, turning to the evaluation of the heat and mass transfer 

coefficients, h and K, there are some deviations in the analogy that 

have to be dealt with. These transfer coefficients are defined 
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according to 

h= [IDhf TIDC (T - Ti l] /(T -Ti) g pw m ~ 
(6) 

and 

K (7) 

in which hfg is the latent heat of evaporation . It should be noted 

that the latent and the sensible heat are included in the definition 
of h. 

By a formal integration of tbe energy equation (1) between y•O 

and H and subsequent application of the boundary condition at the 

liquid surface, 

k ldT/dy l 0 !Ühfg (8) 

it follows 

(9) 

so that equation (6) becomes 

I 1 o I 

To determine the mass transfer coefficient K from equation (71, 
the evaporation rate m has to be known. Since m is constant throughout 
the container, it can be calculated at any location y. ln tbis regard, 

it follows from the definition of mass flux of water vapor and from 

the 1mpermeability condition for the air at the liquid surface that 

re = h •D/(1 - W
1

JJ (dW/dy)O = (-j.JD/(1-W..., )) (dW/dy)H (11) 

ln as much as the heat transfar coofficient in equation (1 0t 

was related to the temperatura gradient at y=H, it is logioal to 

relate m to the gradient of the mass fraction a~ Y=H in order to 
preserve the analogy. Thus , substituting the right-most member of 
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equation (11) into equation (7) yields 

( 12) 

Now 1 using the di.mensionless variables a 1 o. and 'i 1 equations 
(10) and (12) become 

and 

KH/0 • [1/(1-W..,)] (da/dY )Y..l • [1/(1-W.,.)]f(PeWJ 

in which f(PeT) and f(Pew) are the same function. If hB/k is 

identified as a Nusselt number Nu and KH/D is identified as a 
Sherwood Sh 1 then 

Nu/Sh" [f{PeTJ/f(PBwll [1/( 1-W.., )] 

( 13) 

( 14) 

(15) 

For the analogy between heat and mass transfer to hold 1 NU•Sh when 
PeT=Pewl which is not fulfilled by equation ( 15) because of the 

presence of the factor 1/( 1-W~ ). The existence of this factor, known 
as the blowing effect [2], is associated with a convective velooity 

required to counterbalance the diffusion of air from the top of the 

cavity to the liquid surface and due to the impermeability condition 
at this surface . 

The seeming defect in the analogy can be overcome by 

redefining the mass transfer coefficient to include the factor 
1/(1 -Ww). This approach is permissible because the definitions of tbe 

transfer coefficients contain some degree of arbitrariness, depending 
on convenience and on the intended use. To bring the analogy into 

standard form, let 

(16) 

and 

Sh' ., K'H/0 (.l7} 



94 Rev. BrMec. Rio de Janeiro, V. X, nC? 1 - 1988 

so that 

( 18) 

whioh yields Nu~Sh' when PeT=PeW, as required for the fulfillment of 
the analogy. 

The aforementioned arbitrar-iness in the defin:ition of the 

transfer coefficient enables other forms of the analogy to be derived. 

In this regard, rather than taking into account both the sensible and 

latent heat contributions, the heat transfer coefficient can be 
defined in terms of the latent heat contribution only . This 
alternative definition is 

h" 

By making use of equation (8) and introducing the dimensionless 
temperature e and coordinate Y, equation (19) becomes 

(19) 

(20) 

where it is noted that the newly defined heat transfer coefficient is 

reiated to the temperature gradient at the gas-liquid interface . With 

the construction of a heat/mass transfer analogy in mind, it is 
appropriate to evaluate the mass transfer coefficient K (equation (7)) 

using the middle member of equation t11) where the derivativa (dW/dy)
0 

appears. After introduction of dimensionless variables, there is 

obtained 

(21) 

By exami~ation of equations (20) and (21), it is evident from what has 

gone before that the factor 1/(1-W1 l is an impediment to the 
attainment of a heat/mass transfer analogy. Consequently, a new mass 

transfer coefficient K" is defined as 

(22) 

With this and with the definitions 
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Nu'' = h"H/k Sh" K"li/P (23) 

it follows from (20) and (21) 

Nu"/Sh" = g(PeT)/g(P~W) (24) 

Since g(PeT) and g(Pew) are the same function, then NU"=Sh" when 

PeT=Pew, thereby fulfilling the analogy. 

TRANSFBR COEFFICIENT-LEWIS NUMBER RELA'l'IOR 

In work involving mass transfer, it is customary to seek to 

relate the ratio of the heat and mass transfe,r: coefficients to the 

Lewis number . Such à relationship is sought to e'nable the heat and 
mass transfer coefficients to be interchanged when the Prandtl and 

Schmidt numbers are not equal. 

The Lewis number Le is the ratio of the Schmidt and Prandtl 
numbers, that is 

(25) 

By introducing the Lewis number , equation (18) can be rephrased to 

yield the ratio h/cppK' 

Similarly from equation (24), there is obtained for h"/c pK" 
p 

(26) 

(27) 

These equations will be evaluated for the evaporation problem 

illustrated in Fig. 1. The numerical results for the temperatura and 
mass fr~ction gradients at the gas-liquid interface and at the top of 

the container (k. e., the g's and f's) obtained from the solution of 
equations (1) and (2) are substituted into equations (26) and (27) 

yielding the h/c pK' and h" /c pK" ratios for various. condit;l.ons at 
p p 
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the top of the container. These resulte are listed Ln Tab le 1 along 

with the corresponding Lewis number. 

H 

INSULAT ION 

Fig. l. Evaporation of water into ai r from an adiabatic-walled 
container 

From Table 1, it is seen that for all the investigated boundary 

conditions at the top of the container, the values of h/cppK' and 
h"/c pK" are very close to the Lewis number. The maximum deviation 

p 
which is less than 0.6 peroent, ocours for ~ ;0. For ~+1, the values 

of b/cppK', b"/cppK" and Le are ldentlcal . 

Table 1. Values of Le, h/cppK' and h" /c r:K" for various conditions 
p 

at the top of the conta.iner 

!sC ~cO .S ~P+1 

T (°C) I.e h/C llf<' 
P. 

h"/c pi<" 
P. 

I.e h/c pi<' 
2 

h"/c ~" 
P. 

Le h/CP.PK' h"/cr?Xu 

lS 0.844 0.847 0.842 0.843 0.844 0.842 0.841 0.841 0.841 
25 0.842 0.846 0.839 0.840 0.841 0.838 0.837 0.837 0.837 

35 0.841 0.845 0.836 0.836 0.838 0.834 0.832 0.832 0.832 

To rationalize this outcome, attention may be redirected to 

equations (26) and (27). Those equations -indicate that for tbe 

equality of h/cppK and Le , the ratio f(PeTl/f(Pe~) must be equal to 

unity; similarly, equation {27) shows that g(PeT)/g(P~) must also 
equal unity , This is possible if f and g are independent of PeT and 
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Pew, which occurs only for pure diffusion. 

The ~+ 1 case of Table 1 is, indeed, a pure diffusion situation, 

so that the preci11>e equali ty of h/c pK' , h" /o !>K" and Le shown in the p p 
table is as it should be. The very slight deviations between these 

quantities which are in evidence with decreasing tl> indicate the 
presence of convection. 

The just-cited tight correlation between the ratio of the 

transfer coeffioients and the Lewis number was made possible by the 

appropriate definition crf the mass transfer coefficients, K' and K", 
i.e., equations (16) and (22). Rad the mass transfer coefficient K 

been used, this tight correlation would not oocur. 

CONCLODIBG REMARJtS 

The nonisothermal evaporation problem of [1] was used to 

explore the analogy between heat and mass transfer. It was 
demonstrated that a seeming defeot in tbe anaiogy caused by the 

blowing effect oan be overcome by a suitable redefinition of the mass 
transfer coeffioient. Various forma of the analQgy were shown to 

exist depending on the chosen definitions of the transfer 

coeffictents. Furthermore, the ratio of the heat transfer coefficient 

to the modified mass transfer coefficient was shown to be virtually 
equal to the Lewis number . 

(1) PRATA, A.T . and SPARROW, E.H., "Diffusion-Driven Nonisothermal 

Evaporation•, Journal of Reat Transfer, vol. 107, pp. 239- 242, 

1985. 

[2] BURMEISTER, L. C. , Convective Heat Transfer, John Wiley and Sons, 

New York , 1983. 
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