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RESUMO

Um modelo de impacto eldstico e visco-eldstico, considerando a rigidez da base
varidvel, ¢ utilizado para analisar o comportamento dos parimetros da colisio.
Alguns pardmetros importantes sdo analisados, tais como, tempo de contato,
forca de contato, deformacéo superficial e coeficiente de restituicdo. Este
modela & aplicado & colisdo entre uma esfera de aco e um disco. Neste fato,
pode ser lgnorade o efeito de propagacdo de onda do disco. Os resultados de
simulagdo do moedelo sdo comparados com vs experimentos.

Palavras-chave: Impacto eldstico e viscoeldstico - Rigidez da base varidvel
Tempoe de contato - Forga de contato + Coeficiente de restituicdo

ABSTRACT

The elastic and visco-elastic impact model, taking into account of a variable
stif fness foundation,is used for the analyses of an tmpact parameter behavior.
Some important parameters are analysed, take as, contact time, contact force,
surface deformation and coefficient of restitution, This model is applicated
to the collision of a steel sphere on a disk, which geometrical main dimension
has the same magnitude as the sphere. In this fact,the effect of wave
propagation on the disk can be ignored, The simulation model was compared with
the experimental one.

Keywords: Elastic and viscoelastic impact « Variable stiffness foundation
Contact time - Contact force - Coefficient of restitulion
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2 Influbncia de rigidez da base nos parfimetros da colisdo

PARAMETROS DE COLISAO

Coliso pode ser definida como o encontro de dois corpos rigidos movidos com
velocidades diferentes. Existem dois modelos matematicos principais que des-
crevem a colisio de dols corpos. O primeiro ¢ o modelo de Saint-Vennant que
considera as vibragdes elasticas dos corpos durante a colisdo. O segundo é o
modelo de Hertz que considera a deformacdo local dos corpos no ponto de conta-
to. No caso dos corpos possuirem alto modulo de elasticidade, como os agos, a
deformacio local no ponto de contato & predominante cnde o processo de defor-
magio é inelastico [1). De outro lado, Goldsmith [2] mostrou que a importancia
das vibragBes elasticas do corpo cresce na medida em que sua espessura dimi-
mul. Barnhart e Goldsmith [3] analisaram as tensdes superficials durante a
colisfo entre uma esfera e uma viga simplesmente appiada. Eles consideraram a
deformaglo em redor do ponto de contato como inelastica e, também, as vibra-
¢bes elasticas da viga. O modelo deles mostrou significativa discrepancia em

comparagio com os resultados experimentais.
-

Lee e outros [1] propuseram um modelo de colisio que considera a geometria dos
corpos; esse modelo utiliza a discretizago das massas dos corpos para avaliar
a forca de contato durante a collsBo. 0 modelo ¢ complicade e nfio foi verifi-

cado experimentalmente.

0 modelo matematico de colisio desenvolvido por Herbert e Mowhannell [4] con—
siderou a rigidez de superficie de contato como nfo-linear junto com ¢ amorte-
cimento superficial. Esse trabalho baseou-se nos trabalhos de Goldsmith.

A analise bibliografica mostra que vérios trabalhos foram conduzidos até agora
sem, porém, esclarecerem os fendmenos principais da colisio de dois corpos. O
trabalho aqui apresentado tem como objetivo principal o estudo analitico-
experimental da colisBo entre uma esfera e uma base plana de rigidez variavel.
Os resultados das medidas do tempo de contato e das deformagfes superficiais
dos corpos sdo apresentados e comparadeos com os resultados de simulagde digi-
tal.

MODELO MATEMATICO DE COLISAO

A representagiio esquemdtica do modelo de colisfio encontra-se na Figura |, onde
a esfera com massa m, deslocando-se com velocidade inicial :'to. colide com a
base de massa M e velocidade inicial ¥ A rigidez das superficies ao redor do
ponto de contato € apresentada como funglio ndo-linear gi(x,y). A base & suspen-
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sa através de uma rigidez linear K. Presume-se que o ponto de colisfo coincide
com a linha reta gue passa pelos centros das massas da esfera e da base.
Presume-se, também, que a rigidez de suspensfo da base & simétrica e seu ponto
de apoio coincide com a mencionada linha reta que passa pelos centros das
massas M e m. Essas suposigbes levam a acreditar que a base, depois da colisfo
vibra em seu modo fundamental, deslocando-se na direcic da linha reta defini-
da. O experimento permitiu acreditar que as suposicBes sdo verdadeiras. Essa
confirmagio permite simplificar o modelo apresentado por Herbert e Mcwhannell
[4]. Como resultado, o modelo & definido pelas seguintes equagdes:

™
] tt,y}z b x

il 'Y

T

Figura i. Representagio esquemética do modelo da colisio

mx + glx,y) =0
N (1
My - gix,y) + Ky = 0

Onde, gix,y) representa a forga de contato superficial, No caso de comporta-
mento dos materiais na superficie como elasticos, essa forga pode ser definida

como:

glx.y) = Ks[x—y)m (2a)

Onde, K5 representa a rigidez superficial. No caso do comportamento dos mate-

riais na superficie como visco-elasticos, a forga pode ser definida comao [5):

glx.y) = xstx-yﬁ’z[lmi—;n (2b)

O coeficiente de amortecimento visco-elastico A & dado por Hirala e Scieszko
[&6):

com q = -3 (3)
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Onde, q & o parametro de colis3o ineldstico, e & o coeficiente de restituigdo
e ;(q é a velocidade de colisfio dos corpes. O aumento do parametrc q implica no
crescimento da perda de energia durante a colisio. Comparando a equagdo (3)
com a férmula apresentada por Hunt e Clossley [S] para q=(0, as expressbes sdo

iguais apesar de que Hunt considerou apenas q=0.

De acordo com os resultados experimentais de Goldsmith, o coeficiente de res-
tituigo e varia em fungdo da velocidade de colisio entre a esfera e a base.
Este coeficiente pode ser definido, considerando-se que a esfera e a base sio

de ago, como |4]:

e=]-026 x"’m para :}‘ %15 m/s
; . (4)
e=073-002x para X * 1,9 mss
A rigidez superficial Ks ¢ dada por Goldsmith [2]:
2 E R'/2
K (5)

= atse®)
Onde, E - Médulo de elasticidade (N/mzl. R - Raio de curvatura (m) e v - Coe-

ficiente de Poisson.

SIMULAGAO DIGITAL

Para a avaliagio do comportamento din&mico do modelo apresentado foi realizada
uma simulag3o digital, usando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para
o proposito da simulagio, as equagdes apresentadas anteriormente foram refor-

muladas comu segue:

n
.

x = dx /dt
1 a

X dxlfdt = -glx,y/m

i
e

P dyaz‘dt
s A dylfdt = [g(x.y)-Ky"]/M

As condigBes iniciais da simulago foram definidas como a seguir:
zo(tuol =0 x (1=0) = x

y (t=0) = 0 y(t=0) = 0
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A simulagfo digital serviu para a avaliagio dos principais parametros da coli-

san, como: tempo de contato, forga de contato e coeficiente de restituicdo.

0Os dados utilizados para a simulagio sio:

]

E = 2,IEll (N/m%) v=03 |, m = 65E-3 (Kg)

R = 12,7E~3 (m) . Kyl = 1 (mss)

TEMPO DE CONTATO DURANTE A COLISAOQ

MNa primeira parte da simulagio, analisou-se o tempo de contato T entre a esfe-
ra e a base durante a colisdo. O tempo de contato foi analisado em fungdo da
razio 3 das massas da esfera e da base e em fungio da razio y da rigidez da

superficie e da base, onde a rigidez da superficie & definida na equagdo [5).

Os resultados da simulagdo para o modelo eldstico sfo apresentados na Figura
2, onde, no eixo vertical do grafico tem-se o tempo de contato da esfera com a
base em microsegundos e, no eixo horizontal, a razic B da massa da esfera em

relagdo & da base.

TEMPO DE CONTATO (S}

‘5'5%4_ T T 1 T T T T
7100
Ln L 4
[
J r={0
- ‘_‘/“/ / - —
H"‘c:—___-‘_—-—-—‘—"’" =
e NESCNTREE ¥ = 000
068 | T e )
1 il Il | 1 L L
o5 .35 ot |

Figura 2. Tempe de contato em fungio da razfo de massa B
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0O gréafico apresenta vérias curvas para diferentes valores de y, onde pode-se
observar qué para a razdo de rigidez y=1 a variacio da razic da massa nio
influi no tempo de contato T. Essa variagdo mostra-se significativa para
valores 7>10. E facil observar que para valor de y=100 e B=0,5, o tempo de
contato aumenta rapidamente. Esse aumento do tempo de contato é explicado pelo
grafico apresentado na Figura 3, onde mostra-se o deslocamento x da esfera
pela linha continua e o deslocamento da base y pela linha pontilhada, em
funce do, tempo. Nesse grafico, pode-se observar que para valor =100 o
de.slocamer}'to da esfera acompanha o deslocamento da base, prolongando o tempo

+
de contatq entre a esfera e a base.

X, ¥ (m)
xE-05
29 L

bollon

T

——  Desloc. da esfera

o D@8lOC. da base
=3 L B SO
1 1 1 | R S L
o 0,5 Il L6 xE-04
TEMPO (S )

Figura 3, Deslocamentos da esfera x e da base y durante a colisdo

FORCA DE CONTATO

A forga de contato foi determinada através dos deslocamentos relativos entre o
centro da esfera € o centro da base. A Figura 4 apresenta um grafico que rlnos--
tra as forgas de contato em fungdo do tempo, onde a linha continua representa
1s forgas de contato para o modelo eldstico e as linhas pontilhadas para o
modelo viscoelastico. Podemos observar gue o modelo viscoeldstico, com o para-
metro de colisdo ineléstico g=1, apresenta forgas aproximadamente 157 menores,
comparando-se com o modelo elastico. Nota-se, também, que durante periodos de

contato prolongados aparece um segundo pique de forga. © grafico da Figura 5
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representa a influéncia da razdo da massa B da esfera

e da base no valor da

forca méaxima de contato. A andlise apresentada foi feita para o modelo elasti-

co. Observa-se que para valores de =100 e ¥=1000, a forga maxima diminui

rapidamente em func¢do da razfo da massa B. Para valores de y pequenos, a forga

méxima de contato pouco depende da raz#o da massa.

FORCA DE CONTATO (N )

2450 [ T T T 1

1225 |

—  eldstico

¥= 100

viscoeldstico

| 1

L
o] 055 L1

1.65
xE-04
TEMPO (s )

Figura 4. Forga de contato durante a colisio

FORCA MAX DE CONTATO (N )

T T T T LI T T
2800 [ e=1 .‘
2300 | -
1800 | A
| | | =i L 1 W PR
.05 .35 oy 2 |

Figura 5. Forga méaxima de contato em fungio da razdo de

massa f, caso elastico
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X, Y (m/s)
I L T

IV III
Bl Pl i
111
IV
=1
1 1 I 1 1 1 ] -‘
0 5.5 Il .65
E-05 - E-04
(a) TEMPO (s)
%,Y (mA)
| T T T T T T T T ]
0 ' IV 111 11
'X 111
Iv
22 B -
| al: L 1 1 | 1
0] 55 1.1 1.65
E-O5 E-04 E-04
(b ) TEMPO t'}

Figura 6. Velocidades nos centros da esfera X e da base Y para
a) modelo eldstico e b} modelo viscoelastico
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COEFICIENTE DE RESTITUIGCAO

0 coeficiente de restituigdo da energia cinética da esfera é definido como a
razio da velocidade antes e depois da colisio. Como a velocidade antes da co-
lisio & constante e igual a | m/s para todas as simulagbes, isso significa que
a velocidade da esfera depois da colisdo representa o coeficiente de
restituigo. A velocidade da esfera depols da colisio pode ser observada na
Figura &, onde as linhas continuas representam a velocidade da esfera e as li-
nhas pontilhadas, a velocidade da base. As velocidades correspondentes da es-
fera e da base sio marcadas pelos mesmos nimercs romancs, onde os nimeros cor-

respondem os seguintes valores da razdo da massa B:

a) Curva I: B = 0,25, b) Curva II: B8 = 0,5, ¢) Curva IIl: B = 0,75 e d) Curva
Iv: g =L

A influéncia da raz@o da massa B no coeficiente de restituigdo, para diferen-
tes razdes de rigidez y, & apresentada na Figura 7, onde as linhas continuas
representam o modelo elastico e as linhas pontilhadas o modelo viscoelastico
com o parfmetro de colisfo inelastico q=1. Esse grafico mostra ampla variaglo
do coeficiente de restituicdo, comegando com valor 1, onde praticamente ndo
existe perda de energla durante a colisio para o modelo elastico, chegando a

valores perto de zero para valores de y=1000 e B aproximando-se de 1.

0
7=

e J ]
F:100

B} = —_— 4

6| —— ELAsTICO

——— VISCOELAST.
4} .
5 ~._ F:=1000
i L “: L ‘-\‘\ 1
o 2 4 6 8 I B

Figura 7. Coeficiente de restitul¢giio em fungdo da razdo de massa B
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EXPERIMENTOS

Bancada Experimental. Para verificar os resultados da simulagio, fol projetado
uma bancada de testes que permitiu medidas experimentais do tempo de contato

da esfera com a base e do deslocamento da base durante a colisdo.

A bancada experimental apresentada na Figura 8 consiste em uma esfera | que
colide com a base 2. A parte central da base 2 tem uma massa chamada massa da
base que fica suspensa por um anel fino, o qual liga a parte central da base
com o anel externo da base. O anel da base & fixo no suporte sélido 3. Embaixo
da parte central da base 2, encontra-se um sensor de deslocamento foto-6tico 4
fixo no suporte 3. A esfera | ¢ sustentada pelc Im4 5 fixo no suporte 6 da
esfera, O suporte da esfera permite a regulagem da posigio da esfera em
relagdo a4 parte central da base 2. A alavanca 7 desloca o imid 5 para cima,
afastando-o da esfera e permitindo a queda livre da esfera. A distAncia entre

a esfera segura pelo imd e a base determina a velocidade da colisio da esfera.

T

/l/"/ T,
v e ——— |
D T T T T T T T T T T T L T T W T Y

==l \

Ol

i
\\

Figura B. Esquema da bancada experimental para a colisdo

Para detectar o tempc de contato entre a esfera | e a base 2 fol montade um

pequeno circuito elétrico que consiste em uma fonte elétrica 8 e um resistor
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ligados através de um fio elétrico fino com a esfera de um lado e com a base
de outro lado. A esfera durante a colisio fecha o circuito, o que foi regis-
trado pelo osciloscépio digital 9. Para medir o deslocamento da base usou-se
um sensor fotoelétrico 4, O fotosensor & composto de um emissor de luz e um
fototransistor. Uma pequena lamina, fixa em baixo da parte central da base 2,
obstrui o feixe de luz que sai do emissor de luz na diregio do fotoresistor. O
deslocamento dessa l&mina varia a quantidade de luz que chega ao fototransis-
tor, variando a tensfio elétrica na salda do fotoresistor. Essa tensfo elétrica
é proporcional ao deslocamento da lamina, o que significa que ¢ proporcional
ao deslocamento da parte central da base 2. Essa variagdo de tensfo & regis-
trada pelo osciloscéplo digital 9.

A calibragio do conjunte do sensor fotoelétrico é feita estaticamente,
aplicando-se forgas na parte central da base para criar o deslocamento da mes-
ma. O deslocamento ol medido usando-se um relégio comparador com precisio de

1 micrometro.

0Os sinais do deslocamento e do tempo de contato foram registrados simultanea-
mente pelos dois canais do osciloscépio digital. Os sinais registrados pelo
osciloscépio foram transmitidos para um microcomputador Apple, usando-se uma

placa de comunicagdo universal GPIB para futuro tratamento e analise.

Resultados Experimentais. Os exemplos dos resultados experimentais registrados
pelo osciloscopio digital encontram-se apresentados na Figura 9, onde a linha
A mostra o tempo de contato da esfera com a base e a linha B ¢ deslocamento da
base. Os graficos foram [eitos para diferentes diiAmetros da esfera, onde o
grafico a) para a esfera de 25 mm e b) para 32 mm. Em todos os casos, a velo-
cidade de colisdo foi igual a | ms/s. Os valores registrados pelo osciloscopio
digital, em seguida, foram transmitidos para o microcomputador para o futurc

tratamento.

Depois do tratamento, os resultados em forma grafica foram apresentados na
tela do monitor do microcomputador e impressos pela Impressora, como podemos
ver nas Figuras 10 e |l, onde as linhas pontilbadas representam os resultados
experimentais e as linhas contlnuas, os resultados da simulagdo. Os desloca-
mentos da base sfo apresentados em fungdo de tempo durante o periodo do conta-
to da esfera com a base. Na Figura 10 apresentam-se as deflexdes para varias
velocidades de colisdo, sendo na Figura 10a para a esfera de 25 mm de didmetro

e na Figura 10b para a esfera de 32 mm,
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A Figura 11 mostra as comparag@es entre os resultados experimentais e os da
simulagdo digital, modelos elastico e inelastico com o parametro de colisdo
inelastico g=1. A Figura lla representa os resultados para a esfera de 32 mm
de didmetro que colide com a base com wvelocidade de 1,5 ms/s e a Figura llb,
para esfera de 38 mm de diiAmetro e velocidade de colisic de | m/s. Esses gra-
ficos mostram que o modelo viscoeldstico € mals préximo dos resultados experi-

mentais do que o modelo eldstico.

T

3 (mv) PARA CANAL- A -
IIE Imy} PARA CANAL- B -

i

- 64 (Ms) T

3 (my) PARA A
IIZ {mv)} PARA B b

€4 (Ks) £

(b

Figura 9. Reproducido dos sinais de osciloscépio para esferas de
a) 25 mm e b) 32 mm
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y (m)
az [ T T I ! I ~
E-05 Yo &
- — SIMULACRO Yori & i
s EXPERIMENTAL |
1728 | Wi \
E-08
Vp=0.8
B ko =
E_os I— ; i 1 i [l 1 1
o 3.6666 7333 1.1
E-08 e el
TEMPO (S )
(o)
y (m)
4 ' T T J ! A
E-05
A1 o
E-05
— SIMULACAD
...... EXPERIMENTAL
_2 ]
E_os : ' | L 1 1 1
> 6. 6666 1.3333 2
£-05 E-04 E-04
TEMPO(S)

(b}

Figura 10. Deslocamento da base y para esferas de diametro a) 25 mm e
b) 32 mm, com velocidades de colisfo Vn variadas
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Y {m}
4.2 L T T T T T 1 e R
E-05 g
_ ELASTICO
I VISCOELASTICO
L .
E-05
B — simulogdo =
experimental
_2 s =
E-G8 1 i 1 1 | 1 |
o} 6 1.2 1.8
E-05 E-04 E-04
TEMPO (s )
[a)
Y (m)
71l R T = T T T | I T
E-O5
e ELﬁsmq
: VISCOELASTICO
| I
| Sy - - =
E-05 ;
. simu r._lcéo
experimental
-5 L .
E-06 L 1 1 | L, | L 1 1
8] 6.6666 1.3333 2
E-05 £-04 E-
() TEMPO ( s )

Figura 1l. Deslocamento da base y para esferas de a) 32 mm e b) 38 mm
com velocidade de colisio v°=1,5; 1,0 mss respectivamente
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CONCLUSOES

Comparandc-se os resultados experimentais com os resultados da simulagio digi-
tal, podemos afirmar que o modelo matematico apresentado ¢ bastante preciso
para a analise paramétrica da colisdo, entre uma esfera de ago e uma base com

a rigidez variavel.

A variagdo abrupta do tempo de contato revelgla pela simulagic digital foi

confirmada pelos experimentos.

Constatou-se que a rigidez da base influi, de maneira significativa, nos para-

metros de colis8o.

O medelo viscoelastico altera nao somente a forga da colisdo mas também o tem-

po de contato.
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RESUMO

Realiza-se um estudo experimental de vigas de concreto armado sob o impacto
transversal de um corpc rigido. 0 modelo fisico é uma viga de secdo quadrada,

engastada e livre, percutida transversalmente por uma esfera de aco. Um estudo
via computador é também conduzido para servir de base a interpretacdo dos

resultados sob a otica da equacdoe integral de Timoshenko e com as deformacdes
de contato de acorde com a relacdo de Hertz. 0s resultados permitem a
identificagdo da influéncia da variagdo da massa e velocidade da esfera no
processo de colisda, do comportamento geral da viga e da sua armadura e da
amplitude, variagde e duragdo da forga de contato,

Palavras-chave: Impacte - Impacto Transversal + Vigas de concreto armado
Acdes Transientes - Dindmica Estrutural

ABSTRACT

One reports an experimenlal study on reinforced concrete beams under
transversal Impact of a rigid body. The physical model is a campled-free
member with a square cross section stricken transversally by a steel sphere.
An analytical study is also made, through a specially developed computer
pragram, to spread the understanding of the results, under the view of
Timoshenko's inlegral equation with the contact deformations according to
Hertz taw. The results allow to identify the influence of the sphere mass and
velocity variation on the collision process. the general behavior of the beam
and its reinforcement and the rmatn trends of the contact force.

Keywords: [mpact - Transversal Impact - R-C Beams - Transient Loads
Structural Dynamics
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INTRODUCAO

2 problema do impacto tem sido estudade sob diferentes formulagdes no que
cancerne  ag  entendimente do fendmeno. Os  trabalhos iniciais consideram os
elementos envolvidos como corpos rigidos e usam equagdbes de equilibric de
impulse e de momento linear. Posteriormenle, os aspeclos vibracionais sio
observados assim come os efeitos multi-dimensionais de propagagio de ondas de
choque e de distribuigdo de tensBes na regido do contalo. Desenvalvimentos
subseqiientes analisam o comportamento dos corpos em colisio aiém dos limites
elasticos dos respectives materiais usando modelos da teoria da  plasticidade
[1-9]. O problema, entretanto, estd longe de ter uma caracterizacio ampla e

profunda.

Dlhando-se de oulra maneira, o complicado processo de transferéncia de energia
durante o impacto requer uma solida base de estudos experimentais nos quais o
comportamento do sistema é investigado sobre um modelo fisico. Entre os
trabalhos experimentais mencionam-se: o de Mason [1] gue considera o impacto
elastico e inelastico de corpos rigidos sobre vigas simplesmente apoiadas; o©
trabalho de Croock [2] com observagtes piezoelétricas sobre a forga de contato
entre cilindros bem como entre esferas e placas de ago; o desenvolvimenio de
Schweiger [4] para confirmar uma teoria aproximada para impacto central; e o
de Bayer [5] que estuda a colisfo entre uma esfera em queda livre & uma manta

de borracha disposta sobre uma placa rigida.

Da-se prosseguimento a uma investigagdo anterior [10] que considera o
comportamento de vigas-colunas de ago sob impacto transversal, focalizando-se
agora [11) a case de vigas de concreto armado para observar com mais detalhe:
a influéncia da massa e velocidade dos corpos em colisdo; o nimero e a duragio
dos periodos de dontato e a amplitude e variagdo da forga de contato. Estes
aspectos, na opinido dos autores, precisam ser conhecidos por aqueles que
pretendem entender o mecanismo do impactoe em favor de uma anélise mais
consciente. Pilares de péntes sob a agdo de objetos flutuantes e o impacto de
estilhagos provenientes de explosdes internas em elementos estruturais de
prédios de  centrals nucleares so dois exemplos das viarias situagdes que

caracterizam a importancia do assunto.

0 modelo fisico ¢ uma viga de concreto armado, uma extremidade engastada e a
outra livre, percutida transversalmente por uma esfera de ago, E também
realizade um estudo analitico com base em um programa de computador com modelo

matematico calcado na equagio integral de Timoshenko e na lei de Hertz para a
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definigio das deformagdes de contato [6].

Os resultados permitem identificar o comportamento da viga e da sua armadura e

alguns elementos da forga de contato: aspecto da fungdio, duracdo e amplitude,

METODO DE ANALISE

Analise com Modelo Fisico, O estudo & realizade sobre viga em balanco de

concreto armado com 12 x 12 cm de seglc transversal, comprimento de 210 cm e
com as demais caracteristicas mostradas na Figura 1. A escolha de uma viga com
um extremo livre deve-se A intenclo de simplificar a aplicagio de uma carga

axial em trabalhos subsequentes uma vez que o comportamento de vigas-colunas é
o principal objetivo do projeto.
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Ec = 26300 MPao

Figura 1. Modelo da Viga de Concreto Armado

A viga ¢ percutida transversalmente por esferas de ago com massas e

velocidades wvariaveis, (Ml,\'-’l). e a resposta do sistema # captada com o

arranjo de instrumentagdo mostrado na Figura 2 cumprindo as seguintes tarefas:

. acelerdmetro n.l - aceleracdo da esfera;

. acelerémetro n.2 - cinemética da viga;
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extensdmetros - deformagido do ago;

circuito n.3 - duragio do contato.

—
ESFERA DE ACO
ACELERCMETRC mn 1 / ACELEROMETRO n. 2
PR 437 £ S BK. 43T
PAE_
AMPLIFICADOR -1
NiEA B.K 2638
DISPARADCH
0SCILOSCOMIG
HE R GIRGUITO n 3 TEKT-584

W,
1
L5V

SELETOR DE CANAIS
SHINKOH - PET/ES
et e e )

PRE ’_J—
AMPLIFICADOR
EXTENSEMETROS KL-10-A4

Figura 2. Esquema da Instrumentagio

A aceleragio da esfera ¢ usada para medir a interagfio entre os dois corpos em
colisdo, isto e, para avaliar a fungic do tempo da forga de contato; a
aceleragdo e o deslocamento do arcabougo de concreto e a deformagio do ago dio

indicag@o do comportamento da viga.

Andlise com Modelo Matemiatico. Este modelo segue a equagio integral de
Timoshenko que simula o impacto central de uma esfera sobre uma viga,

combinando a lei de contato de Hertz com a equagdo de movimento da viga:

P A0
2
. i t el @j[c) 1
= Vi- M Fc('r](t-'r]dt- by E Fc(r)sen w ’J(t—'r}d't

1
y = J«F(Emg -
6, ) & 1]

(1)
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. oalt) aproximacgdo relativa entre a esfera e a viga

7 F‘clt) fungdo representativa da forga de contato

.V velocidade da esfera no primeiro contato
.m massa distribuida da viga

o comprimento da viga

; “o.J j-ésima freqiléncia natural da vig'a

: ¢J j-¢sima modo natural da viga

s g coordenada do ponto de contato

2 - fator constante

A relagdo de Hertz foi formulada para corpos ndo vibratbrios, Entretanto, como
o perfodo de tempo gasto pelas ondas de tensda para atravessar a regido de
contato & extremamente menor que a duragdo do pulso de contato, aquela relagdo
permanece valida pelo menos para os casos de corpos sob vibragic elastica.
Esta equagde nac linear (1) é integrada passo a passo considerando-se os dez
primeiros modos de vibragido e um intervalo de integragdc At = 2 x 10-55. menor
que um vigésimo do décimo periodo natural da viga e muito bem ajustado 2a

duragido do contato, 107%.

Programa de Testes. A viga de concreto & analisada sob o impacto de esferas
com trés valores de massa: l\.{l = 0,612 kg, Mz = :',M1 e Ma = gul,

Para cada esfera trés velocidades iniclals sdo usadas: 1}1 = 0,60 m/s, {;z = 2‘;"1
e \«’3 = 3\?:. Desta maneira, o maior momento linear & 27x ¢ menor ¢ a massa da
esfera ¢ mantida pequena comparada & da viga, ~1/15; & assim assegurado um
comportamento elastico e a ocorréncia de contatos simples. O modelo matematico
¢ ajustado para apresentar o mesmo periode fundamental que o modelo fisico,
10,9 Hz. e a resposta obtida para os mesmos casos de massa e velocidade que o

modelo flsico.

APRESENTAGCAO E ANALISE DE RESULTADOS

Avaliagdo dos Modelos. Inicialmente, a freqliéncia fundamental, fol, e o
coeliciente de amortecimento critico, E‘. sdo determinados ‘a partir de um

teste de vibragéo livre com o modelo fisico.

f =109 Hz e g =003

A freqgiiéncia fundamental do modelo matematico & ajustada para 10,9 Hz e as
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proximas nove freqiiéncias séo calculadas:

i 2 3 4 B & 7 8 9 10
r f 6,3 17,6 34.5 5% 85,3 119,2 158,6 2037 254

al el

0s resultados numéricos cbtidos nos diversos testes estdc reunidos na Tabela
l: para o modelo matematico, a massa da esfera & variada ate 100 Ml. Os
resultados mostram uma concordéncia muito boa entre os dois modelos. Naguela

tabela, o impulso total de contato, I, & definido como:

l—‘vJF-dl (2)
©

e estd normalizada em termos de um impulso basico | = m-g-£-T o Que pode
a a,

ser entendido como o produto do peso da viga por seu periode fundamental de

vibragio.
Tabela 1. Resultados Numeéricos dos Modelos
F max/kN t 2107 1710 1o V /mim
Mi Vi = % <
e ¥ gy () (1) (2) () (2) (o (2
1 1 2,60 3,07 0,40 0,38 7.8 9,7 0,22 0,25
2 6,84 6,88 0,33 0,34 18,5 19,2 0,44 0,43
3 12,85 .07 0,28 0,32 28,7 28,6 0,68 0,76
5 1 8,32 8,50 0,64 0.64 43,6 44.5 0,94 1,20
2 20,00 9,13 0,53 0,56 86,5 87,4 1,95 2,36
3 31,04 40,72 0,49 0,52 123,4 129,6 2,70 3,37
9 1 12,03 1,40 0,67 0,76 64,9 69,7 1,55 1,77
2 2574 25,54 0,59 0,66 123.2 136,7 3,18 3,56
41,60 40,92 0,55 0,62 182,5 202,4 4,74 5,29
100 0.1 - 1,71 = 2,82 - 30,7 - 0,82
0.3 = 6,11 - 2,64 = 37,2 - 2,32
M, = 0.612 kg 'L'I = 0,6 m/s To = még T A
o,
(1) Modelo Fisico 12) Modelo Matemdtico
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Mecanismo de Impacto. As agdes desenvolvidas durante o impacto sdo estudadas
diretamente sobre fotografias da tela do osciloscépic como as que sAc copiadas
nas Figuras 3 a 5 para o caso de massa da esfera M3 e velocidade \-f’z. Na Figura
3, apresentam-se os perfis da aceleragido maxima da viga, na segio de [mpacto,
S]. da aceleragio da esfera, a. da deformacio da armadura da viga, €. na
se¢io 5“. e da duragao do impacto, tc‘ A Figura 4 inclui o deslocamento da
viga, v, em Sl. e a deformagido do ago, €. para duas escalas de tempo
diferentes. Pode-se observar que o impacto consiste de um unico choque com
duragdo da ordem de l(‘.'_3 segundos; isto & verdade mesmo para massas da esfera
da ordem de grandeza da massa total da viga. Depois de variar as
caracteristicas dinamicas do modelo matemdtico, conclui-se que a existéncia de
um impacto com chogues miltiplos depende também, de forma marcante, da

freqiéncia fundamental do sistema.

A duragdo do contato corresponde a 1/200 do periodo fundamental da viga. Para
os casos estudados, esta duragdo aumenta diretamente proporcional ao valor da
massa percutidora e inversamente com a velocidade de impacto. Para esta
relativa pequena duragdo de contato, podia-se esperar que a Viga permaneceria
praticamente em repousc durante o choque e isto € confirmado na Figura 4b onde
o tempo de contato corresponde a 1/20 da primeira divisdo horizontal da tela.
Olhando-se novamente o trago da aceleraciio da esfera na Figura 3b, que & uma
representaglo indireta da forga de contato, Fc. nota~se uma fungo em forma de
sino com um tempo de decaimento, td. ligeiramente maior que o tempo de subida,
tr. O exame de outros resultados, que nio podem ser apresentados por limitagao
de espago, permitem estimar-se um valor médic para t:I = 0,55 tcg esta segunda
parte da curva decresce em curvatura e cresce em duragdo com massas crescentes
da esfera. A amplitude da forga de contato é muito alta; para o caso da Figura

3, por exemplo, Ma =55l kg e \"2 = 1,2 m /s, & obtida uma intensidade de 27kN.
Examinando-se os resultados na Tabela | pode-se ainda afirmar que:

para uma veloccidade de impacto crescente, a forga de contato, F, e o
c

impulso total, I, aumentam e a duragfo do contato, tc, diminui;

. para uma massa percussora crescente, sdo majorades os valores de F, I, e
. c
t

-3

para um valor constante do momento linear, W. as duas grandezas F e |
<
decrescem e t aumenta, quando a massa da esfera ¢ majorada e, conseqliente-
[

mente, a velocidade reduzida.
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Comportamento da Viga. O concreto e o ago apresentam uma resposta sclidaria
sobre todas as respostas registradas, De maneira geral, a resposta da viga
apds o impacto pode ser caracterizada ao longo de duas regifes distintas. A
primeira, imediatamente apts o Impacto e com duragio de um perfodo fundamental
i viga, quando modos de vibragdo mais elevados s3o mobilizades, dominam a
resposta e, subseqiientemente, sfio amortecidos. A regido seguinte ¢ identifica-
da pela presenca de um unico harmonico com freqiléncia igual & fundamental da
viga.

Observando-se, agora, especificamente o registro da deformagdc do ago, ce. na
Figura 3b, & possivel identificar o inicio do movimento da viga através de uma
componente de lregiiéncia bastante elevada - periedo tAo pequenc quanto o tempo
de contato, No mesmo registro, junto com o da Figura 4a, notam-se variagdes
significantes na tensdo do ago - 20 MPa - para a relativamente pequena energia

de impacto usada.

Voltando-se a colhar o deslocamento maximo da viga, v , na Tabela | verifica-se
v
que ele varia linearmente com a velocidade de impacto, mas nfo com o valor da

massa percutidora.

Impulso e Energia. A energia transferida para a viga até o fim do contato, KV.
que & também igual ao trabalho realizado pela forga de contate no mesmo

intervalo de tempo, pode ser escrita como:

M 2 52
Kv =5 (v —Vf)
t
T s o v?
vf:v—ﬁ Fc(t.)l:lt=\r-’:' e, com K:=T
o
K = 1\':[1 = L] - |\'.r[1 = Q'—Ei—m] (3)
ke 2MV ¢

Assim, confifma-se que a grandeza principal para orientar o entendimento do
processc de transferéncia de energia da esfera para a viga ¢ o impulso total
ke

t
C

W= J }'(l‘.tl\;’dt =W (4)

o
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sendo W interpretade como o trabalho realizado pela forga de contato através
<

do movimento de corpo livre da esfera durante o contato, Desta maneira,

0,25 W

<
KV = |i- - Wc (5)

T

Prosseguindo o estudo, relaciona-se o impulso I aoc momento linear M\'F. Figuras
5.6 e 7. As duas primeiras figuras mostram exemplos da forga de contato, F ,
c
versus tempo, para os dois casos, modelo fisico e matematico. Inicialmente,
estes graficos s3c integrados e comparados na Figura 7. Nota-se que, para a
massa da esfera constante, hd uma relagdo linear, tg B, entre L e M\'.n': assim,
os valores de tg 8 e M/mt sdo analisados e uma relagdo empirica é encontrada,

sendo ilustrada na Figura 8 e lranscrita a seguir:

0,35

tg B = 2,0 - 1.53[]1-};] (6)

Finalmente, o impulso pode ser escrito:
I =MV 1igB 7)

Para baixos valores da massa relativa M/mé, tg B aproxima-se de 2,0 o que
indica um impacto elastico perfeito. Toda esta aproximagho estd obviamente

associada 4 faixa de valores de MV considerada.

1
O, /
tei0® matraiv b i
§ U (RN N —
e Ji= \ | | J
ot o8 W0 1.4 (X ] (Y lo" L]

Figura 5. Modelo Fisico. Caso M:‘,\lr'2
Aceleracio da Esfera, a
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tg P4
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Figura 8. Equacgdo Empirica para tg B

Anilise Dinamica Simplificada. Como a duragdo do contate & muito pequena em
relagdo  ao periodo fundamental de vibragdo da viga, caracteriza-se um
comportamento de sistema flexivel no qual as forgas de massa sdo predominantes
e ps valores maximos de resposta em deslocamento ocorrem apds a carga ser
removida., Em tais casos, o deslocamento maximo de um sistema com um grau de

liberdade, com freqiléncia [ e rigidez k, pode ser escrito assim:
L3

Como um exemplo, aplica-se esta idéla ao ensaio ilustrado nas Figuras 4 e S

P =109 He K = 3B £ (0,798) = 174,8 kN/m

M, = 5,51 kg ; \'!2 =12 m/s; mé=T413 kg
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0,35

Equaciio (7) » | = 5,51x1,2x({2,0-1,58(5,51+74,13) | = 9,0 N-s

fv] .. =0392x90x10°=35x10"m

max

Este valor confere muito bem com os resultados obtidos dos modelos fisico e
matematico, 3,18 e 3,56mm, respectivamente, na Tabela 1, bem como todos os

demais casos estudados.

CONCLUSOES

A discussdo anterior permite enunciar a< seguintes afirmagdes conclusivas
quanto ao comportamento de vigas de concrete armado sob impacto transversal

elastico:

. 0 modelo matematico de Timoshenko é muito adequado para simular os casos

ensaiados;

. a forga de contato pode ser representada por uma fungioc em forma de sino com
o tempo de decaimente maior que o de crescimento; esta assimetria & mais

acentuada para massas percutidoras maiores;

a forga de contato atinge amplitudes muito elevadas, maiores que 1000 vezes

o peso da esfera, mesmo para velocidades relativamente baixas; esta forga &

varias vezes maior que a capacidade de resisténcia estatica;

-3 : e
a duracdo do contato ¢ da ordem de 10~ segundos variando positivamente com

o crescimento da massa percutidora e negativamente com o da velocidade de

impacto;

a armadura trabalha solidaria com o concreto e experimenta sensiveis
variagdes de tensdo em relagdo as tensBes de trabalho, mormente nos

instantes iniciais do movimento;

todos os testes resultaram em um Gnico impacto simples apesar da massa da
esfera ter sido variada até igualar a massa total da viga; c numerc de
impactos depende ndo s6é da massa relativa mas também de outras caracteristi-

cas do sistema percutido;

a participagac dos modos de wvibragao da viga, além do primeiro, & limitada a

um curto espago de tempo menor que o pericdo fundamental;

o impulso total do impacto pode ser avaliado a partir do momento linear

percutidor e isto permite fazer-se uma estimativa bem aproximada da resposta
da viga.
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RESUMO

Neste trabalho é proposte um procedimente muito simples que permite a obtencio
de solugdes aproximadas para Problemas de Riemann associados a equac¢des do
tipo dus/dt + 8f/8x = 0; f = f(u). O método consiste em se buscar solucdes
aproximadas num certo espaco (este espaco & formado por lodas as funcfes
constantes por partes). Este procedimento ird agilizar e tornar econdmica a
aplicagdo do Métode de Climm quando a equacdo acima estiver sujeita a uma
condigdo inlcial qualquer. A titulo de ilustracfo, duas situacbes particulares
sdo estudadas.

Palavras-chave: Problema de Riemann - Solugdo Aproximada

ABSTRACT

In this paper it is presented a very easy procedure in order to obtain
approximated soluiions to Riemann Problems associated to an equation like
du/dt + 8f/8x = 0; f = ftu). The method consisls of looking for approximated
sclutions (generalized) that belong to a given space (this space consists of
all pilecewise constant functions), This procedure will be useful when
employing Glimm’s Method for solving the above equation subjected to any
initlal data. As examples, we study two particular situations.

Keywords: Riemann Problem - Approximated Solution
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INTRODUGAO

Muitos fendmenos fisicos sd3c matematicamente descritos através de leis de
conservagio. A conservagido de uma quantidade escalar u (que & fungdo das

variaveis escalares x e t) tem sua forma diferencial expressa por

fu a

g{+alﬂu]l=0 )

sendo esta forma local proveniente do balango integral

x
2

EJ> uodx + I‘[u{xz}} = flll[xllJ =0 12)

xl
Varios problemas podem ser formulades através de equagfes diferenciais
similares a (1). Umn exemplo de grande importancia & a equagic de Buckley-
Leverett, a qual descreve a evolugdo do campo de saturagdo num escoamento
bifasica no interior de um meio poroso rigido [1}, Outro exemplo importante
prede ser encontrado na modelagem do problema de trafego de wveiculos numa
rodovia [2], onde a fungice u representaria a densidade de velculos (nimerc de

velculos passando pela posigdo x no lempo t numa certa rodovial
Seja entao o seguinte problema de valor inicial

By - @

T B [flull = 0

{(3)
u{x.1=0] = uaixi

No casa de ['(u) n3oc ser uma constante a solugdo (generalizada) do problema

(3} pode apresentar ondas de chogue.

Um dos métodos numéricos malis eficientes para a simulagiio de problemas com
ondas de c_haque ¢ o Método de Glimm [3,4], o qual foi especialmente construide

para problemas com choque.

Apesar de comprovadamente eficiente, o Método de Glimm tem como inconveniente
a necessidade de se conhecer a solugdo do Problema de Riemann associado, o

qual & dado por [3]
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du 8

av i [f*(u)]l =0 —o{X<w

ulx,t=0) = = constante %<0 (4)
ulx,t=0) = ull = constante x>0

para todo u e u dados. Em (4) a fungio f*(u) € tal que lf’(ul![un-uLl é a
envoltéria convexa de lf(u)l{lli—uL) entre os estados u e u. A solugdo

(generalizadal de (4) depende apenas da razdo x/t (ulx,t)=0(x/t)).

0O objetivo deste trabalho é& apresentar um procedimento numérico para a

obtengdo de solugdes aproximadas para (4).

Este procedimento fornece de forma rapida uma solugio aproximada a(x/t] para o
problema (4) (mesmo nos casos onde a fungdo f(u) possua muitos pontos de
inflex8o e muitos pontos de maximo e minime) sem que seja necessaria a
determinacdo da fungdc f*(u), o gue torna mais simples e econdmico simular um

problema como (3] através do Método de Glimm.

Vamos nos limitar neste trabalho a discutir as solugdes aproximadas para (4),
uma vez que a aplicagdo do Método de Glimm € bem ilustrada na literatura
13,4,51.

A SOLUGAQ APROXIMADA

A solugdo aproximada para o problema (4), denotada aqui por le/i]. pertencera
a um espago de fungBes constantes por partes, possuindo um maximo de [N-1)

descontinuidades.

0 primeiro passo para a construgdo desta scolucic aproximada ¢ a escolha da

seqiféncia de estados {u!)l_l i cujos N elementos sao tais que:

i) (uR-uLJu] < (ug-“l.]um " i=1,2,...,N=1

O segundo passc consiste em se caracterizar a fungio giv), que sera usada mais

adiante. Esta fungdo é tal que

(uR-ung(v) = sup [hlviGuR—ULll . vebD (5)
hEH
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onde D & o intervale fechado lrnin!uL,uR!.maxluL.uRJ} e as fungies heH sao tais

que
{.3 IhtBaﬂl—ﬂ)hl!iuR—uLl < |ehtalm—o]hthu:u“-uLl ; 8€l01],.abeD

il 1hlu]l]lup—ul) = [f[ullllu“-ul—] & El B vn N

= A
A solugdo aproximada wix/1) sera dada por

Blxot)

= w 5e s < x/1L<s % k=2.3.....M~1
k k-1,k Kokl
A ! L
wix/tl =0 = u se x/t < s (6)
| L 1.2
A
wix/l) = w =u 5 5 < xt
M R M-1,M

onde a veincidade de propagagao s.-k e & caleulada por

flw J=flw )
K+l k
W e e i k=12, ,M-1 {(7)

A seqiéncia tuui ¢ formada pelos estados u, tais que t‘tull=g(ull. sendo

w=1,M
crescenle se uL<uR e decrescente se uL<uR. Esta seqliétncia & tal que w8

W= 0 numero inteiro M ¢ o namero de estados 4, tals gue f[u1}=g(u|1.

Mais adiante sera apresentado um algoritmo muito simples para a construgdo da

seqiiéncia (w )

ti iéncia (u )
R ir da seqiiéncia |( s

1N

CONVERGENCIA

A :
Vamos mostrar agora que a solugdo aproximada w(x/1) estara proxima da solugdo

exata 0(x/t), para N suficientemente grande, no caso em que a seqiléncia

(ulll=l“ tem seus elementos dados por
1=l ;
el T (uﬁ—uL) [N--L] i j=1,2,...,N (8)
Uma vez definida a seqgiléncia lu‘lmN e conhecida a fungdo fl(u) podemos

construir a seqléncia (@ )

i 3 qual .aos fornecerd a solugdo aproximada
B(x/1),

Proposicdo 1: Se, na scluglo exata, dois estados u' e !.1‘,l (respectivamente 2

esquerda e a direita) sdo conectados por um choque com velocidade s entdo
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existira, na solugdo aproximada, um choque com velocidade s conectando os

estados constantes woew . de tal forma que

'53
|wk-—u!| <A
(2)
- ¢
|wk uqi A
|]s-s| < C & (10)
onde
u _-uo
R oL
&= P (1)
Prova: Primeiramente ¢ precise caracterizar os estados wk ] wk”, Definimos
entdo o estado @, atraves da seguinte relagio
|@-u | = min |w-u | . (121
k1 f R 5
w
]
onde os u] s3ou estados tais que
[uj-ut[ <A (13)

A existéncia de pelo menos um estado w] com a propriedade [(13) & garantida,
para N grande, uma vez que sempre existira um estado u (tdo préximo quanto se

queira de ufj tal que f'l|11)=f“{u|}, o que implicara em u e (w )

Kk=1M
Seja agora definido o estado @ de tal forma que
|w1-u£| = min l“’,"’tl (1)
w
1
onde agora os wj sao tais que
Jo-u_ | <& {15)
) n

A existéncia de pele menos um w] satisfazende [(15) é garantida pelo mesmo

argumento anteriormente usado,

Falta apenas mostrar gque o indice k, na equacdo (12). e o indice i, na equagio
(14), sio tais que i=k+l. Para isto & precisoc mostrar que npdo existe w tal
n

que
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@l =} € lu-ul)<wly=-u) (16}
kK B L n R 1 LI H

Considecando (12), {131, (14) e (15) podemos conciuir que Se exislir w  salis-
n
tazendo (16) entde este estado sera tal que w e ln'lin(ue.u,tﬂa.max{u o l-al
n 5
[para que se garanta que este estado nic é candidatn a minimicaia em (12) ou

[14]). lIste implicaria em

flw )-Mlw ] Tilw )1-Tlw )
n & i n

> (17)
w - w -w
n k i n
0 que contradiz a caracterizagio dos elementos da segliéncia (uklk-lu & nos
leva a concluir que nido existe w satisfacendo (16). Assim WL
Varmos provar agora a desigualdade (10). Denctando por |f'|m“ o maior wvalor
absolute da derivada de flu), podemos escrever que
E{”u ) - glw) = flu ) - I'{u )+ 2| |m“ (g
glw, ) - gw) 2 flu) - flu) - 2|0 A (19l
ou ainda
g(wk.ll—gimk) f(ur‘}-flue} 2 m"
(u -u ) =7 < T + u-u, (un-—u bozo)
kel ok n ot $
glo  I-gle ) Flu )=flu,)  2[f |m” u,-u,
{u_-u ) = = > fu_-u } (21}
L g e U -u, u, R i
onde
glw )-glw ]
W = (22
kel &
”'—'q]"'f["'y)
e =5 (23)
R -

Assim sendo ficamos com

(uﬁ-uLls = {u“—uL) gra| e ] - T (24)
Kel ok kel k&
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{1JR~uLls z (UR_UL) 545 -] - (25)

Mas, devido a (9), teremos gue

u_-u u_-u u -u
R L T s
. - - - T P —-
24 o TG ] = l"" =R | Inﬁ ul_l z =24 7 =7 (26
kel k kel k el ¥
logo
{zay]s| 2jr] &
max e
=) los—+ 2 [u_~-u Ms-5) =
R L w b wh “ta) R L
kel kK kil &

nex
z (up—uLI 5 = - - (27}
L | k wki‘ ul
u que implica em
28 |f" ]m“t[ﬁl )
l;_sl = ———U = (28}‘

k+1 k

Considerando novamente (9) e levando em conta que |s|<|f{’| podemos escrever
max

que

A"

max

|s-s] < [DENED 129)

onde, para N grande, teremos que

ajri

max

e il 30
[u,-u,|-2a )

Proposigao 2: Se,na solucdo exata, dois estados £ (3 esquerda) e u (a direj-

ta) sdo conectados por wma rarefagio entio para f"{uelsx/tsf"(un] teremos que

lu_»
i1
|Stx/)-alx1)|dix/t) s CA 31

't )
14
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Prova: Uma vez que u, €u, sdn conectados por uma rarefagdo teremos que, entre

Hy €U, fluy=f®lu) e todos os estados 0 wnlre € u'_l (delinidos pela lormu-

¢
la (B)) serdoc elementos da seqiiéncia E”nl' Além disso para N suficientemente

grande existirdo w e w tais que
m n

|um—u£| <A
(32)
l”,.""'ql <A

utfup-uL] ¢ wmluP-UL] < UH{UR.UL) € url(uk—ull (33)

Uma vez que & & dado por (6) podemos escrever a integral que aparece em (31)

COMG

|

f'iu )
n

m.ms 1
|a{x/l)-0¢x/l1tdix/ll = I Ium-ﬁleﬂldix/tl +

!'lu£! r'(ut?
fu )
"
+ |w -alx/t)|dix/t] +
n
s
n=1,.n
n-1 K ket
+ 7 |uk—ﬁ{x/ll|d[u/t] (34)
k=m-+1
K-1k

Para u « [min(um.uﬂl.max{um.w"]] a fungio lf"(u)l[up—ul) ¢ uma fungdo mondtona

estritamente crescente (na variadvel u). Assim sendo

[ﬂ{sk_llk)i[un—ul_) < [D{x/t”{un-ul_]' 4 {n[ﬁknkﬂll{uk-u[] )

Dara Tt € (Sl-l‘h‘sll.in!} - (35)
Sendo Ir'(ulltu“—uLJ estritamente crescente teremos que [f(u]][uk-u[_] sera

convexa (no mesmo intervalo) o que nos permile escrever

Fle J)-flw )
K+l ke
J (U"] % W - 3 sll.lu'l § lr‘{wbﬂlj
{36)
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As desigualdades (36) nos levam a

uk(un—uLl' < lﬁlsk.k’lillun—ul_} < mkH[uR—uL)

(37)
wk_ltu{uL) < [Q[Sk—l.k”{uﬂ-uL} 4 ”u(un-ul..)
Combinando (35) e [37) chegamos a
Ghl(un—uL] < !u(x/tll(uk—uL) < mw{uR~uLl i
para x/t € (sk—l.k’sk,hl) (38)
Subtraindo wk(un-utl da desigualdade (38) concluimos que
-(uR-uL)ﬁ 4 (ﬁ{x/t]--mh](un-uL) 4 {uR—uLm
para X/t € tsH ¢Sy I‘_1) (39
ou seja
Jatxst)-w | < & para x/tefs 5 (40)
k koL kel
Assim sendo
n-1 5 sl
: [. | |, -0txrtl[dixst) < L I (a1)
“tne

k-1,k

Vamos estabelecer agora uma cola superior para a primeira integral que aparece
em (34). Considerando o fato de que Il“{u}I(uR—uLJ & uma fungao estritamente

crescente para u £ {min(urw I.maxfur.u 1) podemos escrever que
m . m

uylu =u J < [Glxe/Uiu -u ) < lals Miu -y )
Fr oL L m,m+1 R L

para X/t € {t"lugl.s ) (42)

m,m+l
Al disse sabemos que

Mw 1=flw )
me | m

f'lu) ¢ M )¢ —————————— =g < Mw | 143)
! m Lo, o m,ms 1 mel

o que implica em

ulu -u ) ¢ w (u-u) < [dls Mu -6 ) €@ fu-u) (44)
'R L m R | mm+1 R L m:l R OL
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Ausim, combinando (42} e (44), teremos que

\ o [flxst i < W o
'lé’.'“H “1] Ll x J][up :|LI w"l‘!(llH ||l]

A X/ & [!"1-1#].': | 145])

el
Subtrainde w iup—ull da desigualdade acima chegamos
m

(ug=w Mo - ) < [dfx/t)=w My -1 ) < A&lu —u ) (46)
P m r L m R 1 B L

Considerando agora (321 e (33) concluimos que

||‘|[x/ll—uml A para %At € Ity i [47)

'
peS
£ nme

Este mesmo vaciocinio pode ser oaplicado ao intervalo (s parftu ) que s
(RN M ]

levara a

|olxst)-w | < A para x/t € Is Jun (48]
n nln a

Aplicando  as  desigualdades (47) e (48} as duas primeiras integrais do
somatorio em (34} £ levando em conta (41) chegamos 3 desigualdade (31), que e

expressa entio por

L TR |

1
J |$lx!t}-ﬂ(x/l]|d[x/t] <Ay -1, A (44)
f'!ufl

UM PROCEDIMENTO SIMPLES PARA A CONSTRUGAD DA SEQUENCIA ("kl

Vamos apresentar agora um algoritme  que possibilitard a determinacao  da

seqiléncia (r.ll}k]“, a partir de uma segiéncia iu.l Ly de forma muite
=1 -1,

simples

O primeiro elemento da seqliéncia h.ak)ll sera sempre

.M

W o= U o=y (50]
L

e os demais termos serdo obtidos atraves das desigualdades abaixo

flu )=flu i flu =1(u )
i Fay 1 1

1+
< A iz2
u -u u -u
(] i=-1 il i
(s
f{u )-flu P flu )-flu )
| i 3 i
< i i=2
u -u u_-u
IR £L W i
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As deslgualdades (51} devem ser testadas para rcada estado u, liz2 e ui?uk)

iniciando-se com o estado u, e indao até o estado v mais préxime de M-
L)

Seoum certo estado u ndo satistizer (51 entdo ele sera excluido da seqiiéncia
1

(u!]' a qual passara a ter um elemento a mencs. A nova segiltneia deve ser

reordenada e o teste deve comegar novamente, de =2 a i={l-1) fonde | & o

namero de elementos da nova seqgiiéneia).

Este processo deve ser aplicado alé que lodos os elementos da seqléncia
resultante satisfacam a (51}, Al teremos que M=l e a seqiiéncia resultante sera

a seqiléneia (w ] . onele wo=y
k k=1.M LU

EXEMPLOS

Com o ohjetive de ilustrar a utilizagio de metode apresentado neste trabalho

vamos apilca-io a dois problemas do tipo (4],

O primeirc exemplo # o Problema de Riemann

du o

- — (u+senl =

ot 5 {u+seninul) i}

ulx,0) = uos 0,9 X < 0 152]
ulx, 0 = He = 1,6 x>0

Neste caso € facil de se delerminar a solugdo exata O{x/l), uma vez que a

fungio F*lul assoclada a (52) ¢ facilmente obtida. A fungdo f*lu) ¢ dada por

u+sen(mu] -0,9s5u=-0.5
i) = u-1 0,5¢u<1,5 (53}
u+sen{mu! 1,5=usl,6

sendo 8 solugdo exata 0lx/1) dada por

-0, se  X/t=l+n cos(0,9n)
Glxt) = -glxsti se [+n cos(0,%91) <x/t<1 (54)
2-qlxst) se  l<x/t¢l+m cos(l,én)
1,6 s¢ I+ cosl],6n)=x/1
onde a funglo q € definida por
qly) = i arc cos Hy-Di/nl qly) € [0,n] {s5)
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Uma vez que a solugdu (generalizada) exata ul(x/t) é conhecida nds estamos
aptos a fazer uma comparagio direta entre a{x/t) e algumas solugdes
aproximadas a{x/t}. Vamos considerar, para efeito de comparagio, as solucées
aproximadas obtidas com N=2, N=ll e N=26 através da equacao (8], Utilizando

[8) e aplicando (51) obtemos as seguintes seqiiéncias {u.):

N+2 : tuk} = {-0,% L.,6) 1561
N=11: {w*] = (-0,%; -0,65; 1,6) (57]
N=26: {uk] =109 -0,8 -0,7. -0,6. -0.5 15 1.6} (58)

A Figura | apresenta a fungdo [(u) e as Tungdes glu) ohtidas para cada uma das
solugdes aproximadas. A Figura 2 apresenta uma comparacic direta entre a

5 A 3 :
solugio exata 0(x/t) e as solugdes aproximadas wix/t) (para N=2, N=Il ¢ N=26)

obtidas através de (6]

Figura i. As Tungdes plu) para N=2, N=1l e N=26
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N=26

4.

A

2/

s 5 X iy . A
Figura 2. A solugio exata 0 e as solugbes aproximadas

=2, N=I1l e N=28)

{obtidas com N
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Consideremos agora o seguinte Problema de Riemann

du a 5

::?_t s lu”) =0
ulx,0) = iy = 70
ulx,0) = i &= -1,0

®0 (59)

x>0

Neste Problema de Riemann (mais simples que o anterior) a solugio exata 0{x/t)

¢ continua, ou seja, os estados uL=2 e uR=—-! s3o conectados por uma rarefagio

sendo f(u)=f*(u} para u € [-1,2]. A solugdo exata (x/t]) & dada por

2y

Olx/) = | -

B =

]

[xs1)

se

s

5

X t=-4
~4ix/1e2 {601

25x/t

Considerando N=5 e utilizande a eguagdc (E) obiemos a seqliéncia (ulJ a qual

sera igual a segiiéncia lu‘J dada por

(wll = {2,0; L25

0,5

-0,25; -1,0) (61)

A Figura 3 apresenta a solugio exata Q{x/1) e a solugdo aproximada Bixsv)

labtida com N=5),
LT W w
]
1
|
: N=5
L]
]
i
]
]
I
x/t i x/t
s, 1 L e 1 1 : 1
-4 i -4 -2 L__I 2
'
|
S

Figura 3. A solugdo exata 0 e a solugio aproximada 3
(obtida com N=5)
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Se, no Problema de Riemann (59), considerassemos L‘-L=—l.0 e uH=2.0‘ teriamos

que a solugdo exata seria dada por

o 100 s€ ®te-1
alx/t) = (62)
2:0 se =1{x/t

- " SR, A
e, para gualquer Nz2 escolhido, a solugdo exata filx/t) coincidiria com w{x/t).
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EFEITO DA FLEXIBILIDADE DE DISCOS NAS
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RESUMO

0 presente trabalho visa investigar o efeito da flexibilidade de discos nas
freqiiéncias naturais de rotores, A formulacdo analitlica é baseada em um modelo
matemdtico do sistema eixo-disco admitidos como flexiveis, considerando também

o efeilo giroscdpice do disco sobre o eixo. As freqiiéncias naturals sdo cal-
culadas através de matrizes de transferéncia. 0 sistema é considerado sem

amortecimento ¢ com movimento em drbita circular. Realizou-se uma parte
experimental, a fim de se verificar a teorla desenvolvida, sendo abservada uma
boa concordincia nos resultados obtidos.

Palavras-chave: Fregiiéncias Naturais - Dinamica de Rotores  Ventiladores

ABSTRACT

This study is developed to include the effect of disc flexibility and
Eyroscoplc forces on the resonant frequencies of symmelric rotating shaft. The
shaft and disc are considered lumped masses and a transfer malrix analysis
technique is used to obtain the nalural frequencies. [t is found that disc
flexibitlty can significantly reduce the rotor critical speeds, particularly
at low speed of rolalion. Some general ceonclusions are presented. Analytical
results obtained by computer calculation were compared to the experimental
anes and good correspondance was vertfied.
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INTRODUCAO

Geralmente em aplicagfes industriais relacionadas com dinimica de rotores os
discos sdo tomados como rigidos. Quando eles sdo flexivelis comparados com a
rigidez do eixo, esta hip6tese pode introduzir um erro devido a interagio
disco-eixo. Portanto, & importante que consideremos no comportamento dinémico

do sistema, o rotor como um disco flexivel,

Dopkin e "Shoup [l1] apresentaram resultados sobre um rotor simétrico em
movimento estdvel usando matrizes de transferéncia. Hagiwara et alil [2]
também usou o método das matrizes de transferéncia para determinar a resposta
de um sistema eixo-rotor ao desbalanceamento. Nestes dois artigos o efeito

devido as tensbes iniciais ndo foram introduzidos.

Chivens e Nelson [3] desenvolveram um estudo paramétrico do comportamenta
dindmico de um rotor biapoiado. Suas equagdes incluem o efeito centrifugo e
foram resolvidas pelo método de Laplace. Eles mostraram que a influéncia da

lexibilidade ¢ mais significante na precessio indireta do que na direita.

Wilgen and Schalck [4), usando a técnica de Rayleigh-Ritz fizeram um estudo

paramétrico das velocidades criticas e instabilidades,

Loewy and Khader [5] usaram elementos finitos para um rotor contendoc pas
montadas em discos que foram modeladas pelo método da subestruturagio.
Utilizaram coordenadas generalizadas através do método de Lagrange. Aplicaram
o estudo a um exemplo industrial mostrande as influéncias dos efeitos

Giroscépico e de flexibilidade dos discos.

Lalanne et alii [6), estudaram um sistema eixo-disco e mancais flexiveis. As
energias cinéticas é de def ormagdo dos elementos foram calculadas, e o método
dos e.ementos finitos foi usado. A solugo das equagdes foram obtidas através
do método modal. O estudo foi aplicado 4 uma turbina & géis.

Desenvolve-se neste texto, a formulagdo para a analise de vibragdo em um
sistema rotativo composto de eixo-disco, sendo ambos considerados flexiveis.
Para estudar o sistema foi utilizado o método das matrizes de transferéncia
[6]. O modelo representa um rotor de um ventilador centrifugo de dupla
aspiragio, construido pela empresa Aerovento Tecnologia do Ar (Varzea Paulista
- SP).
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Modelagem Geral do Sistema. O equacionamentc do sistema real mostrado na

Figura 1, foi realizado através do modelo simplificade da Figura 2.

A técnica empregada foi a de subdividir o disco em k anéis circunferenciais,
dispostos ao longo deste, visando representar as propriedades elasticas e

dinamicas do sistema real.

Para o eixo a técnica ¢ andloga, utilizando-se elementos compostos por massa

@‘* DI5CO_
FLEXIVEL

pontual e viga.

3
CAIXA DO MANCAL
C/ ROLAMENTOS 5
AUTOCOMPENSADORES BUCHA CONICA SKF
8 /
W
$ ¥ Ly
7 s | -
, EIXO 8‘
a ol
= =
- -
FUNDAGAO DE
CONCRETO
s

1410

T_

Figura l. Sistema eixo-disco utilizade no ensaio

Anel de mossg

~ Elemantc mola (ploca) -

Massa pontual m;

Eemanto mola
Lviga)

Disco

Figura 2. Modelo fisico do sistema
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ANALISE DO EIXO

0 eixo & composto por varios elementos tipo mola e massa, distribuidos ao
longe deste como mostra a Figura 2. O vetor de estado € uma matriz coluna que
especifica os deslocamentos e as forgas internas em um ponto do eixo, sendo

este ponto uma extremidade do elemento [7].

As variavels de estado M (momento fletor), V (esforco cortante), Y (deflexdo)
e 8 (inclinagfio) estdo indicades no vetor de estado da equagdo (1.

{?.Ei’I = 1)

= ZT O~

1
a) Matriz de transferéncia campo:

A matriz campo de um elemento do eixo é determinada pelas propriedades
elasticas do eixo em uma regifio entre os pontos de aplicaglo das forgas. Esta
matriz transfere os vetores de estado de uma estagio i para o vetor na estagdo
(i+1), através de um campo eldstico. Essa matriz & mostrada na equagio (2), e

foi obtida através da resisténcia dos materiais [6].

LooL Wi2EN (L/6EN ~(L/GS),
~ 2
(FE), = 0 1 (ED), (L5281 | 21
0 ! L,
0 0 !

b) Matriz de transferéncia ponto:

A matriz ponto do elemento transfere um vetor de estado de uma estagio de um

elemento de massa para a estacio seguinte.

Considerando que o elemento de massa m, tem velocidade de precessdo &‘,

obtém-se a matriz ponto para um elemento do eixo.

1 o Q

(3]

o
o o o

ILE] =
1

o Qo
[ R

[m-q'ﬂ'z)1

Pode-se concluir que para um sistema (eixe) composto de um elemento mola com

rigidez flexional (E-1), rigidez ao cisalhamente (G:'S), comprimento L,
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coeficiente de forma m, massa m, e velocidade angular de precessio ¢, a matriz

de transferéncia massa-mola é escrita conforme a equacdo (4).
lTEIi = [I"E]I ILEIl (4)

Pode-se também incluir o efeitc da temperatura (T} sobre o médulo de

elasticidade fazendo no elemento El=£{tl e G.-‘G{T'. conforme |8].

ANALISE DO DISCO

Através desta modelagem do disco real € possivel obter um modelo matemético
que é representativo do comportamento dindmico do disco. A técnica empregada,
no caso do disco, ¢ reduzi-lo a uma série de k anéis circunferenciais ac longo
do raic do disco. Tais anéis sdoc representatives de propriedades do disco
real, sendo um destes o anel placa [sem massa e com espessura constante tk}‘ o
qual possui propriedades eldsticas aproximadas ao trecho real do disco, e o
outro o anel massa (sem propriedades eldsticas e incluindo o momento de
inércia de massa), o qual contribui bastante na vibragio, pois exerce um

momento de reagio dinAmica na estagdc onde estd localizado.

A simulagdce tipica de um sistema disco-eixo ¢ mostrada na Figura 2, onde

pode-se observar a distribuigdo intercalada dos anéis massa e placa,
a) Equagdo da Rigidez local:

Em termos de parAmetros locais, pode-se equacionar a rigidez [(lexional do

k-ésimo anel elastico seguido do k-ésimo anel de massa, como:

D === (5]

onde:
Ek - médulo de elasticidade longitudinal

AP Lo moédulo de Poisson

No disco, o vetor estado inclui a deflex3oc horizontal y, inclinagdo ¢, momento

fletor M, esforgo cortante V, e raio interno R do elemento, logo:
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fzn) = g (6)

b} Matriz de transferéncia Campo:
Com base na teoria de placas [l1l], é possivel determinar as equagdes que regem

um elemento de placa circular com raio internc Rn-n e externo R! e de

espessura constante ttkl.
Em coordenadas polares, a equagio de deflexdc & dada por:

A% @AY § Rt o E 1wt
—_— g — = —| |— == — —]| Yira)l = 0 (7}

ar“ T e Eaz t‘):""2 r ar rz Ba

a - deflexfo angular do disco no raio r.
Para modos diametrais e circunferenciais adotou-se a fungdo de deflexdo como:
Yi{r,a) = ¥(r) cos nx (8)

Substituinde (8) em (7}, obtém-se:

4 3 2

diy  aldiy 1 d7y 5 1 dy 4 | i ol
g -2+—z—z(—2n+1] = = {ZRCHY I ey i) 2700 ()
dr r dr r dr r- dr r

A solugio desta equacdo é do tipo:,
y(r) + A-r! (10

E importante notar que a solugiio desta equagio depende do numero de nés
diametrais e também que possul raizes duplas.

Um conjunto de solugBes é apresentado a seguir:
2
n=0; ylr)l = Al + AzLog.r + Aar + Aqrzl..og_r
¢ - -1 3
n=1; ylr) = Ar+ Ar +Ar + a\‘rLogar (1)
2-n

n i 1 I 2+n
i ] + + AT
A] Azr Asr 4

nz2; ¥
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Pode-se também calcular:

O 4ngulo radial da deflexfo, dado por:

#(r.0) = #(r)-cos na = ¥ (r,a) (12)

0 médulo por unidade de comprimento circunferencial do momentc fletor na

direglio tangencial, dado por:

(13)

M(r,a) = mir)-cos n@a = =D |—— + = — + — ——

3’y v a8y v 8%
L 8!‘2 r ar &5 dp*

0 esforgo cortante no extremo de cada anel, por unidade de comprimento

circunferencial, dade por:

a% 108%% 1 oy 2 3% 1 &%
mi:cltl=\ﬂ‘.t‘llcc.sr:mz-D‘l 3+————2———3—¢— =
ar rar: roar r g rz Brﬂcz
I 8% I 8%
- D -w) |[— e (14)
k r arﬁaz rs auz

Resolvendo estas equagdes de acordo com [10], e escrevendo a soluglio na forma

matricial, tem-se para o caso de vibragio com somente um né diametral (n=1):

Vetores de estado para as estagdes interna e externa:

v
k-1 yk
¢ D 5 ¢ -r
kel k+l 'S [
X =
{ l“‘J'}I L m l'2 i {Xk} xt i m Tz el
n . -
k+1 k+l . k k
a
v l“:3 ¥ T
ktl kel r k

Matriz campo entre os vetores estado, escrita como:

{ELl] = |DCR]-[CDI (16}

ande:
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B, 0 I Log B
L (-—I/‘Bk] 3 |+Log Bk
[DCR] = ¥
o -2{1-v} -Z(3+I-'}Dkﬁk “(1+w)
o} -2{1-p} =2(3+v) (3—v}Dkﬂk
4(3-v) a(1+v) 4 o
1 2(3+v) -2(3+v) 3 1
[cD) = 16
=2(1-v) 2(1-v) ~I/Dk -1
(4] 0 -4 4/’Dk
Sendo:
Dewi
Bu "r

A equagdio matricial interligando os vetores (15} e a matriz campo [(l6) &

mostrada a seguir:

{Klm} = [ELkI {Xk} (17)
int ext

n) Matriz Ponto (Matriz massa):

Essa matriz corresponde ao efeito dinAmico de um anel-massa com raio R. em
relagho ao centroc do disco. Essa matriz transfere também o efeitn giroscdpico

1t:lo anel-massa de uma estagfio externa para a interna [10).

Para o casoc de um nod diametiral, o plano de um elemento sera deslocado de

¢k-y./rk. conforme mostra a Figura 3.

Figura 3. Elementos placa e massa do disco
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O anel massa tem momento de inércia polar IPk e momento de inércia diametral
[Dh. bem como estad sujeito as velocidades angulares de rotagio w & de
precessic ¢, resultando a equagio (1B) dos efeitos dinAmicos deste anel, ou

s€ja
-z 0
MGk []Dk ¢ [Pu d-y) ¢u (18)
Este momento & equilibrado pela diferenca do esforgo cortante nas estagdes
interna e externa co elemento. O momento resultante total é obtido pela

integracdo do momento devido a um esforgo de cisalhamento distribuido

senoidalmente sobre o anel, conforme a Figura 4, ou seja:

n

MGk = [vik,ext}-v{k,int)]sen @:r, ‘sen c:-rk-da (19)

que resulta em:

MG, = lv(k.ext]'-\r[k.intlln-r: (20

[v{ koxt) - vik.int)] . sencC

Figura 4. Momento provocade por um elemento do anel masea

Combinando as equages (19) e (20), associadas as condigbes de contorno da

delage = ¥ =¥ ), a matri eTd:
mor g2em [ém @m, ¥ _im) matriz ponto ser
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1 0 0 0
0 I 0 ]
ILIJ]1 = o 0 1 o (21
ID-¢"-1p: w]
T 0 0 1

Pode-se conclliv que para um sistema (disco) composto de um elemente mola
(placa) e de um elemento massa (anel-massal, a matriz de transferéncia massa-

mela é escrita conforme a equaglo (22), cu seja:

ITD]l = EF‘D].-{LD]. (21)

. Matriz de transferéncia total do disco:
Multiplicando todos os elementos massa-mela do disco, oblém-se a matriz [TTD],

que representa a matriz de transferéncia total do disco.

tZD} = (FD] -ILD] -IFD] -ILD] ... |FD} -|ILD} -{ZD} (23)
X k k k-1 k-1 1 1 1

eu na forma matricial resultante, levando-se em consideragic as comdigbes de
eomtorno a seguir:

. @xtremidade externa do disco: Mu =0 e Vk =0

. extremidade interna do disco: {y/R} = "1 e ¢i = 91

onde 31 representa a deflexdo angular do eixo no ponto em que o disco esta

acoplado, Desta forma, a equagfo (23), fica:

{Zle = [TT[.'l!-iZIZI}l . ou

z/R t t t i a
11 12 13 14
@ t t t t a
2 2 23
& 1 2 24 (24
t MR
2 31 t‘JZ 133 ‘.'.!4
0 t t 1 1 VRZ
k 41 42 43 44 1

Utilizaando a submatriz formada pelas linhas inferiores, obtém-se:

i e IR - ST ARy e S T R
44 31 44 3z 34 41 34 42

‘“U:=['w: (-t -t +#t_ -t ) -
43 34 33 as
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“t 41 - 5
X3 41 33 42 43 21 43 32

(28]

O momento total que o disco exerce sobre o eixo devido 4 flexibilidade e ao
efeito  giroscdpico, pode ser obtido pela integragio de M e V distribuidos

senvidalmente sobre o disco, conforme a equacio (271

MG = -t MR - n VR’ (27
11 11

Substituindo (25} e (26) em (27), vem:

LG SO W SR ST (R S S

MG 44 "3 A7 a8 33 T4l AT Az
- +
g N R .

EE] 43 eIt | 449

G S SIS S M L e
34 a1 34 a4z 43 31 43 32

{“t34.143+t33111‘}

(28)

A relagdo (28) é comparavel a uma rigidez dinAmica e descreve a interagio
entre a deformagic angular causada pelo disco sobre o eixo ¢ o momento
causador dessa deflexdo angular. Esta rigidez dinamica depende logicamente da
geometria e material do disco, bem como da velocidade de rotagan e relagio ou

razdo de precessdo. Por conveniéncia denomina-se:

—t {29)

ANALISE DO SISTEMA DISCO-EIXO
- Matriz de transferéncia no ponto sobre o eixo onde se localiza o disco.

Na estagio do eixo onde o disco estd localizado, veja Figura 5, deve-se

considerar:
. forga de inércia transversal = m(dlscu]-‘r(l}-éz:

- momento devido a flexibilidade do disco e efeito giroscépico = kd-s\.

Logo, a matriz de transferéncia para a estacdo da Figura 5 em que o disco esta
localizado no eixo, & obtida aplicando as condigies de equilibrio nesta
estacglo, ou seja:

=Y : a =8
Ldlr l.esq hdir l.esq
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*2 kn'ai * Mi.e

M
1,dir 55

=V + md- éz %
1 dir 1,259 |

Na forma matricial fica:

Y 1 ) o o Y
0 0 I 0 0 a
= (30}
M 0 k) | 0 M
v md-@° 0 0 I v
dir eEQ

Figura 5, Efeito do disco scbre o eixo

Em notagdo abreviada a matriz de transferéncia de influéncia do disco sobre o

¢ixa serd dencminada [GD], logo:

ezn:‘" = [GD] 4ZEY™ 31

Matriz de transferéncia global do sistema eixo-disco.

Iniciande  de uma extremidade do  eixo, pode-se chegar a outra, incluinde a

estaclo (i) onde o disco estd localizado, logo:

(ZE} = [FE] iLEl I[FE] [LE]
< n n n=l n-1

apolo

S II~'E!j [LEI. u.l“}ilI lFE”]—l ILEIJ_i .3

io 1

.- IFEl [LE] {ZE) (32]
| 1 apa
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Em notagdo abreviada;

{ZE} = [G] {ZE} [33]
apolo 2 apolo 1
onde:
gll 8[2 gl] Eli
1G] = 821 gzz gZ.‘} gZ‘ (34)
g:ll 232 RJJ g:“
g“ By gc; By

CONDICOES DE CONTORNO

Aplicando as condigBes de contorno para um eixo biapoiado, ou seja, ambos os

apaios rotulades, tem-se:

Ml-MZ=O e ‘r'I=Y?=0

Estas condi¢des aplicadas na equaclio (33), oblém-se a equagdo de submatrizes:

° €2 1 2 g, £a q
6. Vil | o {35)
32 &y i ) E3
Desta equagio, conclui-se que o determinante da submatriz deve ser nule, ou
seja:

CRITERIO DE BUSCA DE FREQUENCIAS NATURAIS

A equagdo (36) deve ser satisfeita, implicando em que o determinante desta
submatriz deve ser nulo ou proximo de zero. Isto & andloge 4 obtencdo dos

auto-valores de um sistema elastico.

A metodologia aqui aplicada é adotar um valor de freqiiéncia nas equacdes do
sistema e verificar se para as condigdes de contdérno do sistema, o
determinante se anula. As freqliéncias para as quais tals condiges <ao

satisfeitas sdo as freqiléncias naturais do sistema disco-eixo.




62 Freaiiéncias naturais de rotores de grandes ventiladores

RESULTADOS EXPERIMENTAIS E ANALITICOS

Com a montagem mostrada na Figura 6, foram obtidos os resultados da Tabela I,
sendo a posigio do disco igual a distdncia entre os apoios dividida por 4, ou

seja, 174 do vdo,

Figura 6. Bance de ensaio, sem rotagdo

Tabela 1. Resultados do ensaio [sem rotacdo)

Fregliéncias Naturais - Hz

(Ordem da Fregiléncia

Formulagies

i 5% g% al
Experimental 9,0 21,0 95,0 286,0
Modelagem 8,2 21.9 106,0 229,17

Com a montagem mostrada na Figura 7, foram obtidos os resultados da Tabela 2,

senro a posicio do disco também em 1/4 do vo.

Tabela 2. Resultados do ensalo (com rotagdo)

Ratagdo Critica - RPM

Ordem
Formulagtes

1t
Experimental 1344
Modelagem 1302
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Figura 7. Banco de ensaio com o sistema em rotagio

Vale salientar neste ponto, gque ndo fol possivel passar o sistema pela
ressonancia (eixo com vdo = 1410 mm, didmetro do eixo = 40 mm e o disca com
diametro externo 800 mm e espessura varidvell. 0 sistema chegou a niveis de
vibragtes nos apoios de concreto de 350 jun (picn a pico) e flechas no eixo em

térno de 30 mm.

CONCLUSOES

Com relagdo ao discoe. O efeito de rotagdo do disco, isclado pas fregiiéncias
naturais, ¢ moslrado na Figura 8. Este grafice, obtido através da simulagio em

computador mostra um aumento da rigider do disco com o aumento da rotacio.

Com relacdo ao sistema disco-eixo. 0 gral‘icolda Figura 9 mostra a interagio da
flexibilidade do disco com relagdo as velocidades de rolagio e precessin
Observa-se gue a tlexibilidade tem grande efeito para reiagfes de velocidades
inferiores 0,5, O efeito da flexibilidade diminui devide a tendéncia  de

estabilizagdo da flexdo em um s& né diametral,através das forgas giroscopicas.

Independentemente da flexibilidade deo disco, para precessio direta, ha um
aumenta da fregliéncia natural com o aumento da relagdo (rot./preces.), & um
decréscimo da mesma para a precessic indireta. Este efeito estd diretamente

relacionade com ¢ sinal de ku. de acordo com a equacgdo [(29).
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Figura 8. Freqiéncia natural do disco x rotagio (Hz)
Pode-se entdo esperar que a flexibilidade reduza bastante a primeira

freqiiéncia natural quande a velocidade de rotagio é menor que a de precessdo,

ou seja, para as reiagdes de velocidades inferiores a 0,5,

I

FREQUENCIA NATURAL (Hz )

—— — DISOD FLEXIVEL

| |=—— DISCO RiBIDO
(F) DIRETA
18] INDIRETA

0 01

02 03 O4 05 08 Q7 Q8 Q9 10 11 1.2

IVELOC ROTAGRQY VELOC, PRECESSAY

-

Figura 9. Resposta da [reqil®ncia natural do sistema x relacdo (rot./preces.)
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ABSTRACT

The aim of this paper is to give a review and comparison of twe applied MDGF
methods for identification of modal parameters from measured freguency
response data in form of experimental resulls. The first method is a nonllnear
iterative algorithm bazed on linearizing the frequency response functton by
the first terms of a Taylor sertes [1l, [2). Starting with Initial set of
modal parameters, the ervor belween the measured values and the calculated
function will be minimized iferatively. The second method (s a modification of
a noniteralive algorithm. known as a linearized raltional polynomial algorithm
[3], [4]. The modification of this algorithm is especially another definition
of the error funclion, whereby the iteration procedure becomes iterative. In
contrast to the first method. this algorithm has a better hehaviour in the
iteration and [t needs only rough starting values for the [teration procedure,
A disadvantage of thls algorithm is the numerical instability in solving the
systems of equations. For comparting the different ildentification methods three
experiments were performed. First the lest of a beam, supporied by foamed
plastics, with Impacl excitalion, which leads to excellent measurement data.
Next the test of a lurbine blade clamped on a vibration isolated foundation
where dif ficulties occured by great dif ferences in the peaks in the measured
frequency response function and additionally the measured data were disturbed
by influences of the clamping. A flnal test was accompllshed to a circular
disc - with a2 magnetic exciter and pseudo-random excitation - where dif ficults
in the parameter identification results from the double modes. The data
aquisition and fransformation to the frequency domain were performed by a 4-
channel FFT-Analyser in all experiments. For the parameter identification a HP
micro computer series 200 was used. The experimental resulls were compared
with theoretlical resulls in all experiments whenever possible.
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NOMENCLATURE
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Modal parameter estimation techaiques

residues related to the mode shapes of the frequency
response function

real coefficients of the numerator polynomial

dencminator polynomial

real coefficients of the denominator polynomial

force at point &

undamped natural frequency

measured value of frequency response function of accele-

rajion at frequency 0

frequency dependent weighting function

analytical frequency response function of displacement
{acceleration) between point ¢ and k

number of displacements (acceler.)

number of forces

number of points of the measured frequency response

functions

number of modes in the measured frequency range

residual terms to include the influence of modes outside
the measured frequency range

numerator polynomial
displacement [acceleration) al point k

damping constant of the r-th mode

damping ratio of the r-th mode

complex eigenvalue of the r-th mode

madal mass of the r-th mode

resunant frequency of the r-th mode

complex mode shape of the r-th mode at point |
excilation frequency

natural circular frequency of the r-th mode
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INTRODUCTION

Some aspects of the two methods which are used in this paper are documented in
earlier publications. The Nonlinear Iterative Approximation Algorithm [1), [2]
is known to be numerically very stable but needs much computation time, The
required starting values can be calculated by simpler methods like non-global
estimations or simple single degree of freedom methods. The main disadvantage
of this method is that it needs very exact starting values especially for the

eigenfrequencies.

Otherwise the iteration will diverge rapidly. To prevent this we use the
method written in [1] to multiply the correction values by a factor smaller

than | if the iteration starts to diverge.

The Rational Polynomial Method is mostly used as a direct estimation method
[3), l4]. There it works without any starting values {with the exception of
the number of eigenvalues in the analysed frequency range). This method works
much faster than that one described previously. The disadvantages of this
method is first numerical instability if the number of expected eigenvalues
increases. This can be prevented by the use of orthogonal polynomials [31,
4]. The other disadvantage is that the method used in [3] and [4] has
problems in the use of baseband analysed data. A sclution of this problem is
described in [5] by a new definition of the errar function which is described

below for the use in a global algorithm.

In this paper both methods are used In a form that should pive the same
results. Three different experiments are performed to show the stability of
the methods and the quality of the identified maodal parameters. As the
described experiments were performed by acceleration and force pickups the
formulas of the applied identification procedures below are formulated in

terms of force and acceleration.

FREQUENCY RESPONSE FUNCTION FOR MODAL PARAMETER ESTIMATION

The well known basic equation describing the displacement U at a point k on a
linear structure when a force F is applied at point ¢ is the frequency
response function

U = S

* n allr aktl’

u
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The mode shapes used in this paper have following relation to the residues
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Equation (1) can also be written in terms of acceleration U caused by a force

F
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The influence of modes outside the measured frequency range (modes r=l,...n)

can be considered by including some additional terms
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where the constant term R ¢ can be related to a residual .mass and the term
o

i 2 ; ;

with " to residual stiffness. For the Identification the modal parameters

from eq. (4) are often written separated in real and imaginary terms
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Another form to write the frequency response function are rational polynomials
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In this equation the polynomial coefficients are real values. Both equations
(5) and (&) have 4n+3 lipear independent parameters and we can transform one

set of parameters to the olher by a linear transformation.

NONLINEAR ITERATIVE APPROXIMATION ALGORITHM (NIA)

The following section gives a short description of the applied algorithm

similiar as in (1| and [2]. For the approximation of the modal parameters in
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form of a least squares fit with experimental data an error function can be
defined

MoK L. e 5 i m
= N SLI
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m=1 k=1 &=1
The physical interpretation of this function is the sum over all sqguared
differences between the measured values and an analytical form of the

frequency response function.

First, the modal parameters can be written in vectors separated in global

modat paramelers

0 =0, B
ll 2 PO 'n]

and local modal parameters

= (U L syl o W eV g, B R 1 (8)
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respectively, As ljlk is a function of 2n values of u! and 2n+3 values of v

£ kdi
in the next step the (requency response lunction is written in the first terms

of a Taylor series starting with an initial set of estimated modal parameters
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Starting values for this procedure can be obtained by simpler single degree of
freedom methods, e.g  circle fitting. When this form of frequency response
function is set in eq. (7} and a Gaussian minimization procedure is performed
to the unknown variables nul and Mkél' the following system of linear
equations results (under the condition that the structure is excited only at

one point £)

A . T B Au c
% 1 21 "] o
B C D e o] Av
i 11 11
T
B (A o =
21 G 2 ﬂvm €21 (10)
B, & o c bv :
kf ...... k!. l:kE

The submatrices and vectors of this system of equations contain following

terms
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The solution of this system of equations is rather simple, because it contains
many zeros. In addition, the solution is numerically very stable and converges
after a few iterations to a local minimum of the error function (6). The
computation time is rather long caused by the extensive derivatives of the
FRF's which must be calculated for every frequency line. The most important
disadvantage is, that the iteration procedure tends to diverge if the starting
values, especially the eigenfrequencies, are not very close to the 1true
values. In this case, which can noticed by an increase of the error function
(6) compared with the previous iteration step, the resulting vector of eq.
(10) will be multiplied by a factor between 0 and |, so that the error

function reaches a value lower [1].

A very simple form of the system of equations results by assuming that the
global parameters are known (e.g. by tine domain methods). Then only the
vectors with the local parameters have to be calculated. Starting a
minimization procedure from eq. (7) results a system of equations from which

the local parameters can be calculated directly without any starting values

] o SRS Q v ¥
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0 € s o] Yo | =1 (12)
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where the elements of the vectors Yp o0 defined as

|
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(13)
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The matrix € is the same as in eg. (11}, This form of approximation was used
partly in our experiments, there called Linear Approximation of the Residues

(LAR), in combination with the following identification algorithm.

MODIFIED RATIONAL POLYNOMIAL ALGORITHM (MRP)

Usually the Rational Polynomial Algorithm starts with an error function where

the unknown parameters appear only in linear terms [3], [4]
Mok L = sl = g
= E * _Ga
g% T P T [[D(QmIGkEm Sue(“m’]gmm’ [o ®@ ), Skz(nm)]] (14)

where the function g{fi } is set constant. The modification of the Rational
m

Polynomial Algorithm described in [S] uses for this function

1

gl = 5oy brin )
m m

(15)

where g({l}) can be considered as a weighting function. Using this formulation
the error function (14} becomes equal to the error function (7). Due to this
modification, in this paper the algorithm is called a Mcdified Rational
Polynomial Algorithm {MRP). As the denominator polynomial contains the unknown
eigenvalues, a sclution of a minimization procedure is only possible iterati-
vely. Different starting values for the weighting function will be discussed

at the end of this section.

Executing a minimization procedure based on eq. (i4) we get a similar system

of equations as in eq. (10)
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The submatrices and vectors of this systemm of equations contain following

terms
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The main advantage of this way of solution compared with the NIA algorithm is
the fact that in the matrices mainly powers of I must be calculated and no
extensive derivatives of the frequency response function. Therefore this
algorithm is more than 10 times faster then the NIA algorithm. A problem is
that the algorithm is numerically rather unstable. The reason is that the
determinant of matrix C, which must be invertd in the solution procedure, is
nearly zero. This might be prevented by substitution the powers of Q by
orthogonal polynomials as carried out in [3] and [4]. We have limited in our
experiments the number of elgenvalues to be evaluated simultanecusly by

splitting the frequency range.

A further problem of the above way of solution is that the weighting function
contains the solutions of the unknown poles of the polynomial when starting
the jteration. Therefore some estimations of taking extreme assumptions for
the weighting function are given below to overcome this problem. Eq. (1S) can

be written in terms of the eigenfrequencies and damping constants
1/d
gmmi wi— S 2 4 (18)
n [IQ -p )T+3 I] ] lm v )+8 I]
m o i m | i

which shows that the weighting function increases to high values in the case

that the measured frequency is equal to any of the eigenfrequencies. If we
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assume starting values for the eigenfrequencies which are much higher then the

measured frequency range, v1>>§lm eq. (18) becomes

1a?
2
glii ) @ ——— (19)

what means that the weighting function is no longer frequency dependent. A
constant  weighting function, used normally in the Rational Polynomial
Algorithms [3], [4], leads to the problem that mainly the highest eigenvalues
are identified correctly or that the algorithm can be used only for small

frequency ranges (zoom bands) [3].

The other extreme is to assume starting eigenfrequencies which are nearly

zero, vi<{§2 and 6|<<n , then eq. (18] becomes
m m

1rd®
Zn

giQ )= — (20)
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ndn

m

In that case, mainly the lowest eigenvalues are identified correctly. But even
when such extreme starting values are taken, the iteration procedure converges
always to eigenvalues in the measured frequency range, if no numerical

instability occurs.

EXPERIMENTAL RESULTS

Three experiments were performed to compare the different identification
methods. Additionally, these experimental results were compared with theoreti-
cal results if possible. The data aquisition and transformation to the
frequency domain was executed by a FFT-analyser and the parameter identifi-
cation procedures were performed by a HP-computer (HP 9920). Each time the MRP
algorithm was executed first because of the low computation time and only
rough starting values are required. If it was not possible to apply the MRP
algorithm to the whole frequency range subsequently a Linear Approximation of
the Residues {LAR]) was performed. With those modal parameters as starting

values, the NIA algorithm was performed.

The first experiment was done on a beam with rectangular cross-section

supported by foamed plastics which is seen in Figure 1. This testrig has well
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separated eigenvalues, no nonlinear influences and no influence from the
ciamping is expected. The measured data were obtained by impact testing. An
acceleration pickup was attached at peint | of the beam and all points were

excited successively.

’ impact hammer

[

acceleration
pickup

foamed plastics

Figure 1. Model |: Tested beam with simulated free-free condition by
supporting on foamed plastics
As starting values for the MRP algorithm 4 eigenfrequencies at 1000, 2000,
3000, and 4000 Hz were taken with assumed damping of 1% of critical damping.

Figure 2 shows the measured values of the [requency response function by
exciting the structure at peint | (driving point). Additionally there is shown
a mean deviation which is defined by = EHZM [Eké is the sum of the squared

errors of the shown FRF and M the Number of measured frequencies),

" 588
‘ﬁlll ﬁ’

8.5

.85

L} (L] 1009 1808 88 Hz 58
Figure 2, Comparison between the measured values and the identified
frequency response function at point I (driving point)
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The excellent results can be also shown by comparing the experimental results
of eigenfrequencies and moedeshapes with theoretical ones, where the latter
were corrected by terms which include the influence of shear deformation and
rotary inertia. This comparison is done in Table 1, where for the measured
values the complex modes are given calculated by eq. (2). The values were
normalized to a modal mass n of 1000 kg. The NIA algorithm performed with

these modal parameters as starting values didn't lead to other results.

Table 1. Comparison between identified and theoretical values of
eigenfrequencies and mode shapes of model |

Mode 1 Mode 2 Mode 3

identified walues jtheor. velues|identified values |theor. values |identified values |[theor. values

{4832 Hs |f-48466 Hz| f » 13283 Hx |f+13229 Hz 1=-25899 Hz |1-38899 Hx
48218 - j0.384 47.188 44.236 - j0.341 44.690 40442 +j 0384 42283
24761 - jO288 24.4406 6.186 - j0O0O2T TOT4 -9.308 +j 0094 -8.126

3.109 « j0026 3066 -229T1 - jO.18] -22.268 -33.181 +j 0041 -33348
-18816 « 0244 -14.T62 -344T8 . jO.2T6 -33.460 -17423 - § 0086 -18218
-2T.682 « j0O299 -26684 -24.874 - jO22T -23928 17861 -j 00T 1T.680
-32077 « jO240 -30.838 0.946 - jO002 0.000 36.1Te -j 0.102 Js081
-27.788 - j0332 -264654 24066 - 0223 23928 18148 -§0.108 17680
-15837 - j0384 -14T62 34354 - j0O2T4 33660 -16.988 - 0.089 -18218

1928 - jO.145 3066 24.178 - j0203 22248 -33.388 . j 0028 -33268
23746 - jO.111 24.440 -4.T08 - jOOL4 -T0T4 -11033 -j 0021 -8.126
46690 - jO.LT3 47.158 -42086 + j0444 - 44690 37249 - 0019 42383

The next test specimen was a turbine blade clamped on a vibration isolated
foundation shown in Figure 3. The acceleration was measured at one point at
the end of the blade and the excitation at 83 points on the upper surface was
realized by an impact hammer. The frequency response function was measured In
the range of 5 to 2000 Hz between all excitation points and the response
point.

vibration
isolated

foundation acceleration

pickup

Figure 3. Tested turbine blade
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In this case it was not possible to apply the MRP algorithm to the whole
frequency range. The first reason is the increasing numerical instability
caused by the numbers of eigenvalues. A further reason are the great differ-
ences of the maxima of the frequency response function which can be seen in
Figure 4.

IHlll m ~—2"9 range —sf«—— 374 range -»f

8.5"
] 408 L] 1708 1688 Hz 1808

Figure 4. Frequency response function of the driving point and composed
analytical function from the MRP algorithm
In addition, the measured data were disturbed by influences of the clamping
mainly in the higher frequency range e.g In Figure 4 between 1400 and 1600Hz.
Therefore, the measured data were analysed in three frequency ranges which are
shown in Figure 4. Each frequency range was separately analysed as described
by eq. (16). Because it was necessary to apply an exponential window for FFT
to prevent leakage errors the measured data contain an additional damping
which reached up to 907 of the identified damping constant at the first eigen-
value. Figure 4 shows the frequency response function composed by the modal
parameters, calculated in ranges, In the whole frequency range without
residual terms compared with measured data at the driving point. The composed
frequency response function corresponds well with the measured data near the
reson;nces. not so near the antiresonances. The level of the mean deviation is
relatively high compared with the function near the first three eigen-

frequencies.

Figure 5 shows the same measured values, but the identification was now
executed by the NIA algorithm. Five iteration steps were used with starting
values for the modal parameters calculated by the MRP algorithm. MNow the



P. Ebersbach & H. Irretier L

correspondence of the composed function is better near the antiresonances

although the level of mean deviation decreased very slightly.

) 5000
=yl =

..55 ; : ! : ; ] i :
[ 480 4[] 1768 1680 Hz 1888

Figure 5. Frequency response function of the driving point and composed
analytical function from the NIA algorithm

Table 2 shows the different wvalues of the identified eigenfrequencies and
damping ratios of these two different algorithms compared with analytical
values which were calculated at our [nstitute ([6]. The parameters identified
by the MRF and NIA algorithm show only few differences even the damping ratios

with the exception of the maode identified at about 1420 Hz.

Table 2. Comparison between the identified eigenfrequencies and damping
ratios and with theoretical eigenfrequencies

MEP Algorithm NIA Algorithm Theoretical Character of the
f {Hz] ¢ 7] f [Hz] ¢ (7] f [Hz] mode shape
98.909 33371 98.803 3.4717 104 l. bending
280.391 1.5550 280.346 1.5769 302 2. bending
452.808 0.7359 452.792 0.7930 463 3. bending
T?O.QO? Q.7307 770.286 0.7404 790 4. bending
889.960 0.3831 889.966 0.3838 815 1. torsion
1421.557 0.6444 1416.544 0.9986 - =
1453.557 0.4540 1453.580  0.4811 1461 5. bepding
1826.834 0.2523 1826.857 0.2512 1466 2. torsion

But this mode could not be confirmed by theory and moreover it is weakly to
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detect in the measured data. Therefore it can be concluded that this mode is
only caused by disturbance of the structure e.g. by the clamping condition.
The eigenfrequencies of the bending modes are always higher than the identi-
fied ones caused mainly by the assumption of rigid clamping in the theory.
Regarding the torsional modes, it is known that our thecretical model has to
be im;roved (6],

To decrease the mean deviation for the MRP algorithm between the measured
values and the identified frequency response function, a first way is to take
the eigenfrequencies and damping ratios from Figure 4 and perform a Linear
Approximation (LAR) for the Residues related to the mode shapes and the
residual terms over the whole measured frequency range. This procedure, given
above in eq. (12), takes very short computation time compared with the itera-

tive algorithms.

Table 3. Comparison of the mean deviation c=‘v’Ek !;/M [m/stl of the first

10 frequency response functions

Point MRP LAR NIA
1 k
1 1 33.073 26.137 25.890
2 H 21.852 21.292 20.749
3 1 10.183 9.207 8.321
4 1 13.752 13.248 13.251
e 1 9.446 8.779 8.757
6 1 7.075 6.677 6.098
. 1 10.081 8.928 8.593
8 1 10.633 6.112 6.169
9 1 7.862 3.135 3.072
10 i 5.528 4.418 4.411

As a comparison, Table 3 shows the mean deviations of 10 frequency response
functions between the acceleration peint and the points of excitation, first
evaluated by the MRP algorithm in frequency ranges, second after correction of
the linear terms by the LAR algorithm and third evaluated by the NIA algo-
rithm. The comparison of the mean deviations shows, that the LAR algorithm
yields results which are of comparable quality than those from the following
NIA algorithm. That proves that the eigenvalues calculated by the MEP algo-
rithm were accurate and the most discrepances are caused by the local modal
parameters. The time-extensive NIA algorithri has changed the modal parameters

only slightly.
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The final experiment was done on a circular disc. The problem of testing a
disc are the double modes with theoretically identical eigenfrequencies which
are practically more or less slightly different by the influences of addition-

al masses of the accelerometers or other perturbations.

/ disc

force- A A

magnetic transducer

exciter

F?

acceleration
pickup

Figure 6. Tested circular disc with the magnetic exciter

The excitation was realized by a magnetic exciter with integrated force
transducer which Is shown In Figure 6. Because nothing was known about the
mode shapes and consequently about a reasonable position of the driving point
we put three accelerometers on the disc at point | to 3. The excitation point
was varied between point 1 to 6 by rotating the disc. In this way we got
simultaneously 3 frequency response functions and 18 in all, and thus 6
columns and 3 rows of the frequency response function matrix.

The excitation signal was pseudo random generated by a function generator with
a period adjusted to the aquisition time of the used FFT-analyser. The data
aquisition was executed by an average of the response due to 25 pseudo random

signals. The signal was varied 10 times at each excitation point.

Like in the test of the turbine blade it was not possible to apply the MRP
algorithm to all data over the whole frequency range. Therefore, the frequency
range was divided into several ranges as shown in Figure 7 and each frequency
range was analysed with the MRP algorithm in the same way as done for the
turbine blade. Figure 7 shows the frequency response function, including the
level of the mean deviation, composed of the identifled modal parameters
without any residual terms,
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Figure 8 shows the same measured values compared with a frequency response
function composed of the modal parameters evaluated by the NIA algorithm (2
Iterations] with starting values from Figure 7. In both cases, those mode
shapes were used which were evaluated by taking point 1 as driving point.
Although this time not all measured frequency lines were considered in the MRP
algorithm (Figure 7), the comparison of both figures shows similar behaviour
as the corresponding figures from the blade with respect to the quality of the
fitted curves near the resonances and antiresonances and to the mean devi-
ation.

508
m R .-! -~b-| e
Ns2

u" TSIt TANR ISP k . B T PP T SRR

.5

8 4.0 - 88,8 ul 1668 Hz 18

Figure 7. Frequency response function of the driving Point 1 and composed
analytical function from the MRP algorithm

[Hyl

u.aiﬁ

Figure 8. Frequency response lunction of the driving Point | and composed
analytica! function from the NIA algorithm
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As before for the blade, we have compared the eigenfrequencies and damping
ratios ldentified by the two methods. Additlonally, the eigenfrequencies were
compared with thecretical values calculated as described in [7]. Table 4 shows
the result of this comparison. The type of the mode is given in form of number
of nodal diameters (0D, 1D, 2D,...] and number of nodal circles (OC, 1C,...).
A comparison of the parameters ldentified by the MRP and NIA algorithm shows a
good agreement with respect to the eigenfrequencies, but deviations in the
damping ratios which can be compared with the corresponding table from the
blade. The theoretical eigenfrequencies show slightly smaller values in the 6
highest modes which may be caused by no exact knowledge of the elasticity and
of the mass density of the disc. The contrary behaviour of the three lowest
modes may be caused by the rigid clamping which is assumed in the theory.

Table 4, Comparison between the identified eigenfrequencies and damping
ratios and with theoretical eigenfrequencies of the disc

MRP Algorithm NIA Algorithm Theoretical Character of the

f [Hz] ¢ [7) f [Hzl & 17l f [Hzl mode shape
23.344 0.1421 23.344  0.1481 25.351 1D # 0C
23.477 0.1751 23.374 0.1786 25.351 i # 0C
31.677 0.0872 31.678 .0861 33.326 op s oC
48.768 0.022¢ 48.768  0.0230 45.435 2D 7 OC
50.831 0.031 50.831 0.0324 45.435 2D~ oC
108.374 0.0127 108.374 0.0150 103.241 3D s OC
108.537 0.0275 108.536 0.0261 103.241 ab v oC
186,319 0.0113 186.320 0.0113 181.194 4D ~ OC
186,750 0.0097 186.750 0.0097 181.194 40 /7 OC

Table 5. Comparison of the mean deviation ::=V'Ek E/M [m/Ns*| of 9

frequency response functions of the disc

Point MRP LAR NIA

1 i

1 1 0.6158 0.5180 0.5126
1 2 0.5114 0.4621 0.4574
1 3 0.6112 0.5926 0.5896
2 L 0.4310 0.3626 0D.3658
2 2 0.4836 0.3400 0.3349
7. 3 0.4348 0.3970 0.4035
3 1 0.3470 0.2599 0.2631
3 2 0.3855 0.3713 0.3806
Ez | 3 0.4723 0.3287 0.3344
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A comparison of the mean deviations of 9 frequency respense functions shown in

Table 5 leads to the same conclusions as in Table 3.

The resolution of the measured data in this experiment was 0.5 Hz. The differ-
ence of the identified elgenfrequencies is partly down to ©.1 Hz. Therefore,
we examined the mode shapes to prove that the double eigenfrequencies are not
caused by deviations of the measured data. In this example, we have 3 driving
points for calculating the mode shapes from the residues of the identification
procedures, although they were only formulated for using one driving point.
Therefore, we get different results for the mode shapes depending on the

driving point we use.

The results of our experiment have shown that the double mode shapes were only
calculated sufficiently accurate when the values of both mode shapes were
approximately equal at the driving point. The values of those mode shapes
which comply with this condition are listed in Table & normalized to a modal
mass u of 1000 kg. In addition, Table 6 shows the driving points used for

these tests.

From the theory, it is known that the mode shapes arcund the circle of an axi-
symmetric disc are harmonic waves, Consequently, we performed a curve fit of
the measured mode shape values on the basis of a harmonic wave to estimate the
mode shape amplitude and the nodal lines. The mode shape values from the
approximated harmonic waves are compared with the measured values in Table 6.
Additicnally, there are given the amplitudes of the waves, the angles from
point 1 to the nearest nodal line (countered anticlockwise) of the mode shape
and, for comparison, the theoretical amplitudes calculated as described in
[7]. Table 6 shows that the approximated double mode shapes fulfill the
condition of orthegonality rather well although we had only few measured data
near the eigenfrequencies. Even the comparison with the theoretical amplitudes

of the modes shows sufficient results.

CONCLUSIONS

The performed experiments leads to following conclusions. The MRP algorithm
gives good results in eigenvalues even if the measured data can be analysed
only in frequemcy ranges. In that case, however, the local parameters,
residues and residual terms, have some deviations which can be decreased by a
LAR algorithm, A further advantage is that the MRP algorithm neads only rough

starting values and needs relatively few computation time. The most important
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Table 6. Mode shape values of the disc compared with approximated
harmonic waves and theoretical values

[Point Mode shape 1D OC  Driving Point 1
f + 23344 Hx I+ 23474 He
| |identified value | approx. | identified value | approx.
1 182458 -j 0286 | 15381 11339 +j 1268 laT28
1 19337 -j 0046 | 19568 4370+ 2270 2537
3 20089 -j 2973 | 16508 | -10.136 -j 1.88T | -T.641
4 11141 +j 0481 12491 | -15508 +j 0.828 | -16.171
8 2318-j 0739 J12T | -18562.) 1.T13 | -20.349
& 6019 -j 0413 -TOTS | -20965 - | 0067 | -19.108
Approx. amplitude I'?.!l: 20879
Angle to nodal line 129,08 38,21°
Theor. amplitude 18768 18.768
Paint Mode shaps 2D OC  Driving Point 3
i 48768 Hz I+ 50831 Hz
! |identified value | approx. |identified valus | approx.
| 1.189+) 0050 | 0246 (-14328 .jol10][-18014
1 164604 - D002 | 16444 -5,781-7029%0 | -921¢
3 15893 -j 0511 16398 | 10802-) 0448 8798
4 0.134 -] 0026 -0246 | 232307 -j 0921 | 18014
3 |-lb148 -] 0249 | - 1o 644 11.149-j0.196| 218
i 6 |-17438-j0202|-16.398 | -6260-j 0061 | -a798
] Approx. amplitude 19018 18018
Angle ‘o nodal line  8943° 4338
Theor., amplitade 18220 15220
Paiat Mode shapa 3D OC  Driving Point 3
f+108.374 Bz {» 10883 Ha
1__jidentified value | approx. |identified value | approx.
i |-15626 52226 |-16588 | -8,183.)4799]| -8.10T
2 | -8234-j 1084 (-10038 | 1T244+| 2444 | 18170
3 18481 +j04T9 | 154888 TA39+] 0242 8,107
4 96T3+§2139 | 10035|-11949-) 8364 |-151T0
S5 [-15821-j0060 |-18588! -8,181-§039T7| -810T
6 j-11804-j12T3]|- 10035 14413 +j 3370 15,17C
Approx. amplitude 18,538 17.200
Angle to nodal line 4092 931°
Theos. amplitade 17,308 1T.308
Palnt Mode shaps 4D OC  Driving Point 2
1 - 186320 He fe+ 18675 Ha
| _|ldentified value | approx. |identified value |approx.
1 9411 -j 1364 TA42 | - 12,88] -§ 0,086 | 13867
2 6.396 +j 0.349 TA6T | 13718 -§ 0,108 | 12710
3 (14927 -;0062(-18309 | -0.830-) 0037 1.188
4 6.830 «j 0042 7841 | -14T84 -j O.781 | -13A47
a 9363 - j 0488 TA48T | 120T8+) 0,131 12709
6 |-14.842-§03203|-15300 3832 -§ 0092 1.187
Approx. amplituds 15311 15388
Angle to nodal line 3730 1608°
JTheor. amplitude 16291 16291
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disadvantage is the numerical Instability by solving the system of linear

equations. This may be prevented by using orthogonal polynomials.

The advantage of the NIA algorithm is the numerical stability. In addition,
the algorithm converges to a minimum of the errorfunction in few steps if the
starting values are closely to the true parameters. But compared with the
results from the MRP algorithm the improvement of the modal parameters was
rather low in all examples. A further disadvantage is the large computation
time of the NIA algorithm.

A disadvantage of both methods is that they don't consider the symmetry of the
frequency response function matrix. This lead to different mode shapes if more

than one column or row of the frequency response function matrix is measured.
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RESUMO

0 objetive deste trabalho ¢ o desenvolvimento de materiais para fotoelastici-
dade de reflexdoe, usando matéria-prima nacional. Esta técnica tem sido pouco
usada no Brasil devido a problemas de lmportagdo. Para obtencdo destes mate~
riais, usou-se resinas e endurecedores nacionais. Comblnando os componentes
hastcos em proporgdes varladas obteve-ge vdrias composicdes, das quais foram
seleclonadas as duas melhores,baseado nas propriedades mais tmportantes. Nes-
te trabalho sdo apresenlados o procedimento de obtencdo, as propriedades ne-
cessdrias para o esludo das tensdes/de formacdes usando a lécnica da fotoelas-
ticidade de reflexfo e os resultados quantitativos em um espécimen com solu-
¢do analitica conhecida.

Palavras-chave: Materiais para fotoelasticidade - Fotoelasticidade de Refle-
xdo ¢ Andlise de TensdessDeformagdes em Superficies

ABSTRACT

Fhis work deals with the development of a material for the photoelastic
coating techmigue, using Brazilian raw materials. This technique has not been
largely used in Hrazil owing to difficulties with the importation of the
photoelastic materials. To obtain the materiais it was used four kinds of
Fhuxy resins and four kinds of amine curing agenls as hardeners, all produced
by CGiba Geigy - Qutmica 5.4. do Brasil. By the combination of the basic
vomponents [n dif ferent amount, several composition were obtained. Amoung
these, the two anes that showed the best properties for photoelastic coating
were chosen. This work describes the procedure used to obtain the materials,
the properties required to appiy the lechnique and also presents a resulls of
A simple especimen.

Keywords: [hotoelastic Materials + FPholoelasting Coaling + Stress Strain in
Superficies

Submetids win (ulho /88 Aceito em agousl,/BS




88 Materiais para fotoelasticidade de reflexdo

NOMENCLATURA

EG.E' Mtdulo de Elasticidade do material fotoelistico e do espécimen (MPa)

K Constante otica

K’c Valor da franja para deformagio (m/franja)

Ko‘ Valor da franja para tensdo (KN/m)

N Ordem da franja (franja)

Q Figura de mérito (m™)

T Temperatura critica (°C)

i Espessura da camada fotoelastica e do espécimen (mm)
c‘:,c: Deformages principais na camada [oloeldslica

1::,:; Deformagdes principais na espécimen

A Comprimento de onda (nm)

vht Razlo de Poisson do material fotoeldstico € do espécimen
oi.cr: Tensdes principais na camada fotoelastica (MPa)

cl‘]'.o'; Tensdes principais no espécimen (MPa)

INTRODUGAO

t\tualm:me no Brasil o use das técnicas experimentais de analise dg tensdes
fem aumentado muito devido aos avangos tecnolégicos. Estas técnicas sdo muito
usadas para estabelecer condigdes de projetn, melhorar a confiabilidade e qua-
lidade dos produtes e otimizar componentes estruturais, constituindo, portan-

to, em [erramentas de grande valor em engenharia.

A fotoelasticidade de reflexdo € usada para determinar as tensdes/deformacdes
na superficie dos corpos. Esle conceito surgiuc na Franga nos anos 30, mas al-
cangou um desenvolvimento significative na década de 50 com Zandman et alii
[1,2,3]. A teoria relativa de aquisigdo e interpretagio dos resultados, foi
publicada em uma monografia de Zandman, Redner e Daliy [4], que reune os estu-
dos feitos até a data, no campo da fotoelasticidade de reflexdo., Mais recente-
mente, [oram publicados varios trabalhos enfocando métodos de separagio de

tensdes na camada [otoelastica [4,5,6].

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de materiais usando matéria-prima
nacional. Os componentes usados foram a resina epoxi (Araldite) e endurecedo-
res a base de aminas, produzidos no Brasil. Sac apresentadas as técnicas de
obtengdo e as propriedades dos materiais selecionados, bem como uma aplicagic

com dados quantitativos.
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FUNDAMENTOS TEORICOS

A técnica da fotoelasticidade de reflexSc consiste em colar na superficie do
espécimen a ser analisado uma camada de material fotoelastico, com uma cola
apropriada que produza uma superficie reflexiva na interface - espécimen/
camada. Quandc o espécimen & carregado, a deformaciio na superficie do mesmo é
transmitida para a camada fotoelastica. Considerando gue na superficie de con-
tato a aderéncia é perfeita, as deformagBes em qualquer diregic sio iguais na
camada (c) e no espécimen (s). Assim, através da lei dtica para materiais fo-

toelasticos [5], tem-se que:

NK
€

" -t =g~ g’ = (1)
2z

Utilizando os conceitos basicos da teoria da elasticidade [5], e assumindo que
devido & pequena espessura a camada estd submetida a um estado planc de ten-
sdo, o estado de tensdo no espécimen estd relacionade com o0s parametros de

problema, através da relagio:

i i = —— (2)

Como na fotoelasticidade de transmissdo, os parametros 6ticos obtidos permitem
a determinagdo completa do estado de tensfo/deformagdo na superficie do espé-
cimen [4,5]. Assim, a ordem de franja, definida pelas isocromaticas, permite a
determinagdo da diferenga das tensdes principais e as isoclinicas a determina-
8o das diregBes das tensbes principais. Uma vez obtidos estes parimetros, va-
rios métodos de separagio de tensdes podem ser empregados [5,6] para determi-

nar as tensdes, sendc o mais usado o da incidéncia obliqua.

OBTENGCAO E SELECAOD DOS MATERIAIS

Os materiais fotcelasticos utilizados nesta técnica sdc normalmente resinas
epoxi curadas com endurecedores a base de aminas e anidridos. Estes materiais
sdo escolhidos tendo em vista suas propriedades como: alta constante Gtica,
baixe moduio de elasticidade, alta resisténcia a relaxagac otica e meclnica e
alto limite elastico. Além destas propriedades, o material deve ser de acil
obtencio, transparente, facil de ser usinado, nio apresentar manchas 6ticas,
livre de tensfes residuais, baixo oiste e possuir caracteristicas gue possibi-

litern a sua utilizagdo em superficies irregulares.
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As resinas e endurecedores utilizades neste trabalho sdo produzidos pela .CIBA
GEIGY Quimica S.A. do Brasil. As resinas tém marca registrada de Araldite,
sendo: CY205, MY750, CY248 e XGY1109. Os endurecedores usados, A base de ami-
nas, sdo agentes capazes de desencadear a ligagio entre as duas moléculas de
epoxi. sendo quatro os tipos de endurecedores escolhidos: HY943, HY951, HY956
e HY960. Os materiais foram obtidos através da combinagio proporcional das re-
sinas, com cada tipo de endurecedor. Para ¢s componentes selecionados, a pro-
porgdn usada inicialmente foi de 100pp (partes em peso) das resinas com SOpp

dos endurecedores.

A Tabela 1 mostra os materiais obtidos, onde os componentes resinas e endure-
cedores foram ordenados segundo observagdes relativas a transparéncia e T ragi-

lidade, contendo também informagdes sobre a cor e endurecimento.

Tabela |. Materiais obtidos com fundigio a temperatura ambiente (25°C)
em espessuras de 2mm, tendo 100pp de resina e 50pp de endu-

recedor
HY 351 HY 956 HY 943 HY 960

-OPACD -OPACG TRANSPARENTE -TRANSPARENTE
D |- NAO ENDURECEU VISCOEL ASTICO VISCOELASTICO -QUEBRADICO
> -BRANCO -BRANCO -BRANCO - AMARELO
g -DEFEMOS SUPERFICIAIS | MANCHAS BRANCAS

\SEMI-TRANSPARENTE - TRANSPARENTE -TRANSPARENTE -TRANSPARENTE
& |-ndo EnbURECEU -VISCOEL ASTICO -ENDUREGIMENTO NORMAL |- MUITO QUEBRADICO
= |-BRANCO -BRANCO -BRANCO - AMARELO
é -MANCHAS

-TRANSPARENTE - BRANSPARENTE -TRANSPARENTE - TRANSPARENTE
§ -VISCOELASTICO -ENDURECIMENTD NORMAL |-ENDURECIMENTO RAPIDD  |-MUITO QUEBRADICC
> |-BRANCO -BRANCO -BRANGCO - AMARELO
> -DEFEITOS SUPERFICIAIS |- QUEBRADIGO

- TRANSPARENTE -TRANSPARENTE -TRANSPARENTE -TRANSPARENTE
2| viscoELASTICO -BRANCO -QUEBRADIGO -SUPER GEBRADIGO
= -ENDURECIMENTD NORMAL |-BRANCO -AMARELO
= -ENDURECIMENTO RAFIDO

0BS.. A FRAGILIDADE E TRANSPARENCIA CRESCEM DA ESQUERDA PARA DIREITA E

DE CIMA PARA BAIXD.

Apos a analise preliminar que acarretou a eliminagdo de algumas composigdes,
com base nos resultados da Tabela |, uma segunda etapa de testes foi feita com
100pp de resina e Xpp de endurecedores, com X variando entre 10 e 50. Através

das combinagées nas proporgdes mencionadas, fez-se a selecdo das melhores com-
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posigdes tendo em vista as caracteristicas requeridas para um bom material.
Desta forma, os materiais obtidos com a resina CY205 tratada com 20 e 30pp do
HY951 e 30 e 40pp do HY956 e a resina XGY1109 com respectivamente 20 e 30pp de
HY956 e HY943, apresentaram como sendo os melhores materiais. De posse destes
oito materials, foram feitas medidas do médulo de elasticidade (E°) e do valor
da franja (Ko,). permitindo determinar os materiais com maior figura de mérito
(OBEC/KO,J [S]. Assim, as combinacBes selecionadas, resina/I00 - endurecedor/X,

foram:

CY205/100-HY951/20
HGY1109/100-HY943/30

TECNICAS DE PREPARAGAO E COLAGEM DO MATERIAL

0 sucesso -na obtengio de resultados usando a técnica da fotoelasticidade de
reflexdo depende de varios fatores. A preparagdo dos meldes, fundigio dos ma-
teriais e a colagem do material fotoelastico no espécimen sdo etapas importan-
tes na aplicagio da técnica. Assim, para o obtencdo dos materiais, estes devem
ser fundidos em moldes especiais, devido ao grande poder de adesdo do Araldite
durante o periodo de cura. Os moldes devem ser posicionados sobre uma mesa ni-
velada, para garantir a uniformidade na espessura. Meste trabalho foram utili-
zados moldes de vidro, revestido com borracha de silicone (RTV-B-Dow Corning)
e molduras em barras da mesma borracha [7]. Este tipo de molde garante a ob-
tengio de superficies lisas, evitando assim qualquer tipo de polimento, Outras

técnicas podem ser utilizadas, com igual sucesso.

A preparagdo do material para aplicagdo em superficies planas, curvas e irre-
gulares consiste na mistura dos compeonentes, polimerizagdo parcial da mistura,
remogdo do material do molde e modelagem do mesmo 3 superficie do espécimen.
Para se preceder a mistura dos componentes, estes devem ser pesados separada—
mente e aquecidos & mesma temperatura do molde, utilizando-se neste trabalho
temperaluras entre 35°C e 45"C, Este aquecimento facilita a mistura dos compo-
nentes, pois diminui a viscosidade dos mesmos e proporciona uma reagiio ou cura
mais uniforme ac longo da superficie ou placa do material a ser obtido. Apds o
aquecimento, os materiais devem ser misturados lentamente, para evitar a for-
magdo de bolhas, até a completa homogeinizagdo. Nesta etapa, observa-se uma
elevagdo na temperatura da mistura no inicio da cura, sendo que esta ndo deve
ultrapassar S0°C. Temperatura maior podera causar uma reagao brusca devido ac

alto poder reativo de endurecedores a base de aminas, além do efeito cataliza-
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dor da temperatura, provocando a perda da mistura ou gerando manchas 6ticas no
material acabado. Em seguida a mistura é vazada lentamente no molde e espalha-
da para que ocupe toda a Aarea util do mesmo. Bolhas de ar que eventualmente
aparegam devem ser eliminadas e o molde coberto para proteger a superficie do
material. Como a espessura maxima do material fotoeldstico usado nesta técnica
ndo é superior a 3mm, a gerag8o interna de calor, devido & reagio exotérmica,
nunca ultrapassa a temperatura critica dos materiais desenvolvidos. Ista re-

sulta em materiais oticamente isotropicos.

Para os materiais selecionados, a geragio interna de calor ou temperatura mé-
xima, durante a cura, foi medida para diferentes espessuras. Desta forma, a
espessura méaxima recomendada para o CY205/100-HY951/20 é de 3mm e para o
XGY1109/100-HY943/30 ¢ de 5mm. Estes valores foram encontrados considerando-
se a temperatura maxima de cura para uma determinada espessura, inferior a
temperatura critica do material. Temperaturas maiores ocasionam manchas Oticas
no material. A Figura | mostra a variagic da temperatura com ¢ tempo, durante
a cura do XGYL109/100-HY943/30, para uma placa de 5mm de espessura, obtida
usando termopar de cobre-constantan e um sistema de aquisicdc de dados. Devido
a sua espessura, este material tem sua utilizagdo também recomendada para fo-

toelasticidade plana.
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Figura 1. Variagdo da temperatura de cura com o tempo; placa de
XGYN09/100 - HY943/30 de 5mm de espessura

O material fotoelastico desenvolvido passa por diversos estagios de polimeri-

zacglo durante a cura, o que possibilita a sua modelagem em superficies curvas
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e/ou irregulares. O estagio denominado semi-polimerizado, no qual o material
se encontra mecanicamenle estdvel mas altamente flexivel, ¢ alcangado apds de-
terminado tempo de cura. A principal caracteristica do material neste estagio
é a falta de meméria fotoelastica, isto &, o material pode ser deformado sem
apresentar qualquer tipo de efeito 6tico depois de totalmente polimerizado. O
tempo gasto pelo material para atingir o estagio de semi-polimerizacao depende
da temperatura ambiente, da espessura e da composigio do material. Para o
CY205/100-HY951/20 o tempo de semi-polimerizagiio foi de 1:30 horas, para uma
temperatura ambiente de aproximadamente 25°C e uma espessura de 2mm. Para o
XGY1109/100-HY943/30 o tempo foi de 40 minutos, para uma temperatura ambien-

te de 28°C e uma espessura de 2mm.

Para a aplicago em superficies curvas efou irregulares o material & desmolda-
do durante este estdgio e modelado na superficie do espécimen. A remogio do
material & feita puxando-o com movimentos continuos e lentos, evitando dobras,
como mostra a Figura 2. Apdés a remogfio, o material é recortado com uma tesoura
e modelado lentamente sobre a superficie limpa do espécimen e impregnada de
tleo mineral. Nesta etapa o material nfio deve ser pressionado ou forgado sobre
a superficie, para evitar distencdo do mesmo. O tempo de trabalho é de aproxi-
madamente 15 minutos, a partir do qual o material torna-se dificil de ser tra-
balhado.

."3

| ¢ "'.-"_"'".'?F-'."‘ 3

Figura 2. Remogdo do material semi-polimerizado do molde

0O estagio final da polimerizacio se dA entre 3 e 5 horas para o CY205/100 =
HY951/20. Na obtenglio de placas planas este estagio & atingido antes da des-
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moldagem. Para moldes curvos e/ou irregulares, apés a modelagem, o material
deve permanecer scbre a superficie até a completa polimerizagio. Apbs a cura a
temperatura ambiente, o modelo deve ser submetidec a um tratamento térmico a
70°C durante 24 horas. Este tratamento propicia uma completa reaglo e homogei-
niza¢do do material, melhorando suas propriedades. Medidas comparativas do mé-
dulo de elasticidade {E°) e do valor da franja para tensdo (Koj, antes e de-
pois deste tratamento, comprovam uma melhoria nestas propriedades entre 10 e
15%, além de sua completa estabilizaglio [7]. A Figura 3 mostra um modelo irre-

gular pronto para ser colado no espécimen.

TE

Figura 3. Modelo irregular e espécimen prontos para serem colados

PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

Como foi visto, os materiais para fotoelasticidade de reflexfioc devem apresen-
tar caracteristicas e propriedades especificas para a determinacdc das ten-
sbes/deformagBes no espécimen, a partir dos fenSmenos 6ticos observados na ca-
mada fotoeldstica, Algumas destas propriedades, como médulo de elasticidade
(E®), valor da franja para tensdo (K,) e razio de Poisson (v%), estdo direta-
mente ligadas a sensibilidade da camada e sdc essenciais na determinagiio das
tensdes/deflormagbes.

0 médulo de elasticidade e a razio de Poisson foram determinados usando exten-
sometros elétricos. As propriedades oticas dos materiais ou calibragiio dos ma-
teriais foram obtidas usando modelos com solugSio analitica conhecida,feitos do



8. A, G. de Oliveira & H. A. Gomide 95

proprio material, usando polariscépic de transmissdo. A variagio destas pro-
priedades 64ticas com a lemperatura e o tempo estdo mostradas nas Figuras 4 e
5. A Figura 4, mostra a tipica variagic de valor da franja com a temperatura,

que permite determinar a temperatura critica ITC) dos materiais.
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Figura 5. Valor da franja para tensfio X tempo, com tensfo constante.
Curvas A obtidas usando polariscépio de transmissioc e B de
reflexéo
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For outro lado, a Figura 5 mostra que o valor da franja para tensio permanece
constante em fungdo do tempo, para uma tensdo constante, ou seja, os materiais
ndao apresentam fluéncia (creep). Esta caracteristica ou propriedade dos mate-
riais desenvolvidos é de fundamenta] importincia em qualquer analise qualita-
tiva, onde os dados experimentais sio obtidos em um intervalo de tempo consi-
derével.

=] g

T o

50—

(MPA ]

40 — |
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W-CY 205/100-HY951/20
A-XGY 1109/100-HY943/30

]
A |
30 :
]
|
! —— —_ Limi'e de linearigade
|
|
|
|

i L
1 I 27 Tx 1 1 1 1 I T 1
Q 1 2 3 4 g & 7 8 =] io

ORDEM DE FRANJA/ ESPESSURA  {L/mm)

Figura 6. Limite de linearidade dos materiais desenvolvidos

Fara analises de tensBes/deformacdes em espécimes, baseado nos principios da
tearia linear da elasticidade, os materiais desenvolvidos devem também apre-
sentar uma linearidade nas relagies tensao/deformacgio e tensio/resposta otica.
A Figura 6 mostra a variagio da ordem de franja com a tensiu, onde os limites
de linearidade, para os materiais, foram definides assumindo um desvio infe-

rier a 0,2% no coeficiente de correlagdo da reta na fase eldstica.

Na Tabela 2 estdo mostradas as principais propriedades e caracteristicas dos

materiais desenvolvidos e sua comparacdo com os similares importados.
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Tabela 2. Comparagio dos materiais desenvolvidos com os similares importados

MATERIAL £Y205/100- | X8Y 1109/100 g - PR gy ER
PROPRIEDADE S HY 851 /20 HY 943,30
E (MPa) 3130 31210 2900 3100
h 036 0,37 036 036
T e I T ¥ )
Ke ieg e 0107 0,092 olo Qo
Te (+C) 20 60 >80 >70
Nmdx ( Fronjos/mm) 27 33 - o

CARACTERISTICAS GERAIS

PRECC  (unid. ) 1 1 4 7
TEMPO CURA I a5 8 al0 24 S
TOTAL (hs)
TEMPO DE X go. W a0 4] 120 oy
SEMI - POLIMERIZAGAO { mi )
TEMPO DE MANUSEICQ =
SEMI- POLIMERIZADG (mi) ko260 20 vz
ESPESSURA MAXIMA 3 = s =
DE FUNDICAO {mm)
(1) MATERIAL IMPORTADO [8]

(2) AT 577 nm (LUZ BRANCA)
{3) ESPESSURA DE 2mm, TEMPERATURA AMBIENTE 25°C
(4) EXPESSURA OE 2mm, TEMPERATURA AMBIENTE 28°C

APLICAGAO DO MATERIAL

Com o objetivo de qualificar os materiais desenvolvidoes como ferramenta para o
uso em andlise experimental de tensdes/deformagdes, um espécimen padrac foi
analisado. Assim, a diferenca das tensbes foram determinadas ao longo do raio
de uma viga curva, usando o método experimental da fotoelasticidade de refle-
x3o (eq. 2), e comparados com os valores tedricos. Os resultados apresentados
na Figura 7 mostram uma concordancia significativa entre os valores teéricos e
experimentais. E importante ressaltar que, o efeito de reforgo foi computado
nos resultados experimentais, sendo o fator de correcdo calculado para um pro-
blema de estado plano de tensdo [5,7].

Os resultados obtidos com a técnica da fotoelasticidade de reflexdo sio alta-
mente dependentes de uma completa ades3o entre o espécimen e a camada. A cola,
além de proporcionar uma perfeita aderéncia, deve produzir uma superficie re-
flexiva na interface. Na aplicagio mostrada na Figura 7, foi utilizado a cola

Araldite - 24 horas com S partes em peso de purpurina. Apés a completa mistu-
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ra, a cola foi espalhada na area, de tal forma a se obter uma camada uniforme
e de pequena espessura. O modelo fotoeldstico foi entdo posicionado e pressio—
nado sobre a camada de cola, de uma extremidade 4 outra para evitar a formagio
de bolhas de ar. O conjunto foi mantido & temperatura ambiente, até a completa

cura da cola, durante mais de 24 horas.

4
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} L
& P
£ gbf
~ ! o=
s
w 1o
8 b :
S i « EXPERIMENTAL
é 0.0 ) — TEGRICO
- I
M el
g -lop ?
L ] ’
-20 : 1 M L 1 1 M | L !
! 20 3o 40 50 | 60
A 8
RAIO (mm)

Figura 7. Comparagdo dos resultados tedricos com os da fotoelasticidade
de reflexfio

Com base nos resultados apresentados na Figura 7, nenhuma influéncla signifi-
cativa da cola fol observada. A Figura 5 mostra, também, o valor da franja pa-
ra tensdc usando polariscopio de reflexdo, ou seja, determinagdc da proprieda-
de ética do material sob a influéncia da cola (Curva B). Como pode ser visto,
os resultados nac apresentam nenhuma fluéncia aparente devido a cola, ap6és um
tempo de aplicagdo da carga superior a 60 minutos. Deve ser mencionado que o
valor da franja mestrado na Figura 5 diferem ligeiramente para o CY205/100 -
HY951/20, por serem lotes de materials diferentes. Discrepéincla igual foi ob-
tida, através de medidas feitas sem interferéncia da cola, ou seja, usando po-

lariscépio de transmisséo.

CONCLUSOES

Com base neste estudo e nas observagdes feitas no decorrer das experiéncias

realizadas, as principais conclusfies, sdo:




S.A. G. de Oliveira & H. A. Gomide 99

foram desenvolvides dois materiais, para utilizagdo em fotoelasticidade de
reflexdo, CY205/100-HY951/20 e XGYI109/100-HY943/30, para analise de ten-

sBes/deformagies em superficies planas, curvas efou irregulares;

o5 materiais desenvolvidos, guando obtidos em espessuras infericres a 3mm,
temn uma geracdo interna de calor que nio compromete as propriedades 6Sticas

finais,;

os materiais s83o obtideos & lemperatura ambiente e melhoram suas propriedades

quando submetidos a um tratamento térmico a 70°C, por 24 horas;

os materiais desenvolvidos tem alta sensibilidade e apresentam caracteristi-
cas comparaveis acs similares importados, podendo ser obtidos a custo entre

4 e 7 vezes menor do que estes;

o Araldite - 24 horas demonstrou ser um adesivo com boas propriedades para a

técnica da foloelasticidade de reflexio;

este trabalho coloca ao alcance dos pesquisadores da 4rea todas as informa-

gOes necessirias para a oblengdo e utilizagdo dos materiais desenvolvidos.
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