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RESUMO 

Um modelo de impacto elástico e v!sco-eiAstLco, considerando a rigidez da base 
variável. é utilizado para anallsar o comportamento dos parAmetros da collslo. 
Alguns parâmetros importantes s6o anallsados, tais como, tempo de contato, 
forca de contato, deformacio superflcLal e coefidente de restitulçio. Este 
modelo é aplicado à colisão entre uma esfera de aço e um disco. Neste fato, 
pode ser ignorado o efeito de propagação de onda do disco. Os re5·u!tados de 
simulação do modelo são comparados com os experimentos. 

Palavras-chave: Impacto elástico e vlscoelástico · Rigidez da base variável 
Tt>mpo de contato · Forca de contato · Coeficiente d e rest!tuic6o 

ABSTRACT 

The elastic and visco-elastlc lmpliCt model , taking into account of a vartable 
stlffness foundatlon,is used for Lhe analyses of an lmpact parameter bettavior. 
Some import ant parameters are analysed, take as. contact time, contact force, 
surface deformation and coef/Lcient of restltution. Thls model is applicated 
to ttte co!Usion of a stee! sphere on a d!sk, wt.Lch geometríca! maln dimension 
h11s the same magnitude as the sphere. ln this fact,the efj'ect of wave 
propagat lon on Lhe disk can be lgnored. The s lmutation mode! was compar ed with 
the experimental one. 

Keywords: Elastic and víscoelastLc impact · Variable stiffncss foundation 
Contact time · Contact force · Coefflcient o[ restitution 

Subm•llc.to em abrll/88 Acetlo em abrU/89 
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PARAMETROS DE COLISÃO 

Colisão pode ser definida como o encontro de dois corpos rlgidos movidos com 

velocidades dlferentes. Existem dois modelos matemáticos principais que des­

crevem a colisão de dois corpos. O primeiro é o modelo de Saint-Vennant que 

consíderã as vibrações elásticas dos corpos durante a colisâo. O segundo é o 

modelo de Hertz que considera a deformação local dos corpos no ponto de conta­

to. No caso dos corpos possu1rem alto mOdulo de elasticidade, como os aços. a 

deformação local oo ponto de contato é predominante onde o processo de defor­

maçlo é Inelástico [1). De outro lado, Goldsmith 121 mostrou que a importância 

das vlbraçl5es elásticas do corpo cresce na medida em que sua espessura dimi­

mul. Barnhart e Goldsmith [3) analisa.ram as tensões superficiais durante a 

colisão entre uma esfera e uma viga simplesmente awiada. Eles consideraram a 

deformaçll.o em redor do ponto de contato como inelâstíca e, também, as vibra­

çl5es elásticas da viga. O modelo deles mostrou significativa discrepância em 

C:omparação com os resultados experimentais. 

L.ee e outros I li propuseram um modelo de colisão que considera a geometria dos 

corpos; esse modelo uUllza a d1screti:zaçlo das massas dos corpos para avaliar 

a força de contato durante a colislo. O modelo é complicado e nllo foi verifi­

cado experimentalmente. 

O modelo matemático de collsllo desenvolvido por· Herbert e Mcwhanneil 141 con­

siderou a rlgfde:z de superflcfe de cantata como n!io-linear junto com o amorte­

cimento superficial. Esse trabalho baseou-se nos trabalhos de Goldsmith. 

A análise bibliográfica mostra que vários trabalhos foram conduzidos até agora 

sem, porém, esclarecerem os fenômenos princlpals da colisão de dois corpos. O 

trabalho aqui apresentado tem como objetivo principal o estudo analltico­

experimentaf da colisllo entre uma esfera e uma base plana de rigidez variável. 

Os resultados das medidas do tempo de cantata e das deformações superficiais 

dos corpos são apresentados e comparados com os resultados de sfrnulac;ão digi­

tal. 

NOOELO MATEMÁTICO OE COLISÃO 

A representaçlo esquemá.tica do modelo de colisão encontra-se na figura I. onde 

a esfera com massa m, deslocando-se com velocidade inicial x . colide com a 
o 

base de massa M e velocidade inicial y 
0

• A rigide:z das superflcies ao redor do 

ponto de contato é apresentada como função nllo-linear g(x,y). A base ~ suspen-
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sa atrav~ de uma rigidez linear K. Presume-se que o ponto de col!slio coincide 

com a linha reta que passa pelos centros das massas da esfera e da base. 

Presume-se, tamb~m, que a rigidez de suspensli.o da base ~ sim~trica e seu ponto 

de apoio coincide com a mencionada linha reta que passa pelos centros das 

massas M e m. Essas suposições levam a acreditar que a base, depois da colisão 

vibra em seu modo fundamental. deslocando-se na direça.o da linha reta defini­

da. O experimento permitiu acreditar que as suposições são verdadetras. Essa 

confirmação permite simplificar o modelo apresent ado por Herbert e Mcwhannell 

I 4 (. Como resultado, o modelo ~ definido pelas seguintes equações: 

I X -,y 

figura I. Representação esquemática do modelo da colisão 

mx + g(x,yl = O 
(1) 

My - g (x.yl + l<y o 

Onde. g(x,y) representa a força de contato superficial. No caso de comporta­

mento dos materiais na superflcie como elásticos. essa força pode ser definida 

como: 

g(x,y) K (x-v)3 n s . 12al 

Onde, K
5 

representa a rigidez superfic ial. 1\'o caso do comportamento dos mate­

riais na superflcie como visco-elast icos, a força pode ser definld<~ como (51: 

3/Z · • g(x.yJ : K
5
(x-y) (I+À(x- yJI (2b) 

O coefi ciente de amortecimento visco-elástico À é dado por Hirata e Sc ieszko 

[6) · 

com q ;e -3 (3) 
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Onde, q ~ o parâmetro d~ colisão inelástico, e é o coeficiente de restituição 

e x é a velocidade de colislio dos corpos. O aumento do parametro q implic6 no 
o 

crescimento da perda de energia dut·ante a colisão. Comparando a equação (3) 

com a fOrmula apresentada pot· Hunt e Clossley [SI para q ..O. as expressões slio 

iguais apesar· de que llunt considerou apenas q .. O. 

De acordo com os resultados experimentais de Coldsmith, o coeficiente de res­

tituiçlio e varia em função da velocidade de colisão entre a esfera e a base. 

Este coeficiente pode ser definido, considerando-se que a esfera e a base slio 

de aço, como (4(: 

e = I - 0.2.6 x'/3 

o 

e= 0,73 - 0,02 x 

para x :S 1,5 m/s 
o 

para x > 1,5 m/s 
o 

A rigidez superficial K
5 

~ dada por Coldsmlth 121: 

2 E R 1
/2 

3( l - v 2
) 

(4) 

(5) 

Onde, E - Módulo de elasticidade (N/m2
), R - Raio de curvatura lml e v - Coe­

ficiente de Poisson. 

SIMULAÇÃO OIC!TAL 

Para a avaliação do comportamento dinâmico do modelo apresentado foi realizada 

uma simulação digital, usando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para 

o propósito da simulação, as equaçõell apresentadas anteriormente foram refor­

muladas como segue: 

X • dX /dt = X 
I o 

As condições iniciais da simulação foram definidas como a seguir: 

J[ (tsQ) • O 
o 

1 {t•O l • O 
o 

X (t=O) • X 
1 1,0 

y (ts()) >: o 
I 
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A simulação digital serviu para a avaliação dos principais parâmetros da coli­

são. como: tempo de contato. força de contato e coeficiente de restituição. 

Os dados utilizados para a simulação são: 

E v 0,3 m 65E-3 (Kgl 

R 12,7E-3 (m) X 
I. o 

lm/sl 

TEMPO DE CONTATO DURANTE A COLISÃO 

Na primeira parte da simulação, analisou-se o tempo de contato T entre a esfe­

ra e a base durante a colisão. O tempo de contato foi analis.ado em função da 

razão 13 das massas da esfera e da base e em função da razão 7 da rigidez da 

superflcie e da base, onde a rigidez da superf!cie e definida na equação (51. 

Os resultados da simulação para o modelo elástico são apresentados na Figul'a 

2, onde, no eixo vertical do gráfico tem-se o tempo de contato da esfera com a 

base em microsegundos e, no eixo horizontal, a razão /3 da massa da esfera em 

r·elação à da base. 

'l~.r." ~-, 
1.57 l 

1.11 

0.66 

.06 .35 

r= 100 

.7 I 

f3 

Figura 2. Tempo de contato em função da razão de massa f3 
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O gráfico apresenta várias curvas para diferentes valores de ;, onde pode-se 

observar que para a razão de rigidez r=! a variação da razão da massa não 

influi no tempo de cantata T. Essa variação mostra-se significativa para 

valores ;>10. É fácil observar que para valor de r=IOO e /3=0,5, o tempo de 

contato aurQenta rapidamente. Esse a~1mento do tempo de contato é explicado pelo 

gráfico apresentado na figura 3, onde mostra-se o deslocamento x da esfera 

pela linha continua e o deslocamento da base y pela linha pontilhada, em 

funç.ão do. tempo. Nesse gráfico, pode-se observar que para valor r=lOO o 

deslocame1"to da esfera acompanha o deslocamento da base, prolongando o tempo 

de contat~ entre a esfera e a base. 

X, Y ( m ) 
xE-05 ~~----.------.----~------r-----.-----,-~ 

2.9 

o, e 

-1,3 

······-······· ..... I ,.'<. ... 
,/..···· 

I 
t/ 

~--/~.:.~ 
....... ~: ................. _ ................................... -

o 

Destoe. do esfera 
0 H ioc. do b<lse 

0,5 

(3: 0 ,5 

······.,·\. 

·· ... 

r = 100 

\, 

1,1 

· .. ..... 

',,~ ~ 
1, 6 xE-04 

TEMPO ( S l 

Figura 3. Deslocamentos da esfera x e da base y durante a colísão 

FORÇA DE CONTATO 

A força de contato foi determinada através dos deslocamentos relativos entre o 

centro da esfera e o centro da base. A Figura 4 apresenta um gráfico que mos .. 

tra as forças de contato em função do tempo, onde a linha continua representa 

~s forças de contato para o modelo elástico e as linhas pontilhadas para o 

modelo víscoelástico. Podemos observar que o modelo viscoelástico, com o parâ­

metro de colísão inelástico q=l . apresenta forças aproximadamente 157. menores, 

comparando-se com o modelo elástico. Nota-se, também, que durante per1odos de 

contato prolongados aparece um segundo pique de força. O gráfico da Figura 5 
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representa a influência da razão da massa f3 da esfera e da base no valor da 

força máxima de contato. A análise apresentada foi feita para o modelo elásti­

co. Observa-se que para valores de r • IOO e r=JOOO, a força máxima diminui 

rapidamente em função da razl!o da massa {3. Para valores de T pequenos, a força 

máxima de contato pouco depende da razl!o da massa. 

FORCA DÊ CONTATO I N l 

2450 

1225 

o 

o 0 .55 

!= 100 

e tó•tico 

viscoelóst ico 

1.65 
x E-04 

TEMPO I t ) 

Figura 4. Força de contato durante a colisão 

' FORCA MAX DE CONTATO I N ) 

2~ 

2300 

1800 

ll 
Figura 5. Força máxima de contato em função da razão de massa /3, caso elástico 
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x. Y tm/a) 
·~~----~----~----~------r-----.-----~ 

I 

o 

- I 

, I 

X 

y 

··-' ·, \;~·~~:: ::.· 

o 5 . 5 
E-O~ 

(o ) 

I 

11 

1.1 
E-04 

IV III 

UI 

1.65 

TEMPO (a)E-0<4 

x.v lm.\) 

o 

-I 

~~----~----~----~------r-----.-----.-~ 

' ! 
I 

o 

'• , .. 

5.5 
E-05 

( b ) 

1 IV III li 

'~~~ 

1.1 
E-04 

IV 

1.65 
E-04 

TEMPO (a) 

Figura 6. Velocidades nos centros da esfera X e da base Y para 
a) modelo elástico e bl modelo viscoelAstico 
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COEFICIENTE DE RESTITUIÇÃO 

O coeficiente de restituição da energia cinêtica da esfera ê definido como a 

razão da velocidade antes e depois da colisão. Como a velocidade antes da co­

lisão ê constante e igual a I m/s para todas as simulações, isso significa que 

a velocidade da esfera depois da colisão repres.,nta o coeficiente de 

restituição. A ve locidade da esfera depois da colisão pode ser observada na 

Figura 6, onde as linhas continuas representam a velocidade da esfera e as li­

nhas pontilhadas. a velocidade da base. As velocidades correspondentes da es­

fera e da base são marcadas pelos mesmos números romanos, onde os números cor ­

respondem os sf!guintes valores da ra:z!o da massa 13: 

a) Curva I: fl ., 0,25, bl Curva li : fl e 0,5, cl Curva III : fl • 0,75 e d) Curva 

IV: /3 = I. 

A influência da razão da massa fl no coeficiente de restituição, para diferen­

tes razões de rigidez r. ê apresentada na Figura 7, onde as linhas continuas 

representam o modelo elástico e as linhas pontilhadas o modelo viscoelástico 

com o parâmetro de colisão inelástico q=l. Esse gráfico mostra ampla variaçllo 

do coeficiente de restituição, começando com valor I, onde praticamente não 

existe perda de energia durante a colisa.o para o modelo elás tico, chegando a 

valores perto de :zero para valores de r •lOOO e f3 aproximando-se de I. 

o 

.8 

.6 

. 4 

.2 

o .2 

1 :1 

ELÁSTICO 
VISCOELÁST . 

...... ...... -...._ r : 1000 
....... ........ -.::-----____ 

.6 .8 

Figura 7. Coeficiente de restituição em função da ra:zllo de massa fl 
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EXPERIMENTOS 

Bancada Experimental. Para verificar os resultados da simulação, foi projetado 

uma bancada de testes que permitiu medidas experimentais do tempo de contato 

da esfera com a base e do deslocamento da base durante a colisão. 

A bancada experimental apresentada na Figura 8 consiste em uma esfera I que 

colide com a base 2. A parte central da base 2 tem uma massa chamada massa da 

base que fica suspensa por um anel fino, o qual liga a parte central da base 

com o anel externo da base. O anel da base ~ fixo no suporte sólido 3. Embaixo 

da parte central da base 2. encontra-se um sensor de deslocamento foto-ótico 4 

fixo no suporte 3. A esfera I é sustentada pelo Imã 5 fixo no suporte 6 da 

esfera. O suporte da esfera permite a regu!agem da posição da esfera em 

relação à parte central da base 2. A alavanca 7 desloca o Imã 5 para cima, 

afastando-o da esfera e permitindo a queda livre da esfera. A distància entre 

a esfera segura pelo Imã e a base determina a velocidade da colisão da esfera. 

Figura 8. Esquema da bancada experimental para a colisão 

Para detectar o tempo de contato entre a esfera I e a base 2 foi montado um 

pequeno circuito e!étrlco que consiste em uma fonte e!étrica 8 e um resistor 
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ligados atrav~s de um fio el~trico fino com a esfera de um lado e com a base 

de outro lado. A esfera durante a colislo fecha o circuito, o que foi regis­

trado pelo osciloscópio digital 9. Para medir o deslocamento da base usou-se 

um sensor fotoelétrl co 4. O fotosensor é composto de um emissor de luz e um 

fototrans!stor. Um3 pequena lâmina, fixa em baixo da parte central da base 2, 

obstrui o feixe de luz que sai do emissor de luz na dlreção do fotoresistor. O 

deslocamento dessa lamina varia a quantidade de luz que chega ao fototransis­

tor, variando a tensão elétrica na salda do fotoresistor. Essa tensão el~trica 

é proporcional ao deslocamento da lâmina, o que significa que é proporcional 

ao deslocamento da parte central da base 2. Essa variação de tensão é regis­

trada pelo oscíloscóplo digital 9. 

A calibração do conjunto do sensor fotoelétrico é feita estaticamente, 

aplicando-se forças na parte central da base para criar o deslocamento da mes­

ma. O deslocamento foi medido usando-se um relógio comparador com precisão de 

I mlcrometro. 

Os sinais do deslocamento e do tempo de contato foram registrados simultanea­

mente pelos dois canais do osciloscópio digital. Os sinais registrados pelo 

osciloscópio foram transmitidos para um microcomputador Apple , usando-se uma 

placa de comunicação universal CPIB para futuro tratamento e análise. 

Resultados Experime ntais. Os exemplos dos resultados experimentais registrados 

pelo osciloscópio digital encontram-se apresentados nCl Figura 9, onde a linha 

A mostra o tempo de contato da esfera com a base e a linha B o deslocamento da 

base. Os gráficos foram feitos para diferentes diâmetros da esfera, onde o 

gráfico a) para a esfera de 25 mm e b) para 32 mm. Em todos os casos, a velo­

cidade de colisão foi igual a I m/s. Os valores registrados pelo osciloscópio 

digital, em seguida, foram transmitidos para o microcomputador para o futuro 

tratamento. 

Depois do tratamento. os resultados em forma gráfica foram apresentados na 

te la do monitor do microcomputador e impressos pela impressora, como podemos 

ver nas Figuras 10 e 11, onde as linhas pontilhadas representam os resultados 

experimentais e as linhas continuas, os resultados da simulação. Os desloca­

mentos da base são ap1·esentados em função de tempo durante o pertodo do conta­

to da esfera com a base. Na figura 10 apresentam-se as deflexões para várias 

velocidades de colisão, sendo na Figura lOa para a esfera de 25 mm de diâmetro 

e na Figura lOb para a esfera de 32 mm. 
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A Figura 11 mostra as comparações entre os resultados experimentais e os da 

simulação digital, modelos elástico e inelástico com o parâmetro de colisão 

inelástico q=l. A Figura lia representa os resultados para a esfera de 32 mm 

de diâmetro que colide com a base com velocidade de 1,5 m/s e a Figura llb, 

para esfera de 38 mm de diâmetro e velocidade de colisão de m/s. Esses grá­

ficos mostram que o modelo viscoelástico e mais próximo dos resultados experi­

mentais do que o modelo elástico. 

A 8 
/ / 

I 
3 (mvl PARA CANAL- A 

12 ( mv l PARA CANAL- 8 

f 8 

I 
3 ( mv l 

Jt2 ( mv) 

64 ()Jtl 
,______ 

(o l 

PARA A 
PARA 8 

64 ( 1-l • l .....__. 

I b I 

r-

Figura 9. Reprodução dos sinais de osciloscópio para esferas de 
a) 25 mm e b) 32 mm 
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CONCLUSÕES 

Comparando-se os rcsultaclos experimentais com os resultados da simulação digi­

tal, podemos afi•·mar que o modelo matemát ico apresentado ~ bastante preciso 

para a análise param~trica da colislio. entre uma esfera de aço e uma base com 

a rigidez variável. 

A variação abrupta do tempo de contato reve l<i·la pela simulação digit al foi 

confirmada pelos experimentos. 

Constatou-se que a rigidez da base influi, de maneira significativa, nos pará­

metros de colisão. 

O modelo viscoelástico altera não somente a força da colisáo mas também o tem­

po de contato. 
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RESUMO 

Realiza-se um e.<;ludo experimental de vigas d e concreto armado sob o i mpacto 
ltdflSl ersal de um cor po rtgldo. O modelo fís ico é um a. viga de sec6o q uadrada, 
engustada ·~ lhn<. per cutíd3 tra.nsversalment e por uma esfera. de aço. Um estudo 
via compu tador é também conduzido para ser vir de base à inter;>retn.c ão dos 
r c sul lados sob a ótica da equação integral de Timoshenko e com as deformações 
dt> l'llllta to ele acordo com a rel ação de Hertz. Os resultad os permitem a 
idt>ntif ic·ação da influênc ia da var iação da massa e ve/oddade da esfera. no 
prvcesso de colisâo, do comportamento gera.! da viga e. da sua armadura e da 
r+mplltudE', variação e duração dn .forçr. de contato. 
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ABSTRACT 
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INTRODUÇÃO 

O problema do impacto tem sido estudado sob diferentes formulações no que 

concerne ao entendimento do fenômeno. Os trabalhos iniciais consider·am os 

elementos envolvidos como corpos rlgidos e usam equações de equilibrio de 

impulso e de momerrto linear. Posterior·mente, os aspectos vibracionai<:; são 

observados assim como os efeitos multi-dimensionais de propagação de ondas de 

choque e de distribuição de tensões na região do contato. Desenvolvimentos 

s ubseqUentes an<o~lisam o comportamento dos corpos em colisão aiém dos limites 

elâsticos dos respectivos matel'iais usando modelos da teoria da plasticidade 

IL-91. O pro\.llema . entretanto. está longe de ter uma caracterização ampla e 

profunda. 

Olhando-se de outra maneira, o complicado processo de transferência de energia 

dtu·ante o impacto requer uma sólida base de estudos experimentais nos quais o 

comportamento do sistema t investigado sobre um modelo físico. Entre os 

tr'ahalhos exper·imentais mencionam-se: o de Mason [I) que considera o impacto 

elástico e inelástico de corpos rtgidos sobr·e vigas simplesmente apoiadas; o 

trabalho de Crook [2) com observações plezoelétricas sobre a força de contato 

entre cilíndros bem como entre esferas e placas de aço; o desenvolvimento de 

Schweiger· [4) para confirmar uma teoria aproximada para impacto central; e o 

de Bayer ISI que estuda a colisão entre uma esfe;·a em queda livre e uma manta 

de borracha disposta sobre uma placa rlgida. 

Dá-se prosseguimento a uma investigação anterior 1101 que consider-a o 

comportamento de vigas-colunas de aço sob impacto transversal, focalizando-se 

agora I III o caso de vigas de concreto armado para observar com rnais detalhe: 

a influ~ncia da massa e velocidade dos corpos em colisão; o número e a duração 

dos perlodos de oontato e a amplitude e variação da força de contato. Estes 

aspectos, na opinião dos autores, precisam ser conhecidos por aqueles que 

pretendem entender o mecanismo do impacto em favor de uma análise mais 

consciente. Pilares de póntes sob a ação de objetos flutuantes e o impacto de 

estilhaços provenientes de explosões inter·nas em elementos estruturais de 

prédios de centrais nucleares são dois exemplos das várias situações que 

caracterizam a importância do assunto. 

O modelo flsico é uma viga de concreto armado, uma extremidade engast.ada e a 

outra livre. percutida transver·salmeote por uma esfer·a de aço. t também 

r·ealizado um estudo analitico com base em um programa de computador com modelo 

matemâtico calcado na equação integr·al de Timoshenko e na lei de Hertz para a 
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definição das deformações de contato [6]. 

Os resultados permitem identificar o comportamento da viga e da sua armadura e 

alguns elementos da força de contato: aspecto da função, duração e amplitude. 

MÉTODO DE ANÁLISE 

Anállse com Modelo F!sico. O estudo ~ realizado sobre viga em balanço de 

concreto armado com 12 x 12 cm de seção transversal, comprimento de 210 cm e 

com as demais caracterlst.icas mostradas na Figura 1. A escolha de uma viga com 

um extremo livre deve-se à intenção de simplificar a aplicação de uma carga 

axial em trabalhos subsequentes uma vez que o comportamento de vigas-colunas ~ 

o principal objetlvo do projeto. 

I '\ 
I I ,_ ' 

•• l· I 
-+-~ _ ____..!JULf..!!o•L__-+j __ l2..__ __ ~_!j_j 
+------------'<.!......!..!' IIC!L._O __ ______.) 

AÇO CA 50 Eo 

CONCRETO fck 
E c 

206000 M Po 

22,5 M Po 

26 300 MPo 

VIGA EJ 

m 

Figura 1. Modelo da Viga de Concreto Armado 

A- A 
•• 10 

262 kN.mt 

35,3 IIO /m 

A viga é percutida transversalmente por esferas de aço com massas e 

velocidades variáveis, (M
1
, V

1
J, e a resposta do sistema ~ captada com o 

arranjo de instrumentação mostrado na Figura 2 cumpl'indo as seguintes tarefas: 

acelerOmetro n.l - aceleração da esfera; 

acelerómetro n.Z - cinemàtica da viga; 



extensômetros - deformação do aço; 

circuito n.3 - duração do contato. 

AC[I.E-eN U RO ft. l 
~J7o 

lmpedo sobre vilas de concreto armado 

O$CII •. OSCÔO•O 
Tf,K f .. 5 64 

Figura 2. Esquema da Instrumentação 

A aceleração da esfera é usada para medir a lnteração entre os dois corpos em 

colisão, isto é, para avaliar a funçiio do tempo da força de contato; a 

aceleração e o deslocamento do ar·cabouço de concreto e a deformação do aço dão 

indicação do comportamento da viga. 

Análise com Modelo Matemático. Este modelo segue a equação integral de 

Timoshenko que simula o impacto central de uma esfera sobre uma viga, 

combinando a lei de contato de Hertz com a equação de movimento da viga: 

• 1 Jt 
Vt- M Ftr:Ht-T)dT-

0 

W (t-T)dT 
o.) 

(I) 
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onde: 

o.(t) aproximação relativa entl'e a esfera e a viga 

F' lt) função representativa da for·ça de contato 
c 

V velocidade da esfera no primeiro contato 

m massa distribulda da viga 

comprimento da viga 

w j-ésima freqUência natural da viga 
o.) 

q.
1 

j-ésima modo natural da viga 

c coordenada do ponto de conta to 

k
2 

fator constante 

21 

A relação de llertz foi formulada pat·a corpos não vibratõrios. Entretanto, como 

o p~t· lodo de tempo gasto pelas ondas de tensão para atravessar a região de 

conta to é extremamente menor que a duração do pulso de contato. aquela relação 

permanece válida pelo me nos para os casos de corpos sob vibração elástica. 

Esta equação não linear 11) é integrada passo a passo considerando-se os dez 

primeiros modos de vibração e um intervalo de integração ll.t = 2 x 10·\. menor 

que um vigésimo do décimo per lodo natur·al da viga e muito bem ajustado à 

duração d o contato, 10'3s. 

Programa de Testes. A viga de concreto é analisada sob o impacto de esferas 

C()lll três valores de massa: M
1 

= 0,612 kg. Mz = SM
1 

e M
3 

Para cada esfera trés velocidades inic iais são usadas: V 
I 

9M. 
I 

0,60 m/s, V
2 

e V = 3V . Desta maneira, o maior momento linear é 27x o menor e a massa da 
J 1 

esfera é mantida pequena comparada à da viga. -1/15; é assim assegurado um 

comportamento e làstico e a ocorrência de contatos simples. O modelo matemático 

é ajustado para a presentar o mesmo perlodo fundamental que o modelo flsico, 

10,9 Hz. e a resposta obtida para os mesmos casos de massa e velocidade que o 

modelo flsico. 

APRESENTAÇÃO E ANÁLISE DE R ESULTADOS 

Avaliação dos Modelos. Inicialmente, a freqUência fundam.ental, fo,l . e o 

<:ocficiente de amortecimento critico, ~ 1 • são determinados ·a partir de um 

teste de vibração livre com o modelo fisico. 

f = 10,9 Hz 
o. I 

e ~ = 0 ,03 
I 

A fr·eqUência fundamental do modelo matemàtico é ajustada para 10,9 Hz e as 
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próximas nove freqUênc ias são calculadas: 

r ;r 
o,l o,J 

2 

6,3 

3 

17,6 

4 5 

34,5 57,1 

6 

85,3 

7 

119.2 

8 

158.6 

9 lO 

203,7 :>.54 

Os resultados numéricos obtidos nos diversos testes estão reunidos na Tabela 

1: para o modelo matemático, a massa da esfera é variada ate 100 M
1
• Os 

resultados mostram uma concol'dància muito boa entre os dois modelos. Naquela 

tabela, o impulso total de contato, I, é definido como: 

l I CF dt 

(> 

(2) 

e está normalizado em termos de um impulso básico I m·g·t·T , que pode 
o o,l 

ser entendido como o produto do peso da viga por seu per!odo fundamental de 

vibração. 

Tabela I. Resultados Numéricos dos Modelos 

F màx/kN t /10. 3s I/10<1Io V /mm 
Mi Vi 

e c v 

M v (1) (2) (J) (2) (1) (2) (I I (2) I 

2,60 3,07 0,40 0.38 7.8 9,7 0.22 0,25 

2 6,84 6,88 0,33 0,34 18.5 19,2 0,44 0,43 

3 12,85 1\.07 0,28 0,32 28.7 28,6 0,68 0,76 

5 8,32 8,50 0,64 0,64 43,6 44.5 0,94 1,20 

2 20,00 19, 13 0,53 0,56 86,5 87,4 1,95 2,36 

3 31,04 30,72 0,49 0,52 123,4 129,6 2, 70 3,37 

9 12,03 11,40 0,67 0,76 64,9 69,7 1,55 1,77 

2 25,74 25,54 0,59 0,66 123,2 136,7 3,18 3,56 

3 41,60 40,92 0,55 0,62 182,5 202,4 4,74 5,29 

100 O. I 1,71 2 .82 30,7 0,82 

0.3 6,11 2,64 87,2 2,32 

M = 0.612 kg v 0,6 m/s lo Õltg T 
I I o, I 

11) Modelo F!sico (2) Modelo Matemático 
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Mecanismo de Impacto. As ações desenvolvidas durante o impacto são estudadas 

diretament.e sobre fotografias da te la do osciloscópio como as que são copiadas 

nas Figuras 3 a 5 para o caso de massa da esfera M
3 

e velocidade V z' Na Figura 

3, a presentam-se os perfis da aceleração máxima da viga, na seção de impact.o, 

S
1
, da aceleração da esfera. a 

0 
da deformação da armadura da viga. c a' na 

seçlio S
11

, e da duração do impacto. \· A Figura 4 inclui o deslocamr.nto rla 

viga. v v' em S
1
, e a deformação do aço, c.. para duas escalas de tempo 

dif erentes. Pode-se observar que o impacto consiste de um único choque com 

duração da ordem de 10-3 segundos; isto é verdade mesmo para massas da esfera 

da ordem de grandeza da massa total da viga. Depois de variar· as 

caracterlsticas dinâmicas do modelo matemático, conclui-se que a existência de 

um impacto com choques múltiplos depende também, de forma marcante, da 

freqUência fundamental do sistema. 

A duração do contato corresponde a 1/200 do período fundamenta l da viga . Para 

os casos estudados, esta duração aumenta dil-etamente propor·cionaJ ao valor da 

massa percutidora e inversamente com a velocidade de impacto. Para esta 

relativa pequena duração de contato, podia-se esperar que a viga permanecer ia 

praticamente em repouso durante o choque e isto é confirmado na Figura 4b onde 

o tempo de contato corresponde a 1/20 da primeira divisão horizontal da tela. 

Olhando-se novamente o traço da aceleração da esfera na Figura 3b, que é uma 

representação indireta da força de con~ato, F , nota-se urna função em forma de 
c 

sino com um tempo de decaimento, td, ligeiramente maior que o tempo de subida, 

tr O exame de outros resultados, que não podem ser apr-esentados por· limitação 

de espaço, permitem estimar-se um valor médio para td = O,SS te; es ta segunda 

parte da curva decresce em curvatura e cresce em duração com massas crescentes 

da esfera. A amplitude da força de contato é muito alta; para o caso da Figura 

3, por exemplo. M = S,SJ kg e V : 1.2 m/s. é obtida uma intensidade de 27kN. 
3 2 

Examinando-se os resultados na Tabela I pode-se ainda afirmar que: 

para uma velocidade de impacto cr·escente, a força de contato, F , e o 

impulso total, I, aumentam e a duração do contato, t , diminui; 
c 

c 

para uma massa percussora crescente, são majorados os valores de F c' I, e 

t ; 
c 

para um valor constante do momento linear, MV, as duas grandezas F
0 

e I 

decrescem e te aumenta. quando a massa da esfera é majorada e. conseqUente­

mente, a velocidade r·eduzida . 
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Comportamento da Viga. O concreto e o aço apresentam uma resposta solidária 

sobre todas as r·espostas l'eijÍSt radas, De maneira geral, a resposta da viga 

após o impacto pode ser caracterizada ao longo de duas regiões distintas. A 

primeira, imediatamente após o Impac to e com duração de um perlodo fundamental 

da viga, quando modos de vibração mais elevados são mobilizados. dominam a 

resposta e, subseqüentemente, sao amortecidos. A região seguinte é identifica­

da pela presença de um único harmOnico com freqUência igual á fundamental da 

viga. 

Observando-se, agor·a. especificamente o registro da deformação do aço, c . na . 
F"igiJra 3b, é posslvel identificar o inicio do movimento da viga através de uma 

componente de freqüência bastante elevada - período tão pequeno quanto o tempo 

de contato. No mesmo registro, junto com o da Figura 4a, notam-se variações 

significantes na tensão do aço - 20 MPa - para a relativamente pequena ener·gia 

de impac to usada. 

Voltando-se a olhar o deslocamento maximo da viga, v •. na Tabela t.verifica-se 

que ele varia linearmente com a velocidade de imp<octo, mas não com o valor da 

massil percutidora. 

Impulso e Energia. A energia transferida para a viga até o fim do contato, Kv. 

que é também igual ao trabalho realizado pela força de contato no mesmo 

Intervalo de tempo. pode ser escrita como: 

K M ('?-v2J 
2 ( 

t 

v v 1 J CFC(t.)dl v ! e, com K 
MV 2 

r M M 2 
o 

K .. 1v(1- -1 .) 1v(1 -~) 
2M V • 

(3) 

Assim, r:onf ihna -se que a grandeza princip~\ para ol'ientar o entendimento do 

processo de transferência <le energia da esfera para a viga é o impulso total 

I, c 

IV w ( 4 ) 



1:.. L. Qu~nlal & J . L. P . R~hl 

a, 

& • •o' • ~ t'••• 

E:, 

rOO ,._t.l• •• 

o . 

a, 

100 ,..( 1 4 f'f 

I I 
---.----,-

I 

ll 
r,. 1 I 

- ---

~ A 
~ -

ntlJ ~ v "' v - _,/ -- I 
~ 
I 

r c 00 100 

---r-r-r--, 
)\ ~ L ""' IV \f-Vi """rv 
~- --

"\ v 

o.& 

-

............ 

1.0 

............... 

í 
f .O 

a .a ,c ,t 
v f'! a c 

! 

--

1 

I 
t-t---- - -

o-f-

-,., ....... -
I 

••o 

! 

./""--- .......,. 
-v "V-'" 

--

- ~ 

--~-

• .o 

25 

o) 

ESCALA OE TEMPO 

20 >. 10·' atdiv 

b I 

E SC AL A 0[ T O~ PO 

0.5 : 10" ' s / d•v 

•, 

•I •O 3 • 



v. 

v, 

-

I/\ ~ I 1\ Í' 

IV 'lj \_I I'-..../ 

l 
'\ /i\ ~ " --... 

'V \..,...o 1-/ '--"' 

lO 100 roo 100 

- --,---' .......... 
~ ........ ....__ 

-

-~ \M 
1\ 

"' \.. \ 
v " - ...-

Impacto sobre vigas de concreto armado 

1-
.._/ 

I 

-v _.... 

400 

--/ 
' 

i 
i 
I 

i 

' 

L-

~ 

I 
j 

I 

o l 
ESCALA DE TEMPO 

50 • 10·• t / div 

b l 

ESCALA OE TEMPO 

10 aiO"' s / div 

.../ 4 -../ ---

I 

I 
tOO tI 10-! t 

Figura 4. Modelo Flsico. Caso M
3

, V 
2 

y ,(; 
y • 



E. L. Quental & J. L. P . Roehl 27 

sendo W c interpretado como o tr·abalho realizado pela força de conta to através 

do movimento de corpo livre da cs fer·a durante o contato. Desta ma neira, 

[ 

O, 25 W c] 
K = I - W 

v K c 
(5) 

Prosseguindo o estudo. re la c ioua-se o impulso I ao momento linear MV, Figuras 

5,6 e 7 . As duas primeiras fi&~~ras mostram exemplos da for·ç a de contato, F , 
c 

versus tempo, para os dois casos , modelo físico e matemático. In ic ialmente. 

~stes gráficos são integrados e comparados na Figur·a 7. Nota-se que. para a 

massa da esfera constante. há uma relação linear, tg !J. entre ~ e MV; assim. 

o~ valor•es de tg /3 e M/mt são ana lisados e urna relação empfrica é encontrada, 

s endo ilustrada na Figur·a 8 e tr·anscrita a seguir: 

( 
u) o,3S 

tg /3 = 2,0 - 1,58 ;:; (6) 

Finalme nte . o impulso pode ser esc ri to: 

(7) 

Para baixos valores da massa relativa M/ml, tg f3 aproxima- se de 2.0 o que 

indica um impacto elástico perfe ito. Toda esta aproximação está obviamente 

associada à faixa de valores de MV considerada. 
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to P .t 
I 

t,OO 
r ' to p r.~ v 
to P 2.0 _ 1,58 ( rnMt f''~ 

• "'ODE LO MA TE MÁT rCO 

• MODELO fiS ICO 

o.t~ O,t 0,76 

figtwa 8. Equação Emp!rica para tg {3 

Análise Dinâmica Simplificada. Como a duração do contato é muito pequena em 

r·elação ao período fundamental de vibração da viga, car'acter-iza-se um 

comportamento de sistema flexível no qual as forças de massa são predominantes 

e os valores máximos de resposta em deslocamento ocorr·em após a carga ser 

removida. Em tais casos. o deslocamento máximo de um sistema com um grau de 

liberdade, com freqüência e rigidez k, pode ser escrito assim: 

2nf 
" 

k 

Como um exemplo, aplica-·se e~ta idéia ao ensaio ilustrado nas figuras 4 e 5: 

r ~ r 
0,1 

L0,9 H.! 

I v I max "' 0,3921 

M
3 

= S,Sl kg ; v 
2 

JF:J + (0,79t)3 174,8 kN/m 

1,2 111/S Tõt = 74,13 kg 

(8) 
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Equação (7) -+ I S,Slxl,2x(2,0-1,58(5,51+74, 13)0 
'
35

) 9,0 N·s 

0,392 X 9,0 X 10-3 3,5 x 10-3 m 

Este valor confere muito bem com os resultados obtidos dos modelos flsico e 

matematico, 3,18 e 3,56mm, respectivamente, na Tabela I, bem como todos os 

demais casos estudados. 

CONCLUSÕES 

A discussão anterior permite enunciar a" seguintes afirmações conclusivas 

quanto ao comportamento de vigas de concreto armado sob impacto transversal 

elástico: 

o modelo matemático de Timoshenko e muito adequado para simular os casos 

ensaiados; 

a força de contato pode ser representada por uma fun~o em forma de sino com 

o tempo de decaimento maior que o de crescimento; esta assimetria e mais 

acentuada par·a massas percutidoras maiores; 

a força de contato atinge amplitudes muito elevadas, maiores que 1000 vezes 

o peso da esfera, mesmo para velocidades r·eiativamente baixas; esta força ê 

varias \'ezes maior que a capacidade de resistência estátic-a; 

a duração do contato é da ordem de 10·3 segundos vanando positivamente com 

o crescimento da massa percutidora e negativamente com o da velocidade de 

impacto; 

a armadura 

var•iações de 

trabalha solidária com 

tensão em relação ás 

instantes iniciais do movimento; 

o concr·eto 

tensões de 

e experimenta senslveis 

trabalho, mormente nos 

todos os testes resultaram em um (Jnioo impacto simples apesar da massa da 

esfera ter sido variada até igualar a massa total da viga; o número de 

impact os depende não só da massa relativa mas também de outras característi­

cas do sistema per-c\ltido; 

a participac;l!.o dos modos de vibração da viga, além do primeiro. é limitada a 

um curto espaço de tempo menor que o período fundamental; 

o impulso total do impacto pode ser avaliado a partir do momento linear 

percutidor e isto permite fazer-se uma estimativa bem aproximada da resposta 

da viga. 
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RESUMO 

N~stc- trabalho é proposto IJnt procedimento multo simples q~ permite a obtençã o 
de soluções aproximadas para Problemas de Riemann associados a equaç6es do 
tipo ôu/ôt + ar /8x =- O; f = f(u). O mi'todo consiste em se buscar soluç6es 
aproximadas num certo espaço (este e:.·paço é formado por todas as funções 
constantes por partes). Este procedimento irá agiLizar e tornar económica a 
aplkaç6o do Método de Ctimm quando a equação acima est!ver suje ita a uma 
condíç·J.ro in!ci.al qualquer. A tltulo de !lustraçifo. duas sltuaç6es particulares 
são estuôadas. 
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ABSTRACT 

ln this paper it is prescnted a very easy procedure in order to obtain 
approximaled solutions .to Rlema11n Problems associated to an equation lllte 
élulôt • a[ /ôx ,. O; f = [(u). The method consists of look!ng [or approxi.Ina.ted 
solutions (generaltzed) that belong to a given space (this space consf.sts o[ 
ali piecewlse constant [unctlons). This procedure w!ll be usefuL when 
employing Glimm's Method for .~olvtng the above equation subjected to any 
initlal data. As examples. we study two particular situations. 
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INTRODUÇÃO 

Muitos fenómeno& físicos são matematicamente descritos através de leis de 

conservação. A conservação de uma quantidade escalar u (que é função das 

var iáveis escalares x e t) tem sua form<l diferencial expressa por 

au a 
ót + ax ll'tull o 

sendo esta forma local proveniente do balanço int•Jgr;,l 

x2 

~: 1 I u dx • f(ufx
2

)} - f(u(x
1
}) 

X 
I 

o 

li) 

(?.) 

Va:-ios probleJLa~ podem ser fonuu l<idos atJ·a,·és de equações difert:nCiiiJ'> 

similares a (11. Um exemplo de grande importância é a equação de Buckley­

t.cverett, a qual descreve a evolução do campo de saturaç;lo num escoamento 

bifâsico no intf:'l'ior de um meio poroso r\gido [1]. 0•1tr<> exemplo importante 

poclc ser encontrado na modelagem do proble ma de trMego de •eículos n•JJJii:l 

rodovia [2], onde a função u representaria a densidade de v~:~lculos (número de 

velculos pass3ndo pela posição x n<J trJHf>O t numa certa rodov1a) 

Seja então o !;t!guintc problema de valor inicial 

éu a 
Ôl 

+ nx [f(u}l = o 
(3) 

u{x. t ~Ol 11 (x) 
o 

\lo c aso de f'lul não ser uma constante a solução (generalizada) d o problema 

(JJ pode apresen tar <md<os de choque. 

Um <l<J', métodos numéricos mais ef icientes para a simulação de pr·oblemas com 

ondas de c.hoque é o Método de Glimm 13,4), o qual foi es pec.:ialmente construido 

para ~wohlemas com choque. 

Apesar de comprovadamente eficiente, o Método de Glimm tem como inconveniente 

a necessidade de se conhecer a solução do Pcoblema de Riemann associado, o 

qual é dado por 131 
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élu 8 

at 
+ 

ax 
(f• (u)) : O -<>O(X(<O 

u()(,l • O) 11 
L 

: constant~ x<O (4) 

u(x,t=O) u 
R 

constante x>O 

para todo uL e uR dados. Em (4) a funçao r • (u) ~ tal que (f• (u)((uR-uL) é a 

envoltórla convexa de lf(u)((uR -uL) entre os estados uL e uR. A solução 

(generallzadal de (4) depende apenas da razão x/t (u(x , t):Q(x/t ll. 

O objetivo deste u·abalho ~ apresentar um procedimento num~ico para a 

obtençao de soluções aproximadas para (4). 

Este procedimento f ornecP. de fo1' 1na rápida uma solução aproximada lJ(x/t) para o 

problema (4) (mesmo nos casos onde a f unção f(u) possua muitos pontos de 

inflex:lo e muitos pontos rle máximo e mlnimo) sem que seja necessária a 

determinaçao da função f"lul, o que torna mais simples e económico simular um 

proulerna como (JJ através do Método de Gl imm. 

Vamos nos limitar neste trabalho a discutir as soluções apr~ximadas para (4), 

uma vez que a aplicação rlo Método de Glimm é bem ilustrada na literatura 

(3,4,51. 

A SOLUÇÃO APROXIMADA 

A solução apro)(imada para o pr·oblema (4). denotada aqui por D!x/t). pertencerá 

a um espaço de funções constantes por partes. possuindo um mâximo de lN-I I 

descontinuidades. 

O primeiro passo para a construção desta solução aproximada ~ a escolha da 

seqU~ncia de estados {u
1
l
1
,
1
,N cujos N elementos são tais que: 

i l u = u 
L 

u = u 
N 11 

iil {>J - u lu {!J -u lu 
R L I R L 1•1 

i =I.Z . ... ,N-1 

O segundo passo consiste em se caracterizar a função g(v), que será usada mais 

adiante. Esta função é tal que 

sup (h(v)(uR-uLll , 
h EH 

v e V IS) 
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onde D ê o mtervalo fechado (min(IJL,uRl.rn<~xluL , u,.,J) e as funçõe s heH são tais 

que 

i ) (htaa: (l -fl )hlllu -u l < l9hl al~(I-OJhlbJI!u -u J 
11 L "' L 

a E )0,1) , a,b E D 

ii) l!o(u Jllu -u ) :! (f(u l(Cn - u J 
l R I I ~ L 

i=I,2 .. .. . N 

A o,oJução aproxrmad;:r C1x11) será dad3 por 

cJ( x/'t) w 
k 

se s x / t s 
k-l , k k.~ .. 

k=2.3, ... ,M- I 

~lx/t) 1.) . u :if! x/ t < s 
I L 1.2 

C(x/ tl w u se s < x/ t 
M ~ M-1.~1 

onde d ve~O<··idade de propagaçilu !; 
k.k• l 

é calculada por· 

f (w J - f (w 1 
k ~ l 1c 

w -w 
k • I 

k=l,?., . .. ,M- 1 

(6) 

(7) 

A seqüência (wk )k ~ I,M " formada pelos estados u
1 

tais que flu
1 
J=g(u

1
l, sendo 

crescente se uL <u• e dec resc:{,nte se uL <u. . Esta st:qiltncia ê tal que w
1 
=uL e 

wM= uR. O númer·o inteiro M e o número de estados u
1 

tais qu•: flu
1
J=glu,J. 

Mais adiante scra ap•·esP.ntado um algoritmo muito simples para a <.:<:>nsn·ução da 

seqüencia (wk\• I,M a partir da seqüência !u
1
)
1
•1.N' 

CONVER GtNCIA 

Vamos mostrar agora que a so lu<,:ão aproximada <JCx/t) estará próxima da solução 

exata O(x/tl, para N suficientemente graode, no caso em que a seqUênc ia 

(u1 J,.,,N tem seus elementos dados por 

u = u • (u - u l --(
i -l) 

1 L R L N-· l 
i~l.Z, ... ,N (8) 

Uma vez definida a seqUência (u
1
l
1
. ,,N e conhecirla a funçlio flu) podemos 

construi r a seqUência (wk)k • I,M' a qual .tos fornecerá a solução aproximada 

~(x/t). 

Proposição I: Se, na soluc;lio exata, dois estados ul e u, .. (respectivamente a 
esquerda e· à direita) são conectados por um choqu e com velocidade s então 
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existirá., na solução aproximada, um choque com velocidade s conectando os 

estados constantes wk e "'k •l'· de tal forma que 

Is-s i <c t. 

onde 

Pro va: Primeiramente é preciso caraGteriur <>s estados wk 

entao o estado wk através rl~ seguinte relação 

lw -u I • 
J 'l. 

onde os w
1 

são estados tais que 

(9) 

(lO) 

( 11) 

Defin imos 

(12) 

(13) 

A existência de pelo menos tJm estado w
1 

com a propriedado ( 13) é garantida, 

para N grande, uma vez QtJe sempre existirá um estado u
1 

(tão proximo quanto se 

queira de U() la! que f(n
1
)=f• (u

1
), O que implicará. em UI E (wk)k# l,lo{ 

Seja agora definido o estado w
1 

de tal forma que 

(14) 

onde agor·a os w
1 

são tais que 

(IS) 

A existência de pelo menos um w satisfazendo (IS) é garantida pelo mesmo 
) 

ilrgurnento anteriormente usado. 

F'alta apenas mostrar que o índice k, na equação (12). e o lndice i, na equação 

(14), são tais que 1"1:+1. Para i~to é preciso mostrar que não existe w tal 
n 

que 
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u (u -•J I < w (u -u ) ( w (q -u ) 
kRL uRI 1 J. ; (!6) 

C(JOI'~idt'l"itJ1du ( 12). o:n. ( 14) f' ( l !:>) podemos concluir que ~" (''< Íf.rio· w n ~<tl is­

f azendo (16) então este <•st ;,odn ~;en'i ta l ·~"e '", E (min(ufu,tHt.,max(utu'l.l-61 

fp;w;, q~u~· se ganH:ta que este eatado não é candidato a minimi<a•;t\o cm (12) ou 

(14)). Is to imp li cõ~ ri il em 

f(w )-f(w ) f(w l-flw 
n k I n 

----- > (171 
w -w w -w 

n k i 

o que conta·adiz a caracteri·zac;âo dos elementos da seqUenc:ia <••\ lk = l.~l e nos 

leva a concluir que não existi' "'n sa tisfazendo (16l. Assim w, =wk•l 

V"11'0~ prova r agora a des igua ldilde (10) . Denotando p<u' jf' l mox o maior valor 

absoluto da der ivada de f(ul, f><)dP.rnos escrever que 

ou a inda 

onde 

g(w l - glw ) 
k • I k 

lu R - uL) w -w 
k • I k 

g(w J-g(w ) 
k • I k 

lu R -uL) 

w -w 
k. 1 k 

u -u 
ll l 

w -w 
k • I k 

= s 

= s 

Assim sendo fica111oo; com 

f l(u,,) - f(ut) 

u - u 
11. t 

[r ru ... l - f(utl 
;e 

u - u 
11. l 

lu -u )s ,; Cu -u ) [~ ·s [·~'l-~ -11 
111. IIL w -w 

k .. l k 

(IB) 

(191 

2 lf'l t.J[ u - u l ____ :::_ ~~ ·• (u - u } (20) 
u,,-uP. "'k·l - w k R l 

'i"l l _, l _ _ _ ,TI::__ _'_' _ e_ 
Cu -u l (Zll u -u w - w R t 

'L , ko 1 k 

(22J 

(23) 

(24) 
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[s•s [~ -1] -~muLI] 
w - w w - w }( +' k k. t " 

Mas, devido a (9), teremos que 

logo 

Cu -u I 
R l. 

( 11 ··11) 
R I. l!: -u[~] 

"' -w k • I k 

[

(26Jisl 2 lf'l m .. 6] 
--- + ---- ~ lu -u )!s-sl ~: 
w -w w ·w R L 

k • 1 k k • I k 

H•"J( 

[

-( 2t.Jis l 
l: (u -u l 

R 1. w -w 

?. I f" l 6] 
\: I J k 

w - (.) 
k .. 1 " 

(25) 

(26) 

(?.7} 

(28;)-

Considerando novamente (91 e levando em conta que Is I< I f'l m"' podemos escrever 

que 

ls-s 1 
4llif·lm&x 

lu,.,-ul l-26 

onde, para N grande. terem~ que 

129) 

(30) 

Proposição 2.: Se,na solução exata, dois estados 't (à esquerda) e u,., (à direi­

l i:t l ,;!ln çnuec taclos pnr urna ra•'efaç!in então pa1·a f'{u
1
J:sx/t.sf'(u

11
J teremos que 

r
' (u I 

"iC!x/t l- a<x/tlldlx/tl s Cll 

f'tu t l 

(3l) 
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Prova: tJrna vez que u l e u
11 

são conectados por uma rarefação teremos que, entre 

ut e u,,. f(u)"f"(u) e todos os estados u
1 

<<~~tr ·e "t e u
11 

(definidos pe la fór·mu­

la 18)) <;cr:to elementos da :;eqlicn••ia (w/ Além disso para N suficientemente 

granrle ex is t ir ão w t' w ta1s que 
m n 

(32) 

(33) 

Uma vez quP. t, é dado por (61 podemos escrever a integr·al que aparece em (31) 

como 

l'(u I I 'l l{;,(x/t)-Q( x/ t lldix./tl 

f'{ul) 
J

'm.mol 

lwm-Qix/tlldtx/t) • 

r . ( u e.• 

r· (u ) 

• I 'l lwn -Q( x/ tll dlx/t I • 

• n-1. n 

• "[' J\·•·•,..,k -O{x./tl ld(x/ t ) 
k :-tn• l . 

k • l , k 

(34) 

Para u E lminlwm,wnl,max(wm,w,ll a fu nção lf'(u)J(uF-uL) é uma função monótona 

estritamente crescente (na var i(lvel ul. Ass1m <;cnrlo 

[ú(s ll(u -u l < [ ü( x/t)J(u - u ) < [O h )J(u - u ) 
~ - l,k N L R L k ,kH R l 

para . (35) 

Sendo lf'(ul](ul! -uL) estritamente crescente teremos que lf(ul)luk - uLJ serA 

convexa (no mesmo inte•·valo) o que nos pel' ll1ite escrever 

f'(w J 
I< 

flw l-f (w l 
tc • l k 

w - w 
k + l )( 

f(w ) - f (w ) 
k k • I 

s < f' lw ) 
k , it ·+l k•l 

f' (w I < - ----- = s < f '(w l 
k- 1 c..llc - t.Jk ~ I lc- l,k k 

(36) 
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As desigualdades (361 nos levam a 

(37) 
w (u - u ) < [O.(s ))(u - u l < w (u - u l 

k - 1 R L k - l,k Q L k R 1.. 

Combinando {35) e (37) chegamos a 

w (u -u ) < [O(x/tl)(u -u ) < w (u -u I 
k-1 R L 11 L k• l R L 

para x/t E (s ,s ) 
tc - t,k k.k+ l 

(38) 

Subtraindo "'•(uR -u~.l da desigualdade (38) conctufmos que 

par::. x/t E (s ,s l 
k-1 ,1< k,k•J 

(39) 

ou seja 

para x /t E (s .s l 
k - l,k k.k+ l 

(40) 

Assim sendo 

(41) 

Vamos estabelecer agora uma cot a superior· para a primeir a integral que aparece 

e111 (34). C<>nsiderando o f ato de que [f'(u))(ul! - uL) é uma função estritamente 

::o·c~ceme par·a u E (min(ul.wmJ.max(ul,wmJJ podemos escrever que 

(42} 

,\1 (· ,, (!issv sahe111os que 

f(c.J l - f(c.J ) 
m • 1 m 

c.J -w (43) 
m•J m 

o que Implica em 

(44) 
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A~.~im. <:ombinando («2} e 14·11, t1~1 <'lllv!. qur: 

145) 

(46) 

(47) 

Este lt)e~I IIO c·ac lor.!nio po•.k ~t:'r aplicado ao i nterv<'lo 15 .f ' lu )J o que nos 
h ·Lr• fJ 

levcu·a a 

I Cl( x / t J-w,..l < ll x/t e Is ,f'(u )l 
n l ,n ·1 

(48) 

A;>licanclo as desigu"l<.lades (.l7) e 148) ;)s duas primei1·as 1ntt:,erais do 

somatório em IJ4 ) e levando em conta 141) ctu•g<~rnos à desigualdad,. ( Jll. que t 

cxpr<'ssa rnl iio I >UI' 

r
·c .. 1 

'l l~lx/tHl(x/llldlx/t) 
f'lu f l 

UM PROCEDIMENTO SIMPLES PARA A CONSTRUÇÃO OA SEQllÇ;NCIA (c.k) 

(·1 'i) 

Vamo<: apresentar agora um a lgoritmo que possibilitará a <lcu:o ,,;,,,çãco d;.o 

seqüencia 

'>irnp les 

(r.r) • 
k k=U.I 

a panir dt> uma seqücncia 

O primeiro elemento da seqUencca (r.r•)• • t.M sera sempre 

w = u=tJ 
I I L 

(u l , 
I 1-1,'1 

de 

e os demais termos serão obtidos «lnwés di:\s desigualdades abaixo 

f(u )-f(u ) 
I 1·1 

f(u 
1 · 1 

1-f ( u 
I 

) 

j;,:z u -u u -u 
i I • I 1•1 I 

f (u 
i 

1- f (u 
1· 1 

) f(u J-rlu J 
R I 

< ;;,:z 
u -u u - u 

I l · l R I 

for111a rnuito 

(50) 

(~ I ) 
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As desigualdades (SI} devem ser testadas para cada estado •1
1 

(ii!:2 e u
1
,.uR ) 

Iniciando-se com o estado u l e indo a t t' o c&taJo u
1 

mai!. p t'óximo eh: uR . 

Se um çer to es tado ui nào sati !>t'izer (51) então e le serei exctu11jo da seqüencia 

(u
1

) a qua l passará a U:t' llllt c lc rnrcr•t o " menos. A nov~ !.t:qilt't•<: ia dev" ser· 

reordenada e o teste deve comc-c;ar novamcntf·, de i=?. a i=[ l - 1) (onde I é o 

número de elementc.s da nm·a seqiil'nda). 

Este ploe<:<;so de''" ~er "plu:;odo <1l~ qut' todns os demt'nlt)l. da seqüência 

resultante satisfaç<~m a 151). Ai teremos que M= I e a :;eqüP.noa resultante ser· à 

a ~eqUI!nc ia (wk\,, ,M· onclt• u~,~~~~ 

EXEMPLOS 

Com o ob jetivo de i l ustrar· " 'Jlilizar;ão do metodo apresenta·jo neste trabalho 

varnvo; apiic-A-io a doi.,; problema'> rlo t1po (4) . 

O primeiro exem;:>lo é c· Problema de Riemann 

au iJ 

Bt + llx (u+sen(wull O 

U(x,O) 

ulx,Ol 

u 
L 

0 ,9 

1,6 

X < 0 

X ) 0 

1.52) 

:'~leste caso é fàcil de se det erminar a soluç5o ex ata 0( x/ tI, urna vez que a 

func;Ao f " (u) assodada a (52J fo. f;;,r. ilrn~nt•.' l>bt ida. A f•nH;ão f • (ul ~ d,ída por 

f" (u) 
[ 

u+sen ( n•J l 

u-1 

u+sen(nu l 

-o. 9~u:s-o.~ 
O, S<tt<I.S 

l,!>~u~l . 6 

~endo o solução exata O(x/ t) dada por 

-0.9 se x/t~l +n cos (0.9n ) 

O(x/ t) 
-q[x/t l se l +n cos (0. 9rr)(xlt<l 

2 - q(x/ t) se l <xl t<l+n cos(l,6rrl 

1,6 S(' I •n c·o::d 1 . 6n ) -"x/t 

onde a função q e definida por 

q(y) n are cos ((y-1)/n) q(y) E (0 ,Jt) 

(53) 

(54) 

(55) 



.. 
Uma vez que a solução (general izada) exata ú(x/t) é conhecida nOs estamos 

aptos a fazer uma comparaçao direta entre ü(x/t) e alg•Jmas soluções 

aproximadas Cl(x/t). Vamos considerar, pilra efeito de comparação. as so luções 

aproximadas obtidas com N=2. N=ll e N"26 através d<l equ;u;ãn (RI. lltiliznndo 

18) e aplicando (51) obtemO$ as st:gulntes seqüências !w.J-

N+2 : (w) 
~ "' ( - 0.9; 1,6) (56) 

N=ll: (w) 
k 

= (-0,9; -0,65; 1,61 (571 

N=26: ( w l 
k 

= ( -0,9; -0,8; -0,7, - 0,6. -D,S; I.S; l,ó) (58) 

A Figura l apresenta a função f( u ) t· ,,~ f•J11ÇÕC~ g! u) obt.id<~ ~ par·a cada uma das 

soluções aproximadas. A F'igtll'a 7. apr·esenta uma cornp<.~:·açãc r!ireta entre a 

soluc;llo ex ata 0( x/t l e as soluc;óc,:; aproximadas Ctxlt j I p<on.t N=l.. N= l l " N=?.6J 

ovtidas atraves de (6). 

.... . . 

u 



r 
x/t 

t w N ~H jw 

I 
I 
I 

I 
I 
I 

I I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I 

L.+ 
I 
I 
I r- /11 .... 

~/ 1 i : 1 
I 
I 
I 
I 

1/ 
F"igura 2. A solução exata O e as soluções aproximadas :J 

(obtidas com N=2, N=ll e N=26) 

N=26 
..----

x/t 

N =2 

x/t 



Equações nlo·Unearn d~ c:ooserv~ 

Consideremos agora o seguinte Problema de Riemann 

au 
8t 

u(x,O) 

u(x,O) 

u 
L 

2,0 

-1,0 

x<O (59) 

x >O 

Neste Problema de Riemann (mais simples que o anterior) a solução exata O(x/t) 

é continua, ou seja, os estados uL ,.z e uR =-1 são ronectados por uma rarefação 

sendo flu)=l' "(ul par·a u E 1- 1.21. A solução e xata ü(x/tl ~ dada por 

O(x/t) 

2.0 

I - Z ( X/ t) 

- 1.0 

se 

se 

se 

- 4 <x/t<2 (60 ) 

2:sx/ t 

Considerando N=S e utilizando a equaç~o l8l obtemos a seqUéncia (u
1
J a qual 

.,.,,-a igual à seqUéncia (w• l dada por 

(w• l = 12.0; 1,25; 0,5; -0.25; -1,01 (611 

A Figura :.J apresenta a 5oluç::lo exata u(x/tJ e a solução aproximada C!x/t) 

(<"lh l ida COIH N=5). 

· 4 

ü 

x/t 

------. 
I 
I 
I 
I 
I N = 5 

x/ t 
__J____-----~-------~~--------~~ 

2 -4 -2 

Figura 3. A solução exata O e a solução aproximada C 
(obtida com N=SJ 

2 
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Se, no Problema de Riemann (59), considerássemos \ =--1,0 e u
11 
•2,0, teríamos 

que a solução exata seria dada por 

[ 

-1 o 
a!x/t) = 

2,0 

se x/t(- 1 

(62) 
se - l<xl t 

e, para qu~Jiquer N"'2 escolhido, a solução exala O(x/t I coincidiria com D(x/tl. 
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RESUMO 

O presente trabalho visa tnvestfgar o efeito da flexibiltdade de discos nas 
freqüências naturais de rotares. A [ormulacão analítica é baseada em um modelo 
matemático do sistema eixo-disco admitidos como /Lexlveis. constderando também 
o efeito giroscóplco do dfs<"o soore o eixo. As freqUências naturais são cal­
culadas através de matrlz;..~ de trans[erencia. O sistema é considerado sem 
amorter.;irnento e com movimento em órbita circular. Real fzou-se uma parte 
experime~ttaL, a fim de se vert[lcar 11 teoria desenvolvida, sendo oóservada uma 
boa concordártcia nos resultados obtidos. 

Palavras-chave: Fr•~qilênci<~s Naturais · Dinámlca de Rotores · Ventiladores 

ABSTRACT 

Th!s study is developed to lnclude the effect of dlsc ftexlbiiUy and 
gyroscopLc {orces on lhe resonant frequencies of symmetrlc rotatlng shaft. The 
shaft and disc are considered lumped masses and a transfer matrix analysi.s 
tcchnique ts used to oótaln the natural frequendes. lC ts {ound that disc 
ttexiói!Lty can signL[LcantLy reduce the rotor criticai speeds. partlcu!ar!y 
iiL low speed of rotation. Some generaL concLusions are presented. AnaLyticaL 
r<>.çul ts obtained by compu ter c.1 tculat!on were compared to the experimental 
<>rles and good correspondance was verf[!ed. 
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INTRODUÇÃO 

Geralmente em aplkações industriais relacionadas com dinàmica de rol:ores os 

discos sâo tomados como rlgidos. Quando eles são flexlvels comparados com a 

r·igidez do eixo, esta hipótese pode Int roduzir um erro devido a interação 

disco-eixo. Portanto, ~ Importante que consideremos no comportamento dinâmico 

do sistema, o rotor como urn disco flexlvel. 

Dopkin e · Shoup [li apresentaram resultados sobre um rotor simétrico em 

movimento estável usando matrizes de transferência. Hagiwara et ali! (21 

também usou o método das matrizes de transferência para determinar a resposta 

de um sistema eixo-rotor ao desbalanceamento. Nestes dois artigos o efeito 

devido as tensões iniciais não foram introduzidos. 

Chivens e Nelson (31 desenvolveram um estudo paramétrico do comportamento 

dinâmico de um rotor biapoiado. Suas equações incluem o efeito centrifugo e 

foram resolvidas pelo método de Laplace. Eles mostraram que a influéncia da 

flexibiUdade é mais significante na precessão indireta do que na direita. 

W!lgen and Schalck 14 I, usando a técnica de Rayleigh-Ritz fizeram um estudo 

paramétrico das velocidades criticas e instabilidades. 

Loewy and Khader IS] usaram elementos finitos para um rotor contendo pas 

montadas em discos que foram modeladas pelo método da subestruturaç:io. 

Utilizaram coordenadas generalizadas através do método de Lagrange. Aplicaram 

o estudo a um exemplo industrial mostrando as influências dos efeitos 

Clroscópico e de flexibilidade dos discos. 

Lalanne et alii (6), estudaram um sistema eixo-disco e mancais flexlveis. As 

energias cinétlcas t de deformação dos elementos foram calculadas, e o método 

dos e.ementos finitos foi usado. A solução das equações foram obtidas através 

do método modal. O estudo foi aplicado à uma turbina à gâs. 

Desenvolve··se neste texto, a formulaçllo para a análise de vibração em um 

sistema rotativo composto de eiJCo-disco, sendo ambos considerados flexlvei s. 

Par·a estudar o sistema foi utilizado o método das matrizes de transferência 

(61. O modelo representa um rotor de um ventilador centrifugo de dupla 

aspiração, construido pela empresa Aerovento T ecnologia do Ar (Várzea Paulista 

- SPl. 
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Modelagem Geral do Sistema. O equacionamento do sist,ema real mostrado na 

figura I, foi realizado através do modelo simplificado da Figur3 2. 

A técnica empregada foi a de subdividir o d isco em k anéis circunferenc:iais, 

dispostos ao longo deste. visando representar as propriedades c lâst i c as e 

dinamlcas do sistema real. 

Para o eixo a técnica é análoga, utilizando-se elementos compostos por massa 

pontual e viga. 

CAIXA 00 MANCAL 
C/ ROLAMENTOS 
AUTO COMPENSADORES 

f'UNOAÇÃo DE 
CONCRETO 

EIXO 

o 
~ ... _L 

~--------------....:1.;:.4f:..:::Oc..__ ___ _ 

3 

23 

F'igura 1. Sistema eixo-disco utilizado no ensaio 

L (ploco) 

figura 2. Modelo flslco do sistema 

BUCHA CÔNICA 51(1' 

352 
I 

1 
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ANÁLISE DO EIXO 

O eixo é composto por vários elementos tipo mola e massa, distribuldos ao 

longo deste como mostra a Figura 2. O vetar de estado -é uma matriz coluna que 

especifica os deslocamentos e as forças internas em um ponto do eixo, sendo 

este ponto uma extremidade do elemento [71. 

As variáveis de estado M (momento rle~orl. V (esforço cortante), Y (derlexão) 

e 8 (inclinação) estão indicados no vetar de estado da equação (I). 

!L) 

a) Matriz de transf erência campo: 

A matriz campo de um elemento do eixo é determinada pelas propriedades 

elásticas do eixo em uma região entre os pontos de aplicação das forças. Esta 

matriz transfere os vetares de estado de uma estação i para o vetor na estação 

(i+ll. atravk de um campo elástico. Essa matriz é mostrada na equação (21, e 

foi obtida através da resist~ncia dos materiais [6). 

·~· .. [ j 
L (L2 /2EII (L 3t6EI I -(T)LIGS) 

l l l I 

(L/El )
1 

2 !L 12Ell 
1 (2) 

o L 
l 

o o I 

bl Matriz de trausfet·éncia ponto: 

A matriz ponto do elemento transfere um vetar de estado de uma estaçc'!o de um 

elemento de massa para a estação st'!gulnte. 

Considerando que o elemento de massa m
1 

tem velocidade de precessão ,
1
, 

obtém-se a matriz ponto para um elemento do eixo. 

IU:I, • [ 
o 
o 
• 2 

(m·' \ 

o 

o 
o 

o 
o 

o 

o 
o 
o 

I:J) 

Pode-~ concluir que para um sistema (eixo) composto de um elemento mola com 

rigidez flex ional IE·Il, rigidez ao clsalhamento (G· Sl, comprimento L. 



M.T. de Almeida & M.T. Neves 53 

coeficiente de forma T), massa m, e velocidade angular de precessão tp , a matriz 

de tra nsferência massa-mola é escri ta conforme a equação (4). 

(4) 

Pode-se também incluir o efeito da temper atura (TJ sobre o módulo de 

elasticidade fazendo no elemento E
1
=E(t) e G

1
=G(T), conforme 181. 

ANÁLISE DO DISCO 

Através desta modelagem do disco real é possível obter um modelo matemâtico 

que é representa t ivo do comportamento din3.mico do disco. A técnica empregada, 

no caso do disco, é reduzi-lo a uma série de k anéis ci r cunferenciais ao longo 

do raio do disco. Tais anéis são representativos de propriedades do disco 

real, sendo um destes o ane l placa (sem massa e com espessura constante t. J. o 

qual possui propriedades elást icas aproximadas ao trecho real do disco. e o 

outro o a nel massa (sem propriedades e lâsticas e inc luindo o momento de 

inércia de massa), o qual contribui bastante na vibração, pois exe rce um 

momento de r·eaçlio dinâmica na estação onde estâ localizado. 

A s imulação típica de um sistema disco-eixo é mostradél na Figura 2 . onde 

pode-se observar a distribuição intercalada dos anéis massa e placa. 

a) Equaçlio da Rigidez local: 

Em termos de parâmetros locais . pode-se equaciona r a rigidez flexional do 

k-ésimo anel elâstico seguido do k-ésímo anel de massa, como: 

D 
k 

onde: 

Ek - módulo de elasticidade longitudinal 

v - módulo de Poisson 
k 

(5) 

No disco, o vetar estsdo inc lui a deflexão horizontsl y, inclinação ~. momento 

fletor M, esforço cortante V, e raio interno R do elemento, logo: 
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(6) 

bl Matr i<: de transferência Campo: 

Com base na teoria de placAs I li), é posslvel determinar as equações que regem 

um elemento de placa 

espessura constante (\). 

circular com raio int erno R e externo 
11-11 

Em coordenadas polares, a equac;llo de deflexão é dada por: 

a: - deflexão angular do disco no raio r. 

(7) 

Para modos d!ametraís e circunferel)ciais adotou-se a função de deflexão como: 

Y(r,a) ~ y(r) cos na (8) 

Substituindo (8) em (7). obtêm-se: 

+ ·2 + (9) 

A solução desta equação é do tipo:. 

y(r) + A·rJ (lO) 

t Importante notar que a soluçllo desta equação depende do número de nós 

diamet rais e tamMm que possui raizes duplas. 

Um conjunto de soluções ê apresentado a seguir : 

o y(r} = A + A Log r + A r 
2 

+ A r\.og r n = 
I 1 o 3 4 e 

1; y(r) = A r + A r 
• I A r 3 

+ A rLog r (11) n 2 • I Z 3 4 • 

n a:. 2; y(r) = Ar 
I 

n • A r 
2 

·n 
+ A r 

:l 

Z•n +A r 
4 

2-n 
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Pode-se também calcular: 

O ângulo radial da deflexll.o, dado por: 

4>(r ,o:) 4>(r)·cos no:= .Y (r o:) 
r ' 

(12) 

O m6du1o por unidade de comprimento circunferencial do momento fletor na 

direçll.o tangencial. dado por: 

M(r, ox) m(r) · cos na. -D 
k 

I> tJY 
+-- (13) 

r ar 

O esforço cortante no extremo de cada anel, por unidade de compcimento 

c ircunferencial, dado por: 

V(r,a.) v( r J cos na. 

- D ll-v) 
k 

-D 
k 

tJY I 8
3
Y ] ·-----

2 2 
r 8r8o: 

(14) 

Reso lvendo estas equações de acordo com [101, e escrevendo a solução na forma 

matricial. tem-se para o caso de vibração com somente um nó diametral (n=l ): 

Vetores de es1.ado pa•·a as estaQ15es interna e externa: 

v 
..- Sc.•l yk 

tp J<•l 
r 

{xk}.~ 
~. r 

{\.,} k+ l k e 
2 2 

lnt m r m r 
k+l k+l k k 

0 5) 

r J :J 
v v r 

k> I k•l r k 

Matr-iz campo entre os v~tores estado, escrita como: 

(16) 

onde: 
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~k o 

[DCRI,. 
(-1/f\) 

o - 2( 1-v) 

o -21 1-vl 

4(3-vl 

I 2(3+vl 
[CD) • 16 

-21 1-v) 

o 

Sendo: 

r 
k •I 

/3 • 
k r 

k 

3 

-2(3+v)Dk(3k 

-2(3+v) 

4!J+vl 4 

-2(3+v) 3 

2(1-v) -1/0 

o -4 

k 

Log (3 
• k 

l+Log (3 
e k 

- (I +v ) 

o 

-I 

4/0 
k 

A equação matricial interligando os vetores (151 e a matriz campo ll6J é 

mostrada a seguir: 

{X } ,. [EL I {x } 
k• l k k 

lnl ext 

(17J 

r:) Matriz Ponto (Matriz massa): 

Essa matriz corr esponde ao efeito din&.mlco de um anel-massa com raio R
1 

em 

relaç!o ao centro do disco. Essa matriz transfere também o efeito giroscópico 

1 
do anel- massa de uma estaçAo externa para a interna [10]. 

Para o caso de um nó diametral, o plano de um elemento se1·A deslocado de 

~k·Y/rk. conforme mostra a F"igura 3. 

Figura 3. Elementos placa e massa do disco 
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O anel massa tem momento de inércia polar lP• e momento de inércia diametral 

101< bem como esti1 sujeito as velocidades angulares de rotação t/J e de 

pr·ecessão ~. resultando a equação C lSl dos efei tO$ dinâmicos deste anel, ou 

seja: 

(18) 

Este moment o é equilibrado pela diferença do esforço cortante nas estações 

interna e externa ;:.o elemento. O momento resultante total é obtido pela 

integração do momento devido a um esforço de cisalhamento distribuído 

senoidalmente sobre o anel, conforme a figura 4, ou seja: 

MC 
k 

2n 

= J (v(k,ext)-v(k,intllsen 

o 

que resulta em: 

MG = [v(k,ext)-v(k,intlhr·r2 
k k 

u · r · sen u · r· • do: 
k k 

(v( ~.ext.)- vlk.int.J]. "'"a:. 

Figura 4. Mome1rto provocado por um ·~!emento do anel massa 

(19) 

(20) 

Combinando as equações U91 e 120), associadas âs condições 111' contol'llo da 

modelagem (~1nt =~ eX1; y •xt =-yinl). a matriz ponto será: 
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o o o 
o o o 

ILIJJI o o o (21) 
•f. •• 

•. [10·</> :IP·</>1/1) o o 

Pode-se con~hlit' qtte para um sistema (disco) compx>sto de um elemente mola 

(placa) e ~e t.IIJI elemento massa (anel-massa), a 111atri2 de transfer~ncia massa­

mela e escrita conforme a equação 122). ou seja: 

ITDJ = IF'Dl ·!LO] 
I I I 

(21) 

. Matriz da tt·ansferência total do dlsco: 

Multiplicando todos os e leMentos massa-m•le~ do disco. obtém-se a matriz ITIDJ. 

que representa a matriz de transferência total do disco. 

lZDI ~ (Fl)J ·ILDI ·IF'Dl ·ILDI .. . IF'DI ·ILDI · CZDl 
k k k k-1 k-1 I I I 

(23) 

eu na forma matricial resultant e, levando-se em consideração as coadições de 

e9ntorno a seguir: 

•xtremidade externa do disco: M ,. O e V = O 
k k 

extremidade interna do disco: {y/R) = </>
1 

e 4>
1 

e 
I 

onde 9
1 

representa a deflexão angular do eixo no ponto em que o disco está 

aooplado. Desta forma, a equação (23), fica: 

t 
li 

t 
21 

t 
:JI 

t 
41 

t 
12 

t 
42 

t 
13 

l 
14 

l 
24 

t 

·~ 
I~J 

UWii:&llllldo a IIYbmatriz formada pelas linhas inferiores, obtêm-se: 

(1\tR) 
1 

(-)0 
I 

( t ·t •t ·t - t ·t -t ·t ) 
44 31 44 32 3 4 41 34 4 2 

(-t ·t +t ·t ) 
43 34 33 44 

(24) 
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(-t ·t -l ·t +l · I +t ·t ) 
33 41 JJ 4 2 4 J ~· 43 32 

( -t · 1 •I · t ) 
43 34 JJ 44 

59 

(?.ó) 

O momento total que o rlisco exerce sobre o eixo devido ii flexibilidade e ao 

efeito giroscbpil:o. pode ser obtido pela i111.,gn•ç~o de M e V distribuklos 

sent,idalmente sobre o disco, C(JJoform~ a equação !Dl. 

MC ~ -n M R - n V R2 

I I I I 

Substituindo (251 e !26) em (271, vem: 

o ~ n ---..,.(---~--. -t -.-~--.-,--)----

34 43 33 44 

(t ·t +t ·t -t ·t - t ·t ) 
34 41 3 4 4 Z 4 3 Jl 43 JZ 

+ ---7(--t--·t--.-~--.-~-..,.J---­
J • 4J 33 44 

(27) 

(28) 

A relaç:io (28) é comparável a uma rigidez dinâmica e descreve a int eraçào 

entre a deformaçã o angular causada pelo disco sobre o eixo e o momento 

causador dessa deflexão ~ngular. Esta rigidez dinâmica depende logicamente da 

geometria e material do disco, bem como da velocidade de rotação e r·elaçâo ou 

r·azão de precessão. Por conveni~ncia denomina-se: 

MG 

9 = k 
D 

ANÁLISE DO SISTEMA DISCO-EIXO 

. Matriz de transferência no ponto sobre o eixo onde se localiza o disco. 

(29) 

Na estaçlio do eixo onde o disco está loca l izado, veja Figura 5, deve-se 

considerar: 

força de Inércia transversal = m(dlscoJ · Y(i) .~z; 

momento devido a flexibilidade do disco e efeito giroscópico = kd·9
1
. 

Logo, a matriz de to·ansferência para a estaçao da Figura 5 em que o disco está 

localizado no eixo, é obtida apli cando as condições de equillbrio nesta 

estaçllo, ou seja: 

y 
l,dlr 

y 
l.e-sq 

e 2 a 
l,dlr l,ewq 
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M 
l,dlr 

v 
t.dlr 

C- ) k ·e + M 
o l l ... q 

v d -'-2 y 
l,eoq + m ·"' • 1 

Na forma matr icial fica: 

y 

8 

v 
dlr 

o 

o 
• 2 

md·rf> 

o o o y 

o o a 

o M 

o v 
e&q 

Figura 5. l::f'eito do disco sobre o eixo 

(30) 

~ m notJçào abreviada a nodtr· i~ de transferencia de influência do disco sobre o 

<'ÍXo '<~r·á denomonac!a f(j0), logo: 

(31) 

Matriz de transt'eri'ncia g loba l do s is tema eixo-disco. 

lniciando1 rlo? nma extn: midade do eixo, pode-se chegar a outra , incluindo a 

es taç:lo fi) onde o disco es1ã locali"ado, logo: 

IFE] (LEI IFEI ILEI 
n n n ·I n .. t 

IFEI, (LEI, [GOJ, IFEJH lLEJH .. 

IFEI ILEI CZE\ 
1 l aru'lto 1 

(32) 
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E:m notação abreviada; 

(ZE} 
apolo Z 

(GJ {ZE:l 
apolo l 133) 

onde: 

8 •• gl2 gl3 & •• 

(C j 
g21 8zz gl3 &24 

(34 ) 
g:ll g:l2 gJJ g:l4 

8 •• g42 &,3 &,, 

CONDIÇÕES DE CONTORNO 

Aplicando as condições de contorno para um eixo biapoiado, ou seja, ambos os 

apoios rotulados, tem-se: 

M = M =O e 
I 2 

y 
I 

y~ .. o 

Es t as condições aplicadas na equação (JJl, obtém-se a equação de submatrizes: 

(35) 

Des ta equação, conclui-stl qu., o determinante da submatr' iZ deve ser nulo, ou 

seja: 

o U6) 

CRJTtR IO DE BUSCA DF. rREQUtNCIAS NATURAIS 

A equação (36) deve se1' satisfeita, implicando em que o dE'tc1 minant e de~ta 

submatriz deve ser nulo ou próximo de zero. ISto é análogo a obtenção dos 

auto-valores de trrn sistema e lãstico. 

A metodologia aqui aplicada é adotar um valor de freqUência nas equações do 

sistema e veri ficar se para as condições de contOrno do sist ema. o 

determinante se anula. As freqUências para as quais tais condições são 

satisfeitas são as freqUências naturais do sistema disco-eixo. 
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RES ULTADOS EXPERIMENTAIS E ANALITICOS 

Com a montagem mostrada na Figura 6, foram ol>1.idos os resultados da Tabela I. 

:;endo a pos ição do disco igual A distância entre os apoios dividida por 4, ou 

seja. 1/4 do vão. 

Figura 6. Hanco de ensaio, sem rotação 

Tabela I. Result auob elo ensaio (sem rotação) 

FreqUênc ias Naturais - Hz 
-----------------------

Formulações 

Experimental 

Modelagem 

I ~ 

9,0 

8,2 

Ordem da FreqUênc i a 

21.0 

21,9 

95,0 

106.0 

2.86,0 

229,7 

Com a montagem mostrada na Figura 7. foram obtidos os resultados da Tal>ela 2. 

s••nc1o a posição do disco também em l/4 do vão. 

Tabela 2. Resultados do e nsaio (com rotação) 

Rotr.ção Criti ca - RPM 

Formu I açôes 

Experimental 

Modelagem 

Ordem 

I~ 

1344 

1302 
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Figura 7. Banco de ensaio com o sistema ern rot11ção 

Vale saJientar neste ponto, que não foi possível passar o sistema pela 

ressonância (eixo com vão = 1410 mm. diàrn<!\f'O do eixo : 40 mm e o disco com 

diárnetr·o exter·no 800 mm e espessura variâvel). O si!;tema ch<"gou a níveis de 

vibrações nos apoios de concreto de .JSO '"" (picn a pico) e flecltas no eixo em 

torno de JO mm. 

CONCLUSOES 

Com relação ao disco. O efeito de rotação do disco, isolado na<; frcqiil:nc:ias 

naturais, é mostrado na FigUI·a 8. Este gráfico, obtido através da simulação em 

comput;odor mostra um aumento da rigidez do disco com o aumento da rotação. 

Com relação ao sistema disco-eixo. O gráfico da Figura 9 mostra a inter ação da 

flexibilidade do disco com relação às velocidades de r·ou~t;ão e: preccs~iin. 

Observa-se que a l'iexibilidade tem grande efeito para relações de ve locidades 

inferiores 0,5. O efeito da flexibilidade diminui devido ~ tendência de 

estabilização da flexão em um só nó diametral,através das forças giroscópicas. 

Independentemente da flexibilidade do disco, para precessão direta, há. um 

aumento da fr·eqüénc.:ia natur·al com o aumento da n:,Jaçào (rot./preces. ), e 1111\ 

decréscimo da mesma para a precessão indireta. Este efeito está diretamente 

relacionado com o sinal de kn ' de acordo com a equação (29). 
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Figura 8. freqüencia natural do disco x rotação (Hz) 

Pode-se então esperar que a flr: xibilldade reduza ba~tante a primeira 

freqUência natural quando a velocidade de rotação é 1nenor que a de precessão, 

ou seja. para l'IS r elações de velocidades inferiores à 0,5. 
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ABSTRACT 

The aim of thís pape:r ts to gin• a review and comparison <)/ tw<> applted MDOF 
methods tor idcntt/lcation of modal parameters [rom m~/Jsurcd {re:qttency 
response data in form o{ e.ICperlmenlal resu/ts. The first mr.thod Lo; a nonl lnear 
íteratlve algoríthrn ba.-:e:d on ll.nearizlng the j'reqt«mcy rcsp<>nse Junctior1 by 
lhe [irst terms of a Taylor sertes [11. ( 2 ) . Starting wtlh inilial set of 
moda! parameters, thc error· IJ<~I.ween lhe measured \'.:Jlues and the ca!culated 
function will t>e mtnimized iteratln .. ly. Tia' second method Is <.1 modi{icatton of 
a non.iterative algorithm. lvtown as a lineanzed ralional polynom!al algorithm 
(J}, (4}. The modi/ication o[ thls algorithm is espec•ally another de[tnition 
o{ the err·or function, wheret>y the !tcration procedure !Jecomes iterative. ln 
contras! to th~ .(!rsL method. Lhis algorithm ha.s a b~tt~r behaviour in lhe 
iteration and ft needs on!y rough startlng values for lhe tteration procedure. 
A disadvantag•: of th!s tllgorithm Is Lhe numerical ínstabilir.y ln solving the 
S.Y5'tems of equatimls. For comparing tfle different !denti[ícation methods three 
experiments wl?re performed. First lhe t~st of a !Jeam. suppor!ed by toamed 
plastics. witfl lmpacl excitatlor., wh!ch lt>ads to excel!ent measurement data. 
Next the te.st c>/ a turt>ine blade clamP<:d on a vlbration tsolated [oundation 
where dif flcul tieos occured by grcat d!f ft-rences i.n the peaks ln the measured 
frequenc_y r·esptJnse funclion and additionally tfle measured data were dtsturbed 
by influences o[ lhe clampíng. ii final Lcst was accomplLshed to a cLrcular 
d!sc - with a mae11etk exciter and pseudo-random excitatton - where di! ficults 
in the parameter identification rcsu!ts from the double modes. The dalll 
aquisition and (.r<tns/ormation to Lhe frequency domaln were performed b y a 4-
c flannel FFT-Analyser in a!l experiments. For tile parameter ldentl{tcation a HP 
micro computer sedes 200 was used. The. experimental re'sulls were compared 
with theoretical re.o;ults in a!l expertments whenever p<Jsslble. 

Keywords: Paramelt>•· Estimalion · Modal Ana!ysís · Di.sc: Vtbration 

Pres.cnted a.t tho ?.nô (oe-rme.n1Bro.:dt1an Symposlum on Oyn~ml~al Systems ln 

Mcchanics, Kle\nwalaertAI, Ge1 rr.af'ly. Sept. Jfl88. 
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residues re lated t o the mode shapes o f the frequency 

J'Csponse function 

real coefficients of the numerator polynomial 

denommator polynomial 

real coeffi cients of lhe denominator polynomial 

force at polut l 

undamped natural frequency 

mejisur·ed vAlue of frequency response funct ion of accele­

r<~Jion at frequency ri 

f1•equcncy dependent weighting function 

analytical fr·equency response function of displacement 

(accelerationl between point l and k 

nurnber of di~placements (acceler. ) 

number o f forces 

numher of points of the measured fr cquency response 

functions 

numbe•· <lf 1t1Vt.les i11 lhe measured frequency range 

residual terms to include the influence of modes outside 

the mt:asus·ed frequency range 

numerator polynomial 

displacement (at~ccl es ation) at point k 

damping cnn!".lant of lhe r-th mode 

damping ratio of the r - th mode 

complex l'igrnva h.tr:. of the r-th mode 

modal nHt">!:. of thc r-th mode 

cesot\Oallt frequ.-ncy of the r-th mode 

complcx mode shape of the r-th mode at point 

c:xcita t ion f rcquency 

nawral circular frequency of the r-th mod e 
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INTRODUCTION 

Some aspects of the two methods whích are used in this papt"r <H"e dor:umented in 

earlíer publications. The Nonlínear lteratíve Approximation Algor·ilhm li J. 1?.) 

is known to be numerically very stable but needs much comptJtation time. The 

r·equir·ed starting values can be calculated by simpler methods like non-g loh"l 

estimations or simple single degree of freedom rnethods. The m<~in disadvantage 

of this method is that it nceds very exact starting values especially fot· tire 

eigenfrequencies. 

Otherwise the itenuion will diver·ge rapidly. To pre,·ent this we use the 

method written in III to multiply lhe correction values by a factor smaller 

than I if thc iteration starts to diverge. 

The Rational Polynomial Meth<Jd is IIIOStly used as a direc l estim3tion method 

[3), 14]. There it works wilhout ;;~ny s tarting values (with the eX<:(lption of 

the number of eigenva!ues in lhe analysed frequency •·angc). This method works 

much faster· than that one described previously. The disadvantages of this 

method is first numerical instability if the number of expec ted eigenvalues 

increases. This can be prevented by the use of orthogona.l polynomials (3), 

14). The other disadvantage is that lhe method used in IJI and 14( has 

problems in the use of baseband analysed data. A solution of thls problem is 

described in (51 by a new definilion of the er-ror function which is described 

below for the use in a global a lgorithm. 

ln this paper both methods are used ln a form that should give the sarne 

results . Three different experimenls are performed to show the stability of 

lhe methods and the quallty of the identified modal parameters. As the 

described experiments were performed by acceleration and force pickups the 

formulas of the applied identification procedures below are formulated in 

terms of fot·ce and acceleration. 

FREQUENCY RESPONSE F'UNCTION FOR MODAL PARAMETER ESTIMATION 

The well known basic equation describing the displacement U at a poínt k on a 

linear structure when a force F" is applied at point l is the frequency 

response function 

ü a 
k klr 

ã• 
~lr 

[ ~. jo->.; 
r r. I 

jO->. 
r 

(I) 
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The mode shapes used in this pap.er have following re lation to the residues 

(.kr ~l r 
2jv IJ 

r r 

(2) 

E:quatlon (I) can also be written in terrns of acceler ation Ü caused by a force 

f 

ü 
k 

JQT·~ 
r r 

(3) 

The influence of medes outside the measured frequency range (modes r=l. ... n) 

can be considered by inc luding some additional te1·ms 

(4) 

where the constant term Rokl can be related to a residual .mass and the term 

with 0 2 to residual stiffness. For the ldentification the modal parameters 

from eq. (4) are often WJ' itten separated in real and imaginary terms 

Another form to write the frequeney n~~ponse function are rational polynomials 

I : 1 

211 

I + L 
I • 1 

(j0) 1 d 
I 

ÕIOl 
(6) 

ln this equation thc polynomial coeffic ients are real valucs. Ooth equations 

(5) and (6) have 4n+3 linear indcpcndent p<trameters and we c;ln transform one 

set of parameters to lhe olher by a linear transf'ormation. 

NONLI NEAR ITERATIVE APPROXIMATION ALGORITHM (NIA) 

The followíng section give~ a shorl description of lhe app lied algoritlnn 

slmiliar as in (li und 12 1. For the appl"<)Ximation of lhe modal parameters in 



P. Ebersbach & H. lrntier 7J 

form of a least squares fit with experimental data an errar function can be 

defined 

M K 
E L L (7) 

m""'l k = l 

The physical inte1·p1·etation of this function is t.he sum over ali squared 

differences between the measured values and an analytical form of the 

frequency responsr: function. 

First, lhe modal parameters can be written in vectors separated in global 

moda l p<>ramelers 

.. ,v 1 
j) 

and local modal parameters 

(8) 

respectively. As i-\e is a function of 2n values of u
1 

and 2n+3 values of \ti 

in the next step tbe frequency response function is written in the first terms 

of a Taylor series starting with an initial set nf estimated modal pa1·ameters 

0~(ol ai=i' o) 
Zn kf 'Z n•3 xl 

f111) -<oJ 
L E {9) Hkf • t..u + --- t..v 

kl 8u I (lvk t l kfl I =J I 1=1 

Starting values for this procedUt·e can be obtained by simpler single degree of 

f1·e.:dom methods. e.g. circle fitting. When this form of frequency response 

function is set in eq. (7) and a Gaussian minimization procedure is performed 

to the unknown variables t..u
1 

and ll\e
1
• the following system of linear 

equatlons results (under the condition that the structure is excited only at 

one point ll 

A B B Bkf llu c 
11 Zl o 

BT c o o t..v c 
li li ll 

BT o c o llv c (10) 21 Zl 21 

BT 
~i 

o o c [lvkt ckf 

The submatrices and vect.or·s of this system of equations contain following 

terms 



c 
ol 

é!Í\t (Qm) é!H=l (Qm) } 

8u I 8V kl J 
c 

IJ 

é!Hkl(Qm) é!H=i( Qm) } 

(Jv k l t Bv k lJ 

(li) 

The solutlon of this system of equations is rather simple. because it contains 

many zeros. ln additíon, the solution is numerically ''ery stable and converges 

after a few iterations to a local minimum of the error function (6l. The 

computation time is rather long caused by the extensivc derivatives of the 

FRF's which must be calculated for eve1·y frequency tine. The most important 

dlsadvantage Is, that the iteration procedure tends to diverge if the starting 

values, especially the e igenfrequencies, are not very close to the true 

values. ln this case, which can noticed by an increase of the eri'Ot' function 

(6} compared with the previous lteration step, the resulting vec tor of eq. 

(lO) will be multiplied by a fact or between O and 1, so that the errar 

function reaches a v alue Iower 11). 

A very simple form of the system of equations results by assuming that the 

global parameters are known (e.g. by time domain methods ). Then only the 

vectors with the local parameters have to be calculated. Starting a 

minlmlzation procedure from eq. ('7) results a system of equations fr·om which 

the local parameters can be calculated directly without any starting values 

[ f 
o o v 

[ >, 
li 

c o v ,. y 21 (12) 
21 

o c vkt Ykt 

where the elements of the vectors y kl on defined as 
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y kll (13) 

The matrix C is the sarne as ln eq. (11). This form of approximatlon was used 

partly in our experiments, there called Linear Approximation of the Resldues 

(LAR), ln combinatíon with the following ldentification algorithm. 

MODIFIED RATIONAL POLYNOMIAL ALCORITHM (MRP) 

Usually the Rational Polynomlal Algorithm starts wíth an error function where 

the unknown pararneters appear only in linear terms (3), (4) 

E (141 

wheJ'e the function g(rl ) is set constant. The modification of the Rational 
rn 

Polynomial Algorithm described ln !SI uses for this function 

g(Q) ow l o•w l 
(IS) 

m m 

where g(Q) can be considered as a weighting function. Using this formulation 

the error function (14) becornes equal to the error function (7). Due to this 

modification, ln this paper the algorithm is called a Modified Rational 

Polynomial Algorithm (MRPl. As the denominator polynomial contains the unknown 

eigenvalues, a solution of a minimization procedure Is only possible iterati­

vely. Different starting values for the weightlng function will be discussed 

at the end of this section. 

Executing a minimization procedure based on eq. (14) we get a similar system 

of equations as in eq. (lO) 

A 8 8 8 kt d X 
li 21 o 

BT c o o b X 
li 11 li 

BT 
21 

o c o b 
21 

X 
21 

(16) 

BT 
kl 

·O o c bkt xkt 

The submatrices and vectors of this system of equations contain following 

terms 
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M I( 

Re {<jOm)l(-jQm)J} A L [ g(O J C t ê• 
I) m ~ .m ktm 

m• l ~=· 
lo! 

Re {fi l-jQ J1(j0 l
1
J-ll} BkliJ = - [ g(Q 

m klm m m 
m=! 

.. 
{ (jO m) ll-lll-jQ m)t)- 11} c t g(O ) R e 

IJ m 
m• l 

M ... 
g(Om) Cklm 6:lm Re {t-jo)} X L [ ol 

m.;;I k z l 

E lO J Re {6 (JO )11
-

11
} g m klm m 

m a l 

(17) 

The main advantage of thls way of solution compared with the NIA algorlthm Is 

th~ fact that in the matrices mainly powers of O must be calculated and no 

extensive derivatives of the frequency response functlon. Therefore this 

algorithm is more than 10 times faster then the NIA algorithm. A problem is 

that the a lgorithm is numerically rather unstable. The reason is that the 

determinant of matrix C. which must be invertd ln the solution procedur·e, is 

nearly zero. This might be prevented by substltution the powers of O by 

orthogonal polynomials as carried out in (3) and (41. We have llmited ln our 

experiments the number of elgenvalues to be evaluated simultaneous ly by 

splitting the frequency range. 

A further problem of the above way of solutlon is that the weightlng function 

contains the solutlons of the untmown poles of the polynomial when starting 

the lleratlon. Thel'efore some es timatlons of taking extreme assumptions for 

the weighting function are given below to overcome thls problem. Eq. (15) can 

be wri1ten in terms of the eigenfrequencles and dampíng cons tants 

g!CI ) ... 
m n 

(18) 

n 
I =I 

which shows that the weighting function increases to high \'alues in the case 

that. the measu<'Cd frequency Is equal to any of the eigenfreque11cies. lf we 
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assume starting values for the eigenfrequencies which at'e much hígher then the 

measured frequency range, v
1
»0"' eq. (18) becomes 

g(O ) 
m 

(19) 

what means that the weighting function is no longer frequency dependent. A 

constant weightíng function, used normally in the Rational Polynomial 

Algorithms [3]. (4]. leads to the problem that mainly the highest eigenvalues 

are identified correctly or that the algorithm can be used only for small 

frequency ranges (zoom bands) 131. 

The other extreme is to assume starting eigenfrequencies which are nearly 

zero, v «O 
I 

g(Q ) 
m 

and •\«nm, then eq. !18) becomes 

(20) 

ln that case. mainly the lowest eigenvalues are identified correctly. But even 

when such extreme starting values are taken, the iteration procedure converges 

always to eigenvalues in the measured frequency range, if no numerical 

instability occurs. 

EXPERIMENTAL RESULTS 

Three experiments were performed to compare the different identification 

methods. Addítionally, these experimental results were compared with theoreti­

cal results if possible. The data aquisition and transformation to the 

frequency domaln was executed by a FFT-analyser and lhe parameter !dentifi­

cation procedures were performed by a HP-computer (HP 9920). Each time the MRP 

algorithm was executed first because of the low computation time and only 

rough starting values are required. lf it was not possible to apply the MRP 

algorithm to the whole frequency range subsequently a Linear Approxlmation of 

the Residues (LAR) was performed. With those modal parameters as starting 

values, the NIA algorithm was performed. 

The first experlment was done on a beam wlth rectangular cross-section 

supported by foamed plastics which is seen in Flgure I. This testrig has well 
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separ'aled e igenvalues. no nonlinear inrluences and no influence from the 

ciamping is expected. The mPasured data were obtained by impac t testing. An 

accelcra1 ion p1ckup was attached at point I of the bcam and ali points were 

excited s ucces.;ively. 

,_ __ ____ 
lO 

Figure I. Model 1: 1 ested beam wíth símulated free-free condition by 
supporting on foamed plastícs 

As star·ting values for the MRP a lgorlthm 4 eigenfrequencies at 1000, 2000, 

3000. and 4000 Hz were talcen with assumed damping of 17. of criticai damplng. 

Figure 2 shows the mea5ured value'> of the frequency response function by 

exd t ing the structure at point I (driving point). Addítíonally there is shown 

a mean deviation which is defined hy c~ (Ett i~ the sum of the squared 

errors of the shown FRF and M the Number of measured frequenciesl. 

~r----------------------------------, 

•. ~L-----------------------------------~ I 1• U. IIII 4111 H~ 5a 
Flgu•·e 2. Comparison between the measured values a.nd the identified 

frequency response functinn at point l (ddving point) 
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The excellent results can be also shown by comparing the experimental results 

of eigenfrequencies and mooeshapes wlth theoretical ones. where the latter 

were corrected by terms which include the influence of shear deformation and 

rotary inertia. This comparison Is done in Table I, where for the measured 

values the complex modes are given caloulated by eq. (2). The values were 

normalized to a modal mass 11, of 1000 kg. The NIA algorithm performed with 

these modal parameters as starting values didn't lead to other re11ults. 

Table 1. Comparison bet ween identified and theoretlcal values of 
eigenfrequencles and mode shapes of model I 

Wode I Wod• :1 loolod• 3 

ldeatified T&lu.et theor. v&lu.• ideatified v&l,..• theor. val11." ideatUied YUOM tbeor. Yal••• 
I • 483.2 H.a r· 486.b Ha f • I 3:18.3 H.a ,. 133:1.9 H.a I • :1589.9 Ha f• :1589.9 Hs 

48.:118 • 10.354 47.188 44.236 • 10.34 1 4 4.690 40.442 • i 0.384 4:1.283 
:14 .761 • 1 0.258 :14.440 o.l Só • I 0.0:11 7.074 ·9.308 • 1 0.094 -8.1:16 

3.\09 • J 0.0:16 3.0oo ·2:1.911 ·10.181 · 2:1.265 • 33.181 • J 0,041 -33.265 
- 15..51ó. j0.244 ·14.Tô:l • 34 .4111 • J O.:IT6 . j3,6ó0 -• r .b:l3 • 1 o.oe6 -18.218 
-:11 .o 52 • I 0.299 ·:16.684 • 24 .514 • J O.:I:IT ·23.9:18 17.561 • j 0.076 11.680 
• 3:1.0T7 • i 0.240 ·30.835 0.94 6 • I 0.00:1 0.000 3o.ITo • j 0.102 36.081 
-2r.rse • 1 0.33:1 ·l6.b54 ::14.066 • J 0.2:13 :13.9::15 18.14 5 • j 0.105 IT.biiO 
· 15.837 • j 0.354 -1 4 .762 34.354 - J 0.274 33.b60 ·16.9511 • J 0.089 -18.218 

1.9:15 • i 0 .148 3.006 :14.115 - J 0.203 :12.265 • 33.358 • J 0.0211 ·33.265 
:13.746 • J 0 .111 2 4.446 ·4.T05 ·I 0.01 4 ·1.014 ·11.033 • 1 0.02 1 -8.126 
46.b«< • i 0 .173 47.158 · 4 2.086 • I 0 .444 · 44.1>90 37.249 • 1 0.019 4:1.283 

,The next test specimen was a turblne blade clamped on a vlbratlon lsolated 

foundatlon sbown in Figure 3. The acceleratíon was measured at one polnt at 

the end of the blade and the excltatlon at 83 polnts on the upper surface was 

reallred by an impact hammer. The frequency response funetion was measured ln 

the range of S to 2000 Hz between ali excitation points and the response 

point. 

vibration 
lsolated 
foundalion 

Figure 3 . Tested turbine blade 

/ 
accele ration 

plclcup 
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ln thls case it was not posslble to apply the MRP algorithm to the whole 

frequency range. The flrst reason is the lncreaslng numerlcal instability 

caused by the numbers of elgenvalues. A furtber reason are the great differ­

enoes of the maxima of the frequency response function whlch can be seen ln 

Figure 4. 

--r-------~---------,r-------~--~ 
m 
~ 1"1 range 

• ····· 
51.1 

Figure 4. f'requency response function of tbe driving polnt and composed 
analytlcal function from the MRP algorlthm 

ln addltlon, the measured data were dlsturbed by influences of the clamping 

malnly ln the hlgher frequency range e.g. ln Figure 4 between 1400 and 1600Hz. 

Therefore, the measured data were analysed in three frequency ranges which a1·e 

shown in Figure 4. Each frequency range was separately analysed as described 

by eq. (16). Because lt was necessary to apply an exponential wlndow for FFT 

to prevent leakage errors the measured data contain an additional damping 

whlch reached up to 907. of the identlfied damping constant at the first eigen­

value. Figure 4 shows lhe frequency response function composed by the modal 

parameters, calculated in ranges, ln the whole frequency range without 

residual terms compared wlth measured data at the driving point. The composed 

frequency response f unction corresponds well wit h the measured data near the 

resonances, not so near the antiresonances. The levei of the mean devlation is 

relatively hlgh compared with the function near the first three eigen­

frequencles. 

Figure 5 shows the sarne measured values , but the identificatlon was now 

executed by the NLA algorithm. Five iteration s teps were used with starting 

values for the modal parameters calcutated by the MRP algorithm. Now the 
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correspondence of tli.e composed function is better near the antiresonances 

although the levei of mean deviation decreased very slightly. 

Figure S. Frequency response function of the driving point and composed 
analytical function from the NIA algorithm 

Table 2 shows the different values of the identified eigenfrequencies and 

damping ratios of these two different algorithms compared with analytícal 

values which were calculated at our lnstitute [6]. The parameters identified 

by the MRP and NIA algorithm show only few differences even the damping ratios 

with the exception of the mode identified at about 1420 Hz. 

Table 2. Comparison between the identified eigenfrequencies and damping 
ratlos and with theoretical eigenfrequencíes 

MRP Algorithm NlA Algorithm Theoretical Character of the 

f lHz] ç [7.1 f [Hzl ç [7.) f [Hzl mode shape 

98.909 3.3371 98.803 3.4717 104 I. bendíng 
280.391 1.5550 280.346 1.5769 302 2. bending 
452.808 0.7359 452.792 0.7930 463 3. bendíng 
770.;10?. 0.7307 770.286 0.7404 790 4. bending 
889.960 0.3831 889.966 0.3838 815 I. tor·sion 
1421.557 0.6444 1416.544 0.9986 
1453.557 0.4540 1453.580 0.4611 1461 S. beoding 
1826.834 0.2523 1826.857 0.2512 1466 2. torsion 

But th1s mode could not be confir med by theory and moreover it is weakly to 
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detect in the measured data. Therefore it can be concluded that this mode is 

only caused by disturbance of the structure e.g. by the clamping condltion. 

The elgenfrequencies of the bending modes are always higher than the identi­

fied ones caused mainly by the assumption of rigid clamplng in the theory. 

Regarding the torsional modes, lt Is known that our theoretlcal model has to . 
be improved (6]. 

To decrease the mean deviation for the MRP algorithm between the measured 

values and the identified frequency response function, a first way Is to .take 

tbe eigenfrequencles and damping ratlos from Figure 4 and perform a Linear 

Approximation (LAR) for the Residues related to the mode shapes and the 

residual terms over the whole measured frequency range. Thls procedure, glven 

above ln eq. (12), takes very short computation time compared with the itera­

tive algorlthms. 

Table 3. Comparlson of the mean deviation c=v'Ekt/M [m/Ns1!] of the first 

10 frequency response functions 

Point MRP LAR NIA 

k 

I 33.073 26.137 25.890 
2 21.852 21.292 20.749 
3 10.183 9.207 8.321 
4 13.752 13.248 13.251 
5 9.446 8.779 8.757 
6 7.075 6.677 6.098 
7 10.081 8.928 8.593 
8 10.633 6.112 6.169 
9 7.862 3.135 3.072 

lO 5.528 4.4.18 4.411 

As a comparison, Table 3 shows the mean deviations of 10 frequency response 

functlons between the acceleration point and the points of excitatlon, first 

evaluated by the MRP algorithm in frequency ranges, second after correction of 

the linear terms by the LAR algorithm and third evaluated by the NIA algo­

rithm. The comparison of the mean deviations shows, that the LAR algorithm 

yields results which are of comparable quality than those from the foUowing 

NIA algor ithm. That proves that the eigenvalues calculated by the MRP algo­

rithm were accurate and the most discrepances are caused by the local modal 

parameters. The time-extensive NlA algorithr" has changed the modal parameters 

only slightly. 
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The final experlment was done on a circular disc. The problem of testlng a 

disc are the double modes with theoretically identical elgenfrequencies which 

are practically more or less slightly dlfferent by the influences of addition­

al masses of the accelerometers or other perturbations. 

magnetic 
exciler 

force­
lransducer 

/ disc 

Figure 6. Tested circular disc wlth the magnetlc exciter 

The excltation was rea lized by a magnetic exciter wlth lntegrated force 

transducer which is shown ln Figure 6. Because nothlng was known about the 

mode shapes nnd consequently about a reasonable position of the driving point 

we put three aocelerometers on the disc at point I to 3. The excitation point 

was varied between polnt 1 to 6 by rotating the disc. ln this way we got 

slmultaneously 3 frequency response functlons and 18 ln ali, and thus 6 

columns and 3 rows of the frequency response functlon matrlx. 

The excitation signal was pseudo random generated by a function generator with 

a period adjusted to the aquisition time of the used FTT-analyser. The data 

aquisition was executed by an average of the response due to 25 pseudo random 

signals. The signal was varied lO times at each excitation polnt. 

Like in the test of the turbine blade it was not possible to apply the MRP 

algorithm to ali data over the whole frequency range. Therefore, the frequency 

range was dlvided into several ranges as shown in figure 7 and each frequency 

range was analysed wlth the MRP algorlthm in the sarne way as done for the 

turbine blade. figure 7 shows the frequency response functlon, including the 

levei of the mean deviatlon, composed of the identifled modal parameters 

wlthout any residual terms. 
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Figure 8 shows the same measured values compared with a frequeocy respoose 

functlon composed of the modal parameters evaluated by the NIA algorithm (9 

lterationsl with starting values from Figure 7. ln both cases, those mode 

shapes were used which were eva1uated by taking point J as drivíng point. 

Although thls time not ali measured frequency !ines were considered ln the MRP 

algorlthm (Figure 7). the comparison of both figures shows similar behaviour 

as the corresponding figures from the blade with respect to the qual!ty of the 

fltted curves near the resonances and antiresonances and to the mean devi-

ation. 

.... • •• 1ZI IMI Hz 211 

Figure 7. Frequency response functíon of the driving Point I and composed 
analytical functlon from the MRP algorithm 

~r-------------------~~--~--~----~, 
m 
~ 

Figure 8. Frequency response function of lhe driving Point I and composed 
analytical function from the NIA algorithm 
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As before for the blade, we have compared the eigenfrequencies and damping 

ratlos ldentlf!ed by the two methods. Addltlonally, the eigenfrequencies were 

compared with theoretlcal values calculated as described ln [7). Table 4 shows 

the result of this comparlson. The type of the mode is glven ín form of number 

of nodal dlameters (00, !0, 20, ... J and number of nodal circles (OC, !C, ... ). 

A comparlson of the parameters ldentlfled by the MRP and NIA algorithm shows a 

good agreement with respect to the eigenfrequencies, but deviations ln the 

damplng ratios whlch can be compared wlth the corresponding table from the 

blade. The theoretical elgenfrequencles show slightly smaller values in the 6 

hlghest modes whlch may be caused by oo exact knowledge of the elastlcity and 

of the mass denslty of the dlsc. The contrary behavlour of the three lowest 

modes may be caused by the rlgld clamping which is assumed ln the theory. 

Table 4. Comparlson between the identlfled elgenfrequencles and damplng 

ratlos and wlth theoretlcal eigenfrequencies of the disc 

MRP Algorlthm NlA Algorithm Theoretical Character of the 

f [Hzl 1:; (7.) f lHz] <; 17.1 f (Hz) mode shape 

23.344 0.1421 23.344 0.1481 25.351 10 / oc 
23.477 0.1751 23.374 0.1786 25.351 lD / oc 
31.677 0.0872 31.678 0.0861 33.326 00/ oc 
48.768 0.0226 48.768 0.0230 45.435 20 / oc 
50.831 0.0311 50.831 0.0324 45.435 20 / oc 

108.374 0 .0127 108.374 0.0150 103.241 30 / oc 
108.537 0.0275 108.536 0.0261 103.241 30 I OC 
186.319 0.0113 186.320 O.OU3 181.194 40 I OC 
186.750 0.0097 186.750 0.0097 181.194 40 I OC 

Table S. -- 2 Comparison of the mean deviation c=v"Ek t/M (miNs I of 9 

frequency response functions of the disc 

Point MRP LAR NIA 

k 

I 0.6158 0.5180 0.5126 
i 2 0.5114 0.462i 0.4574 
i 3 0.6112 0.5926 0.5896 
2 i 0.4310 0.3626 0.3658 
2 2 0.4836 0.3400 0.3349 
2 3 0.4348 0.3970 0.4035 
3 0.3470 0 .2599 0.2631 
3 2 0.3855 0.3713 0.3806 
3 3 0.4723 0 .3287 0.3344 
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A comparison of the mean deviatlons of 9 frequency response functions shown in 

Table 5 leads to the sarne conclusions as in Table 3. 

The resolution of the measured data in this experiment was 0 .5 Hz. The dlffer­

ence of the identified elgenfrequencies is partly down to 0.1 Hz. Therefore, 

we examined the mode shapes to prove that the double eigenfrequencíes aJ'e not 

caused by deviations of the measured data. ln this example. we have 3 driving 

points fOI' éalculatlng the mode shapes from the residues of the identificatlon 

procedures, although they were only formulated for using one drivíng point. 

Therefore, we get different results for the mode shapes depending on the 

driving point we use. 

The results of our experiment have shown that the double mode shapes were only 

calculated sufficiently accurate when the values of both mode shapes were 

approximately equal at the driving point. The values of those mode shapes 

which comply with this condition are lísted in Table 6 normalized to a modal 

mass J.lr of 1000 kg. ln addition, Table 6 shows the driving points used for 

these tests. 

From the theory, it is known that the mode shapes around the circle of an axl­

symmetric dlsc are harmonic waves. Consequently, we performed a curve fit or 
the measured mode shape values on the basis of a harmonic wave to estimate the 

mode shape amplitude aod the nodal !ines. The mode shape values from the 

approximated harmonic waves are compared wlth the measUJ·ed values in Table 6. 

Additionally, there are given the amplitudes of the waves, the angles from 

point 1 to the nearest nodal line (countered anticlockwise) of the mode shape 

and. for comparison, the theoretical amplitudes calculated as described in 

[71. Table 6 shows that the approximated double mode shapes fulfill the 

condition of orthogooality rather well although we had only few measured data 

near the eigenfrequencies. Even the comparison with the theoretical amplitudes 

of the modes shows sufficient results. 

CONCLUSIONS 

The performed experiments leads to following conclusions. The MRP algorithm 

gives good results in eigenvalues even if the measured data can be analysed 

only in frequency ranges. ln that case, however, the local parameters, 

residues and residual terms, have some deviations which can be decreased by a 

LAR algorithm. A further advantage is tbat the MRP algorithm neads only r·ough 

starting values and needs relatively few computation time. The most important 



Table 6. Mode shape \'alues of lhe disc compared wilh approximated 
harmonic wa\·es and theoreticaJ values 

PoiD.t loLodo ol\ap• I D OC 
f • ~3.344 Ha 

I lcl.olllifled valu. o.pprox. 

I 15.245 - j 0.256 I 5.381 
2 I <1.337 • j 0.046 19.565 
3 :10.059 · j 2.<173 18.508 
4 11.141. J 0,481 I :1.491 
5 2.318- j 0.73<1 3.1 :17 
6 ·1>.019- j 0.413 -7.075 

Appro• • ...,.pllh&do 1<1.414 
A.Dglo to nodal lU.. 1:1<1.08° 
Thoor. aaplitude 18.1!>8 

!'oh> I llodo ohapo ~D OC 
i • 48.768 Hz 

I ldontlfied valuo approx. 
I 1.15<1. J 0.050 0.241> 
:l 16.604- i 0.002 t6.644 
3 15..893 • J O.SII 16.398 
4 0.1 34 • J 0.026 ·0.246 
5 ,-16 .1 48. J 0.349 -16.644 
6 - 17.425 -i 0.202 ·16..398 

Appro• o apilhado 19.078 
""glo lo nodal l.iD.o 89.63° 
Th.•or a .. pl.a todo 18.220 

"olut ~.Lodo t hapo 3D OC 
t • 108.374 !t& 

1 ldon tltiod valuo approx. 

l - t5.62t. · 1 2.226 -15.588 
2 • 8.2~Ha · j l.084 - 10.035 
3 18.481 • j 0,479 15.588 
4 '1.673. j 2.139 10.035 
5 - 15.821 ·i 0.060 ·18,588 
6 -11..804 . i 1.273 -10.035 

ApprOll: . ._plltu.do ta,538 
A.Dg lo to Aodal U...o 40,9:1° 
Thoot . aapUtudo 11,306 

IPoiD.t loiodo ohopo 4 O OC 
I • 181>.320 Ba 

I ld.u.tltied ,.a]..., approx. 

1 '1.b 11 - j l.J66 7.&4 ~ 
2 6.391> • í 0.349 1.467 
3 - 14.'127- j 0.062 - 15.30'1 .. 6.820 • j 0.042 Hl42 
e 9.31ll - J o.445 1.461 

r--!---~!.'..842 - í 0.203 -15.30'1 

Approx. o.aplltudo 15.311 
A.Dg lo to nodal tina 37.30° 
Thoor. &apl.atud.o 11>.291 

Dr!viug Point I 
1 • ~3.414 !b 

ldolltltiod .-aluo •Pf~ 

11.33'1. J 1.265 12.1~8 
4.370 • j ~.270 ~.937 

10.136 - j 1.887 · 7.64 1 
·I 5.508 • j 0.828 -16.171 
·16 .56~ •JLT1 3 -20.369 
- ~0.<165 • 0.001 ·1<1.108 

~O.ST9 

311.21° 
18.766 

Drlving Polnt 3 
, • 50.1131"" 

idontllled ""'lu• approx. 

- 14.325 ·J 0,110 -18.014 
· I>.TS I ·I 0.2<10 -9.211> 
I 0.60~ • j 0,445 8.798 
22.201 • J 0,921 18.014 
11.149. j 0 .198 <1.2!6 
·6.260 - j 0.061 - 8.1<18 

18.015 
45.38° 
Ul.2 20 

Drlviug Polut 3 
I • 108..!136 Ha 

idontllled ... 1uo ~_rox. 

· 8.183 · j 4.799 -8.107 
I T .244 • J 2.444 1!1.170 

7.63<1 · I 0.242 8.107 
- 11.'14'1 -l 8.364 -15.170 

- 8.161 - J 0.397 · 8.101 
14.613. i 3.370 15.170 

I 7.200 
9.37° 

17.306 

DriYtug PoLnt :2 
I • 181> .7~0 H1t 

l<1• Dtlllo4 voluo approx:. 

· 12..5 51 -; 0.081> -13.867 
13,718 ·j 0.106 12.TIO 
-0,8 30 • j 0.03T 1.158 

- 14.784 -j 0,781 ·13,81l7 
12.078 ., 0.131 IU09 
3.522- í o.O'IJ 1.1 e r 

IS.JIUI 
l ll08° 
16.:291 

', 

r . ..-­
\( 1 
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disadvantage Is the numerical lnstabllity by solving the system of linear 

equations. This may be prevented by using orthogonal polynomials. 

The advantage of the NIA algorithm is the numerical stabllity. ln addition, 

the algor ithm converges to a minimum of the errorfunction in few steps if the 

starting values are closely to the tru,e parameters. But compared with the 

results from the MRP algorithm the improvement of the modal parameters was 

rather low in ali exampies. A further dlsadvantage is the large computation 

time of the NIA a lgori t hm. 

A disadvantage of both methods Is that they don't conslder the symmetry of the 

frequency response functlon matrix. This lead to different mode shapes if more 

tban one column or row of the frequency response functíon matrix is measured. 
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ção allalitica conhe-<:ida. 

Palavras-chave: Materiats ;>di' a [otoelastictdade · Fotoela:.-tlcidade de· Refle­
xão · Anàlis« de- Tensôes/OeformaçtJcs em Supti't'/icíe.s 

AllSTRACT 

Thls work deal!> wüh lhe dt?vt•lupmenl o[ a malerial for the photoelastlc 
co .. tlng lt?chn•que, usins; Brazili.Jn ,.,.,... m"tt-rials. This technique has not been 
t .. rgel y used ir. HrJ.ZIL owing to dif /fc ttltles wilh the lmportatton of the 
plwtof:'las!ic materiais. To obtain the. m~tteria:s it was uscd four ki.nds o[ 
t'pox y rt?sins and 1 ou r kinds of amirw r·uri.ng agents as hardcncrs, ali produced 
hv Clba Geigy - Qtttmica 5 .. 4. rio Elrc~sll. 8y the combiniltlon of the baslc 
componenls ln (ilj [crcnt amount. severill compositLon were obtained. Amoung 
tl:est•. lhe tw0 <'nc•s th.lt showt~cl Uw best properties for photoelasti.c: coating 
wt?rP chosen. Tlti !' work descr·ibe.~ tl1e proc<?dure u.sed to obt.Jin the materiais, 
tl<e pt operlies rcq<~ircd :o appiy lhe technique and also presents a results of 
il simple esp('cimcn. 

Keywords· l'hot~>t'las!lc Matcri-<L.,- • f'hnl~lasting Coating · Stre.<:s Strain in 
Super.fkLes 



.. Mataiau oan fotoda1tJddde de refteúe 

NOMENCLATURA 

Q 

T 
e 

c • v ,v 

Módulo de Elasticidade do material fotoelástico e do espécimen {Mf'a) 

Constante ótica 

Valor da franja para deformação (m/franja) 

Valor da franja para tensão (KN/m) 

Ordem da franja (franja) 

Figura de mérito (m-1
) 

Temperatura critica (°C) 

Espessura da camada fotoelàstica e do espécimen (mm) 

Deformações principais na camada foloeláslica 

Deformações principais na espécimen 

Comprimento de onda (nm} 

Razão de Poisson do material fotoelástico e do espécimen 

Tensões pl'incipais na camada fotoelást.ica (MPa) 

Tensões principais no espécimen (MPa) 

INTRODUÇÃO 

Atualmente no Brasil o uso das técnicas experimentais de anàiise d~ tensões 

tem aumentado muito devido aos avanços tecnológ icos. Estas técnicas são multo 

usadas para estabelecer· condic;Oes de projeto, melhorar a confiabilldade e qua­

lidade dos produtos e otimizar componentes estruturais, constituindo. portan­

to, em ferramentas de grande valor em e ngenharia. 

A fotoelasticidade de reflexão é usada para determinar as tensões/deformações 

na superficie dos corpos. Este conceito surgiu na França nos anos 30. mas al­

cançou um desenvolvimento significativo na década de SO com Zandman et alii 

(1,2,31. A teoria relativa de aquisição e interpretação dos resultados. foi 

publicada em uma monografia de Zandman. Redner e Dally (4], que reune os estu­

dos feitos até a data, no campo da fotoelasticidade de reflexão. Mais recente­

mente, foram publicados vários trabalhos enfocando métodos de separação de 

tensões na camada fotoelástlca (4.5,6]. 

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de materiais usando matéria-prima 

nacional. Os componentes usados for·a:n a re~ina epoxi (Araldite) e endurecedo­

res a base de aminas, produzidos no Bra~i l São apresentadas as t~cnicas de 

obtenção e as propriedades dos matt'riais seltlcionados, bem como urna aplicação 

com dados quantitativos. 
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FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

A técnica da fotoelasticidade de reflexão consiste em colar na superflcie do 

espécimen a ser analisado urna camada de matericol fotoelâstico, com uma cola 

apropriada que produza uma superficie reflexiva na interface - espécimen/ 

camada. Quando o espécimen e carregado, a deformação na superflcie do mesmo é 

transmitida para a camada fotoelâstica. Considerando que na superficie de con­

tato a adet·ência é perfeita, as deformações ern qualquer direção são iguais na 

camada (c) e no espécimen (s). Assim, através da lei ótica para materiais fo­

toelàsticos (51. tem-se que: 

c 
c 

l 

c c 
2 

. 
c 

l 

NK c 
(1) 

Utilizando os conceitos básicos da teoria da elasticidade IS]. e assumindo que 

devido à pequena espessura a camada esta submetida a um estado plano de ten­

são. o estado de tensão no espécimen está relacionado com os parâmetros do 

problema, através da relação: 

NK.,. . . 
CT - CT 

J ~ 2t 0 

NK c 

l+v• 2t c 
(2) 

Como na fotoelasticidade de transmissão, os parâmetros óticos obtidos permitem 

a determinação completa do estado de tensão/deformação na Stlperflcie do espé­

cimen [4,5]. Assim, a ordem de franja, definida pelas isocromáticas, permite a 

determinação da diferença das tensões principais e as isoclínicas a determina­

ção das direções das tensões principais. Uma vez obtidos estes parâmetros, vá­

rios métodos de separação de tensões podem ser· empregados [5,61 para determi­

nar as tensões, sendo o mais usado o da incidência oblíqua. 

OBTENÇÃO E SELEÇÃO DOS MATERIAIS 

Os materiais fotoelâsticos utilizados nesta técnica s;!.o normalmente resinas 

epoxi cur-adas com endur·ecedores a base de aminas e anidridos. Estes materiais 

são escolhidos tendo em vista suas propriedades como: alta constante ótica. 

baixo módulo de elasticidade. alta resistência a relaxação ótica e mecânica e 

alto limite elástico. Além destas propt·iedadcs, o mater-ial deve :>er· de fácil 

obtenção. transparente. fácil de ser usinado. não apresentar manchas óticas, 

livre de tensões residuais. baixo c1Jsto e possuir características que possibi­

litem a sua utilização em superfícies irregulares. 
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Materiais oata fotC)e"lastJcldade de :-enexão 

As resinas e endur·ecedores utilizados nest~ trabalho são produzidos pela .CIBA 

GEIGY Química S.A. do Brasil. As resinas têm marca registrada de Araldite, 

sendo: CY205, MY750, CY248 e XGYil09. Os endurecedores usados, à base de aml­

nas , são agentes capazes de desencadear a ligação entre as duas moléculas de 

epoxi, sendo quatro os tipos de endurecedores escolhidos: HY943, HY951, HY956 

e HY960. Os materiais foram obtidos através da combinação proporcional das re­

sinas, com cada tipo de endurecedor. Para os componentes selecionados, a pro­

porção usada inicialmente r'oi de lOOpp [partes· em peso) dâs resinas com SOpp 

dos endurecedores. 

A Tabela l mostra os materiais obtidos, onde os componentes resinas e endure­

cedores foram ordenados segundo observações relativas a transparência e fragi­

lidade, contendo também informações sobre a cor e endurecimento. 

Tabela L Materiais obtidos com fundição a temperatura ambiente (25°C) 
em espessuras de 2mm, tendo IOOpp de resina e SOpp de enáu­
recedor 

HY 951 HY 956 HY 943 HY 960 

· OPACO · OPACO ·TRANSPARENTE ·TRANSPARENTE 

· NÃO ENOI)RECEU VISCOELÁSTICO ·VISCOELASTICO · QUEBRADICO 

· BRANCO ·BRANCO ·BRANCO ·AMARELO 

• Df.FEfrOS SUPERFICIAIS MANCHAS BRANCAS 

·SEMI-TRANSPARENTE · TRANSPARENTE · T MNSPARENTE · TRANSPARENTE 

·NÁO ENDURECEU ·VISCOELÁSTICO ·ENDURECIMENTO NORMAL · MUITO QUEBRADIÇO 

-BRANCO ·BRANCO ·BRANCO · AMARELO 

·MANCHAS 

·TRANSPARENTE - -.RANSPARENTE ·TRANSPARENTE ·TRANSPARENTE 

·V!SCOELÁSTICO ·ENDURECIMENTO NORMAL ·ENDURECIMENTO RÁPIDO ·MUl tO QUESRAOICO 

· BRANCO ·BRANCO -BRANCO ·AMARELO 

·:1:FEITOS SUPERFICIAIS · QUEBRADIÇO 

·TRANSPARENTE · TRANSPARENTE · TRANS~RENTE ·TRANSPARENTE 

VISCOELÀS TI CO ·BRANCO ·QUEBRADIÇO ·SUPER QEBRAOIÇO 

· EN!l\JRECIMENTO NORMAL · BRANCO ·AMARELO 

·ENDURECIMENTO RÁPIDO 

OBS. : A FRAGI~IDADE E TRANSPARENCIA CRESCEM DA ESQUERDA PARA DIREITA E 
DE CIMA PARA BAIXO. 

Após a análise preliminar que acarretou a eliminação de algumas composições. 

com base nos resultados da Tabela I, uma segunda e tapa de testes foi feita com 

lOOpp de resii1a e Xpp de endurecedores, com X variando entre 10 e 50. Através 

das combinações nas proporções mencionadas, fez-se a seleção das melhores com-
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posições tendo em vista as caracterlsticas requeridas para um bom material. 

Desta forma, os mater·iais obtidos com a resina CY20S tratada com 20 e 30pp do 

HY951 e 30 e 40pp do HY9S6 e a resina XGYJJ09 com respectivamente 20 e 30pp de 

HY956 e HY943, apresentaram como sendo os melhores 'materiais. De posse destes 

oito materiais, foram feitas medidas do módulo de elastic idade (E:
0

) e do valor 

da franja (Kc- )' permitindo determinar os materiais com maior figura de m~rito 

(Q•Ec/K ) [SI. Assim, as combinações selecionadas , resina/100 - endurecedor/X, 
C' 

foram: 

CY20S/100-HY9SV20 

HC Y 1109/ I 00-IIY943/JO 

TtCNICAS DE PREPARAÇÁO E COLAGEM DO MATERIAL 

O sucesso .na obtenção de r esultados usando a técnica da fotoelasticidade de 

reflexão depende de vários fatores A preparação dos moldes, fundição dos ma­

teriais e a colagem do material fotoelást ico no espécimen são etapas importan­

tes na aplicação da técnica. Assim. para o obtenção dos materiais, est es devem 

ser fundidos em moldes especiais, devido ao grande poder de adesllo do Araldite 

durante o per·iodo de cura. Os moldes devem ser posicionados sobre uma mesa ni­

ve lada, para garantir a uniformidade na espessura. Neste trabalho foram utili­

zados moldes de \•idro, revestido com bor·racha de sllicone (RTV- B-Dow Corning) 

e molduras em barras d::o rnesma borracha [7). Este tipo de molde gar•ante a ob­

tenção de superf!cies lisas , evitando assim qualquer tipo de polimento. Ot:tras 

técnicas podem ser utilizadas. com igual sucesso. 

A preparação do material para aplicação em superflcies planas, curvas e irre­

gulares consiste na mistur·a dos componentes, polimerização parcial da mistura, 

I' PrnOÇJo do material do molde e modelagem do mesmo à superflcie do espécimen. 

Para se proceder a mistura dos componentes, estes devem ser pesados separada­

mente e aquecidos à me~ma temperatura do molde, utillzando-se nest e trabalho 

temper•awras entre 35°C e 4S0 C:. Este aquecimento facilita a mistura dos compo­

nentes, pois diminui a viscosidade dos mesmos e proporcion<J uma r eação ou cura 

mais uniforme ao longo da superficie ou placa do material a ser obt ido. Após o 

aquecimento, os materiais devem ser misturados lentamente, para evitar a for­

mação de bolhas , ate a completa homogeinizac;ão. Nesta etapa, observa-se uma 

elevação na temperatura da mistura no inicio da cura, sendo que esta não deve 

ultrapassar 50°C. Temperatura maior podcr•á ca usar uma reação orusca devido a o 

alto poder reativo de endurecedores a base de aminas, al~m do efeit o cataliza-
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dor da temperatura, provocando a perda da mistura ou gerando manchas óticas no 

mater-Ial acabado. Em seguida a mistura é vazada lentamente no molde e espalha­

da para que ocupe toda a área útil do mesmo. Bolhas de ar que eventualmente 

apareçam devem ser eliminadas e o molde coberto para proteger a superflcie do 

material. Como a espessura mãxima do material fotoelástico usado nesta técnica 

não é superior a 3mm, a geração interna de calor , devido à reação exotérmica, 

nunca ultrapassa a temperatura critica dos materiais desenvolvidos. Isto re­

sulta em materiais otlcamente isotrópicos. 

Para os materiais seleclonados, a geração interna de calor ou temperatu••a má­

xima, durante a cura, foi medida para diferentes espessuras. Deste forma, a 

espessura máxima recomendada para o CYZOS/lü0-HY951/20 é de 3mm e pua o 

XGY1J09/100-HY943/30 é de Smm. Estes valores foram encontrados considerando­

se a temperatura maxima de cura para uma determinada espessura, infel'ior a 

temperatura critica do materiaL Temperaturas maiores ocasionam manchas óticas 

no material. A Figura I mostra a variação da temperatura com o tempo. durante 

a cura do XGYU09/100-HY943/30, para uma placa de Smm de espessura, obtida 

usando termopar de cobre-constantan e um sistema de aquisição de dados. Devido 

a sua espessura, este material tem sua utili·zação tamb<!m recomendada para fo­

toeiastícidade plana. 

200 600 ICXX) 1400 JaOO 2200 ?.000 3000 3«ll 3800 4200 4600 
TEMPO (SEGUNDOS) 

Figura l. Variação da temperatura de cura com o tempo: placa de 
XGY1109/IOO - HY943/30 de Smm de espessura 

O material fotoelãstlco desenvolvido passa por diversos estágios de polimeri­

zação durante a cura, o que possibilita a sua modelagem em superflcles curvas 
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e/ou irrel'(ulares. O estágio denominado semi-pollmel'izado, no qual o material 

se encontra mecanicamente estável mas altamente flexível, é alcançado após de­

terminado tempo de cura. A principal caracterlstica do material neste estágio 

é a falta de memória fotoelástica, isto é, o material pode ser deformado sem 

apresentar qualquer tipo de efeito ótico depois de totalmente polimerizado. O 

tempo gasto pelo material para atingir o estágio de semi-polimerizaçào depende 

da temperatura ambiente. da espessura e da composição do material. Para o 

CY205/100-HY9Sl/20 o tempo de seml-polimerização foi de 1:30 horas, para uma 

temperatura ambiente de aproximadamente 2S°C e uma espessura de 2mm. Para o 

XGYII09/100-HY943/30 o tempo foi de 40 minutos. para uma t emperatura ambien­

te de 28°C e uma espessura de 2mm. 

Para a aplicação em superf!cies curvas e/ou irregulares o material é desmolda­

do durante este estágio e modelado na super•f!cie do espécimen. A remoção do 

material é feita puxando-o com movimentos contlnuos e lentos. evitando dobras, 

como mostra a Figura 2. Após a remoção. o material é recortado com uma tesoura 

e modelado lentamente So)bre a superflcie limpa do espécimen e impregnada de 

óleo mineral. Nesta etapa o material nl!o deve ser pressionado ou forçado sobre 

a superflcie, para evitar distenção do mesmo. O tempo de trabalho é de aproxi­

madamente IS minutos, a partir do qua l o mater ial torna-se diflcil de ser tra­

balhado. 

figura 2. Remoção do material semi-polimerlzado do molde 

O C$tágio f inal da polimerização se dá entre 3 e S horas para o CY205/100 -

HY951120. Na obtençll.o de placas planas este estágio é atingido antes da des-
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moldagem. Para moldes curvos e/ou irregulares, após a modelagem, o material 

deve permanecer sobre a superf1cie at~ a completa polimerização. Após a cura a 

temperatura ambiente, o modelo deve ser submetido a um tratamento t~rmico ·a 

70°C durante 24 horas. Este tratamento propicia uma completa reaçlo e homogel­

nização do material. melhorando suas propriedades. Medidas comparativas do mó­

dulo de elasticidade (E0
) e do valor da franja para tensão (K ), antes e de-

<T 

pois deste tratamento, comprovam uma melhoria nestas propriedades entre 10 e 

157., al~m de sua completa estabilização !71. A Figura 3 mostra um modelo Irre­

gular pronto para ser colado no esp~cimen. 

Figura 3. Modelo irregular e es~imen prontos para serem colados 

PROPRIEDADES DOS MATERIAIS 

Como foi visto, os materiais para fotoelastlcidade de reflexão devem apresen­

tar caracteristicas e propriedades especificas para a determinação das ten­

sões/deformações no espécimen, a partir dos fenômenos óticos observados na ca­

mada fotoelástica. Algumas destas propriedades, como módulo de e lasticidade 

(E0
), valor da franja para tensão (K l e razio de Poisson (v0

), estão direta-
<T 

mente ligadas à sensibilidade da camada e são essenciais na determinação das 

tensões/deformações. 

O módulo de elasticidade e a razão de Poisson foram determinados usando exten­

sOmetros el~tricos. As propriedades Otlcas dos materiais ou calibraç&o dos ma­

teriais foram obtidas usando modelos com solução analltíca conheclda,feltos do 
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próprio material, usando polariscópio de transmissão. A variação destas pro­

priedades ótlcas com a temperatura e o tempo estão mostradas nas Fig\1ras 4 e 

S. A Figura 4, mostra a tlpica variação de valor da franja com a temperatura, 

que permite determinar a temperatura critica IT ) dos materiais. 
c 

20-r------------------------------------------------, 

2 .... 
E 
E 

lD 
::.:: .... 

o 20 40 60 

• - XGY 1109/100- HY943/30 

Â· CY205/l00 · HY951120 

• - T c . Temperatura cr{tica ! 'I 1 

80 100 120 
TeMPERATURA fC) 

140 160 

Figura 4 . Variação do valor da franja para tensão x temperatura 

0.120 

0.100 

e - CY 205/100- HY 951120 } -
0 CY205/JOO HYg5J/~O FUNDICOES llotH) 

- - ' DIFERENTES 
A - XGY 1109/IOQ-HY943/30 

0.080 

0.060 

o.ooo+---..,----r----,----,---,-- -r- -r--r--r---r-"'"""i 
o 100 300 500 700 900 1.100 

TEMPO (MINUTOS) 

Figura 5. Valor da franja para tensão x tempo, com tensão constante. 
CU!'vas A obtidas; usando polariscópio de transmissão e B de 
f'&flexâo 
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Por outro lado, a Figura 5 mostra que o valor da franja para tensão permanece 

constante em função do tempo, para uma tensão constante, ou seja, os materiais 

não apresentam fluência (creep). Esta caracterlstica ou propriedade dos mate­

riais desenvolvidos é de fundamental importância em qualquer análise qualita­

tiva, onde os dados experimentais são obtidos em um intervalo de tempo consi­

derável. 
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Figura 6. Limite de linMridade dos materiais desenvolvidos 

Para análises de tensões/dcform<~ções em espécimes. baseado nos princípios da 

teor·ia linear da elasticidade, os matel"iais desenvolvidos devem também apre­

sentar uma linea•·idade nas relações tensão/deformação e tensão/resposta ótica. 

A Figura 6 mostra a variação da ordem de f•·anja com a tensão, onde os limites 

de I inea•·idadc, para os materiais, foram definidos assumindo um desvio infe­

rior a 0,21. no coeficiente de correlação da reta na fase elást ica. 

Na Tabela 2 estão mostradas as principais propriedades e característ icas dos 

materiais desenvolvidos e sua comparação com os similares importados. 
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Tabela 2. Comparação dos materiais desenvolvidos com os similares Importados 

~ X6Y 1109/ lOO ti) CY 20~ tlOO· PL- 1 PS-8 
PRO HY 951/20 HY 94!./30 

E (MPo) 3130 '3 2 1 o 2900 3100 

v 0.36 0,37 0,36 0,36 

K:~. __:à_ ( 2 ) 
0.107 0.092 0,1 o 0.09 l+vc ~ 

Te (•C) 90 60 >80 > 70 

Nmó• ( Fron)a/mm) 2,7 3,3 - -

CARACTERÍSTICA$ GERAIS 

PREÇO c un1d. > l I 4 7 

;EMPO CURA 3 a 5 
TOTAL...I.W 8 c 10 24 -

TEMPO OE '" 1•1 
120 -SEM I· POUMERIZAÇÂO I mil 90 40 

TEMPO 0€ MANUSElO 
lO c 20 20 20a25 -SEMI- POLIMEIIIZAOO (mo l 

ESPESSURA MI!XIMA 
3 5 3 3 OE FUNOICAO (mm) 

( 1 ) MATERIAL IMPORTAOO ( 8 j 
( 2) )..-;; ~77 nm (LUZ BRANCA) 

( '3) ESPESSURA DE '2 mm, TEMPERATURA AMBIENTE 25"C 
( 4) EXP€SSURA DE 2mm, TEMPERATURA . AMBIENTE 28"C 

APLICAÇ.{O DO MATERIAL 

Com o objetivo de qualificar os materiais desenvolvidos como ferramenta para o 

uso em análise experimental de tensões/deformações, um espéclmen padrão foi 

analisado. Assim, a diferença das tensões foram determinadas ao longo do raio 

de uma viga curva, usando o método experimental da fotoelasticidade de refle­

x!o (eq. 2), e comparados com os valores teóricos. Os resultados apresentados 

na Figura 7 mostram uma concordancla significativa entre os valores teóricos e 

experimentais. 10: importante ressaltar que, o efei to de reforço foi computado 

nos resultados experimentais , sendo o fator de correção calculado para um pro­

blema de estado plano de tensão (5, 7). 

Os resultados obtidos com a técnica da fotoelasticidade de reflexão são alta­

mente dependentes de uma complet a adesão entre o espécimen e a camada. A cola, 

além de proporcionar uma perfeita aderéncia, deve produzir uma superflcie re­

flexiva na interface. Na aplicação mostrada na Figura 7, foi util izado a cola 

Araldite - 24 horas com S partes em peso de purpurina. Após a completa mistu-

lll 
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ra, a cola foi espalhada na area, ~e tal forma a se obter urna camada uniforme 

e de pequena espessura. O modelo fotoelâstico foi então posicionado e pressio­

nado sobre a camada de cola. de uma extremidade à outra para evitar a formação 

de bolhas de ar. O conjunto foi mantido à temperatura ambiente, até a completa 

cura da cola, durante mais de 24 horas. 

4~----------------------------------------~ 
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z 
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I 

-ZO~L---~,----ZOL----L---J~O----L---4~0----~---5~0--~L-~:~60 
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RAIO C mm) 

Figura 7. Comparação dos resultados teóricos com os da fotoelastlcidade 
de reflexão 

Com base nos resultados apresentados na Figura 7, nenhuma influência signifi­

cativa da cola foi observada. A Figura 5 mostra, também, o valor da franja pa­

ra tensão usando polariscópio de l'eflexão, ou seja, determinação da proprieda­

de ótica do material sob a influência da cola (CUrva Bl. Como. pode ser visto, 

os resultados não apresentam nenhuma fluência aparente devido a cola, após wn 

tempo de aplicação da carga superior a 60 minutos. Deve ser mencionado que o 

valor da franja mostrado na Figura 5 diferem ligeiramente para o CY205/IOO -

HY951/20, por serem lotes de materiais diferentes. Discrepância Igual foi ob­

tida, através de medidas feitas sem Interferência da cola. ou seja. usando po­

lariscópio de transmissão. 

CONCLUSOES 

Com base neste estudo e nas observações feitas no decorrer das experiências 

realizadas , as principais conclusões, são: 
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foram desenvolvidos dois materiais, para utilização em fotoelasticidade de 

reflexão. CY205/l00-HY951/20 e XGY!J09/100-HY943/30, para análise de ten-

sões/deformações em superfícies planas, curvas e/ou irregulares; 

os materiais desenvolvidos, quando obtidos em espessuras inferiores a 3mm, 

tem uma geração interna de calor que não compromete as propriedades óticas 

finais; 

os rnater·iais são obtidos a temperatura ambiente e melhoram suas propriedades 

quando submetidos a um tratamento térmico a 70°C, por 24 horas; 

os materiais desenvolvidos tem alta sensibilidade e apresentam caracterlsti­

cas comparáveis aos similares importados, podendo ser obtidos a custo entre 

4 e 7 vezes menor do que estes; 

o Araldite - 24 horas demonstrou ser um adesivo com boas propriedades par·a a 

técnica da fotoelasticidade de reflexão; 

este trabalho coloca ao alcance dos pesquisadores da área todas as informa­

ções necessárias para a obtenção e utilização dos materiais desenvolvidos. 
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