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ABSTRACT 

Freq~ncy domain ana/ysis is strongly indiCDted for dynamic anolysis of structural systems with 
frequency-dependent properties. AO available methods for d)!lamic analysis in the frequency 
domain use the Fast Fourier Transform, FFT forshod, algoníhm for the numerical calculati011 
of direct and in verse disCif!te Foutier trans/orms. Although the FF! algorilhm is computati011ally 
very efficient iii an ilerative or in a step-hy-step non-linear ana/ysis

1 
this a/gorithm can be very 

hard to worlc. ln this work, a mallÜ formulatwn o! the frequency aomain âyruunic anal)'!is of 
SDOF systwrs is presented. The aim of this fotmulation is to be computati011ally more eJJicient 
for dynamic non-linear analysis. 

Keywords: Fast Fourier Transform • Frequency Domain Analysis • Matrix. Formulation • 
Non-Linear AnaJysis in Frequency Domain 

RESUMO 

A análise dintlmica no domfnio da freqülncia l indicada para sistemas estnlturais com 
propriedades dependentes da freqillncia do. excitação. Todos os mltodos disf!»Úveis para 
análise no dom mio da freqüéncia usam o~·tmo Fast Fourier Transfonn, refendo abrevío.da­
mente por FFT, pom a execu~t2o das tmns ormadas disCif!tas de Fourier. Embora o algoritmo 
FFT seja computacionalmente muito 1ciente, em uma análise não-linear atravls de um 
processo iterativo ou passo-a-passo, este algoritmo pode aigir um grande esforco com­
putaciontú. Nesse trabãlho, uma formulaçt2o matricitil da análise din5miCD no âomfnio da 
freqühtcia de um sistema de um grau de liberdade l apresentada. O objeivo dessa formulo.ç4o 
l fomecer um algoritmo computacionalmente mais eftciente para anál1se dintlmiCD não-linear 
no domtnio da ~qüincia. 

Palavras-Chave: Transformada Rápida de Fourier • Análise no Domínio da Freqiiência • 
FormuJacão Matricial • Análise Não-Linear no Domínio da FreqUência 
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INTRODUCTION 

The analysis of dynamic response in frequency domain is strongly indicated for 
structural systems with frequency-dependent properties .. Linear structural dynamic 
analysis in frequency domain is well known and had a great development with the 
use of the Fast Fourier Transform algorithm. Nevertheless, only recently methods 
of non-linear dynamic structural analysis in the frequency domain have been 
developed. KA WAMOTO (2] presented an iterative method called Hybrid 
Frequency-Time Domain method, of HFTD method, in which the non-linearities 
are treated as pseudo-forces. DARBRE and WOLF [3] presented the segmenting 
version of HFfD procedure and demonstrated its convergence criterion. 
VENANCIO·FILHO and CLARET [4] presented a method for non-linear 
dynamic analysis in frequency domain based on a step-by-step incremental 
technique with linearized steps and a secant stiffness. Ali these methods use the 
FFf algorithm for calculation of direct and inverse discrete Fourier transfonns. 

Although the FFT algorithm is computationally very efficient in an iterative or 
step-by-step non-linear analysis, this algorithm can be very hard to work. The 
number of terms in the discrete series, using the FFt algorithm, must be a power of 
two. Thus; if no sufficient precision is achieved witb N terms, only 2N terms can 
be used. This fact means that rhe computational effort and lhe space of memory 
needed by the algorithm can increase very rapidly. On the other hand, the FFT 
algorilhm is apart from the procedure of the response calculation in the frequency 
domain, implying in lhe repetition of a set of operations, every time ít is called. 

ln this work, a matrix formulation of the dynamic analysis of SDOF sysi:ems in the 
frequency domain is presented. lt is aimed to incre ase thc computational efficíency 
of dynamic non-linear analysis in the frequency domain. There is only one condition 
implied over the number of terms in the discrete series: N must be an odd integer. 
Moreover, the Fourier transforms are implicitly performed in such a way that the 
number of operations required in non-linear analysis is optimized. 

CLASSICAL FORMULA TION 

The dynamic response of a SDOF system in the frequency domain can be expressed 
by the following equations, CLOUGH and PENZIEN [1), p. 114: 

ôãi 
V (tn) = 2n; 

N-l i2Jr mn 

L H (Wn) P (ãin) e N 
m=O 

(1) 
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and 

N-1 -i2n!!!!!. 
P (Wm) =!H ~ p (tn) e N (2) 

n-o 

Tbe total time interval T p in which the response is to be caJculated is divided into 

N (N odd) equal time intervals given by: 

T. 
&=!.E. 

N 

and the discrete times in which the load is defaned are given by: 

T, 
ln = n t!.l = n 2 

N 
(O :S 11 :s N-1) . 

(3) 

(4) 

The frequency range is likewise divided into N equal intervals 6lií expressed as: 

(5) 

and the discrete frequencies Wm are taken according Table 1 (see Appendix 1). 

ln Equation (2), P (wm) is the discrete Fourier transform of the load; in Equatioo 
(1), H (Wn) P (Wn) is the discrete Pourier transform of Lhe respoose (or the 
response in the frequency domain) and v (tn) is the inverse discrete Pourier 
transform of the response ( or Lhe response in the time domain). 

The dynamic response expressed by Equations (1) and (2) can be numerically 
determined by the Fast Fourier Transform algorithm. ln dealing with this algorithm, 
N must be a power of two and, consequentJy, an even integer. Neverthless, as will 
be subsequently shown, when N is even there is an imaginary term in the respoose. 
ln order to get rid of this term, N must be odd. 

MATRIX FORMULATION 

Let: 
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P = {P (to),p (tl),p (12), ... ,p (ln), ... ,p (tN-t)} · (6) 

and 

(7) 

be, respectively, the vectors of the load and the response at the discrete times: 

j = O, 1, 2, ... , N -1, (8) 

and let: 

(9) 

be the vector of the discrete Fourier transform of the load. defmed at the discrete 
frequencies Wm interpreted according to Table 1. 

With the defmition of Equations (6) and (9), Equation (2) can be casted in matrix 
forro as: 

(lO) 

where the (N x N) matriz E" is defined as the matrix whose generic term E~m is: 

E • _ - imn(2n/ N) 
mn -e 

o r, explicitly, 

(11) 
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eo eo eo ... eo. .:. eo 
e -i (21tiN) e -i2 (21t/N)··· e -in (21tiN) ..• e -1 (N-1)(21t/N) 

e -i4 (21t1N) •.. e -i211 (21t!N) •.. e -i2 (N-1) (21t1N) 

e - intn (21t1N) ••. e -im (N-1) (2Jr1N) 

Sym.metric 

e -i (N-1)
2 

(21t/N) 

(U) 

By the same token, the response from Equation (2) is written in matrix form as: 

Nii 
v=-EHP 

2Jr. 
(13) 

where E is the matrix defmed in Equation (11) with positive signs in the 
exponentials instead of negative ones, and H is the diagonal matrix formed with 
the complex frequency response functions calculated at tbe discrete frequencies of 
Table 1. Tbe typical term of H is given by: 

(Osmsm-1) (14) 

where k, m, and c are the stiffness, mass, and damping of the SDOF system, 
respectively. Substituting now P from Equation (10} into Equation {13), the 
following equation is obtained: 

(15) 

Equation (15) expresses lhe matrix formulation of the dynamic analysis of SDOF 
systems in the frequency domain. ln the seque~ it is proven that tbe matrix product 
E H E• p is real, provided N is odd. 

Consider from Equation (2) P (Wm) and P (WN-m), with m = O, 1, ... (N-1)/2 
written in indiciai notation, respectively, as 
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(16) 

and 

(17) 

where j = l, 2, ... , N -1. Ali tbe corresponding terms in thc summations of 
Equations (16) and (17) are complex conjugares (except the first ones which are 
real) in face of the proof given in Appendix 2. Therefore, P <Wm) and P (WN-m) 

are complex conjugares. 

Consider now Equation (13) written as: 

(18) 

where A is given by: 

A=EH . (19) 

The nlb tine of matrix A from Equation (19) can be written as the vector: 

A _ {! inm('bi!N) H- ( ) in(N- m)('bi!N) H ( ) } n - k ... e m <ü ... e <üN-m ... (20) 

As (e'nm{'b<I N)' eín(N-m) b<IN) <and (H <Wm), H <WN-m)) are pairs of complex 

conjugares (see Appendices 2 and 1, respectively), the typical pair displayed in 
Equation (20) is also a pair of complex conjugates. 

Multiply now A0 , from Equation {20), by P, from Equation (9), in arder to obtain 
the typical term of v, v11 , from Equation (18). The result, in indiciai notation, is 

(21) 

ln this sum.mation, alJ pairs like: 



Dynamlc Analysls ln lhe Frequenq DomaJn 7 

(22) 

where m = 1, 2, ... , N -1 and were Wm is interpreted according to Table 1, are 
complex conjugates pairs. On the other hand the first terro (m = O) in the 
summation of Equation (21) is real. Tberefore, Vn is a sum of a real term (the first 
one) with pairs of complex conjugates which finally proofs that vn is real and, 
consequently, v is real. 

A very important point that must be emphasized is that N must be odd, otherwise 
there would be in the summation of Equation (21), a central term: 

which has not its complex conjugare in order to forma complex conjugate pair. ln 
this way, there would exist an imaginary terrn in the summation which produces 
vn· Tbis is contrary to the condition implied in FFf algorithm that N should be a 
power of two aod, consequently, even. 

FINAL REMARKS 

Equation (15) establishes a matrix formula for the aoalysis of thc response of a 
SDOF system in the frequency domain. The aim of this formulation is to minimize 
the computational effort required in non-linear aoalysis in the frcquency domain. 
On the other hand. in Equation (15) lhe only condition implied over N is that it 
should be odd. Tbus, N cao be changed freely to achieve sufficient precision in the 
response, optimizing the space of memory int he computer and the number of 
operations in the process. 

Tbe matrices E, H aod E• have properties that can simplify lhe numerical 
implementation of Equation (15), also reducing the computational effort. 
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APPENDIX 1 

The discrete frequencies employed in this formulation must be interpreted 
according Table I. Taking into account the frequencies IDm from Table 1, 

H CWm) and H (wN- m), Equation (14), are complex conjugate. 

Table 1. Discrete frequencies (N odd) 

m m or (N-m) Wm 

o o o 
1 1 6.w 

2 2 2/jjjj 

. . . . . . ... 
(N-1)12 (N-1)!2 [ (N-1)/2] 6.W 

(N + 1)(2 (N + l)f2 [-(N-1)/2] 6.W 

... . .. . .. 
N-2 2 -26.(1) 

N-1 1 - /jjjj 
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APPENDIX2 

Apply Euler formula to tJm~~('1:JciN) in order to bave: 

einm('bciN) = cos (mn 2n:) +i sin (mn 2x) N . N 
(A2.1) 

and to ,j(N-m)n('1:1ci N) to have: 

ei(N-m)n('bciN) = cos [<N-m)n ~]+i sin [<N-m)n ~] 

= cos (2n:m) cos (mn ~) + sin (2n:m) sin (mn ~) 

+i [sin (2n:m) cos (mn ~)-i sin (mn ~) cos (2n:m)] 

= cos (nuz 2n:) - i s.in (mn 2n:) 
N N 

(A2.2) 

Equations (A2.1) e (A2.2) prove that c/mn(1:triN) and e'<N-m)n('1:JciN) are complex 

conjugates. 
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BUCKLING OF ROTATJNG RODS WITH VARIABLE CROSS 
SECTION 
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RESUMO 

Este trabalho estuda a possibilidade de oconincia de flambagem em eixos rotativos de seção 
transvenal variável. Aáota-se um modelo de esl!Uturas uni dimensionais geometricamente exalo 
que ~tmite a exJensibilidade. Este modelo ll!sulta num problema tulo-linear de autovalor em 
equações dJfell!nciais ordinánas. Utiliza-se o Mttodo do Tiro para a aproximação num/rica da 
soJuç4o, o que permite encontrar a velocidade critica de /lambagem (autovalor do problema) 
e, também! as configura;:ões pós-cnrtcas. 0~ res"!_tados optidos mostram que a teona fJ!OPOSia 
é bastant mtell!ssante, iá que pemute a uhllzaçao de eaos bastante esbeltos em pro.Jelos de 
Engenhan·a. 

Palavras-chaves: Flambagem de Eixos.Rotativos • Bifurcação • Estruturas Unidimensionais 
Não-Lineares • Eixos com Seção Variável• Método do Tuo 

ABSTRACf 

This work studies the possibiiity of occuring buckled states in rotating rods with variable cross 
section. A geometrically exact model for one dimentional ex~ensible sl!Uctull!s is adopted. Tlae 
nonlinear eigenvalue problem in ordinary difell!ntial equations obtained is solved by a shooting 
teclanique. The critica/ velocities and lhe ~nt conf~tions are numerically detennined. The 
ll!sults show that the presented melhod is very usefui in Eng!neering design, because it allows 
lhe use ofvery slendershafts. 

K.eywords: B~ of Rotating Rods • Bifurcation a Non-Linear Rods • Shafts with 
Variable Cross Secüon • Shooting Method 

S11bmetido em Jlll.bo/89 
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I 

F A Rochlnha & H. Cotilll Matloe 

INTRODUÇÃO 

Existe um grande interesse no estudo do comportamento de eixos rotativas 
submetidos a grandes velocidades angulares. Isto se deve principalmente a 
possibilidade do aparecimento de configurações não retilíneas quando esta 
velocidade for suficientemente alta (ver a F"JgUta 1). 

-~ 

F"agura 1. Flambagem de eixo rotativo 

No entanto, os estudos apresentados até boje ([1]-[5]) não tratam com toda a 
generalidade o problema: eixos com qualquer geometria, com vários tipos possíveis 
de apoio e constituídos de diferentes materiais. 

O objetivo deste trabalho é apresentar um método sistemático (modelagem e 
simulação numérica) para a análise deste problema. Ele estende a generaliza os 
resultados apresentados em (6], considerando eixos com variação da seção 
transversal. 

Na seção 2 o modelo mecânico utilizado é apresentado resumidamente. É adotada 
a hipótese tradicional de que o eixo é suficientemente esbelto para ter seu 
comportamento adequadamente modelado por um teoria de estruturas 
unidim.ensionais. O desenvolvimento dessa teoria é discutido, com detalhes, em [7] 
e [8]. 

Inicialmente é estudado o problema do eixo com seção transversal constante e, 
posteriormente, são introduzidas modificações que permitem o estudo do eixo com 
seção variável. O comportamento da estrutura é modelado por um sistema de 
equações diferenciais ordinárias com condições de contorno que dependem do 
problema em questão. A partir de um certo valor da velocidade angular (velocidade 
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crftica) é encontrada mais de uma configuração (solução) possível: uma retilinea 
(trivial) e outras fletidas. Trata-se, portanto, de um problema de bifurcação [9]. As 
configurações bifurcadas (não triviais) serão chamadas de flambadas, 
analogamente ao que é feito no caso de uma viga reta submetida a esforços de 
compressão. 

O sistema de equações obtido é adimensionalizado e, na seção 3, é apresentada 
uma técnica numérica de solução que se baseia no Método do Tiro (10]. Na seção 
4 é analisada a flambagem de um eixo de seção transversal variável em duas 
situações: engastado nas extremidades e rotulado nas extremidades. 

Finalmente, na seção 5 são feitos alguns comentários sobre a utilização do método 
proposto ressaltando a viabilidade de sua aplicação em projetas de Engenharia. 

Apesar de ser possível dar um tratamento matemático rigoroso ao problema, não 
existe a preocupação de apresentar resultados teóricos sobre a existência de 
solução (o que pode ser facilmente mostrado experimentalmente). O interesse 
deste trabalho está voltado basicamente para aplicações. 

MODELAGEM DO PROBLEMA 

Eixo com Seção Constante. Seja um eixo elástico, de comprimento L e diâmetro 
constante D, girando a uma velocidade angular constante w. De [6] segue que o 
seu comportamento pode ser estudado como um problema de equilíbrio no plano, 
bastando ser adotado um referencial girando solidário ao corpo. Na análise, 
despreza-se o efeito do peso próprio da estrutura. 

O problema se resume, então, a resolver o seguinte sistema não-linear de equações 
diferenciais ordinárias no intervalo (0, L) (as condições de contorno serão 
discutidas mais adiante): 

N ' - O' Q + c' t = O (1) 

Q' + 9' N +c' n = O (2) 

M' +c'Q =O (3) 

c' = 1 + N I(EA) (4) 

O' =MI(EI) (5) 
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x' =c' cos (O) (6) 

y ' =c' sen (O) (1) 

onde ( )' = d ( )/ ds. sE (O, L] é o comprimento de arco na configuração de 
refer~ncia, c é o comprimento de arco na configuração deformada, O é o ângulo 
que a tangente à conftgmação deformada no ponto material s faz com a horizontal, 
N é o esforço normal, Q o esforço cortante, M o momento fletor, x e y são 
coordenadas cartesianas introduzidas para o cálculo da configuração deformada, 
t e n são as componentes da força centrípeta na direção tangente e normal à 
configuração deformada, respectivamente: 

t =p.,.}y sen (O) 

e p é a densidade linear do eixo: p = (yA) onde y é a densidade volumétrica do 
material e A a área da seção transversal. 

Usando a lei de conservação de massa apresentada em [8}, obtem-se: 

c' p =p" 

com p sendo a densidade linear do eixo na configuração de referência. Desta 
forma, elimina-se a incógnita p do problema. 

E e I são o módulo de Young do material e o momento de inércia da seção, 
respectivamente. É fácil verificar que, para uma seção circular,/ =A2/(2n). 

Diferentes problemas não-lineares podem ser obtidos, dependendo das condições 
de contorno consideradas. Alguns tipos de condições que procuram modelar 
estruturas rotativas em situações de funcionamento real são: 

i) Eixo apoiado em suas extremidades. 

M (O) = O, c (O) = O, .r (O) = O, y (O) = O, M (L) = O, x (L) = L, y (L) = O 



15 

ü) Eixo engastado em suas extremidades. 

6 (O) = o. c (O) = o. X (O) = O, y (O) = o, 6 (L) = o, X (L) = L, y (L) = o 

iii) Eixo apoiado em suas expremidades, permitindo-se que uma delas se desloque 
horizontalmente, mantendo-se o comprimento total inalterado. 

M (O) = O, c (O) = O, y (O) = O, M (L) = O, c (L) = L, y (L) = O 

iv) Eixo engastado em suas extremidades, permitindo-se que uma delas se desloque 
horizontalmente, mantendo-se o comprimento total inalterado. 

6 (O)= o, c (O)= o, X (O)+ O, y (O)= o, 6 (L) =o, c (L)= L, y (L)= o 

v) Eixo engastado em uma de suas extremidades e livre na outra. 

6 (O) = O, c (O) = O, x (O) = O, y (O) = O, M (L) = O, N (L) = O, Q (L) = O 

Neste trabalho, por razões de espaço, apresenta-se apenas o comportamento de 
um eixo submetido às condições (i) e (ü). 

Eixo com Seção Variável. A teoria apresentada anteriormente é adequada se a 
seção transversal do eixo for constante ao longo do comprimento. No entanto, em 
muitas aplicações práticas encontram-se situações como mostra a rlgUI'a 2. 

L 

ragura 2. Eixo com seção vamvel 
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Seja então o eixo subdividido em (n -1) partes ao longo do seu comprimento 

tais que, em cada intervalo L; : 

L;= {s E (O,L)Is1 < s < s;+t} 

a seção transversal tem uma área A =A; e um momento de intrcia I = I;. 

Neste caso, é possível mostrar que as Equações (1)-(7) são definidas em todos os 
pontos s E (0, L) exceto nos pontos s; . Isto é, a derivada à esquerda das variáveis 
consideradas não é necessariamente igual a derivada à direita. No entanto, estas 
variáveis são contínuas em todo intervalo (0, L). 

O problema pode ser definido, então, como encontrar campos contínuos 
(N, Q, M, 8, c,x,y) definidos em [O, L] que satisfaçam as Equações (1)-(7) nos 
intervalos L; verificando algum dos conjuntos de condições de contorno 
apresentados. 

Adimensionalização. Para aumentar a generalidade do estudo, facilitando a 
normalização, o sistema (1)-(7) pode ser adimensionalizado, obtendo-se: 

"N • - 8 • Q + c' r= o (8) 

Q • + 8 • "N +c' n = o (9) 

M' +c' Q =O (10) 

c'= 1 + C;N (11) 

8' = M (/RI I;) (U) 

i'= c' cos8 (13) 
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Y' =c' sen (} (14) 

para cada intervalo L;, onde: 

M = (ML)I (EIR) 

c= c/L 

x=x/ L 

y=yi L 

A = (pR L • Wl)l (E I R) 

AR e IR são valores da área e do Momento de intrcia de uma seçáo transversal, 
tomada como referência.p~ é a densidade linear ~da ao seguimento do eixo 
cuja área da seção transversal é AR· L;= (s; e (0, 1)/s; < s < 'ii+t}· 

As condições de contorno (i) e (ü) adimensionalizadas têm a seguinte forma: 
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i) Eixo apoiado em suas extremidades. 

M (O)= O, ê (O)= O, x (O) =O, y (O) =O, M (1) =O, x (1) = 1, y (1) =O (15) 

ii) Eixo engastado em suas extremidades. 

8 (O) == O, c (O) ==O, x (O) =O, y (O)= O, 8 (1) =O, x (1) = 1, y (1) =O (16) 

SOLUÇÃO NUMÉRICA 

O objetivo é encontrar campos escalares contínuos M, N, Q, c,x,y, 8 definidos no 
intervalo (0,1] que verifiquem o sistema (8)-(14) nos intervalos I;, e que satisfaçam 

as condições de contorno (15) ou (16). 

A maior dificuldade para a solução numérica desse problema está no fato das 
condições de contorno serem defmidas em dois pontos (s =O) e (s = 1). Caso 
fossem conhecidos todos os valores das incógnitas no ponto s = O, qualquer técnica 
simples para a integração de problemas de valor inicial em equações diferenciais 
ordinárias poderia ser utilizada (Runge-Kutta de quarta ordem, por exemplo (10]). 

Neste trabalho foi utilizada uma técnica baseada no Método do Tiro ([8], [iO]). 
Detalhes sobre a implementação, convergência e viabilidade do método estão nas 
referências e não serão discutidos neste trabalho. 

Idéia Básica do Método do Tiro. Determinar uma solução do problema formado 
pelo sistema (8)-(14) e as condições de contorno (15) (eixo biapoiado) é equivalente 

a encontrar um valor t = (tl> t2, t3) E R3 de forma que, resolvendo-se o problema 

formado por (8)-(14) e as seguintes condições iniciais: 

N (O) = tl> Q (O) ~ t2, 8 (O) = t3, M (O) = O , 

c (O) = O, i (O) = O, y (O) = O (17) 

as condições ( 15) seJam satisfeitas. 
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Analogamente, determinar uma solução do p~;oblema formado pelo sistema 
(8)·(14) e as condições de contorno (16) (eixo biengastado) é equivalente a 
encontrar um valor t = (ti> t2, 13) E R3 de forma que, resolvendo-se o problema 
formado por (8)-(14) e as seguintes condições iniciais: 

N (O) = 11, Q (O) = t2, M (O) = 13, 8 (O) = O , 

c (O) = O, x (O} = O, y (O) = O 

as condições (16) sejam satisfeitas. 

(18) 

Assim, a determinação de uma solução de cada um dos problemas anteriores é 
equivalente a encontrar uma raiz de cada uma das seguintes funções: 

ou 

t = (11. t2,13) .. Gü (t) = (X (1) - 1, y (1), Õ (1)) 

Os valores G; (1) e Gü (t) para um ponto t E R3 são obtidos integrando-se 
numericamente os problemas de valor inicial formados, respectivamente, por 
{ (8)-(14), (17)} e { (8)-(14), (18) }, o que pode ser feito, conforme já foi observado, 
usando-se uma técnica do tipo Runge-Kutta de quarta ordem. As rafzes das funções 
G; e Gü podem ser obtidas utilizando-se variantes do Método de Newton (11]. 

EXEMPWS 

Nesta seção será estudada, para duas condições diferentes de funcionamento, uma 
família de eixos cuja geometria está mostrada na Figura 2. Os parâmetros 
geomWicos C;, (A;/ AR), (I;! IR); i= 1. 4 são fixados: 
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'11 = (25/50); '12 = (35/50); '13 = 1, '14 = (25/50) 

Eixo Apoiado nas Extremidades. As Figuras 3, 4 e 5 mostram as curvas do esforço 

normal adimensionalizado N, do esforço cortante adimensionado Q, e do ângulo 
8 na extremidade s = O do eixo versus o parâmetro À.. Através destes gráficos 
acompanha~se a evolução de uma solução bifurcada (não coincidente com o eixo 
das abscissas) que surge a partir de A =55. 

/ 
10.00 v 
to. o o 

/ 
v 

o ... 
o.oo too. aoo. A aoo. 400. 100. 

Figura 3. Esforço normal (s = O) versus A 
0.10 

0.10 lí ~ 
"'-.. 

ã I 
o.•o 

o. ao 

0.00 
0.00 too. eoo. A 100. 100. 100. 

F'agura 4. Esforço cortante (s = O) versus À. 
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Figura 5. Ângulo 6 (S = O) versus ~ 

Na Figura 6 mostra-se uma seqüência de configurações deformadas do eixo que 
fazem parte do ramo bifurcado de soluções. É importante observar que, devido a 
geometria não uniforme do eixo, a solução bifurcada não é simétrica, 
diferenciando-se assim do caso onde a seção transversal é constante [6). 

x 
Figura 6. ConftgUraçóes não triviais (flambadas). 

curva 1. A = 80 
curva 2. A = 120 
curva 3. A = 160 

As F"tgUras 7 e 8 mostram as curvas do momento fletor adimensionalizado e do 
ângulo 6 versus o comprimento de arco, para diversos valores de ~. 
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s 
Figura 7. Momento versus s 

curva 1. A = 80 
curva 2. A = 1.20 
curva 3. A = 160 

QZ) OAO Q8)SQ8) \CIO 

Figura 8. Ângulo 8 versus s; 
curva 3.1 = 80 
curva 3.1 = 1.20 
curva 3. A = 160 

Como já foi comentado anteriormente, as derivadas destas curvas em relação a s 
não são necessariamente contínuas nos pontos onde há uma udança na área da 
seção transversa~ como pode ser observado na F"agura 8. 

Eixo Engastado nas Extremidades. As Figuras 9, 10 e 11 mostram as curvas do 

esforço normal adimensionalizado N, do esforço cortante adimeosionalizado Q, e 
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do momento adimensionalizado M na extrerqidade s = O do eixo versus o 
parâmetro À. Constata-se a existência de uma solução bifurcada a partir de 
À = 150. 

f"'JgUra 9. Esforço normal (i= O) versus À 

lD 

I 
N 

i 
I 

i / l 
' I 

oro tco. 

Figura 10. Esforço cortante (i = O) versus ). 

Na Figura 12 mostra-se uma seqüência de configurações deformadas do eixo, que 
fazem parte do ramo bifurcado de soluções. Assim como no exemplo anterior, as 
confJgUraçóes obtidas não são simétricas. 
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Figura 11. Momento (s =O) versus ). 

000 OlO 0.40 

Figura U. Configurações não triviais 
curva 1. À. = 160 
curva 2. À. = 180 
curva 3. À. = 200 

As figuras 13 e 14 mostram as curvas do momento tletor adimensionalizado M e 
do ângulo 9 da solução bifurcada versus o comprimento de arco s, para diversos 
valores de À. 
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·00 

Figura 13. Momento versus s 
curva 1. À. = 160 
curva 2. À. = 180 
curva 3. l = 200 

UD 

·Qn+-----~-------L------~ 
•0.10 

s 
Figura 14. Ângulo 8 versus "i 

curva 1. À. = 160 
curva 2. À. = 180 
curva 3. À = 200 

1.10 

À semelhança do exemplo anterior, na rtgUra 14 as derivadas das curvas com 
respeito a s não são contínuas em todos os po.ntos. 

A partir dos resultados obtidos, estabelece-se uma rápida comparação entre o 
comportamento do eixo para as duas situações estudadas. 
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Na Figura 15 mostra-se a distribuição do momento fletor adimensionalizado ao 
longo do eixo para ). = 160. Como pode ser observado, próximo às extremidades 
os valores são muitos maiores no caso engastado, aonde as condições de apoio 
exigem mudanças bruscas de curvatura na solução bifurcada. 

Figura 15. Comparação da distribuição de momentos - À. = 160 

Qeo oeo t Q) UD x 

Figura 16. Comparação das configurações deformadas - ). = 160 

Na FigUra 16 observa-se as diferentes configurações assumidas pelo eixo para 
À. = 160 nas duas situações analisadas. Em ambos os casos o deslocamento máximo 
se dá em s = 0.40, aonde há uma mudança de geometria sensível. Em todos os 
pontos os deslocamentos são maiores para o caso birrotulado. 
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CONCLUSÃO 

A teoria mecânica e o método numérico propostos neste trabalho permitem a 
obtenção da configuração flambada de eixos rotativos com seção transversal 
variáveJ. São calculados também os esforços internos e as velocidades críticas de 
flarnbagem (autovalores do problema). 

f. importante salientar que o método apresentado permite o cálculo das reações 
nos apoios (rolamentos ou mancais). Isto é particularmente importante no caso 
estudado onde foram obtidas configurações não sim6tricas, o que implica em 
esforços diferentes atuando nas extremidades. 

Outros efeitos podem ainda ser introduzidos sem dificuldade no modelo, como por 
exemplo o eixo constituído por diferentes materiais (variação da densidade e do 
módulo de elasticidade). Isto permite simular o comportamento de um sistema 
formado por um eixo e engrenagens. 

Uma abordagem alternativa para o problema pode ser obtida através de uma 
formulação variacional equivalente às equações locais (1)-(7) via Lagrangeano 
Aumentado 112]. 
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RESUMO 

Desenvolve-se um método para análise de vigas de ponJes rodovitÍIÍas, para condiÇ(Xs de apoio 
e restriçtks diversas, sob a açdc de cmgas móveis, uSando-se matrius di rigidez e amonecimento 
varidveis com a posi~ão do veiculo. Paralelamente, I considerado o probkma da interação 
veiculo-viga sob os pnsmas da vari~ das propriedades ditu2micas do conjunto e da fOITia de 
interaç4o. A andlise observa os efettos, no modelo, da consideração do grau de liberdade à 
rotaç4o do veiculo, da variação do seu peso e da sua velocidade e, aináa, da sua interaç4o 
com a viga. S4o trabalhados caensamenle dois avnplos e conclui-se sobre a adequação do 
mitodo, do modelo adotado e sobre o wmponamento do si.nema veiculo-viga. 

Palavras-dlaves: Dinâmica Estrutural• Pontes Rodoviárias • Cargas de Veículos em Pontes 

ABSTKACf 

A method is presented to the analysis of highway brid~ girders under tht action of moving loads, 
for diJferent end conditions, wmg stiffness and damping matrices variable with the vehiclt 
posi11on. One concuns with the problun of the vehiclt briare interaction under the views of the 
dynamical charac.teristics of the system and the interaction Jf:!IU· The study considus the effects 
of this interaction and of the vihicle r0101ory inutia, weight and velocity. Two amnp/es art 
extensively a:plorrd to conclude on the model and anaiysis method adequm:y aná on the 
vehicle-grrder behavior. 

Key-words: Struc:tural Dynamics • Highway Bridges • Vehicle Loads on Bridges 
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INTRODUÇÃO 

O problema de avaliação dos efeitos da ação dos veículos sobre os tabuleiros das 
pontes rodoviárias é assunto que vem preocupando a comunidade de engenheiros 
estruturais desde longa data [2 a 5, 7 a 10]. Em síntese, busca-se um critério 
conveniente para cálculo dos esforços e deslocamentos nos tabuleiros das pontes 
devidos à passagem dos veículos. A metodologia corrente recomenda o cálculo 
desses efeitos admitindo-os estáticos e a majoração dos resultados por meio de um 
coeficiente de impacto. No Brasil, a NBR-7187 recomenda o cálculo do impacto 
vertical com base em fórmula que leva em conta exclusivamente o comprimento do 
vão da ponte, o que coincide com a maioria das normas adotadas em outras nações. 

A observação dos tabuleiros das pontes rodoviárias revela, com freqüêocia, 
situações de usura prematura dos pavimentos e das estruturas de concreto. Por 
outro Lado, têm crescido muito nas últimas décadas a tonelagem e a velocidade dos 
veículos rodoviários, e não se tem revisto paralelamente o critério de avaliação do 
coeficiente de impacto. 

Visando realizar um estudo amplo do problema, apresenta-se, neste trabalho, um 
método para a análise de vigas e de pontes, com eixo relo, com condições de apoio 
e restrições diversas, sob a ação de cargas móveis, usando-se matrizes de rigidez e 
amortecimento variáveis com a posição do veículo. Para um véiculo com dois eixos, 
é usado um modelo condensado em um único ponto de sustentação. Paralelamente, 
é considerado o problema da interação veículo-viga sob os prismas da variação das 
propriedades dinâmicas do conjunto e da força de interação. 

O trabalho é ilustrado com dois exemplos: uma viga simplesmente apoiada e uma 
viga contínua com três vãos, para diversas condições de peso e velocidade do 
veículo. Conclui-se sobre a adequabilidade do método, do modelo adotado e sobre 
o comportamento do sistema veículo-viga. 

MODELO MATEMÁTICO 

A constituição do modelo matemático é feita considerando-se o sistema veículo­
viga a partir de idealizações de cada um dos elementos constituintes. 

O veículo é representado simplificadamente com apenas um ponto de sustentação. 
Os movimentos de translação e rotação do veículo são descritos por dois graus de 
hberdade. 

A viga é discretizada com massas concentradas e flexibilidade distnbufda. Às 
massas estão associados os movimentos de rotação no plano e translação vertical. 
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VEÍCULO 

O veículo é modelado como um sistema massa-mola-amortecedor. Dependendo 
da idealização, esse sistema pode ter um ou dois graus de liberdade representando 
os movimentos de rotação no plano e translação vertical, como mostra a Figura 1. 
As coordenadas principais,yv e r v. estão referidas ao centro de rigidez do veículo; 

desta maneira, estão desacoplados os dois graus de liberdade e o veículo é 
representado com um único ponto de sustentação. Então, os coeficientes de rigidez 
do veículo com um ponto de sustentação, à translação, ky. e à rotação, k,, ficam 

associados às correspondentes grandezas do veículo com dois eixos, pelas 
expressões: 

- 2 2 k, - ky1 • St + ky2 · s2 (1) 

e, os coeficientes de amortecimento, cy e c,, podem ser escritos de forma 

semelhante aos de rigidez. 

Os coeficientes de massa são obtidos por translação dos valores calculados em 
relação ao centro da massa, para o centro de rigidez. 

DOIS EIXOS 
! • • li 

HH PONTO SUSTENtAÇÃO 

a) veículo com dois eixos b) redução a um ponto de sustentação 

Figura 1. Modelo do veículo com dois eixos 

SISTEMA VEíCULO-VIGA 

A representação deste sistema é mostrada na Ftgura 2. 
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A viga pode ter rótulas e balanços. Os pontos de aPQio são rígidos e o momento de 
inércia, J, da seção transversal em relação à linha neutra, pode variar em cada 
elemento de viga. As massas são concentradas conforme as componentes isostáticas 
do peso sobre cada nó. 

·O veículo é responsável pelo carregamento da viga ao se deslocar com velocidade 
horizontal uniforme, V, sobre esta. O seu peso e o momento por este causado em 
relação ao seu centro de rigidez atuam sobre a viga na forma de forças nodais 
equivalentes, as quais variam com o tempo pois dependem d~ posição do veículo. 

O veículo é parte integrante do sistema e, como tal, participa na equação de 
movimento; como é um elemento móvel, a cada nova posição, o sistema é 
modificado e são induzidos, conseqüentemente, mudanças na equação de 
movimento, mais precisamente, nos termos associados com a rigidez e com o 
amortecimento do sistema. 

~ 
1 

Figura 2. Modelo do sistema veículo-viga 

A rigor, essa modificação deve ser processada a cada avanço do veículo sobre a 
viga, o que acarreta grande esforço computacional Para simplificar esse processo, 
admite-se o veículo deslocando-se de nó em nó, procedendo-se as modificações nas 
matrizes de rigidez e amortecimento do sistema, ao ser ultrapassado o centro de 
cada elemento de viga. Entre dois nós consecutivos, a ação do peso móvel é marcada 
pela variação das cargas nodais equivalentes, que são calculadas como se o veículo 
transitasse continuamente sobre a ponte, e não apenas de nó em nó. 

Esta aproximação mostra-se conveniente pela simplificação grande do trabalho que 
propicia, sem criar afastamentos sensíveis da solução verdadeira, para uma 
extensão relativa corrente dos elementos de viga, 1/8 a 1/10 do comprimento do vão. 

EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

Admitindo-se desprezível a modificação na resposta devida à consideração da 
inércia à rotação dos nós do modelo, escreve-se a equação de movimento para o 
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sistema sem amortecimento representando-se por um ponto sobre o símbolo de 
uma variável uma derivação em relação ao tcmpo,l : 

(2) 

sendo que o vetor v contém, nos dois primeiros elementos, os deslocamentos do 
veículo, r v e y\., nesta ordem, c, a seguir, os deslocamentos verticais dos nós da viga; 
o vetar -r reune os deslocamentos rotacionais desses mesmos nós. Os dois primeiros 
elementos de r são nulos e os demais represe.ntam as cargas nodais, assim como 
os elementos de b guardam os momentos de ftXaçáo. Quando o veículo é 
considerado com um único grau de liberdade, o primeiro elemento de v é 
eliminado e a ordem dos vetares e matrizes, conseqüentemente, reduzida. 

Condensando-se estaticamente as equações de movimento obtém-se sucessiva­
mente: 

- 1 T r= Kee · (b - J<.:e v) (3) 

~ -1 T 
n. =K..v-IY·KOO ·K-:6 (4) 

e, considerando-se o escalar a" escreve-se: 

(5) 

.. • 1 
M·v+C·v+~·v=f-tY - ~ · b (6) 

que é a equação de movimento condensada, para o s~tema amortecido, com a 
ordem igual à soma do número de graus de liberdade do verculo com o de graus de 
liberdade translacionais da viga. 

RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE MOVIMENTO 

As matrizes de coeficientes K" e C variam com a posição do veículo sobre a viga, 
i.e., são funções da variável tempo, r. Assim sendo, prefere-se a integração passo a 
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passo, admitindo-se uma variação linear da acel~ração durante o intervalo de 
tempo [6], !:lJ, e mantendo-se essas matrizes constantes, enquanto o veículo 
desloca-se de centro a centro de elementos de viga justapostos, com os valores dos 
coeficientes calculados para o veículo colocado sobre o nó intermediário. 

Naturalmente, para a aplicação do processo, começa-se por escrever as equações 
de movimento sob a forma incremental: 

.. . 1 
M . ÔV + c . ôv + I( . ÔV = M-~ . IGi . ôb (1) 

e, com a ajuda das expressões que relacionam os incrementos ôv, ôv e ôv, 

torna-se a Equação (7) explícita em !l.'V: 

M'. ÔV = !l.f ' (8) 

tendo-se considerado para tal: 

M' = M + C · tJJ + I( t:Jl 
2 6 

(9) 

e, 

.. . .. Â/2 1 
M' = M- C · v1 · !:lJ- I( (v1 · Âi + v1 · T)- ~ · K00 · ôb (10) 

O procedimento para integração é realizado segundo o algoritmo, abaixo, cujas 
etapas são discriminadas: 

a) Conhecidos vt+ót e vt+ót determina-se ~t+ót = ~.: 

.. -1 1 . . 
v1+ót = M (f-~ · 1<00 · b - C · vt+ót- I( · vt+ót) 

b) M' e M' são obtidos, respectivamente, pelas Equações (9) e (10); 

c) Calcula-se 11~ a partir da Equação (8); 
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d) Obtém-se l1v e l1v pelas expressões que relllciooam os incrementos das 
variáveis [6): 

. .. .. óJ 
ó.v = v, . óJ + ó.v . -

2 

. .. !!..? .. /l12 
ó.v = v + v . - + ó.v . -

I I 2 6 

. . 
e) Vl+ót = V1 + Ó.V ; Vl+õt = Vt + Ó.V 

(11) 

(12) 

I) Faz-se v1 = v1+61 e ~1 = ~t+ót• e retorna-se ao passo (a), até o fmal do tempo 

de resposta. 

EXEMPLOS 

Para avaliação do modelo e do correspondente programa de computador, é 
realizada uma série grande de testes para controle da precisão e eficiência. Em sua 
versão fmal, o programa apresenta bons índices quanto a estes requisitos, e a 
discretização adotada para o sistema veículo-viga permite a análise com uma 
subdivisão dos vãos não maior que em dez elementos de viga. Para exemplificação 
da análise, escolhem-se duas vigas de pontes rodoviárias, uma simplesmente 
apoiada com inércia constante, e a outra constituída por Lrês vãos contínuos com 
inércia variável. 

São usados veículos com um e dois graus de Liberdade com peso total de 200 e 
400k.N, trafegando com velocidade constante, V, em cada passagem e variando de 
travessia em lravessia, entre os limites 70 e 1400 km/h, conforme o parâmetro de 
velocidade, a, definido pela expressão: 

v. Tot 
a= 21 (13) 

onde To1 é o período fundamental de vibração da viga descarregada e I o 

comprimento do maior vão. Entende-se que esses limites de velocidade são 
adotados para mostrar o comportamento do sistema em situações extremas. 
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VIGA ISOSTÁTICA 

A Figura 3 repre~nta o modelo adotado para a viga de 30m de vão, momento de 
inércia 1 = 3,98m4

, módulo de elasticidade E = 3 x 1010 Nl m 2
, massa distribuída 

m = 9,2 x 103 kgl m e coeficiente relativo de amortecimento Ç = 0,03. 

J• 3 ...... 4 

I • .... 
3 • 4 • ~ • 

m: t.2 1/m 

7 • 

Figure 3. Modelo da viga isostática 

;=0.03 

O veículo é modelado com um único ponto de sustentação e com um ou dois graus 
de liberdade. As frcqücncias correspondentes à translação c à rotação são feitas 
iguais a 3 c 4Hz., respectivamente, e o coelicicntc relativo de amortecimento igual 
a O, 1. Cada modelo é identificado pelo símbolo do veículo utilizado; V2- 20, por 
exemplo, é o modelo com dois graus de liberdade e 20 x 1~ kg de massa total. 
Assim, a Tabela l reune as propriedades dos veículos utilizados. 

Tabela 1. Característica!> dos modelos de veículos 

MODELO Vl-20 Vl-4ú V2-20 V2-40 V2-60 

ELEMENTOS 

Massa ... 103 kg 20 40 20 40 60 

Inércia à rotação .. . ! 
103 kgm2 - - 45 90 135 

Rigidez à translação 
... kN.m 7106 14 212 7106 14 212 21318 

Rigidez à rotação 
... kN.m l 28 424 56849 85273 

Inicialmente, avaliam-se d)) frequêm:ias naLUrais do sistema veiculo-viga c 
respectivos modos de vibração, e os resultados são comparados com os obtidos para 
a viga descarregada. Como os modos de vibração variam muito pouco, são 
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apresentados somente os valores das freqüênci.as·naturais. A Tabela 2 mostra os 
valores dessas freqüências para a viga descarregada com parâmetros distribuídos, 

];. Os valores de i = 1 e 2 identificam os modos associados diretamente com os 

graus de liberdade do vekulo, enquanto que os demais incorporam os sete modos 
da viga, i = 3 a 9. 

Tabela 2. Freqüências naturais do veículo, i = I e 2, e da viga simplesmente 
apoiada com parâmetros distribuídos (i = 3 a 9) 

modo i = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

V;(Hz) 3,00 4,00 6,29 25,15 56,59 100,60 157,19 226,35 308,09 

Tabela 3. Relação das freqüêncías naturais [;//,·,do sistema, veículo V2-40 e 

viga simplesmente apoiada. 

modo i= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

veículo 
nój = 

1 1,000 0,997 1,002 1,000 0,998 0,993 0,977 0,937 0,850 

2 0,992 0,998 1,008 1,001 0,999 0,993 0,977 0,937 0,850 

3 0,977 0,998 1,022 1,002 0,998 0,993 0,997 0,937 0,850 

4 0,965 0,998 1,036 1,001 0,998 0,993 0,997 0,937 0,850 

5 0,960 0,999 1,042 1,000 0,998 0,993 0,997 0,937 0,850 

A Tabela 3 exibe os quocientes, /ij/f;, dos valores das freqüências naturais do 

sistema veículo-viga para os correspondentes da viga sem o veículo, Tabela 2. 
Assim, o modo i = 1 é o em que predomina a deslocabilidade associada ao veículo, 
valendo as indicações da primeira coluna para verificar a variação da freqüência 
natural desse modo com o deslocamento do veículo ao longo da viga. Já a primeira 
linha de valores da tabela mostra como variam as freqüências naturais dos diversos 
modos para o veículo sobre o n61, i.e., viga descarregada; tais informações mostram 
que as primeiras freqüências da viga são pouco alteradas pela discretização a dotada 
(j = 1, i = 3 a 7). 
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Observa-se que a presença do vefculo modifica somente a freqüência fundamental 
da viga (i = 3) e, assim mesmo, com variação inferior a 5% da freqüência da viga 
descarregada (i = 3,j = 5); para o caso V2-60, não relatado em detalhe, esta 
variação chega a 7%. No que tange às freqüências dos modos 1 e 2, associados 
diretamente às deslocabilidades do veículo, estas sofrem pequenas variações com 
a posição deste sobre a viga como era de se esperar. 

A Figura 4 mostra o diagrama de resposta no tempo na seção cenlral da '"iga quando 
sujeita à passagem do veículo Vl-20, a = 0,09. Esse gráfico tem como ordenada o 
fator de éiJ!lplificação FA =v: I ve I, sendo ve, o deslocamento estático máximo 

da viga na mesma scção 5, para o veículo Vl-20, que é igual a -0,942mm; nas 
abscissas indica-se a posição do veículo pelo parâmetro V til. A linha cheia 
corresponde ao deslocamento em cada posição da carga, e a pontilhada à resposta 
pseudo-estática. A primeira é, essencialmente, a linha de influência dinârruca para 
o deslocamento na seção 5. 

FA 
Í 

OSCILAÇÃO OIHÂMIOa 

1 
r IUSPOJTA PUUOO - E11'ÂTICA 

; ' / IIUPOIT.l OIM4MIC4 
O:o.oa 

í 

I L 
~ I 

SOm l -1.0 

Figura 4. Resposta da viga isostática. Deflexão da seção cenlral 

Pode ser assinalado que a resposta dinâmica oscila em torno da pseudo-estática 
com um período próximo do fundamental de vibração da viga. Visto desta maneira, 
o parâmetro a, Equação (13), exibe um significado físico interessante: o seu 
inverso, 2 · / 01 · t h é igual a duas vezes o número de oscilações completas da viga, 

durante o tempo t 1 em que o veículo demora-se sobre ela. 

A Figura 5 mostra as curvas espectrais para deslocamento e momento fletor no 
centro do vão em função da velocidade do veículo expressa diretamente em km/h 
e sob a forma do parâmelro a. É observado que essas curvas são ondeadas tendo 
extensão e amplitude crescentes com a; esse aspecto é uma conseqüência das 
características de resposta no tempo identificadas na figura anterior. É claro, se 
a cresce indefmidamente, os valores indicativos da resposta da viga tendem para 
zero. 
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IFAI 

'·' 

(\\ 

Figura 5. Valores máximos da resposta para a viga isostática 

... 

... 

O, I 

Figura 6. Espectro da resposta em aceleração na seção central da viga isostática 
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Agora, na Figura 6, é apresentado o espectro de resposta da aceleração na seção 

central da viga normalizada em relação à aceleração da gravidade, g = lOms-2
. 

Nota-se que para valores baixos de fo1 11, elevados dt: a, caracteriza-se um 

comportamento nitidamente dinâmico, com I v I max = 0,55g. Por outro lado, é 
observada tendência do comportamento estático quando o indicador desloca-se 
para o extremo direilo do grãfico. Verifica-se também a existência de regiões onde 
se alternam máximos ocorrendo durante e após a passagem do veículo sobre a viga. 

Considera-se, na Figura 7, o gráfico da aceleração do veiculo, Yv, que fornece 

indiretamcnle, uma avaliação da interação veículo-viga; constata-se que esta 
interação provoca urna variação do peso do veículo inferior a 10%. 

fi:1 
•n 

0.10 
•• cS, -1-0U .. ~TI & ntAV(SSI& 

L aoe 

ao• 
~I 

W• 

~04 

000 

0..0 1,0 ... '"'• 
Figura 7. Espectro da resposta em aceleração do veículo sobre a viga isostática 

VIGA CONTÍNUA 

Este exemplo consiste de uma viga continua com três vãos, seção caixão com inércia 
variável, como mostram a Figura 8 e a Tabela 4. O módulo de elasticidade 

E= 3 x 1010 Nl m2
, c o fator de amortecimento Ç = 0,03. 

r • 7 

-+ -----4- -----.u..l!.!ll...._ 
I 

+-----
Fígura 8. Modelo de viga contínua 
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Tabela 4. Caracteristicas da viga contínua 

i ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ll 12 13 14 

m1{1) 34,00 68,25 71,06 73,87 68,68 79,36 84,22 95,90 121,2é 112.U 91,98 76,68 68,25 68,25 

l,{m4
) 2,078 2,078 2,078 2,078 2,078 2,239 3.558 6,697 15,79( n ,m 5.520 2,761 2,078 2,078 

Em virtude da pequena influência associada à interação veícuJo-viga, verificada no 
primeiro exemplo, a análise das freqüências e modos reduz-se apenas à 
apresentação dos resultados das freqüências com o veícuJo no primeiro nó, Tabela 
5. 

Tabela 5. Freqüências naturais da viga contínua 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 21 

fir(Hz) 1,45 2,66 3,97 5,81 9,16 11,26 13,27 18,15 113,30 

htl /11 1,000 1,830 2,77!-) 3,998 6,298 7,744 9,129 12,486 77,931 

1,0 

-•.o 

Figura 9. Resposta da viga contínua. Deflexão da seção central 

O comportamento desta viga sujeita ao veiculo Yl-20 é, em muitos aspectos, 
semelhante ao da viga simplesmente apoiada do exemplo anterior. A Figura 9 
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mostra a resposta no tempo da deflexão na seção central da viga para as velocidades 
de 105 e 204 km/h, que correspondem a valores de a iguais a 0,16 e 0,30, 
respectivamente; os deslocamentos estão normalizados em termos do 
deslocamento estático, v, = 5,35mm, para o vefculo colocado sobre esta seção e o 
valor de t 1, para o cálculo de a, é tomado igual ao tempo de travessia do vão central. 

De maneira semelhante, as Figuras 10 e 11, exibem os gráficos dos momentos 
fletores na seção de simetria e na do segundo apoio intermediário, normalizados 
pelo valor P·l/4, sendo P o peso do veículo e l o comprimento do vão central. 
As linhas para a ~ O materializam linhas de influência dinâmicas que oscilam em 
torno das linhas de influência estática, a = O. A máxima amplificação, para o 
deslocamento é 1,11 e para o momento fletor da ordem de 1,34, decorrente da 
relação 0,67/0,50 obtida da Figura 11. 

fA 
o .• 

-o. a 

FA 

Figura 10. Resposta da viga cont(nua. Momento fletor na seção central 

Figura 11. Resposta da viga continua. Momento fletor na seção do 311 apoio. 
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CONCLUSÕES 

Em todos os casos estudados, em quantidade muito aJém do que foi apresentado, 
o modelo proposto para o sistema veículo viga e a correspondente implementação 
em computador fornecem resultados com muito boa aproximação, com pequeno 
esforço computacional e, principalmente, com grande flexibilidade para admitir 
outras situações de carregamento. A consideração da deslocabilidade à rotação do 
veículo não altera sensivelmente os efeitos sobre a viga, em relação ao caso em que 
apenas a deslocabilidade à translação. 

A confrontação dos resultados das respostas das vigas à passagem do veículo com 
as linhas de influência estáticas dos mesmos efeitos ilustra muito bem a ação da 
mobilidade do carregamento e reforça o conceito da linha de influência dinâmica. 

De maneira geral, para velocidades correntes do veículo, a majoração dos efeitos 
estáticos não ultrapassa o nível dos 10%. Em certos casos todavia, as amplificações 
podem ir além do promovido pelo coeficiente de impacto recomendado pelas 
normas. O problema deve ficar mais importante se consideradas excitações 
peculiares introduzidas por irregularidades na pista e condições iniciais não 
homogéneas, quando da entrada do veículo na ponte. 
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ABSTRACf 

A Boundary Ele~nt Method formulaJiOII is presented which uses timt indtptndent fundamen­
tal solutiorts for solving an axisymmttric ihtnnOtlastic problem resulting from a transient 
ttmptfTJ/Ure fídd. FIFStly, tht integral tquation of lhe htaJ conduction problem is obtained, with 
tht use of auxiliary coOnJinaJe functions. Proceeding analogous/y for the elastic domain, tht 
dispfaament fíeld boundary integro{ equatÍOIIS are obtained. i'hen, lhe stress fie1d aJ lhe 
bowrdary can be calculated wiih 110 additional integrotions. ln order to analyse non­
lromogeneous bodies, a subregionaliZAtion procedure is employed. A computer program is now 
being âeveloped in order to rest the efficiency of Ú1e method. 

Key-words: Boundary Elements • Dual Reciprocity • Axlsymmetric Thennoelasticity • 
Subregions 

RESUMO 

Apresenta-se uma fonnulação do Mltodo dos Elmuntos d~ Contorno que utiliuz soluçõa 
fundamentais titdeptndentts do tempo paro a detennin~ão do J>!Ob1ema temwelástico 
axissimltrico resultante de um campo áe temptrofWTI não-estaciondrio.Jnicialmente, a eq~~Qção 
integro/ da condução de calor i obtida, com o uso de funçtJes coordmadas auxiliares. 
Procedendo analogame111e paro o domfnio elástico, as equaçtJes integrais no contorno do 
campo de deslocamemos st'Jo obtidas. A.rsim, o campo de tenstJes no contomo pode ser 
detehninado sem integraç6es adicionais. No sentido de analisar corpos ni1o-homo.s.êneos, 
procede-se uma subreg10nalizaçao. Um progroma computacional está sendo desenvolVIdo com 
o objetivo de testar a eficiEncia do mltodo. 

Palavrns-d1ave: Elementos de Contorno • Dupla Reciprocidade • Termoelasticldade 
Axissimétrica • Subregiões 

Submetido em Dc2embro/l!ll ACCÍI<> em Dc2embro/8'J 
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lNTRODUcriON 

The purpose of the present paper is to apply the BEM to tbe solulion of the transieol 
temperature field in solids of axisymmetric geometry. Once the temperature field 
is determined, lhe method is applied to the solution of lhe displacemeots field aod 
consequentJy of the slress field, baviog as a starting point the equations of lhe 
equilibrium aod the conslitutive relations. 

Tbere are several applications io the engineering industry io lhermoelasticity, 
especially in the treatment of welded workpieces of cyliodrical shape in furnaces, 
such as the temperarure contro~ normalization aod tempering. When a workpiece 
is exposed to a temperature field, io general it cao be subjected to tbermal stresses. 
ln tbese circumstances, one should cootrol ils velocity in the furoace io order to 
avoid stress concenlrations in the weldingjoint, which cao produce fractures in lhe 
composite solid. 

The BEM traosforms tbe differential equation io tbe domain ioto ao integral 
equation which relates the distributions and tbeir normal derivatives exclusively oo 
the boundary. This feature reduces by one lhe dimensioo of the problem, regardless 
of numerical melhods used in connectioo wilh iL Hence discretization for numerical 
purposes is confined to body surfaces, thus reducing lhe arder of lhe matrix system, 
althougb the matrix is non-symmetric and fuUy populated. However, when one deals 
with transient problems, lhere results a domain integral due to lhe initial condition 
in lhe case of unsteady beat conduction. Additionally, in tbe lhermoelastic problem 
the term which resulls from lhermal loads also gives raise lo a domain integral. 
Tbese features reduce tbe atractiveness of tbe method, removing its maio 
cbaracteristic of being a 'boundary only' method. For this reasoo RIZZO & 
SH1PPY [1) early derived a formulatioo in which the volume integral is cooverted 
lo a surface integral. However, tbe formulation is restricted to steady thermalloads. 
WROBEL (2} proceeded the solution of the 2-D isotropic transient heat 
conduction, and eliminated lhe domain integral by assuming that lhe initial 
condition satisfied a Laplaciao. 

An alternative approach is dueto NARDlNE & BREBBIA [3}, which used time 
independent fundamental solutions to elastodynamic problems. As the initial step 
they approximated tbe term of the parlial differencial equation that did not contain 
time derivative, by applying Green's second identity. Next, the dynamic term (time 
derivative of lhe displacements) was approximated, with the use of coordinate 
functions, followed by a furtber applicalioo of the Greeo's second identity. As a 
resull they obtained bouodary integrais only, added to the advantage of using time 
independent fundamental solutions to transient problems. The resulting ordioary 
differential equations system intime is then solved by direct metbods, aoalogous to 
the ones used io fwte elements. 



Transieut Tbermoelastic Problem 

Recently, WROBEL et ai. {4] applied the method (called Dual Reciprocity) to tbe 
solution of heat diffusioo with axisymmetric geometry. F11rther applicatioos are due 
to LOEFFLER & MANSUR (5) to tbe wave propagation problem; SLÁDEK & 
SLÁDEK [6) produced formulations to traosieot 2-D and 3-0 thermoelasticity 
without evideoce of numerical implementatioo.s, and otbers. 

ln this paper lhe Dual Reciprocity Boundary Elemeot Melhod (DRBEM) is 
extended to lhe asisymmetric thermoelasticity problem resulting from transient 
lhermal loads. For completeness, tbe axisymmetric transient beat conduction 
problem formulated in [4) with the use of DRBEM wi11 be outlined in lhe neXl 
section. F'ust, one obtains the 3-D boundary integral equatioo, tben by integrating 
it along a ring. one arrives at the axisymmetric formulation. A similar procedure is 
performed to tbe axisymmetric thermoelasticity DR BEM formulation. 

ln order to apply Lhe metbod to nonhomogeneous solids, a subregionalization 
procedure is described. Moreover, tbe subregionalization produces 
banded-matrices in tbe resulting system of equations. 

HEAT CONDUCI10N DRBEM FORMULATION 

a) Three-Dimeosional 

Tbe body is divided into subregions D"', eacb of which may bave ditlerent pbysical 
properties. Tbe partial difTerentiaJ equation which governs the transient heat 

conduction for each subregion D"' is given by: 

(1) 

wbere a"' = (kl pcp)m is the thermal difJusivity, Jf" the lhermal cooductivity, pm 

the specific mass, ép the specilic beat, and (/" is the temperature excess wilh 

respect to temperature T o( tbe undeformed subregioo D"'. Equatioo (1) is 
subjected to the following boundary conditioos: 

fi" <fJ'", t) = om <fJ'" ,I) , Q'" E ~D"' (2) 

with fr prescribed on tbe boundary iJrl" of the subregion D"'. Additionally, lhe 
following interface conditions between two adjaceot subregions have to be 
coosidered: 
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(/" (q,t) = fi' (q, t) (3) 

()(/" ()(/' 
k!"- (q t) = - k!'- (q t) 

àn ' àn ' 
(4) 

wbicb are lhe temperature continuity and lhe heat flux compatibility along any 
interface, respcctively. As tbe problem is time dependent, one needs the initial 
conditions: 

(/"(c(', t) = pn (t(') ' I= to (5) 

ln order to solve Equation (1), subjected to lhe conditions (2)-(5), let us consider 
the stationary auxiliary problem in an infinile body given by: 

(6) 

wbere G"1 (pm, cf') is the time independent fundamental solution satisfying 
Equation (6),p, q being tbe source and lhe field point, respectively, and ó is the 
Dirac dístribution. By applying Green's second identity and the ó properties to be 
Equations (l) and ( 6), one can derive the following integral equation to a particular 

subregion D"': 

f k G V2 e dxq = - e (p) + I ( G q - q • O) dSQ (7) 

D iJD 

where the superscript denoting a subregion llas been dropped for simplicity. Here 
q • = kàG I an and q = ki>OI ôn , n being the outward unit normal to the boundary 

aD"'. Now, takíng the source point p to the boundary and accounting for the jump 
of q •, one arrives at the following boundary integral equation: 

f kGV2 8dxq= -C(p)O(p)+f (Gq-q.O)dSQ (8) 
D iJD 

wbere C (p) depends on lhe internal angle at p E ar>"', and the last integral on 
the right hand side is to be taken as the Cauchy principal value [7). The next step 
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consists in approx:imating Lhe domain integral in Equation (8). U:t us first define a 
set of coordinate functions fj as follows: 

N 

;, (p, t> = L ti (p) qs~ <t> 
j - 1 

(9) 

wbere tbe dot indicates time derivative and '11 are unknown functions intime. Then. 
substituting Equation (1) in the domain integral of Equation (8), and applying 
Equation {9), one gets: 

N 

I G 8 dxq = L IÍJÍ I I G dxq (lO) 
D i=t D 

Assuming that for each coordinate function I there exists a function i sucb that 
v2 t = 1. subsututins in the domam integral and proceedins as m Equation (8), 
one arrives at Lhe 3-D boundary integral equation: 

c (P) o (P, t) + I (q• (P, Q) o (Q, r) - G (P, Q) q (Q, t)J dsa = 
àD 

N . 

=}: ! (r) {c (P)t (P) +I (q• (P, Q)t (Q)- G (P, Q) r/ (Q)J dsQ} (n) 
J•t àD 

which envolves only boundary integrais; here, 1J = k iJXI iJn. 

For 3-D problems, the coordinate functions are chosen 10 be [4}: 

(12) 

wbere R is the Euclidean distance, qj are tbe coordinates of the j-pole (faxed nodal 
point) and p are the coordinates of a point in D. Then,x and 1J are given by: 

(13) 
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{14) 

It is worth noting that the choice of Ji is consistent witb tbe fundamental solution 
behavior, which is itself a fu.nction of R. 

b) Axisym.metric 

Let us now suppose that the body is ax:isymmetric, so the variables O, q, x, '1 do not 
depend on tbe angle tp ofthe cylindrical coordinates (r, tp, z). Then we can perform 
an integration in advance for tp [0, :õr) in Equation (8), resulting lhe following 
integral equation: 

C (P) O (P, t) + f (q• (P, Q) 8 (Q, t) - G (P, Q) q (Q, t)J r (Q) dfQ + 
r 

= ± qsia(t) {C (P) t (P) + f [q• (P, Q) t (Q) - G (P, Q) r/ (Q)) r (Q) drQ} ,-1 r 

(15} 

where r is the boundary whicb is tbe intersection of iJD witb the r+ - z semiplane 
(see Figure 1). Now, the fundamental solution not only depends on R, but also on 
the distance of the source and tbe field points lo the axis of revolulion. Then, the 
v alues of /, x and '1 are given, respectively, by [ 4]: 

fi =R (P, QJ) [1 - f;] 

t = ~(P,QJ) 
12 

_i = ! R2 (P Q ·) iJR 
rr 4 ' 1 iJn 

(16) 

{17) 

(18) 

ln order to numerically solve Equation (15), the variables involved will be 
approximated within each boundary element by using a set of interpolation fu.nction 
~T: 
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(19) 

with e denoting a particular boundary element. Now, applying Equation (15) to ali 
boundary nodes, one gets the following set of ordinary differential equations intime: 

(HJ {B}- fg] {q} =~([H] {x}- fgJ {'1}) {'Í'} (20) 

By evaluating expression (9) at all boundary nodes and inverting the result, one 
obtains: · 

(21) 

whlch, after substitution in Equation (20), results in: 

[C] {é} + [H] {B} = fg] {q} (22) 

where: 

[C]= - ~ ([HJ {x}- fEl {'1}) [FJ-1 (23) 

Equation (22) can be solved by a direct time integration procedure, analogous to 
those used in finite elements [4). · 

ln lhe section that follows the formulation of lhe tbêrmoelastic problem raised from 
the temperature distribution determined by Equation (22) is presented. 

THERMOELASTICITY DRBEM FORMULATION 

a) Three-Dimensional 

l.et us consider an isotropic, seccionally homogeneous, perfectly elastic body, 
occupying a region D, of contour aD, sufficiently regular: 
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Considering a partition of D into subregions d witb contours ad',tbe equations 
of equilibrium for eacb subregioo can be writen as: 

~ Ui,jj (p, t) + (À + JJ) UjJi (p, t) = y{J,; (p, t) (24) 

subjected to prescribed tractions boundary cooditions: 

t; (p, t) = oij (p, t) nj (p) ""I; (p) (25) 

wbere r = ('l;t + 3).) {3.~ and À being Lamé constants, f3 is tbe linear coefficient 
of thermal expansion, u; are the displacements, the comma denotes partial 

derivative with respect to the cartesian coordinates, and () is to satisfy Equatioo 
{1). 

Simultaneously, let us coosider the followingstationary problem of thermoelasticity: 

~ ui,jj (p, q) + (À + ~) ujj; (p, q) +BT (p, q) = yG,i (p, q) (26) 

ui being the fundamental displacements of Lhe elastostatic problem and G is to 

satisfy Equation (6) (6] (see Appendix). 

Proceed.ing as usually in the BEM approach [7], the following integral equation is 
obtained: 

Cij (P) Uj (P, t) + I [T;j (P, Q) Uj (Q,t) - Utj (P, Q) lj (Q, t)] dSQ = 

aD 

= I y(J (q, t) Uij.i (P, q) dVq 

D 
(27) 

where (P, Q) E ad, (p, q) E d. By applying the sarne procedure as in [6], the 
volume integral given in Equation (27) will be transformed i.nto boundary integrais 
(see Appendix). The result is: 
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Cij (P) Uj (P, t) + f [Tg (P, Q) Uj (Q, t) - Vij (P, Q) lj (Q, t)) dSQ -

õD 

- a f [V; (P, Q) 8.j (Q, t) - 8 (Q, t) V;J (P, Q)) IIJ (Q) dSQ == 
aD 

N 

= L til' (t) {I [U; (P, Q) x! (Q) -I (Q) U;J (P, Q)J n1 (Q) dSQ + 
k-=1 àD 

+r Cij (P) !J (P) + _r - f X k (Q) G (P Q) n (Q) dSQ 
a (J. + ip) À + 2p ' i 

aD 
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~ I [rJ (Q) GJ (P, Q)- G (P, Q) l;,j (Q)) flj (Q) dSQ} (28) 
61l aD 

b) Axisymmetric 

Nex:t, the 3-O integral Equation (28) is transformed into an axisymmctric one. This 
is accomplished by integrating these integrais aJong a ring !f' [0, m], since the 

variables u;, t;, 8,-/ and tf (and the normal derivatives) are angle independent. 

Having in miod tbat dSQ = 'Q d<p (Q) df Q• wbere Q = Q (r, z}, one obtains the 
integral equation: 

Cij(P)uj(P,t) +I [Tij(P,Q)uj(Q,t)- Uij(P,Q)tj(Q,t))rQdT'Q­
r 

-a I (V; (P, Q) O.j (Q, t) - 8 (Q, t) Vi.j (P, Q)) flj (Q) TQ dfQ = 
r 

N 

= L \ÍJ* (t) {f lU; (P, Q) xJ (Q) -I (Q) U;; (P, Q)) n1 (Q) 'Q dfQ + 
k=t r 

y C;J (P) rf (P) r f ,_J< 
+ a(J.+ip) +J.+iprtx (Q)G(P,Q))n;(Q)rQdfQ+ 

+;::h; { I?; (Q) G.j (P, Q)- G (P, Q) -r'IJ (Q) I flj (Q) 'Q dfQ} (29) 
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where (P, Q) E r and iJ =r, z. As it can be observed from Equation (29), all lhe 
integrais are at the boundary r, and therefore tbere is no need to discretize lhe 
domain O of the body to solve for the integral dueto the transient thermal 'body 

force'. The functions t1 are obtained by f11sl choosing the coordinate functions 

fie lhat must satisfy V2 I =fie. With I obtaíned, the solution of ~I = x! 
gives tbe I; (see Appendix). As the problem is now axisymmetric, it seems to be 
more consístent to choose Lhe set of coordinate functions in terms of elliptic 
integrais (8). Then, if one chooses the following coordinate functions, 

fk (r,z) = 4R E (h) (30) 

where: 

(31) 

the prímitive I will give: 

ji3 I (r,z) = 9 [(h-1) K (h)+ 2 (2-h) E (h)J (32) 

and tbe tf , i = r, z, are given, respectively, by: 

Ji3 -1, (r, z) = 
27

0h {f6rk (h 2 +h - 1) + lCWI (2- h)] E (h) 

+ [3r~c (2- h)+ 5rh) (h -1)K(h) (33) 

-;;:1-

t{ = R
54

2 
[(h- 1)K(h) + 2(2- h) E (h)] (34) 

where Z = (z- zj); K (h) and E (h), h being the modulus, are the elliptic 
integrais of the first and second kind, respectively (see Appendix). 

For numerical solution purpose of Equatioo (29), Lhe variables involved are 
assumed to vary according to interpolation functions over each boundary element, 



Transleot Thennoelastfc Problem 55 

(35) 

Then. the discretized version of Equations (29) is given as: 

[7] {u} = (Al {o} + (Bl (36) 

where: 

(37) 

where the traction boundary conditions have been applied. It is wortb noting that 
the time enters only as a parameter in Equation (36) since the temperature and its 
time derivative have been calculated previously in the heat conduction Equation 
(22). 

With the nodal values of the temperature known from Equation (15), the 
displacement and the traction known from Equation (29), one can determine the 
stress tensor at the boundary by using a local coordinate system (see ref. [7], [9]). 

SUBREGIONS 

For anaJysis purpose of nonhomogeneous bodies, a domain decomposition 
procedure is outlined in this section. The body is divided into two subregions with 
different physical properties (see FigUre 1). 

ln the interface, the following conditions are to be considered: 

k2 qJ = qr (38) q} = - (-)2 
kl 

• 1 ;:;, 
8r = 1 = Or (39) 

8} =o]= 91 (40) 
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( 

F'lgllfe 1. a) Axisymmetric Geometry~ b) Discretized 

Then, applying Equation (22) to each subregion, the foUowing matrix form can be 
obtained: 

(41) 

(42) 

Thus, Equations (38)-(42) can be represented by the matrix expression: 

(43) 

An aaalogous system results for the thermoelastic problem giveo by Equatioo (36). 

CONCLUSIONS 

The axic;ymmetric thermoelasticity prohlem has heen formulated. The resulting 
equations contain only boundary integrais, thus. tbere in no need to discrelire the 
domain of tbe body to solve for transient thermalloads. A domain decomposition 
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procedure is adopted in order to account for nonhomogeneous solids. Anotber 
advantage is matrices result in banded form. 

Tbe coordinate functions given by Equation (30) do oot form a complete set. Then, 
accuracy is not guaranteed. For this reason, other coordinate functions will be 
tested. 

As it was observed, the boundary conditions of the thermal problem were 
prescribed temperature, and lhe tem per ature attbe interface is to be computed. 

IC one bas prescribed nonlinear boundary conditions (e.g. Thermal rad.iation) one 
would solve Equatioo (22) iteratively (e.g. by Newtoo-Raphson method) for the 
temperature and the heat flux.. A computer program is being developed by the 
autbors·which considers tbe above mcntioned features. 
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APPENDIX 

A)Kernels of the Axisymmetric Integral Equations 

The fundamental solution and its normal derivative that appeac in Equation (15) 
ace given by (1): 

G(P Q) = K(h) 
' a+b 

ôG (P, Q) = 1 {-t-['1.- 12 + (zp- Zq)2 E (h)- K (h)] n (r. ) + 
ôn (a+b)V2 2ra a- b Q 

zp -z0 + a+ b E (h) n (za)} 

where: 

K (h) and E (h) ace the elliptic integrais of the first and second kinds, respectively, 

n/2 

K (h)= I 1 
2 112 dO I 

0 (1 - h · sen O] 

n/2 

E (h)= J (1- h· sen2 0]112d8 
o 

The fundamental solutions U;, i = r, z, of the integral Equation (29) ace written as 
[8]: 
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U, (P, Q) =h 
1
F {rpE (h)+ [Ir (rp- rQ)- rp)K (h)} 

1 
Uz (P, Q) = F (zp - ZQ) K (h) 

where: 

Tbe normal derivatives of the above kernels are given by. 

àU· 
~ (P, Q) = llJ.i (P, Q)n; (Q) , i= rQ,ZQ 

More details are found in reference [8]. 

B)Approximation of tbe Domain Integral 

lt is easy to prove that the foUowing relations between the fundamental solutions 
are valid: 

Uij; (P, Q) = y V2 Uj (P, Q) (A.l) 

V
2 Uj (P, Q) =À : 'l# GJ (P, Q) (A.2) 

Tbe thermalload volume integral that appears in Equation (27) is written as: 

D = I r e u;u dV 
D 

(A.3) 

Substituting (A.l) in (A.3), applying tbe divergence theorem, usiug Equations (1) 
and (9) to lhe resulting domain integral. and applying once more lhe divergence 
lheorem, one obtains: 
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(A.4) 

Now, substituting (A.2) in tbe domain integral, with a further use of the divergence 

theorem and assuming that for eacb -/ there exists a function 1 (j = r,z) sucb 

that V2 tj = x:. one arrives at: 

f X tc Gti dV = f X tc G nj dS + f (r J G.,i- G tfi) ni dS + f r J V2 G dV (A.5) 
D aD aD D 

But we know that: 

I 2 1 I t V G dV = - ã ó (P, Q) dV = - a 
D D 

(A.6) 

Then, with tbe use of Equalion (A.6) in (A.5) and accounting fro Lhe singularities 
one can arrive at Equation (29). 
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INTRODUÇÃO 

O atual desenvolvimento dos computadores e das técnicas numéricas para a solução 
de problemas não-lineares permitem o uso de equações constitutivas cada vez mais 
sofisticadas (c realísticas) em problemas de Engenharia. lsto é muito importante 
em aplicações onde condições de carregamento muito severas podem ocorrer 
(como em aviões, usinas nucleares, etc.) porque uma modelagem mais precisa do 
comportamento do material permite a produção de elementos estruturais de alta 
performance mais seguros e confiáveis. 

Os objetivos principais desse trabalho são a apresentação de uma formulação 
variacional geral para problemas de evolução em Elasto-viscoplasticidade e 
mostrar uma técnica simples de aproximação numérica das respectivas soluções. 

De uma forma geral, as deformações plásticas de metais e polímeros não são 
instantâneas por causa da viscosidade. A Elasto-plasticidade clássica 
(independente do tempo) permite equacionar de uma maneira satisfatória uma 
grande quantidade de problemas, mas a influência da viscosidade é muito 
importante em altas temperaturas. Em alguns materiais (como em certos tipos de 
polímeros e aços inoxidáveis), verifica-se a ocorrência de fenômenos viscosos 
mesmo em baixas temperaturas. lsto tem gerado, ao longo dos últimos anos, um 
interesse crescente no estudo da viscoplasticidade, ou plasticidade dependente do 
tempo. 

Para facilitar a compreensão dos conceitos envolvidos, na segunda seção a 
modelagem mecânica é discutida de forma sintética, supondo-se que todas as 
funções possuem regularidade suficiente para dar sentido à análise. 

As equações constitutivas consideradas são desenvolvidas dentro de um contexto 
termodinâmico, associando-se variáveis de estado aos diversos mecanismos físicos 
em jogo. Elas englobam e generalizam um grande número de equações constitutivas 
encontradas na literatura e permitem a simulação de diferentes fenômenos 
mecânicos observados em ligas metálicas e polímeros, tais como a plastificação, a 
fluência, a relaxação e o envelhecimento. Reenfatizamos que algumas leis de 
comportamento elasto-viscoplásticas modelam bastante bem não só o 
comportamento material à altas temperaturas, mas também a temperatura 
ambiente. Para isso basta que os coeficientes das equações sejam identificados 
adequadamente. 

Na terceira e na quarta seções é apresentada uma formulação variacional geral para 
o problema de evolução de um sólido elasto-viscoplástico. Os espaços funcionais 
apropriados são claramente definidos, permitindo transformar o problema 
mecânico num problema matemático preciso. Uma característica das equações 
elasto-viscoplásticas é que, apesar da sua forte não-linearidade, os problemas de 



Elasto-Viscoplastiddade Generalizada 

evolução resultantes são muito regulares e, portante, muito simples do ponto de 
vista matemático (são mais simples, por exemplo, do que os obtidos usando-se a 
teoria de Elasto-plasticidade). 

Na quinta seção é apresentada uma técnica numérica bastante simples para a 
aproximação da solução do problema. Ela consiste em discretizar o espaço através 
de uma técnica de elementos finitos e usar um procedimento de integração passo 
a passo no tempo (diferenças finitas). O algoritmo de solução proposto pode ser 
facilmente implementado a partir de um programa de elementos fmitos para a 
elasticidade infmitesimal. Além disso, a formulação geral apresentada evidencia a 
conveniência de utilizar um único código numérico para tratar qualquer tipo de 
equação elasto-viscoplástica, bastando que o usuário deftna, para cada situação, 
uma subtotina com as leis de evolução adequadas para as diferentes variáveis 
internas. 

Finalmente, na sexta seçào um exemplo considerando equações que modelam o 
acoplamento entre a plasticidade e o envelhecimento em ligas metálicas é 
apresentado e resolvido. Ao que se sabe este é o primeiro modelo proposto na 
literatura que permite a obtenção das curvas de "iso-envelhecimento" devidas a uma 
evolução não homogênea desse fenômeno. 

MODElAGEM MECÂNICA DO PROBLEMA 

Seja um sólido S submetido a pequenas deformações. Isto é, a cada instante t 

considera-se que ele ocupa um domínio limitado fiXo O de lt' ( n = 2 ou 3, 
segundo o problema) de fronteira r suficientemente regular. Esta fronteira é 
dividida em duas partes complementares rl e r2. 

A partir de um estado inicialmente conhecido, o corpo é submetido a esforços 
externos definidos da seguinte forma: forças de corpo b(x, t) são aplicadas em 
O e forças de superfície f (x, t) são aplicadas em r 2. Além disso, um deslocamento 
ü (x, t) é prescrito em rl. 

Este problema é modelado classicamente através das relações cinemáticas, das 
equaçôes de equilíbrio (quasi-estático), das equações constitutivas e conside­
rando-se as condições de contorno e iniciais adequadas. 

Relações Cinemáticas. Seja u o campo de deslocamento do corpo S e t o campo 
de deformação. Sob a hipótese de pequenas deformaçôes tem-se que: 

t = Du = (112) (Vu + (Vu l> (1) 
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onde D é o o~rador gradiente simetrico. 

Equações de Equilíbrio. Se a inércia for desprezível, as leis clássicas da Dinâmica 
dos Corpos Deformáveis se reduzem as equações de equilíbrio, que podem ser 
expressas da seguinte forma: 

div T+ b =O em Q (2) 

Tn =! em r2 

onde T é a tensão e n é a normal unitária exterior a r 2• 

Equações Constitutivas. As equações constitutivas consideradas neste trabalho 
foram originalmente propostas em [1), [2), [3] e englobam a maioria das leis de 
comportamento elasto-viscoplásticas disponíveis na literatura (por exemplo ver 
(4]-[8]). 

Em (1]-[3] a teoria é desenvolvida dentro de um contexto termodinâmico, 
associando-se variáveis de estado aos diferentes mecanismos que intervêem 
durante o processo de deformação. Esta questão não será discutida detalhada­
mente aqui já que foge ao objetivo deste trabalho. 

O postulado básico (Método do Estado Local (9]) é que o estado termodinâmico 
de um meio contínuo num dado ponto material e num dado instante pode ser 
completamente definido a partir do conhecimento de um certo número de variáveis 
de estado. Estas variáveis são introduzidas a priori para descrever alguns mecanis­
mos físicos e suas leis de evolução devem satisfazer a Segunda Lei da 
Termodinâmica. 

Para a evolução isotérmica de um sólido elasto-viscoplástico submetido a pequenas 
deformações considera-se tradicionalmente que o estado dependa, pelo menos, da 

deformação total t além de outras variáveis notadas tf e {:J. tf é o clássico tensor 
deformação plástica e {:J representa abstratamente outras variáveis associadas com 
mudanças do estado interno do meio (como o endurecimento causado pela 
plastificação, envelhecimento, etc.). 

A escolha das variáveis {:J irá depender do grau de detalhe da modelagem desejada, 
podendo, portanto, variar em cada problema específico. O exemplo apresentado 
mais adiante tomará mais claro o papel dessas variáveis. Por enquanto, para 
simplificar a apresentação da teoria.{:J será considerado um escalar. 

Um conjunto completo de equações constitutivas elasto-viscoplásticas terá, então, 
a seguinte forma: 



T= C(t- t!') 

I= hl (T, tf,p) 
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{3) 

(4) 

(5) 

C é o clássico tensor de elasticidade (de quarta ordem, simétrico e positivo 
definido) e h h h2 são funções que caracterizam a evolução de ti' e {3 . 

Uma simplificação na notação (que será 6til no desenvolvimento da teoria) pode 
ainda ser feita. introduzindo-se (3) em ( 4) e (5): 

I= h1 (C (t- t!'), tf,{j) = ft (e, tf,P) 

Í3 = h2 (C (t- 1'), t!',{j) =h (t, eP,p) 

Condição de Contorno Clnem"1ca e Condições Inidaia. Em r 1 é prescrito um 
deslocamento ü: 

u (x, t) = ü (x, t) em rl (6) 

No instante t = O tem-se: 

eP (x, O) = eg (x) 
em O (7) 

{3 ~. O) = Po ~) 

FORMULAÇÃO VARIACIONAL 

O conjunto dos deslocamentos cínematicameole admissíveis será definido a cada 
instante t da seguinte forma; 
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Em particular, o espaço V (O) será notado simplemente V. V (ü (t)) é um espaço 
afim associado a V. 

Daqui para diante, o espaço V será considerado como o conjunto dos deslocamen· 
tos admissíveis. Todos os resultados são válidos para o caso onde Ü (t) yt. O, bas· 
tando fazer uma mudança de variáveis do tipo u = w - ü, com ü = ü (t) em r 1. 

Os espaços funcionais em que estão definidos os campos eP (r) e f3 (t) serão 
notados, res~vamente,E e B, isto é: 

eP (t) E E ; {3 (t) E B 

Supondo que os elementos de V, E, B são suficientemente regulares, é possível, 
então, propor a seguinte formulação variacional a partir de (1).(7) (1): 

I) Dados os esforços externos b e f, encontrar as funções u : (0, r) -+ V; 

eP: [0, r) .... E; f3: [0, r) .... B, tais que: 

I CDu · Dv = J b ·v+ I f ·v+ J C eP · Dv , :J v E V 
Q Q f2 Q 

com 

., = ft (Du, eP, /3) eP (t =O)= #o 

f3 =h (Du, tp, {3) f3 (t = O) =fio 

Até este ponto foi suposto que todas as funções possuíam regularidade suficiente 
para dar sentido a análise. No entanto a escolha dos espaços funcionais onde são 
definidos os campos envolvidos é muito importante e obedece a razões matemáticas 
precisas. Ela é fundamental para o estabelecimento de teoremas de existência e 
unicidade de solução e para garantir a equivalência entre o problema local e o 
problema variacional. Portanto, na próxima seçáo esta questão será abordada com 
um pouco mais de detalhes. 
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FORMULAÇÃO ABSTRATA 

Muitos problemas em Mecânica possuem uma estrutura comum, o que torna 
possível o desenvolvimento de uma formulação abstrata. Para facilitar a 
apresentação dessa formulação será usada a seguinte notação: 

Para um espaço de Hilbert H qualquer, o espaço das funções f : [O, t] ... H tais 

que li/ (t~IH E L 2 ((O, -r)) será notado L2 (0, -r; H). O subespaço das funções 

f de L 2 (0, -r; H) tais que Z E L 2 (0, -r; H) (a derivada ~ é tomada no sentido 

das distribuições) será notado H1 (0, r; H). 

Seja então: 

i) Uma região O de 1t' (n = 2 ou 3); 

ü) Um espaço de Hilbert separável V, cujos elementos são campos vetoriais 
definidos em O; 

üi) Um espaço de Hilbert B cujos elementos são campos escalares definidos em 
O; 

iv) Um espaço de Hilbert E cujos elementos são campos tensoriais definidos em 
O; 

v) Uma forma bilinear a: V x V ... R, simétrica, contínua e coerciva; 

vi) Uma função I: V x E x [0, r] ... R, linear e contínua na primeira variável. 

O problema de evolução abstrato tem a seguinte forma: 

D) Encontrar u E H 1 (0, r; V), e!' E H 1 (0, -r; E), f3 E H1 (0, t; B) tais que, 
Vt [0, T]: 

a (u, v) = l (v, e!', t) , ::J v E V 

com 

.eP (t =O)=~ 



Um caso particular de (ü) é (i) onde: 

a (u, v) = I C Du · Dv 
o 

I (v, ti', t) = I b · v + I f · v + I C ti' · Dv 
o f2 o 

gl (u, 11',/3) == ft (Du, 11',{3) ; g2 (u, ~./3) =h (Du, ~.{3) 

V= {v E (H1 (O)f I v= O em ft} 

Condições suficientes para a existência de solução em (ll) são apresentadas em [1 ]. 

DISCRETIZAÇÃO DO PROBLEMA· ALGORITMO DE 
SOLUÇÃO 

Os problemas variacionais em Elasto-viscoplasticidade podem ser aproximados de 
diferentes maneiras. Normalmente, as seguintes abordagens são utilizadas: 

- A primeira consiste em discretiz.ar o espaço e o tempo utilizando uma t~ 
de elementos finitos (elementos finitos espaço-temporais). 

- A segunda consiste em discretiz.ar apenas o espaço através de uma técnica de 
elementos finitos e usar um procedimento de integração passo a passo no tempo. 
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Por uma questão de &implicidade, foi feita neste trabalho a opção de trabalhar 
apenas com a segunda abordagem, usando-se uma formulação em deslocamentos. 
Outros tipos de formulações variacionais equivalentes (em tensões, mistas, 
problemas de mínimo e de ponto de sela associados) podem ser encontradas em 
(1]. Os diferentes trabalhos encontrados na literatura que tratam do estudo 
numérico de problemas Elasto-viscoplásticos a partir dessas formulações 
equivalentes, apesar de serem muito interessantes, não serão analisados aqui. 

O objetivo desta seção é mostrar que, apesar da generalidade e da sofisticação das 
equações constitutivas consideradas neste trabalho, uma técnica numérica &imples 
pode ser utilizada para aproximar a solução do problema (Il). 

A idéia básica para esta aproximação numérica é fazer uma discretização de 
Galerkin sobre o espaço dos deslocamentos cinematicamente admissíveis e integrar 
as leis de evolução através de um esquema de diferenças finitas. 

O primeiro trabalho nesta linha foi apresentado por Zienkiewicz e Cormeau. Em 
1974 eles estenderam [10) para a Elasto-viscoplasticidade perfeita os trabalhos 
anteriores de ZIENKIEWlCZ-WATSON-KING [11] sobre a Viscoelasticidade 
linear. O algoritmo proposto por eles consistia, a grosso modo, de um método de 
Euler explícito para a integração temporal. 

A partir dai, diversos trabalhos foram desenvolvidos visando genera.lizar este 
método. A principal parte deste esforço foi feita no sentido de estudar diferentes 
esquemas de integração no tempo (12]-[26]. 

Até bem recentemente, a quase totalidade desses estudos considerou apenas 
materiais elásticos perfeitamente viscoplásticos [10]-[22]. No entanto, com o 
desenvolvimento de leis de comportamento mais sofisticadas onde se considera 
diferentes variáveis internas, o estudo numérico de problemas elasto-viscoplásticos 
com endurecimento vem tomando maior impulso (23]-[25], já que estas equações 
são muito mais adequadas para a modelagem de metais e ligas metálicas. No 
entanto, cada um desses trabalhos trata de uma família específica de equações 
viscoplásticas não apresentando um estudo sistemático geraL 

Dlsc:retlzaçáo do Espaço v. Fixado um instante t E ro. T }, e supondo-se que 
t!' (t) é conhecido, obtém-se o seguinte problema a partir de (II): 

(II.l) Encontrar u (t) E V, tal que: a (u (t), v) = I (v, t!' (t), t) V v E V 

Este problema é idêntico ao obtido no estudo do equil.fbrio de um corpo elástico 
linear com uma deformação inicial t!' (t). 
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Um resultado clássico (apresentado, em [27], usando-se o conhecido teorema de 
Lax-Milgram) é que a solução desse problema variacional existe e é única. 

Um outro resultado importante é que, como o espaço V é separáve~ ele admite 
uma base de Hilbert. Isto é, existe uma seqüência Wi de vetores linearmente 
independentes de V com as seguintes propriedades: 

m 

"V v E V, existe uma seqü8ncia q; em R, tal que 2: (w1 q,) 
i-1 

converge na norma de V para v quando m tende para + oo". 

O espaço de dimensão finita gerado pelos m primeiros elementos w; será notado 

V". Pode-se, então, aproximar o problema (U.l) como é habitual na teoria da 
Elasticidade infinitesimal, dividindo-se o corpo em um certo n6mero de elementos, 
cada um correspondendo ao suporte de uma função w;. w; serão as funções de base 
associadas a cada elemento. 

Não se pretende fazer aqw uma apresentação detalhada do método dos elementos 
finitos. O que é importante enfatizar é que, a cada instante t, o problema (11.1) é 
idêntico ao obtido no estudo de um corpo elástico linear, submetido ao mesmo 
carregamento, com as mesmas condições de contorno e com uma deformação 
inicial t!' (t). 

Todos os resultados clássicos para a análise numérica de problemas elásticos 
lineares podem, portanto, ser automaticamente adaptados para o problema em 
questão. Para maiores detalhes sugere-se os trabalhos (14) e (20]. Informações do 
ponto de vista matemático podem ser encontradas por exemplo, em [21]-[30]. 

O problema (D.l) discretizado tem a seguinte forma: 

(U.2) Encontrar u"' (t) E V", tal que: a (u"' (t), v) =I (v, t!' (t), t) V v E V" 

O problema (II.2) é chamado de aproximação de Galerkin de (11.1). É possível 
mostrar [27], que a solução de (D.2) existe, é única e que: 

lim li u"' (t) - u (t) li y = o 
(Vm) .. O 

Como o deslocamento tr (t) pode ser !xpresso em função de parâmetros de 
deslocamento q; (t) E R, i = 1, m: 
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m 
u111 (1) = L (w; q; (t)) 

i=l 

o problema (ll.2) é eqtúvalente a: 

(TI3) Encontrar U (1) E/(", tal que KU (t) = F (FI' (1), t) onde: 

U (t) = (ql (t), i/2 (1), ... , tlm (t)) 

Kij = a (w;, Wj) 

Fj (tf (t), t) = l (Wj, tf' (t), t) 

Os resultados apresentados até aqui, penrutem propor, então, a seguinte discretiza­
ção para o problema (D). 

III) Encont rar u'" E H1 (0, T; V"), F!' E H1 (0, T; E), {3 E H1 (0, r; B) tais 
que, V 1 E [0, r]: 

a (um, v)= I (v, eP, t) ::>v E TI" 

com 

~ = 81 (ri", eP,{3) ; eP (t =O)=~ 

Ou, o que é equivalente: 

IV) Encontrar UE H 1 (0, T; .R"'), F!' E H 1 (0, T; E), {3 E H 1 (0: r, B) tais que, 
V I E (0, T), 

KU = F (t!', t) 
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"eP = G1 (U, 1',{3) ; eP (t =O)= L{; 

P=G2(U,el',f3); {3(t=O)=f3o 

onde: 

m 

G1 (U, el', t) = g1 (L (q; w;), el',{3) 
i • l 

m 

G2 (U, i', t) = g2 (L (q; Wf), el',{3) 
i • l 

Discretização Temporal- Algoritmo de Solução. Definindo-se um passo de tempo 
óJ = (TIN) associado a um inteiro N, é possível aproximar numericamente o 
problema (IV) usando-se o procedimento mostrado a seguir. As seguintes notações 
são utilizadas: 

I;= (í · óJ) 

y (t;) = Y; 

a) i= O; 

b) Cálculo de U; resolvendo-se o sistema: 

K é uma matriz simétrica c positiva definida (2'71, e o sistema pode ser resolvido 
usando-se, por exemplo, o método de Cholesky. Este passo é análogo à solução de 
um problema de equiliôrio em Elasticidade infinitesimal, com uma deformação 

inicial ef. 
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c) Cálculo aproximado de ef+ 1 e /3;+ 1 nos pontos de lntegração usando-se as leis 

de evolução e um esquema de diferenças fmitas (este item é discutido 
detalhadamente em [1]). Os esquemas utilizados podem ser explícitos (Euler, 
Runge-Kutta, etc.) ou implícitos. Uma famllia de esquemas semi-implícitos é 
obtida a partir das seguintes relações: 

onde 

Yi+6 = (1·- 8) Yl + () Yi+t , 0<8:Sl 

d) i= i+ 1. 

e) i> N? 
SIM: Pare 
NÃO: Volte para (b). 

Como é possível verificar, este algoritmo permite o desenvolvimento de um códígo 
numérico geral, independdente das variáveis internas {3 consideradas. Basta que 
o usuário escolha, para cada situação, as variáveis internas adequadas e que defina 
uma subrotina com as funções (G1, G2) e outra com as funções 
aG 1 aG1 aG, aG2 . . • 
(-- , -- , --- , --),no c.aso do uso de um esquema setm-unpUetto (ver o 

aff ê/3 a# a{J 
apêndice no fmal do trabalho). 

EXEMPLO 

Nesta seção será apresentado, sem detalhes, um exemplo onde foram usadas as 
equações constitutivas propostas em [1], (2), (3]. Estas equações 
elasto-viscoplásticas desçrevem o comportamento de ligas metálicas que 



74 IL Costa MaUos & R. Sampaio 

"envelhecem" devido a difusão de precipitados na rede cristalina (mudança de 
fase). Este tipo de fenômeno pode ser causado por diferentes fatores como, por 
exemplo, a ação de algum tipo de radiação ou devido a algum tratamento térmico. 
Todos os testes visando verificar a coerência da teoria foram realizados sobre uma 
liga de alumínio 2024 porque ela envelhece rapidamente e a temperatura ambiente., 
o que facilita o trabalho experimental. A composição química percentual dessa liga 
é dada pela seguinte tabela: 

Fe Si Cu Mg Mn Zn C r 

0,25 0,49 4,ff7 0,72 0,60 0,07 0,04 

Neste material, após um aquecimento seguido de uma têmpera rápida, as 
propriedades mecânicas evoluem a temperatura constante e sem carregamento. 
Esta evolução é provocada pela precipitação de cobre sob diferentes formas 
dependentes da temperatura. A principal característica é um endurecimento muito 
grande, já que as propriedades elásticas permanecem constantes. Os resultados de 
uma série de testes uniaxiais monótonos e cíclicos podem ser encontrados em [31]. 
Eles permitem indicar os acoplamentos e, em particular, mostrar que o 
endurecimento isotrópico e o envelhecimento são fortemente acoplados, enquanto 
que o endurecimento cinemático e o envelhecimento são praticamente 
independentes. 

A partir desses achados experimentais, e usando-se o formalismo apresentado na 
seção 2, propõe-se o seguinte modelo de comportamento para esta liga: 

f3 = (p,e,a) (8) 

# = (1.5/J) {S -X) < (J- R - oy)lk ~ (9) 

(10) 

p· = ((2/3) ~ . ;_.p)l/2 (11) 

a = '1?2 < 0 00 - a > (12) 

onde 
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<x> = max {x. o} 

J = (1.5 (S -X) · (S - X))v2 

S é a parte desviadora de T = C ( t - tf) 

X=c1 e 

R= b (1- exp (- yp)) + ca 

V'l = V'oo + (1 - V'oo) exp (- 'lP) 

~2 =(a- {J exp (- y'p)) 

0 00 =A +(liA) exp (- k'p) 

oy. k,Jl, c1, b, y, c, ~oo , ,, a,{J, y',A, k', são constantes que caracterizam o material. 

p é a variável de estado associada com o endurecimento isotrópico causado pela 
plastificação, e é a variável associada como endurecimento cinemático causado 
pela plastificação e a é a variável associada com o envelhecimento (concentração 
de precipitados na matriz sólida). O acoplamento existente entre o envelhecimento 
e a plasticidade é introduzido na teoria a partir desta variável. Desta forma, pontos 
com diferentes histórias de deformação plástica irão "envelhecer• de maneira 
diferente. 

A estrutura estudada é uma placa com entalhe com o deslocamento prescrito nas 
extremidades como mostra a Figura 1. A Figura 2 m05tra a evolução deste 
deslocamento no tempo. 

<IJ! ! -u 
F 

" f-+ 
f-

42 

F'JgUra 1. Estrutwa com entalhe. A espessura~ de 1 mm 
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Ü (mm ) 
ti • !O~ 

.. tO' 
l:l. 1'1. 2C ~ :n 

1 (s eg) 

F'1gUta 2 Evolução de ii no tempo 

O material considerado foi uma liga de alumínio com os seguintes coeficientes: 

E = 725(XJMPa v= 0.33 ~00 = 0.81 

c1 = 18MPa '1 = 12 b = 40.5MPa 

y=5 a = 0.00167s - I fJ = 0.00153s - I 

y' = 1 A= 0.5 k' =28 

c= 130MPa J4 = 8 k = 98MPa ·s 

O problema foi resolvido usando-se elementos quadriláteros isoparamétricos com 
oito nós e nove pontos de integração, para a integração temporal foi usada uma 
técnica do tipo Runge-Kutta. A FJgUra 3 mostra detalhes da malha utilizada. O 
desenho da parte de baixo é um detalhe da região do entalhe. Evidentemente a 
simetria do problema pode ser utilizada, considerando-se na solução apenas uma 
metade da malha apresentada. 

As Figuras 4, 5 e 6 mostram os isovalores da variável a para diferentes instantes. 
Elas permitem verificar a influência das deformações permanentes no 
envelhecimento. De acordo com observações experimentais, o material envelhece 
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menos nas regiões mais próximas do entalhe onde há maior deformação plástica. 
Ao que se sabe, este é o primeiro modelo proposto na literatura que permite a 
obtenção das curvas de "isoenvelhecimento" devidas a uma evolução não 
homogênea desse fenômeno. Isto é fundamental no estudo da fadiga e do dano 
neste tipo de liga. 

.8410 

.e ao 
.,JO 
.no 
• 9Jl 
. 93!J 

.937 

.938 
.939 

F"~gUra 3. Malha usada na solução numtrica do problema 

F'~gUra 4. Isovalores de a. t • 20000 seg 
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Figura 7. Região plastificada , t • DXlO seg 
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As Figuras 7, 8 e 9 mostram a evolução da região plastificada ao longo do tempo. 
Como convenção considerou-se como plastificada uma região onde, em todos os 
pontos, (ti' · tl')l/2 > 10- 4

• 

F"JgUra 8. Região plastificada, t = 25000 seg 

ragura 9. Região plastificada, t = 30000 seg 

As F"JgUras 10, 11, 12, 13, 14 e 15 mostram os isovalores da tensão equivalente 
J = (1.5 (S -X) · (S- X))J./2 em diferentes instantes. A tensão equivalente é 
fundamental no desenvolvimento de critérios de dano e de fadiga. Neste caso 
verifica-se que a região mais solicitada se desloca do fundo do entalhe para o centro 
do corpo de prova. Isto significa que, para este tipo de material, uma trinca pode 
aparecer inicialmente o o centro da placa e não no fundo do entalhe (o que 
realmente é observado experimentalmente). Este resultado pode ser explicado 
como uma reacomodação das tensões devido a evolução da deformação plástica e 
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do envelhecimento. 
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CONCLUSÕES 

Foi apresentada uma formulação geral para problemas de evolução em 
elasto-viscoplasticidade que engloba um grande nó mero de leis de comportamento 
encontradas na literatura. O problema em deslocamentos resultante permite o uso 
de uma técnica numérica bastante simples (conhecida como o método da 
deformação inicial) para a aproximação da sua solução. É importante observar que, 
para a fa.míüa de equações constitutivas apresentada, o método de Galerkin pode 
ser aplicado sem problemas para a discretização do espaço dos deslocamentos 
cinematicamente admissíveis. A restrição de incompressibilidade que 
eventualmente pode existir sobre o campo de deformação plástica é 
automaticamente satisfeita nos pontos de integração, através das leis de evolução. 
A formulação variacional proposta permite a integração das le is de evolução por 
elemento o que não é possível se são consideradas as abordagens tradicionalmente 
adotadas na literatura quando se usa o método da deformação inicial (formulação 
em velocidades [10)-(22)). Além disso, o algoritmo de solução proposto pode ser 
facilmente adaptado a partir de um programa de elementos finitos para a 
elasticidade infinitesimal. No entanto, a principal observação é que, a partir dos 
resultados apresenta.dos, é possível se desenvolver um único código numérico para 
tratar qualquer tipo de equação elasto-viscoplástica, bastando que o usuário defina, 
em cada caso, as leis de evolução adequadas numa subrotina. 
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APtNDICE.IMPLEMENTAÇÃO DO ESQUEMA SEMI­
IMPLÍCITO DE INTEGRAÇAO TEMPORAL 

Supondo-se que U;, ef e {3; são conhecidos, deseja-se obter ef + 1 e {3; + 1 a partir 
das seguintes relações (ver a seçáo 5): 

onde 

Y;+B = (1- 9) Y; + 8 Y;+t 0<0~1 

Ou seja, fixado um instante t; =(i· 6.1), (lj+1,f3;+t) = Yi+t será o zero da função 

F: 

o qual pode ser encontrado usando técnicas do tipo Newton-Raphson, 
quasi-Newton, etc. (32). Na sua forma mais simples, o método de Newton consiste 
em procurar um zero da função F usando o seguinte procedimento: 
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aF (}'f+t) àG (U;, rf+e) - --- = 1 -8 -----
oY aY 

do item (c). Portanto 11:l será calculado da seguinte maneira: 

Este tipo de simplificação é muito usado na prática e o algoritmo irá convergir se 

Yf+·t for escolhido suficientemente próximo de Y;+t· 
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a) rf+l é dado 

l'f+ 1 é uma estimativa inicial de Y; + 1· Em geral toma-se l1 + 1 = Y1. 

b) n =O 

c) Conhecido y,'+l, calcula-se Y?:l resolvendo-se o seguinte sistema linear: 

onde 

óY = Y.'N -l1+1 

d) Verifica-se se I I F rri:l> I I < ~~ onde c5 6 um escalar positivo que dá a 
tolerância do erro para o critério de convergência: 

SIM: Pan ~ Y; ... 1 = Y'f:l 

NÃO: n = n + 1 e volte para (c) 

OBSERVAÇÃO: Um algoritmo simplificado pode ser obtido desprezando-se o 
termo: 

8 
õG (U;, Yf+B) 

iiY 

na expressão: 
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RESUMO 

Este trabalho trota da modelagem matemática e da validat;ão exp<!rimental do componamento 
dmâmico de um amortecedor de nutação do tipo anular VIScoso parcialmente cheio de óleo de 
si/ícone. A fomtulação lagrangiana i utilizada paro a dedução dOs equaç&s do movimento. A 
validação ~ri mental ~feita em uma plataJonna pironte suspensa em um manca/ esférico 
aerostático. A comparoçdo entrt os rtsultados teóncos e experimentais validaram o modelo 
matemático adotado. 
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ABSTRACf 

Tltis worlc deals with the mmhematical modelling and ocpuimenta/ validation of the dynamic 
beltaviour o[ a partially ftlled viscous ring nutation damptr. Tlte Lograngian approaclt is used 
to derive rhe equations of motion. The exp<!rimental validation is ilone using a spherica/ air 
bearing rotaring platform. The the~ticalrtsults art validated througlt the comparison witlr the 
experimental ones. 
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INTRODUÇÃO 

Amortecedores de nutação são mecanismos cuja função é dissipar energia interna; 
por isso, são largamente utilizados para o amortecimento do movimento nutacional 
de espaçonaves estabilizadas por rotação. Estes dispositivos podem operar de 
maneira passiva (como é o caso abordado neste trabalho), apresentam alta 
confiabilidade e funcionam de forma eficiente mesmo quando o movimento está 
sujeito a rorques perturbadores. 

O modelo matemático que descreve o movimento de um corpo rígido dotado de 
um amortecedor de nutação pode ser deduzido por três métodos distintos (1], a 
saber: i) método do sorvedouro de energia; ü) método dos parâmetros discretos; 
iii) método modal. O primeiro consiste em resolver as equações de Euler para o 
movimento livre de um corpo rrgido (sem levar em conta qualquer movimento 
interno) e associar à taxa de variação no tempo do ângulo de nutação uma função 
dissipativa capaz de descrever o compor tamento em nutação do corpo. É claro que 
deve existir algum tipo de movimento interno para justificar tal dissipação de 
energia mas isto é ignorado pelo método, estabelecendo-se assim uma espécie de 
contradição. Portanto é de se esperar que o método forneça no máximo uma boa 
aproximação, se a escolha da função dissipativa for bem feita. Tal escolha, para ser 
boa, exige uma certa intuição física do problema quando não uma razoável 
experiência com análise dinâmica do movimento rotacional de corpos rígidos 
contendo mecanismos dissipadores de energia. O segundo método permite a 
obtenção das equações do movimento para um corpo rfgido considerando os 
movimentos internos. Finalmente, o método modal modela o corpo rígido que 
contém elementos flexíveis em sua estrutura. Neste trabalho utiliza-se o método dos 
parâmetros discretos por ser ele capaz de proporcionar uma melhor aproximação 
ao modelo real. 

DESCRIÇÃO DO TESTE 

As Figuras 1, 2 e 3 mostram a montagem para a realização do experimento. Nela o 
amortecedor de nutação é fixado sobre uma plataforma na mesma posição com que 
ele deve operar no primeiro Satélite Brasileiro de Coleta de Dados (SCDl}. Esta 
plataforma é balanceada estática e dinamicamente, tem sua massa, seus momentos 
de inércia, a posição de seu centro de massa e o valor dos coeficientes de arrasto 
aerodinâmico nas direções longitudinal e transversal medidos (2). A seguir ela é 
colocada sobre um mancai esftrico aero&ático sobre o qual pode girar em torno 
de seus tr& eixos com torques perturbadores bastante reduzidos. Para executar o 
teste a plataforma é posta a girar e, em seguida, tem seu movimento perturbado por 
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um torque impulsivo transversal que introduz um ângulo de nutação que deve ser 
eliminado pelo amortecedor. 

Os movimentos da plataforma são medidos pela proje~o de um raio laser que 
incide sobre uma máscara graduada presa ao teto do laboratório após refletir-se 
em um espelho fJXado sobre a plataforma. O registro é feito por meio de uma 
fllmadora. O resultado filmado pode ser depois copi.ado para o papel e comparado 
com os resultados das simulações. 

\ 
T(TO 

Figura 1. Montagem para o teste funcional 

O modelo matemático leva em consideração os valores medidos para os 
balanceamentos estático e dinâmico da plataforma, acrescidos de uma diferença 
de 1% entre os momentos de inércia transversais e de desbalanceamentos 
dinâmicos da ordem de 10-3 kgm2, associados a um desaliohamento angular de 2' 
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entre o eixo de simetria axial da plataforma e o principal de inércia. Estes erros 
acrescentam termos im.port.antes à matriz de inércia da plataforma. 

F"J8Ufa 2 Vista geral do simulador 

FORMUlAÇÃO DO PROBLEMA 

Hipóteses. O modelo matemático apresentado a seguir [3], foi concebido pelo 
método dos parâmetros disaetos. Para tanto foram admitidas as seguintes 
hipóteses: 

a) o fluido se comporta como um tarugo rfgido em movimento dentro do anel; 
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b) o centro de massa do conjunto plataforma mais amortecedor coincide com o 
centro de massa da plataforma, que é fixo; 

c) o centro geométrico do anel encontra-se deslocado em relação ao eixo de 
simetria axial da plataforma; 

d) a distância do centro de massa do fluido permanece constante em relação ao 
cenlro geométrico do anel; 

e) o cenuo de massa da plataforma não coincide com o centro de pressão do mancal 
esférico. 

Figura 3. Vista geral do amortecedor de notação montado 
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A hipótese de corpo rígido para o fluido, embora discutíve~ justifica-se neste caso 
tendo em vista o deslocamento do centro do anel em relação ao eixo de rotação da 
plataforma (como é também no satélite). Dessa forma, a aceleração centrlpeta 
associada ao movimento rotativo faz com que o fluido se mantenha concentrado no 
ponto mais distante do eixo de rotação, mesmo para pequenos ângulos de outação. 

Os sistemas de eixos utilizados nesta modelagem, bem como alguns ângulos e cotas, 
são mostrados na Figura 4 e listados em seguida: 

• OXL YL ZL é o referencial do laboratório; 

• Oxyz é o sistema de eixos principais de inércia com origem no centro de massa 
da plataforma; 

• 0 1 x'y'z' é um sistema auxiliar paralelo ao Oxyz e colocado no plano do 
amortecedor; 

• {3 é o ângulo ~ue posiciona um elemento de massa do O.uido com relação ao 
sistema 01x'y'z'; 

• y é o ângulo preenchido pelo fluido; 

• d é o deslocamento do centro do anel em relação ao eixo de rotação da 
plataforma (eixo principal de inércia); 

• h é a distância do plano médio do amortecedor ao centro de massa da 
plataforma. 

Figura 4. Referenciais OXL YL ZL, 0xyz e 01.x'y'z' 
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EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

O vetor posição de um elemento de massa do fluido em relação à origem do sistema 
O..lyz é: 

(1) 

undt:: 

Xf = ( õ + R cos /3) ' (2a) 

Yt =R sen f3 . (2b) 

De forma análoga, o vetor posição da massa mb adicionada para compensar a 

excentricidade do amortecedor é: 

(2c) 

O ve[or posição de um elemento de massa da plataforma, com relação ao ponto O, 
é dado por: 

(3) 

onde i, j e k são os versares oas direções x, y e z da plataforma. 

Dadas as ~::quações (2), a taxa de variação no tempo das equações (1), (2c) e (3) 
fica: 

(4a) 

rp = w X 'p ' (4b) 
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(4<:) 

A energia cinética total é: 

lJ·. lJ·. 1 .. T = 2 '! · '! dmp + 2 '! · '!dmf + 2 111b ~b • ~b , (5) 

onde dmP e dm1 são elementos de massa da plataforma c fluido, respectiva­
mente. 

2 2 '2] + (C+ 1: +Ir) Wt + m 1R {3 - (/xy + lxy) Ws Wy + 

(6) 

onde A, B c C são os momentos principai s de inércia da plataforma; 
ln ly, 11 , lxy, l.c: e l _vz são os momentos c produtos de inércia associados ao fluido 
(índice t) e à massa adicionada ao sistema para o balanceamento (índice b). 

A energia potencial é dada por: 

V= m1RK (b cos f3 + gy sen f3 + hgz) , (7) 

onde &,, gy c gz são as componentes do vetor g (aceleração gravitacional) no 

sistema de eixos principais de inércia da plataforma e são função dos ângulos de 
Euler (atitude da plataforma). K é dado por: 

K = sen (y/2)/(y/2) , (8) 
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onde y é o ângulo preenchido pelo fluido dentro do anel quando concentrado em 
uma só região. 

A função lagrangiana é dada por: 

L= T-V, (9) 

onde: 

T = T [ w0 , la (.8), lxy (.8), l.u (.8), lyz (.8), l.5x (b)] , a = X, y, z 

v= v [gx (01), gy (6;), gz (6;), ,8] ' 

onde os 6; (i = 1,2,3) são os ângulos de Euler. O torque gravitacional sobre a 
plataforma, em relação ao ponto O, associado ao fluido e à massa mb, é: 

(lO) 

Na posição de equilíbrio estável do fluido (.8 = ,8 = O) a massa adicionada para 
compensar a excentricidade do amortecedor está na posição anti-simétrica com 
relação a mfi por esta razão, r é dado por: 

-b 

(11) 

Em notação matricial tem-se então: 

l gz RK sen ,8 - J&y h l 
{M} = -m1 gzRK (1- cos,B) + 'lgxll , 

gyRK (cosfJ- 1)- RKgcsen f3 
(12) 

O centro de massa da plataforma estática e dinamicamente balanceada não 
coincide com o centro de pressão (centro da esfera); dessa forma os pontos de 
aplicação da força da gravidade e o ponlO por onde o manca! esférico está suspenso 
(Figura 5) são separados por uma distância dada pelo vetor: 



98 LM.Fouseca & P.N.Souza 

Td = -dk . 

INJETOR 
OE AR 

CENTRO 
OE 

MASSA 

Figura 5. Centro de Massa & Centro de Pressão do Sistema 

O torque gravitacional associado a este desalinhamento é dado por: 

Em notação matricial tem~se: 

(13) 

(14) 

(15) 

O momento gravitacional total sobre a plataforma balanceada estática e 
dinamicamente é: 
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{ 

m1 (2gy h - gz RK sem {3) - mp gy d l 
{Mr} = {M} + {Md} = m1~RK (cosf3- 1) -Zgxh] + mpgxd . (16) 

m1 (gy RK ( cos B - 1) - RK gsubx sen {3) 

De acordo com a formulação lagrangiana para quase coordenadas [4], as equações 
dinâmicas de Euler são dadas por: 

! {! ~} + [w] {; ~} = {Mr} . (17) 

A mesma formulação para coordenadas generalizadas leva a equação para o fluido: 

(18) 

onde: 

[w] = [ ~z 
-Wy 

(19) 

Das equações (17) e (18) têm-se: 

(20a) 

BTwy -ixyrÕJx -lyzrWz -lyzrtfl + (AT- Cr) wxwz + 



lOO 

onde: 
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-I~Zf- l'yzf) Wy- (lyZJ+ l'xzf) wx]{J + (Fzf-l'~xf)/P + DaWz = Mzr, 

(20c) 

+ I'Yfw; + I'Zfw;) + l'l.yfWxWy + l'xz1WxWz + I'yzrWyWz) = Qp + M11 , 

(20d) 

AT ::::A + lxf + f.tb , BT ::::: B + lyf + lyb , CT = C + fzt + lzb , 

I.ryT = JX>.b + lxyr , lxzT == lxzb + I.ar , fyz-r = lyzb + Iyzr 

M a v . _ill 
Zf :::: - i) fi ' - i) f3 ' 

e Ca e Da são os coeficientes de amortecimento associados ao atrito no mancai 
e ao arrasto aerodinâmico da plataforma. 

MODELAGEM DO TORQUE DEVIDO AO CISALHAMENTO 
VISCOSO DO FLUIDO NA PAREDE DO ANEL 

São dois os tipos de movimento que o fluido desenvolve dentro do anel: movimento 
síncrono com a rotação própria e síncrono com a nutação do corpo no qual o 
amortecedor está preso [5]. No primeiro deles o escoamento é do tipo laminar e no 
outro ele é turbulento [5]. A seguir são deduzidas as equações que expressam o 
torque devido ao cisalhamento viscoso no tubo para os dois regimes de escoamento. 
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O torque devido ao cisalhamento viscoso do fluido dentro do anel é dado por: 

? Qp = -r R- Py , (21) 

onde R é o raio médio de curvatura do anel; P é o perfmetro de sua seçáo 
transversal e y é o ângulo do anel ocupado pelo fluido quando todo ele se concentra 
em um único segmento; T é a tensão dccisalhamento do fluido, que pode ser escrita 
em função da tensão de cisalhamento em tubos retos [6): 

RD/3 11• D 112 
T = To [ 1 + 0,075 ( V ) ( 2R) ] ' (22) 

onde (3 é a velocidade angular relativa do fluido, v é sua viscosidade cinemática e 
D é o diâmetro interno do anel. 

A tensão de cisalhamento To é dada por: 

(23) 

onde p é a densidade do Ouido c r é o coefiviente <.h: fCSISLcncia de 
DARCY-WIESBACH [1) que, pda relação empírica de Blasius, p I é dado, no caso 
do regime turbulento, por: 

r= o,316 
Re114 

A substituição das equações (22), (23) e (24) na (21) leva a: 

(24) 

p...,RlS/ 4 
Qp = -0,0395p ..,. jP14

- 0,0021p D112 PyR712 P2 
I (25) 1 

(Div)114 

que é o torque de atrito para o caso turbulento no qual a primeira parcela 
corresponde ao torque para o caso de tubos retos e a segunda parcela é uma 
corrcção devida à curvatura do anel. 

Para o regime laminar, o coeficiente f é dado por: 
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!= 64/Re, (26) 

onde o número de Reynolds, Re, é definido como: . 
Re =~,8. (27) 

A relação entre a tensão do cisalhamento para tubos curvos e tubos retas, para o 
caso do regime laminar [6], é: 

(28) 

Esta equação é válida para 101•
6 < Re (D/2R)112 < ltr. 

A substituição das equações (26), (27) e (28) na (21) fornece o torque no eixo de 
simetria do anel para o regime laminar: 

(29) 

A massa do fluido pode ser escrita na forma: 

onde S é a área da seção transversal do tubo: 

s = 1tD2/4 = PD/4 I 

P = 4SI D 

Então: 

(30) 

(31) 
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Para baixos valores de Reynolds, para os quais a eguação (28) não se aplica, o 
modelo mais adequado para regime laminar é: 

(32) 

onde p é a densidade volumétrica do óleo utilizado (7]. 

EQUAÇÕES CINEMÁTICAS 

Para deduzir as equações cinemáticas foi considerada a seguinte seqüência de 
rotações: 81> 82 e 83 em tomo de XL, YL e z [4), mostrado na Figura 5. 

Com esta seqüência de rotações tem-se: 

; (33) 

portanto: 

(34) 

As equações (35a) ou (35b) são as equações cinemáticas: 

~ l {::} ' (35a) 

~H~l - (35b) 



104 I.M.Fonsec:a & P.N.Souza 

e, 

e, x 

Fígura 6. Ângulos de Euler, seqüência 1,2,3 

As equações (20) e (35) constituem o sistema de equações diferenciais simuladas 
em computador. 

RESULTADOS DAS SIMULAÇÕES 

A seguir são apresentados os resultados obtidos nas simulações das equações do 
movimento para as velocidades de 60 (Figuras 7, 9 e 10) e 100 rpm (Figuras 11, 13 
e 14). Os resultados são apresentados na forma dos gráficos da trajetória do ponto 
luminoso sobre a máscara graduada (movimento do eixo de rotação em torno do 
vetor momento angular) e do ângulo de nutação em funçào do tempo. Estes 
resultados são confrontados com os extraídos da gravação do experimento para as 
mesmas condições iniciais (Figuras 8 e 12). 

As Lrajetórias obtidas nas simulações guardam grande semelhança com as geradas 
no experimento. As grandes oscilações executadas pelo eixo pe rotação, que 
produzem os laços apresentados nas Figuras 7 e 11, são perfeitamente visíveis nos 
resultados experimentais apresentados nas Figuras 8 e 12. As maiores discrepâncias 
encontradas são os tempos de decaimento do ângulo de nutação. Os tempos obtidos 
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Figura 7. Trajetória sobre a máscara a 60 rpm durante 4 s 

+ 

o.~ 

lOS 

experimentalmente são da ordem de 1/3 a 1/2 dos obtidos via simulação do modelo 
teórico. A despeito disso o resultado pode ser considerado satisfatório e 
suficientemente preciso para dar como validado o modelo teórico. A seguir estão 
listadas as limitações mais importantes da modelagem, as quais podem explicar as 
discrepâncias mencionadas: 

a) o fluido é considerado como um tarugo rígido dentro do anel; 

b) o centro de massa do sistema é considerado fixo durante o movimento; 

c) a distância do centro de massa do fluido ao centro geométrico do anel é 
considerada constante durante o movimento; 

d) há limitações no modelo do torque dissipativo do fluido, principalmente para 
baixos números de Reynolds. 
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3• 
.-~----~~~----~--~~-+----, 3· 
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2• 
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TESTE 60/1 

F"JgW'a 8. Trajet6ria sobre a máscara a 60 rpm (experimento) 

T 

F"agura 9. Ângulo de notação a 60 rpm durante 22 s 
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Fagura 11. Trajetória sobre a máscara a 100 rpm durante 4 s 
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2• 

1• 

TESTE 100/1 

Figura 12. Trajetória sobre a máscara a 100 rpm (experimento) 

r. s :o. c 1 2 . :-. 1 s o ; r.-; 20. c n.:; 
T <SEC > 

Figura 13. Ângulo de nutação a 100 rpm durante 22,5 s 
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Figura 14. Trajetória sobre a máscara a 100 rpm durante 22,5 s 

APUCAÇÃO PARA O CASO DO SCDl E CONCLUSÕES 

Para simular o caso do SCDl, os termos que introduzem os efeitos da gravidade e 
dos atritos são retirados e os valores da matriz de inércia são alterados de acordo 
com as propriedades de massa do satélite. A Figura 15 mostra o ângulo de nutação 
do satélite em função do tempo. O objetivo desta aplicação é qualificar 
funcionalmente um amortecedor de nutação projetado e construído para ser 
utilizado no SCDl. 

O objetivo inicial deste trabalho, que era o de conseguir realizar a qualificação 
funcional de um amortecedor de nutação, foi atingido. O modelo teórico 
desenvolvido foi validado experimentalmente e os resultados obtidos são 
compatíveis com os da literatura pertinente à área. Como subproduto deste 
trabalho fica o desenvolvimento de algumas técnicas que permitem realizar 
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experimentos em dinâmica de rotação com plataformas equipadas com mancais 
esféricos aerostáticos. 

Figura 15. Decaimento do ângulo de nutação do SCD1 a 140 rpm 
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