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ABSTRACT

Frequency domain analysis is strongly indicated for dynamic analysis of structural systems with
frequency-dependent rties. All available methods for dynamic analysis in the frequency
domain use the Fast Fourier Transform, FFT for short, algmth;nj!orthe numerical calculation
of direct and inverse discrete Fourier transforms. Although the FFT algorithm is computationally
very efficient in an iterative or in a step-by-step non-linear analysis, this algorithm can be very
hard to work. In this work, a matrix formulation of the frequency domain dynamic analysis of
SDOF systems is presented. The aim of this formulation is to be computationally more efficient
Jor dynamic non-linear analysis.

Keywords: Fast Fourier Transform = Frequency Domain Analysis » Matrix Formulation =
Non-Linear Analysis in Frequency Domain

RESUMO

A andlise dindmica no dominio da freqiiéncia ¢ indicada para sistemas estruturais com
propriedades dependentes da freqiiéncia da excitagdo. Todos os mélodos disponiveis
analise no dominio da freqiiéncia usam o algoritmo Fast Fourier Transformn, refendo abreviada-
mente por FFT, para a execugdo das transformadas discretas de Fourier. Embora o algoritmo
FFT seja computacionalmente muito eficiente, em uma andlise ndo-linear através de um
processo iterativo ou_ passo-a-passo, este algontmo pode exigir um de esforco com-

acional. Nesse trabalho, uma formula¢do matricial da andlise dindmica no dominio da
freqiiéncia de um sistema de um grau de liberdade ¢é apresentada. O objeivo dessa formulagao
¢ fomecer um algoritmo computacionalmente mais eﬁ:':me para andlise dindmica ndo-linear
no dominio da freqiiéncia.

Palavras-Chave: Transformada Répida de Fourier s Andlise no Dominio da Freqiiéncia u
Formulacio Matricial s Andlise Nao-Linear no Dominio da Freqiiéncia

Submetido em Julho/89 Aceito em Dezembro/89
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INTRODUCTION

The analysis of dynamic response in frequency domain is strongly indicated for
structural systems with frequency-dependent properties. Linear structural dynamic
analysis in frequency domain is well known and had a great development with the
use of the Fast Fourier Transform algorithm. Nevertheless, only recently methods
of non-linear dynamic structural analysis in the frequency domain have been
developed. KAWAMOTO [2] presented an iterative method called Hybrid
Frequency-Time Domain method, of HFTD method, in which the non-linearities
are treated as pseudo-forces. DARBRE and WOLF [3] presented the segmenting
version of HFTD procedure and demonstrated its convergence criterion.
VENANCIO-FILHO and CLARET [4] presented a method for non-linear
dynamic analysis in frequency domain based on a step-by-step incremental
technique with linearized steps and a secant stiffness. All these methods use the
FFT algorithm for calculation of direct and inverse discrete Fourier transforms.

Although the FFT algorithm is computationally very efficient in an iterative or
step-by-step non-linear analysis, this algorithm can be very hard to work. The
number of terms in the discrete series, using the FFt algorithm, must be a power of
two. Thus, if no sufficient precision is achieved with N terms, only 2N terms can
be used. This fact means that the computational effort and the space of memory
needed by the algorithm can increase very rapidly. On the other hand, the FFT
algorithm is apart from the procedure of the response calculation in the frequency
domain, implying in the repetition of a sct of operations, every time it is called.

In this work, a matrix formulation of the dynamic analysis of SDOF systems in the
frequency domain is presented. It is aimed to increase the computational efficiency
of dynamic non-linear analysis in the frequency domain. There is only one condition
implied over the number of terms in the discrete series: N must be an odd integer.
Moreover, the Fourier transforms are implicitly performed in such a way that the
number of operations required in non-linear analysis is optimized.

CLASSICAL FORMULATION

The dynamic response of a SDOF system in the frequency domain can be expressed
by the following equations, CLOUGH and PENZIEN [1], p. 114:

fin

s =3 i2n
v =52 2 H@n) P @n)e N (1)
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and
N-1 —ja
P@w=At 3 pye N @)
n=0

The total time interval Tp in which the response is to be calculated is divided into
N (N odd) equal time intervals given by:

T;

and the discrete times in which the load is defined are given by:
Ip
r,,=nm=nN 0=n=N-1). (4)

The frequency range is likewise divided into N equal intervals A@ expressed as:

2
% (5)

and the discrete frequencies @, are taken according Table 1 (sce Appendix 1).

In Equation (2), P (@,,) is the discrete Fourier transform of the load; in Equation
(1), H (w,) P (w,) is the discrete Fourier transform of the response (or the
response in the frequency domain) and v (t,) is the inverse discrete Fourier
transform of the response (or the response in the time domain).

The dynamic response expressed by Equations (1) and (2) can be numerically
determined by the Fast Fourier Transform algorithm. In dealing with this algorithm,
N must be a power of two and, consequently, an even integer. Neverthless, as will
be subsequently shown, when N is even there is an imaginary term in the response.
In order to get rid of this term, N must be odd.

MATRIX FORMULATION

Let:
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P= IP (to), p (1), p (12), <o P (tn)s < P (‘N—l)} Gl |

and

v={V (1), (01),V (©2), oV (tn), sV (tN=1)} (7)

be, respectively, the vectors of the load and the response at the discrete times:

[ = jAr, f=0,12..N-1, (8)
and let:
P = (P @,), P @), P @), - P @p), s P @N-1)} ©

be the vector of the discrete Fourier transform of the load defined at the discrete
frequencies @, interpreted according to Table 1.

With the definition of Equations (6) and (9), Equation (2) can be casted in matrix
form as:

P=AE'P (10)

where the (N x N) matriz E is defined as the matrix whose generic term Ej,, is:

Epn = c—fnm{z;lz/N) (11)

or, explicitly,
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[0 ¢ ¢ el e ]
e H@/N) ~2Qa/N) _ —in(@/N)  ~1(N=1)2%/N)
H@UN) -itn /Ny e R2(N-1)@/N)

E's= . (12)
e ~imn (/N —im (N=1) 22/N)

Symmetric

i (N- 12 @n/N)

By the same token, the response from Equation (2) is written in matrix form as:
AB
Yo EHP (13)

where E is the matrix defined in Equation (11) with positive signs in the
exponentials instead of negative ones, and H is the diagonal matrix formed with
the complex frequency response functions calculated at the discrete frequencies of
Table 1. The typical term of H is given by:

H(@,,) = (k - maw? +id, o ! 0=m=sm-1) (14)

where k,m,and c are the stiffness, mass, and damping of the SDOF system,
respectively. Substituting now P from Equation (10) into Equation (13), the
following equation is obtained:

1
v= EHE'P (15)

Equation (15) expresses the matrix formulation of the dynamic analysis of SDOF
systems in the frequency domain. In the sequel, it is proven that the matrix product
EHE’ p isreal, provided N is odd.

Consider from Equation (2) P (@,,) and P (@y—p,), with m = 0,1, ... (N—-1)/2
written in indicial notation, respectively, as
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1 o
= P @) = Enjp; (16)

and
1 "
At £ @ON-m) = E(N-m); Fj (17)

where j=1,2,..,N-1. All the corresponding terms in the summations of
Equations (16) and (17) are complex conjugates (except the first ones which are
real) in face of the proof given in Appendix 2. Therefore, P (@,,) and P (@y—,,)

are complex conjugates.

Consider now Equation (13) written as:
Z y=AP (18)
Aw

where A is given by:
A=EH . (19)
The n'™ line of matrix A from Equation (19) can be written as the vector:

I T B

As ("N G N=m) 22/N) (and (H (@,,), H (@n-p)) are pairs of complex
conjugates (see Appendices 2 and 1, respectively), the typical pair displayed in
Equation (20) is also a pair of complex conjugates.

Multiply now A,,, from Equation (20), by P, from Equation (9), in order to obtain
the typical term of v, v, from Equation (18). The result, in indicial notation, is

B = En H @) P @) (21)

In this summation, all pairs like:
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[Ean(Ejm) P (@), Eu{N—m)H @N—M)P@N*M)] (22)

where m = 1,2, .., N—1 and were w,, is interpreted according to Table 1, are
complex conjugates pairs. On the other hand the first term (m =0) in the
summation of Equation (21) is real. Therefore, v, is a sum of a real term (the first
one) with pairs of complex conjugates which finally proofs that v, is real and,
consequently, v is real,

A very important point that must be emphasized is that N must be odd, otherwise
there would be in the summation of Equation (21), a central term:

E,Nr2) H (wp/2) P (wny2)

which has not its complex conjugate in order to form a complex conjugate pair. In
this way, there would exist an imaginary term in the summation which produces
v,. This is contrary to the condition implied in FFT algorithm that N should be a

power of two and, consequently, even.

FINAL REMARKS

Equation (15) establishes a matrix formula for the analysis of the response of a
SDOF system in the frequency domain. The aim of this formulation is to minimize
the computational effort required in non-linear analysis in the frequency domain.
On the other hand, in Equation (15) the only condition implied over N is that it
should be odd. Thus, N can be changed freely to achieve sufficient precision in the
response, optimizing the space of memory int he computer and the number of
operations in the process.

The matrices E,H and E* have properties that can simplify the numerical
implementation of Equation (15), also reducing the computational effort.
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APPENDIX 1

The discrete frequencies employed in this formulation must be interpreted
according Table 1. Taking into account the frequencies @,, from Table 1,

H (@,,) and H (@5—,,), Equation (14), are complex conjugate.

Table 1. Discrete frequencies (N odd)

m m or (N-m) Wy
0 0 0
1 AD
2 2 20w
(N-1)/2 (N-1)/2 [(N-1)/2] Aw
(N+1)2 (N+1)2 [-(N-1)/2] AB
N-2 2 2Aw
N-1 1 — AT
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APPENDIX 2

Apply Euler formula to £™@/N) in order to have:
£mMENY = cos (mn E) + i sin (mn E,r——) (A2.1)
N N
and to &N C*N) 10 have:
i(N— - P 2
P i Sl B [(Nv-m) n 7\{—] + i sin [(N—m)n TV_]
= cos (27zm) cos (mn %—) + sin (27tm) sin (mn %}
+i [sin (27tm) cos (mn %"V‘—) — i sin (mn %—) cos (an)]
. o)t 2
= cos (mn _ﬁ') — i sin (mn T\"_) (A2.2)

Equations (A2.1) e (A2.2) prove that ¢m2/N) and NN are complex
conjugates.
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CALQULO DA FLAMBAGEM DE EIXOS ROTATIVOS COM A
SECAO TRANSVERSAL VARIAVEL

BUCKLING OF ROTATING RODS WITH VARIABLE CROSS
SECTION

F.A. Rochinha

H. da Costa Mattos

Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janciro
Departamento de Engenharia Mecdnica

Rua Marqués de Sio Vicente, 225 - Gdvea

22.453 Rio de Janeiro, RJ - Brasil

RESUMO

Este trabalho estuda a possibilidade de ocorréncia de flambagem em eixos rotativos de segdo
transversal varidvel. Adota-se um modelo de estruturas unidimensionais geometricamente exato
que permite a extensibilidade. Este modelo resulta num qgvblema ndo-linear de autovalor em
equagoes diferenciais ordindrias. Utiliza-se o Método do Tiro para a aproximagdo numérica da
solugdo, o que permite encontrar a velocidade critica deogambagem {autovalor do problema)
e, também, as configuragdes pds-criticas. Os resultados obtidos mostram que a teona proposta
éEn bastant interessante, jd que permite a utilizagdo de eixos bastante esbeltos em projetos de
genharia.

Palavras-chaves: Flambagem de Eixos Rotativos u Bifurcagio s Estruturas Unidimensionais
Nio-Lineares » Eixos com Se¢io Varidvel » Método do Tiro

ABSTRACT

This work studies rhzfossibfﬁry of occuring buckled states in rotating rods with variable cross
section. A geometrically exact model for one dimentional extensible structures is adopted. The
nonlinear el'ﬁenvalue problem in ordinary diferential equations obtained is solved by a shooting
technique. The critical velocities and the bent configurations are numerically determined. The
results show that the presented method is very usem Engineering design, because it allows
the use of very slender shafts.

Keywords: Buckling of Rotating Rods = Bifurcation = Non-Linear Rods = Shafts with
Variable Cross Section » Shooting Method

Submetido em Julho /89 Aceilo em Dezembro /89
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INTRODUCAO

Existe um grande interesse no estudo do comportamento de eixos rotativos
submetidos a grandes velocidades angulares. Isto se deve principalmente a
possibilidade do aparecimento de configuragdes nao retilineas quando esta
velocidade for suficientemente alta (ver a Figura 1).

Figura 1. Flambagem de eixo rotativo

No entanto, os estudos apresentados até hoje ([1]-[5]) ndo tratam com toda a
generalidade o problema: eixos com qualquer geometria, com vérios tipos possiveis
de apoio e constituidos de diferentes materiais,

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um método sistemiético (modelagem e
simulagdo numérica) para a andlise deste problema. Ele estende a generaliza os
resultados apresentados em [6], considerando eixos com variagdo da secao
transversal.

Na segdo 2 0 modelo mecénico utilizado € apresentado resumidamente. E adotada
a hipétese tradicional de que o eixo € suficientemente esbelto para ter seu
comportamento adequadamente modelado por um teoria de estruturas
unidimensionais. O desenvolvimento dessa teoria é discutido, com detalbes, em [7]
¢ [8].

Inicialmente € estudado o problema do eixo com segdo transversal constante e,
posteriormente, sao introduzidas modificagdes que permitem o estudo do eixo com
segdo varidvel. O comportamento da estrutura é modelado por um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias com condigbes de contorno que dependem do
problema em questao. A partir de um certo valor da velocidade angular (velocidade
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critica) € encontrada mais de uma configuragao (solugao) possivel: uma retilinea
(trivial) e outras fletidas. Trata-se, portanto, de um problema de bifurcagdo [9). As
configuragoes bifurcadas (ndo triviais) serio chamadas de flambadas,
analogamente ao que ¢ feito no caso de uma viga reta submetida a esforgos de
compressao.

O sistema de equagdes obtido é adimensionalizado e, na segéo 3, é apresentada
uma técnica numérica de solugao que se baseia no Método do Tiro [10]. Na secao
4 € analisada a flambagem de um eixo de sec¢do transversal varidvel em duas
situagoes: engastado nas extremidades e rotulado nas extremidades.

Finalmente, na se¢do 5 séo feitos alguns comentarios sobre a utilizagao do método
proposto ressaltando a viabilidade de sua aplicagao em projetos de Engenharia.

Apesar de ser possivel dar um tratamento matematico rigoroso ao problema, nao
existe a preocupagao de apresentar resultados tedricos sobre a existéncia de
solugdo (o que pode ser facilmente mostrado experimentalmente). O interesse
deste trabalho estd voltado basicamente para aplicagoes.

MODELAGEM DO PROBLEMA

Eixo com Seciio Constante. Secja um eixo elastico, de comprimento L e didmetro
constante D, girando a uma velocidade angular constante w. De [6] segue que o
seu comportamento pode ser estudado como um problema de equilibrio no plano,
bastando ser adotado um referencial girando solidario ao corpo. Na anilise,
despreza-se o efeito do peso préprio da estrutura.

O problema se resume, entao, a resolver o seguinte sistema nio-linear de equagdes
diferenciais ordinirias no intervalo (0,L) (as condigdes de contorno serdo
discutidas mais adiante):

N'-6'Q+c't=0 (1
Q' +0'N+c'n=0 2
M+c Q=0 A3)
¢’ =1+ N/(EA) @)

6" = M/(EI) )
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x' =c¢’ cos (0) (6)

y'=c'sen (6) (7)

onde () =d()/ds. s €[0,L] é o comprimento de arco na configuragio de
referéncia, ¢ é o comprimento de arco na configuragao deformada, & € o dngulo
que a tangente A configuragio deformada no ponto material s faz com a horizontal,
N € o esforgo normal, Q@ o esforgo cortante, M o momento fletor, x ¢ y sio
coordenadas cartesianas introduzidas para o célculo da configuragio deformada,
t e n sdo as componentes da forga centripeta na diregio tangente e normal a
configuragio deformada, respectivamente:

r=pw2y sen (6)

n=pw2y cos (6)

¢ p ¢ adensidade linear do eixo: p = (y4) onde y ¢é a densidade volumétrica do
material e A a 4rea da segio transversal.

Usando a lei de conservagao de massa apresentada em [8], obtem-se:

I ~

c'p=p

com g sendo a densidade linear do eixo na configuragio de referéncia. Desta
forma, elimina-se a inc6gnita p do problema.

E e I sao o m6dulo de Young do material € 0 momento de inércia da segao,
respectivamente. E f4cil verificar que, para uma segio circular, I =4%/(2r).

Diferentes problemas nao-lineares podem ser obtidos, dependendo das condigoes
de contorno consideradas. Alguns tipos de condigoes que procuram modelar
estruturas rotativas em situagoes de funcionamento real sao:

i) Eixo apoiado em suas extremidades.

M@©)=0,¢c(0)=0,x(0)=0,y0) =0, M(L)=0,x(L)=L, y(L)=0
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ii) Eixo engastado em suas extremidades.
0(0)=0,c(0=0,x0)=0,y0=0,0(L)y=0,x(LY=L,y(L)=0

iii) Eixo apoiado em suas expremidades, permitindo-se que uma delas se desloque
horizontalmente, mantendo-se 0 comprimento total inalterado.

M©)=0,c(0)=0,y(0)=0,M(L)=0,cL)=L,y(L)=0

iv) Eixo engastado em suas extremidades, permitindo-se que uma delas se desloque
horizontalmente, mantendo-se o comprimento total inalterado.

6(0)=0,¢c(0)=0,x(0)+0,y(0)=0,0(L)=0,c(Ly=L,y(L)=0
v) Eixo engastado em uma de suas extremidades e livre na outra,

8(0)=0,¢c(0)=0,x(0)=0,y(0)=0,M(L)Y=0,N(L)=0, @g(L)=0

Neste trabalho, por razoes de espago, apresenta-se apenas 0 comportamento de
um eixo submetido as condigoes (i) e (ii).

Eixo com Segao Varidvel. A teoria apresentada anteriormente é adequada se a
secao transversal do eixo for constante ao longo do comprimento. No entanto, em
muitas aplicagdes préticas encontram-se situagdes como mostra a Figura 2.

L

[ |
I i
25 | _38 _ I 28
50" 80 ° ¥ | 50"
7 : ' ¥
LL ‘1 lL
50 j— 50
R 18 28 2
56 - 50 - 50 - 3"

Figura 2. Eixo com segio varidvel
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Seja entédo o eixo subdividido em (n—1) partes ao longo do seu comprimento
O=5<s5s<s3<.<s,=L
tais que, em cada intervalo L;:

L= {s EWO,L)si<s< s,-+1}

a segdo transversal tem uma 4rea A = A; e um momento de inércia I = I;.

Neste caso, ¢ possivel mostrar que as Equagdes (1)-(7) sao definidas em todos os
pontos s € (0, L) exceto nos pontos s; . Isto &, a derivada a esquerda das variaveis

consideradas ndo € necessariamente igual a derivada a direita. No entanto, estas

varidveis sao continuas em todo intervalo (0, L).

O problema pode ser definido, entdo, como encontrar campos coatinuos

(N,Q,M,8,c,x,y) definidos em [0,L] que satisfacam as Equagoes (1)-(7)

nos

intervalos L; verificando algum dos conjuntos de condigbes de contorno

apresentados.

Adimensionalizagio. Para aumentar a generalidade do estudo, facilitando a

normalizagao, o sistema (1)-(7) pode ser adimensionalizado, obtendo-se:

N'-0'Q+¢7=0
Q'+6'N+c'n=0
M +3 Q=0

¢ =1+CN

6’ =M (Ig/I;)

X' =¢"cosf

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

(13)



Flambagem de Eixos Rotatlivos 17
sen 6 (14)

para cada intervalo L;, onde:

M = (ML)/(EIg)
N = (NLY/(EIp)

0 = (QLY/(Ely)

y=y/L

C; = Ig/(A4; LY

T= (Ap/A;})y A sen (6)
i = (Ag/A) A cos (6)

A= rLWA/(EIR)

Apg e Ip sdo valores da 4rea e do Momento de inércia de uma segio transversal,
tomada como referéncia. pp € a densidade linear associada ao seguimento do eixo
cuja érea da segio transversal éAg. L; = [?,- €(0,1)/5;,<35< ?H.;}.

As condigbes de contorno (i) e (ii) adimensionalizadas tém a seguinte forma:
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1) Eixo apoiado em suas extremidades.

M@©0)=0,c(0)=0,X(0)=0,50)=0,M1)=0,x(1)=1,y(1)=0 (15

ii) Eixo engastado em suas extremidades.

6(0)=0,2(0)=0,%(0)=05y(0) =061 =031 =151)=0 (16)

SOLUCAO NUMERICA

O objetivo é encontrar campos escalares continuos M, N, 0, ¢, %, ¥, @ definidos no
intervalo [0,1] que verifiquem o sistema (8)-(14) nos intervalos L;, e que satisfagam
as condigdes de contorno (15) ou (16).

A maior dificuldade para a solugao numérica desse problema estd no fato das
condigdes de contorno serem definidas em dois pontos (s = 0) e (5 = 1). Caso
fossem conhecidos todos os valores das incgnitas no ponto s = 0, qualquer técnica

simples para a integragao de problemas de valor inicial em equagoes diferenciais
ordinarias poderia ser utilizada (Runge-Kutta de quarta ordem, por exemplo [10]).

Neste trabalho foi utilizada uma técnica baseada no Método do Tiro ([8], [10]).
Detalhes sobre a implementagio, convergéncia e viabilidade do método estao nas
referéncias e ndo serao discutidos neste trabalho.

Idéia Basica do Método do Tiro. Determinar uma solugao do problema formado
pelosistema (8)-(14) e as condigoes de contorno (15) (eixo biapoiado) € equivalente

a encontrar um valor ¢ = (ty, 13, f3) € R? de forma que, resolvendo-se o problema
formado por (8)-(14) e as seguintes condigdes iniciais:

N@ =t, 00) =ty 8(0)=t3, M(0) =0,
T =0,%(0)=0,5(0)=0 a7

as condigoes (15) sejam satisfeitas.



Flambagem de Eixos Rotativos 19

Analogamente, determinar uma solugdo do problema formado pelo sistema
(8)-(14) e as condigdes de contorno (16) (eixo biengastado) ¢ equivalente a

encontrar um valor { = (f7, 15, t3) € R® de forma que, resolvendo-se o problema
formado por (8)-(14) e as seguintes condigdes iniciais:

NO=t,00)=t, M(0)=13, 6(0)=0,

C0)=0,%(0)=0,5(0)=0 (18)

as condigoes (16) sejam satisfeitas.

Assim, a determinagao de uma solugio de cada um dos problemas anteriores é
equivalente a encontrar uma raiz de cada uma das seguintes fungdes:

G;:RJ*RS

t=(t,tt3) = Gi()=GE(1)-1,5(1), M(1)
ou
Gﬁ . R3 2 R3

t=(t),120) > Gu()=GEQ) -1, ¥(1), 6(1)

Os valores G; () e G; (f) para um ponto t€R? sio obtidos integrando-se

numericamente os problemas de valor inicial formados, respectivamente, por
{(8)-(14), (17)} e {(8)-(14), (18)}, 0 que pode ser feito, conforme j4 foi observado,
usando-se uma técnica do tipo Runge-Kutta de quarta ordem. As rafzes das fungoes
G; e G; podem ser obtidas utilizando-se variantes do Método de Newton [11].

EXEMPLOS

Nesta segdo serd estudada, para duas condigdes diferentes de funcionamento, uma
famflia de cixos cuja geometria estd mostrada pa Figura 2. Os parimetros
geométricos C;, (4;/AR), (I/Ig); i = 1,4 sao fixados:
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D;=15;D = (A/Ag) = nt » (I/Ig) = n}

m = (25/30); mz = (35/30); 13 = 1, n4 = (25/50)

C; = Ip/(A; L% = (125 x 1073/}

Eixo Apoiado nas Extremidades. AsFiguras3,4¢5mostram as curvas do esforgo
normal adimensionalizado N, do esforgo cortante adimensionado Q, e do dngulo
6 na extremidade s =0 do eixo versus o pardmetro A. Através destes grificos
acompanha-se a evolugdo de uma solugio bifurcada (nao coincidente com o eixo
das abscissas) que surge a partir de 4 = 55.

40.00

-t

2

0.00 100, 200. 300. 400, OO,

A
Figura 3. Esforgo normal (s = 0) versus A

=zl
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"5 £,
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0.00 100. ROO. A 300. 400, EOO.

Figura 4. Esforgo cortante (5 = 0) versus A
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I
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Figura 5. Angulo 6 (5 = 0) versus 4

Na Figura 6 mostra-se uma seqiiéncia de configuragoes deformadas do eixo que
fazem parte do ramo bifurcado de solugdes. E importante observar que, devido a
geometria nao uniforme do eixo, a solugdo bifurcada nao é simétrica,
diferenciando-se assim do caso onde a segio transversal € constante [6).
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Figura 6. Configuragdes ndo triviais (flambadas).
curva 1.1 = 80
curva 2.1 = 120
curva 3.4 = 160

As Figuras 7 ¢ 8 mostram as curvas do momento fletor adimensionalizado ¢ do
dngulo 8 versus o comprimento de arco, para diversos valores de A.
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¥
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Figura 7. Momento versus §
curval.A =80
curva2.4 = 120

curva3. A = 160

-nx L I i 1 i J
oo [a%- o] 040 Qe g Q80 w0 10
Figura 8. Angulo 6 versuss;
curva 3.4 = 80
curva 3.4 = 120
curva3.A = 160

Como j4 foi comentado anteriormente, as derivadas destas curvas em relagaoa §
ndo sdo necessariamente continuas nos pontos onde ha uma udanga na 4rea da
segao transversal, como pode ser observado na Figura 8.

Eixo Engastado nas Extremidades. As Figuras 9, 10 e 11 mostram as curvas do
esforgo normal adimensionalizado N, do esforgo cortante adimensionalizado Q, e
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do momento adimensionalizado M na extremidade s =0 do eixo versus o

pardmetro A. Constata-se a existéncia de uma solugdo bifurcada a partir de
A = 150.

== ]

|

= =
N

e -

|
soo———— —
oo o 500

Figura 10. Esforgo cortante (s = 0) versus 4

Na Figura 12 mostra-se uma seqiiéncia de configuragdes deformadas do eixo, que
fazem parte do ramo bifurcado de solugbes. Assim como no exemplo anterior, as
configurag¢oes obtidas nio sdo simétricas.
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Figura 11. Momento (s = 0) versus 4
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Figura 12. Configuragdes nio triviais

curval. A = 160
curva2. 4 = 180
curva3.1 = 200

As figuras 13 e 14 mostram as curvas do momento fletor adimensionalizado M e

do dngulo 6 da solugao bifurcada versus o comprimento de arco ¥, para diversos
valores de A
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Figura 13. Momento versus 5

curval. A = 160
curva2. A = 180
curva 3.4 = 200
s
008k
0
aal
aab
.m § i — |
-040 ox am o
5
Figura 14. Angulo 8 versus 5
curva 1.4 = 160
curva2.A = 180
curva3.4 = 200

A semelhanga do exemplo anterior, na Figura 14 as derivadas das curvas com
respeito a § nao sao contfnuas em todos 0s pontos.

A partir dos resultados obtidos, estabelece-se uma ripida comparacio entre o
comportamento do eixo para as duas situagbes estudadas.
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Na Figura 15 mostra-se a distribuigio do momento fletor adimensionalizado ao
longo do eixo para A = 160. Como pode ser observado, préximo as extremidades
os valores sao muitos maiores no caso engastado, aonde as condigdes de apoio
exigem mudangas bruscas de curvatura na solugao bifurcada.

ﬂ

Figura 15, Comparagao da distribui¢do de momentos - A = 160

i i
o a2 L] nlo§ el 120

Figura 16. Comparagao das configuragdes deformadas - A = 160

Na Figura 16 observa-se as diferentes configuragbes assumidas pelo eixo para
A = 160 nas duas situagdes analisadas. Em ambos 0s casos 0 deslocamento méximo
se d4 em 5 = 0.40, aonde h4 uma mudanca de geometria sensfvel. Em todos os
pontos os deslocamentos sao maiores para o caso birrotulado.
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CONCLUSAO

A teoria mecinica e 0 método numérico propostos neste trabalho permitem a
obtengao da configuragao flambada de eixos rotativos com segdo transversal
varidvel, Sao calculados também os esforgos internos e as velocidades criticas de
flambagem (autovalores do problema).

E importante salientar que o método apresentado permite o célculo das reagdes
nos apoios (rolamentos ou mancais). Isto é particularmente importante no caso
estudado onde foram obtidas configuragdes ndo simétricas, o que implica em
esforgos diferentes atuando nas extremidades.

Outros efeitos podem ainda ser introduzidos sem dificuldade no modelo, como por
exemplo o eixo constituido por diferentes materiais (variagdo da densidade ¢ do
mé6dulo de elasticidade). Isto permite simular o comportamento de um sistema
formado por um eixo e engrenagens.

Uma abordagem alternativa para o problema pode ser obtida através de uma
formulagdo variacional equivalente as equagges locais (1)-(7) via Lagrangeano
Aumentado [12].

REFERENCIAS

[ 1] ANTMAN, S.S. ¢ NASHMAN, A. - Large Buckled States of Rotating Rods,
Non-linear Analysis Theory Methods & Applications, 4, n® 2, p. 303-327,
1980.

[ 2] WANG, C.Y. - On the Bifurcation Solutions of an Axially Rotating Rod, Quart.
J. Mech. and Appl. Math,, 35, p. 391-402, 1982,

[3] WANG, C.Y. - Free Rotation of an Elastic Rod with an End Mass, ASME J.
Appl. Mech., 53, p. 864-868, 1986.

[ 4] WANG, C.Y. - Rotation of a Free Elastic Rod, ASME J. Appl. Mech., 35, 49,
p- 225-227, 1982.

[ 5] ERCOLIL L;LAURA,P.A A.e NATALIN, L.B. - Critical Velocities of Shafts
of Non-uniform Cross-Section, J. Sound and Vib., 119, n® 3, p. 559-561, 1987.

[6] SILVA RAMOS, M. AM.; ROCHINHA, F.A. e SAMPAIO, R. -
Configuragoes Nao Triviais de um Eixo Rotativo, Anais do 1X COBEM, p.
539-541, Brasil, 1987.



28 F.A. Rochinha & H. Cosia Matlos

[ 7] COSTAMATTOS, H.e SAMPAIO, R. - Modelagem de Estruturas Unidimen-
sionais Planas em Equilibrio, Anais do VIII COBEM, p. 425-428, Brasil,
1985.

[ 8] COSTA MATTOS, H. e SAMPAIOQ, R. - Anilise Nao Linear de Estruturas
Unidimensionais Eldsticas, RBCM, 8, n® 2, p. 131-149, 1986.

[ 9] RABINOWITZ, P.H. - Application of Bifurcation Theory, Academic Press,
1977.

[10]STOER, J. ¢ BULIRSH, R. - Introduction to Numerical Analysis, Springer-
Verlag, 1980.

[11]ORTEGA, J.M. e RHEINBOLDT, W.C. - Iterative Solution of Nonlinear
Equation in Several Variables, Academic Press, 1970.

[12]ROCHINHA, F.A; SAMPAIO, R. ¢ LE TALLEC, P. - Modelagem e
Simulagao Numérica de Cabos Umbilicais, RBCM, a aparecer.



RBCM - J. of the Braz.Soc.Mech.Sc. ISSN 0100-7386
Vol. XII - n? I - pp. 29-44 - 1990 Impresso no Brasil

MODELO PARA ANALISE DE EFEITOS DE CARGAS MOVEIS
EM TABULEIROS RODOVIARIOS

A MODEL FOR THE ANALYSIS OF MOVING LOAD EFFECTS ON
HIGHWAY BRIDGE GIRDERS

Jodo Luis Roehl

Ronaldson Carneiro

Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro
Departamento de Engenharia Civil

Rua Marqués de Sao Vicente, 255 - Gédvea

22.453 Rio de Janciro, RJ - Brasil

RESUMO

Desenvolve-se um método andlise de vigas de pontes rodovidrias, para condigdes de apoio
e restrigdes diversas, sob a $ de cargas mdgﬂqj’s. usando-se matrizes de ngidez e amortecimenio
varidveis com a posigdo do velculo. Paralelamente, é considerado o problema da interagdo
velculo-viga sob os pnsmas da variagdo das pmpriﬂiades dindmicas do conjunto e da forga de
interagdo. A andlise observa os efeitos, no modelo, da consideragdo ;’c:dgmu de liberdade a
rotagdo do veiculo, da variagdo do seu peso e da sua velocidade e, ainda, da sua interagio
com a viga. Sdo trabalhados extensamente dois exemplos ¢ conclui-se sobre a do
método, do modelo adotado e sobre o comportamento do sistema veiculo-viga.

Palavras-chaves: Dindmica Estrutural s Pontes Rodovidrias m Cargas de Veiculos em Pontes

ABSTRACT

A method is presented to the analysis of highway bridge girders under the action of moving loads,
Jfor different end conditions, using stiffness and dgfnm matrices variable with the vehicle
position. One concerns with the problem of the vehicle bridge interaction under the views of the
dynamical characteristics of the system and the interaction force. The study considers the effects
of this interaction and of the ugsde rotatory inertia, weight and velocity. Two examples are
extensively explored to conclude on the model and s method adequacy and on the
vehicle-girder behavior.

Key-words: Structural Dynamics « Highway Bridges = Vehicle Loads on Bridges

Submetido em Dezembro/89 Acrito em Dezembro/89



30 J.L. Roehl & R. Carneiro

INTRODUCAO

O problema de avaliagao dos efeitos da agao dos veiculos sobre os tabuleiros das
pontes rodovidrias € assunto que vem preocupando a comunidade de engenheiros
estruturais desde longa data [2 a 5, 7 a 10]. Em sintese, busca-se um critério
conveniente para célculo dos esforgos e deslocamentos nos tabuleiros das pontes
devidos A passagem dos veiculos, A metodologia corrente recomenda o célculo
desses efeitos admitindo-os estéticos e a majoragao dos resultados por meio de um
coeficiente de impacto. No Brasil, a NBR-7187 recomenda o célculo do impacto
vertical com base em férmula que leva em conta exclusivamente o comprimento do
vao da ponte, o que coincide com a maioria das normas adotadas em outras nagdes.

A observagao dos tabuleiros das pontes rodovidrias revela, com freqiiéncia,
situagoes de usura prematura dos pavimentos ¢ das estruturas de concreto. Por
outro lado, tém crescido muito nas Gltimas décadas a tonelagem e a velocidade dos
veiculos rodovidrios, e nao se tem revisto paralelamente o critério de avaliagio do
coeficiente de impacto.

Visando realizar um estudo amplo do problema, apresenta-se, neste trabalho, um
método para a anélise de vigas e de pontes, com eixo reto, com condigdes de apoio
e restrigoes diversas, sob a agao de cargas méveis, usando-se matrizes de rigidez e
amortecimento varidveis com a posigio do veiculo. Para um véiculo com dois eixos,
€ usado um modelo condensado em um Ginico ponto de sustentagao. Paralelamente,
€ considerado o problema da interagao veiculo-viga sob os prismas da variagao das
propriedades dindmicas do conjunto e da forga de interagio.

O trabalho ¢ ilustrado com dois exemplos: uma viga simplesmente apoiada e uma
viga continua com trés vaos, para diversas condigdes de peso e velocidade do
veiculo. Conclui-se sobre a adequabilidade do método, do modelo adotado e sobre
o comportamento do sistema veiculo-viga.

MODELO MATEMATICO

A constituigao do modelo matemitico € feita considerando-se o sistema veiculo-
viga a partir de idealizagdes de cada um dos elementos constituintes.

O veiculo é representado simplificadamente com apenas um ponto de sustentagao.
Os movimentos de translagao ¢ rotagao do veiculo sdo descritos por dois graus de
liberdade.

A viga é discretizada com massas concentradas e flexibilidade distribuida. As
massas estdo associados os movimentos de rotagio no plano e translagio vertical,
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VEICULO

O veiculo é modelado como um sistema massa-mola-amortecedor. Dependendo
da idealizagéao, esse sistema pode ter um ou dois graus de liberdade representando
os movimentos de rotagio no plano ¢ translagio vertical, como mostra a Figura 1,
As coordenadas principais, y,, e r,, estdo referidas ao centro de rigidez do veiculo;

desta maneira, estao desacoplados os dois graus de liberdade e o veiculo €
representado com um finico ponto de sustentagio. Entio, os coeficientes de rigidez
do veiculo com um ponto de sustentagdo, a translago, ky, ¢ a rotagao, k;, ficam

associados as correspondentes grandezas do vefculo com dois eixos, pelas
expressoes:

ky = kyp + Ky ky = kyy * 5T+ kyp + 55 (1)

e, os cocficientes de amortecimento, ¢, € ¢,, podem ser escritos de forma
semelhante aos de rigidez.

Os coeficientes de massa sao obtidos por translagiao dos valores calculados em
relagao ao centro da massa, para o centro de rigidez.

m,. ) *
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Kyt tden Ky2 (LA
PO 1} | 1] . :
DOIS EIXO05 M PONTO SUSTENTACAO
a) veiculo com dois eixos b) redugao a um ponto de sustentagao

Figura 1. Modelo do veiculo com dois eixos

SISTEMA VEICULO-VIGA

A representagao deste sistema é mostrada na Figura 2.
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A viga pode ter rétulas e balangos. Os pontos de apaio sdo rigidos ¢ o momento de
inércia, J, da segao transversal em relagio a linha neutra, pode variar em cada
elemento de viga. As massas sao concentradas conforme as componentes isostéticas
do peso sobre cada né.

‘O veiculo é responsével pelo carregamento da viga ao se deslocar com velocidade
horizontal uniforme, V, sobre esta. O seu peso e 0 momento por este causado em
relagdo ao seu centro de rigidez atuam sobre a viga na forma de forgas nodais
equivalentes, as quais variam com o tempo pois dependem da posigao do veiculo.

O veiculo € parte integrante do sistema ¢, como tal, participa na equagao de
movimento; como é um elemento mével, a cada nova posigdo, o sistema é
modificado e sdo induzidos, conseqiientemente, mudangas na equagao de
movimento, mais precisamente, nos termos associados com a rigidez e com o
amortecimento do sistema.

L

“,,@ “.‘ 1] ..u' =4 R ...i,a |--|i Mpeg Wy g Wy L

Figura 2. Modelo do sistema veiculo-viga

A rigor, essa modificagao deve ser processada a cada avango do vefculo sobre a
viga, 0 que acarreta grande esforgo computacional. Para simplificar esse processo,
admite-se o veiculo deslocando-se de n6 em n6, procedendo-se as modificagdes nas
matrizes de rigidez e amortecimento do sistema, ao ser ultrapassado o centro de
cada elemento de viga. Entre dois n6s consecutivos, a agao do peso mével é marcada
pela variacao das cargas nodais equivalentes, que sao calculadas como se o veiculo
transitasse continuamente sobre a ponte, ¢ nio apenas de né em no.

Esta aproximagao mostra-se conveniente pela simplificagao grande do trabalho que
propicia, sem criar afastamentos sensiveis da solugao verdadeira, para uma
extensao relativa corrente dos elementos de viga, 1/8 a 1/10 do comprimento do vio.

EQUACOES DE MOVIMENTO

Admitindo-se desprezivel a modificagao na resposta devida & consideragio da
inércia A rotagdo dos nés do modelo, escreve-se a equagio de movimento para o
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sistema sem amortecimento representando-se por um ponto sobre o simbolo de
uma varidvel uma derivagao em rclagao ao tempo, (

M .Q v B Kool 1 f
: +

o 0 ¥ Ko Ku| |r b

sendo que o vetor v contém, nos dois primeiros elementos, os deslocamentos do
veiculo,r, e y,,nesta ordem, e, aseguir, os deslocamentos verticais dos nos da viga;

ovetor r reune os deslocamentos rotacionais desses mesmos nos. Os dois primeiros
elementos de f sao nulos ¢ os demais representam as cargas nodais, assim como
os elementos de b guardam os momentos de fixagao. Quando o veiculo €
considerado com um dnico grau de liberdade, o primeiro elemento de v ¢
eliminado e a ordem dos vetores e matrizes, conseqientemente, reduzida.

Condensando-se estaticamente as equagoes de movimento obtém-se sucessiva-
mente:

r=Kg' (b~ Kgv) (3)

K =K, - Kg¢-Kg' - Ky )
e, considerando-se o escalar ay, escreve-se:

C=a,- K} (5)

M-v+C-v+K -v=f-Kg-Kg - b (6)

que € a equagao de movimento condensada, para o sistema amortecido, com a
ordem igual 4 soma do ntimero de graus de liberdade do veiculo com o de graus de
liberdade translacionais da viga.

RESOLUCAO DA EQUACAO DE MOVIMENTO

As matrizes de coeficientes K' e C variam com a posigao do veiculo sobre a viga,
i.e., sdo fungbes da varidvel tempo, r. Assim sendo, prefere-se a integragao passo a
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|'

; passo, admitindo-se uma variag¢ao linear da acelgragao durante o intervalo de
| tempo [6], Af, ¢ mantendo-se essas matrizes constantes, enquanto o veiculo
desloca-se de centro a centro de elementos de viga justapostos, com os valores dos
coeficientes calculados para o veiculo colocado sobre o nd intermediario.

| Naturalmente, para a aplicagio do processo, comega-se por escrever as equagoes
' de movimento sob a forma incremental:
M-Av+C-Av+ K - Av=Af— Kg ' Kig - Ab )

¢, com a ajuda das expressdes que relacionam os incrementos Ay, Av e Av,
torna-se a Equacgao (7) explicita em Awv:

M’ - Av = Af' (8)
tendo-se considerado para tal:

g A2

7 ©®

M'=M+C-%+

. . b At
&f'zﬁf—C-vl-Ar—l{'(v;'N+v.-NT)—K,g-K§31-Ah (10)

etapas sao discriminadas:

I
|
|
|
|
‘| O procedimento para integragao ¢ realizado segundo o algoritmo, abaixo, cujas
} a) CﬂﬂheCidOS Vi+aL © ‘.'FH*A‘ dclcrmina-sc .‘;H'Al = .\."l:

Viear=M 1 (I —Kg - Kgg' - b—C - viun— K - vipar)

| b) M’ e Af’ sio obtidos, respectivamente, pelas Equagdes (9) e (10);

c) Calcula-se Av a partir da Equagao (8);
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d) Obtém-se Av e Av pelas expressdes que relacionam os incrementos das
varidveis [6]:

Rv v e oy v

2
Bv=yd w5t Ay = (11)
e) Vi+A =Y + Av ¥ \l"H.A‘ = ;" + ﬁ\" (12)

[) Faz-se (= vipac € Vi = Vg4 AL, € relorna-se ao passo (a), até o final do tempo
de resposta.

EXEMPLOS

Para avaliagio do modelo ¢ do correspondente programa de computador, €
realizada uma série grande de testes para controle da precisao e eficiéncia. Em sua
versdo final, o programa apresenta bons indices quanto a estes requisitos, e a
discretizagao adotada para o sistema veiculo-viga permite a andlise com uma
subdivisao dos vaos nao maior que em dez elementos de viga. Para exemplificagao
da anilise, escolhem-se duas vigas de pontes rodovidrias, uma simplesmente

apoiada com inércia constante, e a outra constituida por trés vaos continuos com
inércia varidvel.

Sao usados veiculos com um e dois graus de liberdade com peso total de 200 e
400kN, trafegando com velocidade constante, ¥, em cada passagem e variando de
travessia em Lravessia, entre os limites 70 e 1400 km/h, conforme o parimetro de
velocidade, @, definido pela expressao:

_V-Ty

o (13)

onde Ty € o periodo fundamental de vibragio da viga descarregada e / o

comprimento do maior vdao. Entende-se que esses limites de velocidade sdo
adotados para mostrar o comportamento do sistema em situagdes extremas.
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VIGA ISOSTATICA

A Figura 3 representa o modelo adotado para a viga de 30m de vio, momento de
inéreia J = 3.98n", médulo de elasticidade £ =3 x 10'° N/m’, massa distribuida
m =92 x 10’ kg/m e coeficiente relativo de amortecimento & = 0,03.

Jrigem® £: 3x10'0 n/m? m: 9.2 t/m g =003

_éi%—é%%i&é

L my my Ma

Figure 3. Modelo da viga isostatica

O veiculo é¢ modelado com um dnico ponto de sustentagio ¢ com um ou dois graus
dc liberdade. As freqiéncias correspondentes a translagao ¢  rotagao sio feitas
iguais a 3 ¢ 4 Hz, respectivamente, e o coeficiente relativo de amortecimento igual
a 0,1. Cada modelo ¢ identificado pelo simbolo do veiculo utilizado; V2 - 20, por
exemplo, ¢ o modelo com dois graus de liberdade e 20 x 10° kg de massa total.
Assim, a Tabela 1 reune as propriedades dos veiculos utilizados.

Tabela 1. Caracteristicas dos modelos de veiculos

MODELO V1-20 V1-40 V2-20 V2-40 V260
ELEMENTOS

Massa ... 10% kg 20 40 20 40 60
Inércia a rotagdo . ..
10° kgm? = . 45 %0 135
Rigidez a translagao
... kN.m 7106 | 14212 | 7106 | 14212 | 21318
Rigidez a rotagio
... kN.m 28424 | 56849 | 85273

Inicialmentc, avaliam-sc as frequéncias naturais do sistema veiculo-viga ¢
respectivos modos de vibragao, e os resultados sao comparados com os obtidos para
a viga descarregada. Como os modos de vibragao variam muilo pouco, sao



Cargas Méveis em Tabuleiros Rodoviérios k)

apresentados somente os valores das frequéncias naturais. A Tabela 2 mostra os
valores dessas freqiéncias para a viga descarregada com parametros distribuidos,

fi. Os valores de i = 1 e 2 identificam os modos associados dirctamente com os

graus de liberdade do veiculo, enquanto que os demais incorporam os sete modos
daviga,i=3 a 9.

Tabela 2. Freqiiéncias naturais do veiculo, i = 1 e 2, e da viga simplesmente
apoiada com parametros distribuidos (i =3 a 9)

modo | = 1 2 3 4 5 6 7 8 9

fi (Hz) 3,00 | 4,00 | 6,29 |2515]56,59 | 100,60 | 157,19 | 226,35 | 308,09

Tabela 3. Relagao das freqiiéncias naturais f,v]/j_’,-, do sistema, veiculo V2-40 e
viga simplesmente apoiada.

modo i = 1 2 3 4 5 6 1 8 9

veiculo
noj =

1,000 | 0,997 1,002 { 1,000 | 0,998 | 0,993 | 0,977 | 0,937 | 0,850
0,992(0,998 11,008 | 1,001 {0,999 | 0,993 0,977 | 0,937 | 0,850
0,977(0,998 | 1,022 | 1,002 | 0,998 | 0,993 | 0,997 | 0,937 | 0,850
0,965 (0,998 | 1,036 [ 1,001 | 0,998 | 0,993 | 0,997 | 0,937 | 0,850
0,960 {0,999 | 1,042 {1,000 | 0,998 | 0,993 | 0,997 | 0,937 | 0,850

W | Ll b =

A Tabela 3 exibe os quocientes, f;;/;, dos valores das frequéncias naturais do
sistema veiculo-viga para os correspondentes da viga sem o veiculo, Tabela 2.
Assim,omodo i = 1 € 0 em que predomina a deslocabilidade associada ao veiculo,
valendo as indicagoes da primeira coluna para veriflicar a variagdo da fregiiéncia
natural desse modo com o deslocamento do veiculo ao longo da viga. J4 a primeira
linha de valores da tabela mostra como variam as freqiiéncias naturais dos diversos
modos para o veiculo sobre 0 nd 1, i.e., viga descarregada; tais informagdes mostram
que as primeiras freqiéncias da viga sdo pouco alteradas pela discretizagio adotada
(=1i=3a7).
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Observa-se que a presenga do veiculo modifica somente a freqiiéncia fundamental
da viga (i = 3) e, assim mesmo, com variagio inferior a 5% da freqiiéncia da viga
descarregada (i = 3,j = 5); para o caso V2-60, nio relatado em detalhe, esta
variagao chega a 7%. No que tange 3s freqiiéncias dos modos 1 e 2, associados
diretamente as deslocabilidades do veiculo, estas sofrem pequenas variagdes com
a posig¢do deste sobre a viga como era de se esperar.

A Figura 4 mostra o diagrama de resposta no tempo na se¢ao central da viga quando
sujeita a passagem do veiculo V1-20, a = 0,09. Esse grafico tem como ordenada o
fator de amplificagio FA4 =v: | v, |, sendo v,, 0 deslocamento estatico maximo
da viga na mesma segao 5, para o veiculo V1-20, que é igual a -0,942mm; nas
abscissas indica-se a posi¢ao do veiculo pelo parametro V:i/l. A linha cheia
corresponde ao deslocamento em cada posigao da carga, e a pontilhada a resposta
pseudo-estatica. A primeira €, essencialmente, a linha de influéncia dinimica para
o deslocamento na segao 5.

OSCILAGAD DINAMICA
FAL —OBCILAGAD DINAMIG
/ /— RESPOSTA PSEUDC - ESTATICA
/ RESPOSTA DINAMIGA =008
/,f K Py
s
. i = =
- P 03 ; 1 v
i ] i/ P ‘s +
2% o ! / vi-20
.’J ."; < 7
)’Jr/ _f; g
i /’ < - |
S "j . L I # |
-1,04 - A .
® ~ 1.073 30m

Figura 4. Resposta da viga isostatica. Deflexido da se¢io central

Pode ser assinalado que a resposta dinimica oscila em torno da pseudo-estética
com um periodo préximo do fundamental de vibragao da viga. Visto desta maneira,
0 parametro a, Equagao (13), exibe um significado fisico interessante: o seu
inverso, 2 - foy - £, € igual a duas vezes o nimero de oscilagoes completas da viga,
durante o tempo {; em que o veiculo demora-se sobre ela.

A Figura 5 mostra as curvas espectrais para deslocamento € momento fletor no
centro do vao em fungao da velocidade do veiculo expressa diretamente em km/h
¢ sob a forma do parimetro . E observado que essas curvas sao ondeadas tendo
extensao e amplitude crescentes com a; esse aspecto é uma conseqiiéncia das
caracteristicas de resposta no tempo identificadas na figura anterior. E claro, se
a cresce indefinidamente, os valores indicativos da resposta da viga tendem para
zero,
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Figura 5. Valores miximos da resposta para a viga isostética
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Figura 6. Espectro da resposta em aceleragao na se¢ao central da viga isostatica
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Agora, na Figura 6, € apresentado o espectro de resposta da aceleragao na segao
central da viga normalizada em relagio 4 aceleragao da gravidade, g = 10 ms 2.
Nota-se que para valores baixos de fy f1, elevados de «, caracteriza-se um
comportamento nitidamente dindmico, com | v | pay = 0,55¢. Por outro lado, é
observada tendéncia do comportamento estatico quando o indicador desloca-se
para o extremo direito do grafico. Verifica-se também a existéncia de regioes onde
se alternam maxamos ocorrendo durante e ap6s a passagem do veiculo sobre a viga.

Considera-sc, na Figura 7, o grafico da aceleragao do veiculo, y, , que fornece

indiretamente, uma avaliagao da interagao veiculo-viga; constata-se que esta
interacao provoca uma variagao do peso do veiculo inferior a 10%.

p;.H :

Apds DURANTE & TRAVESYMA
o0
|
]

aos
I

vi-po
w i
|
aos +—‘m-———-‘L

o8 1w L8 foet,

Figura 7. Espectro da resposta em aceleracao do veiculo sobre a viga isostatica

VIGA CONTINUA

Este exemplo consiste de uma viga continua com trés vaos, segao caixao cominércia
varidvel, como mostram a Figura 8 ¢ a Tabela 4. O médulo de elasticidade
E =3 x 10" N/m?, ¢ o fator de amortecimento & = 0,03,

Figura 8. Modelo de viga continua
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Tabela 4. Caracteristicas da viga continua

i 1 2 3 4 5 6 7 8 2 10 | 11 12 | 13 | 14
ey | 34,00 68,25 71,06 | 73,87 | 68,68 | 79,36 | 84,22 | 95,90 [121,26112.26 91,98 | 76,68 | 68,25 | 68,25

J{m") | 2,078 | 2,078 | 2,078 | 2,078 | 2,078 | 2,239 | 3.558 | 6,697 |15,794(13,788 5,520 | 2,761 | 2,078 | 2,078

Em virtude da pequena influéncia associada a interagao veiculo-viga, verificada no
primeiro exemplo, a anilise das freqiiéncias e modos reduz-se apenas &
apresentagao dos resultados das freqiiéncias com o veiculo no primeiro né, Tabela
5.

Tabela 5. Frequéncias naturais da viga continua

i 1 2 3 4 5 6 7 8 23

FAHD) | 145 | 266 | 397 | 581 | 916 | 11,26 | 13,27 | 18,15 [ 113,30

fir |1 | 1,000 | 1,830 | 2,729 | 3,998 | 6,298 | 7,744 | 9,129 |12,486 | 77,931

e
/ L

o =N L. iw | oom ja0)

Figura 9. Resposta da viga continua. Deflexdo da segio central

O comportamento desta viga sujeita ao veiculo V1-20 é, em muitos aspectos,
semelhante ao da viga simplesmente apoiada do exemplo anterior. A Figura 9
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mostra a resposta no tempo da deflexdo na segao central da viga para as velocidades
de 105 e 204 km/h, que correspondem a valores de a iguais a 0,16 e 0,30,
respectivamente; os deslocamentos estdo normalizados em termos do
deslocamento estatico, v, = 5,35mm, para o veiculo colocado sobre esta segio e 0

valorde 1, paraocilculode a,étomadoigual ao tempo de travessia do vao central.

De maneira semelhante, as Figuras 10 e 11, exibem os gréificos dos momentos
fletores na secao de simetria e na do segundo apoio intermediario, normalizados
pelo valor P+1/4, sendo P o peso do veiculo ¢ / o comprimento do vao central.
As linhas para @ # (0 materializam linhas de influéncia dinamicas que oscilam em
torno das linhas de influéncia estdtica, @ = 0. A maxima amplificagdo, para o
deslocamento é 1,11 ¢ para o momento fletor da ordem de 1,34, decorrente da
relagao 0,67/0,50 obtida da Figura 11.

FA,

b, /“"’
/—Q- 0,18

Figura 11. Resposta da viga continua. Momento fletor na se¢ao do 32 apoio.
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CONCLUSOES

Em todos os casos estudados, em quantidade muito além do que foi apresentado,
o modelo proposto para o sistema veiculo viga e a correspondente implementagao
em computador fornecem resultados com muito boa aproximagdo, com pequeno
esforgo computacional e, principalmente, com grande flexibilidade para admitir
outras situagdes de carregamento. A consideragao da deslocabilidade a rotagdo do
veiculo nao altera sensivelmente os efeitos sobre a viga, em relagio ao caso em que
apenas a deslocabilidade a translagéo.

A confrontagao dos resultados das respostas das vigas a passagem do veiculo com
as linhas de influéncia estaticas dos mesmos efeitos ilustra muito bem a agao da
mobilidade do carregamento e reforga o conceito da linha de influéncia dindmica.

De mancira geral, para velocidades correntes do veiculo, a majoragao dos efeitos
estaticos ndo ultrapassa o nivel dos 10%. Em certos casos todavia, as amplificagdes
podem ir além do promovido pelo coeficiente de impacto recomendado pelas
normas, O problema deve ficar mais importante se consideradas excitagdes
peculiares introduzidas por irregularidades na pista e condigdes iniciais nao
homogéneas, quando da entrada do veiculo na ponte.
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ABSTRACT

A Boundary Element Method formulation is presented which uses time independent fundamen-
tal somﬂgnys ‘or solving an {l-n'symmﬂ:fc thermoelastic problem resulting from a transient
temperature field. Firstly, the integral equation of the heat conduction problem is obtained, with
the use of awaliary coordinate functions. Proceeding mm'oguus? the elastic domain, the
displacement field boundary integral equations are obtained. Then, the stress field at the
boundary can be calculated with no additional integrations. In order to analyse non-
homogeneous bodies, a subregionalization procedure is employed. A computer program is now
being developed in order to test the efficiency of the method.

Key-words: Boundary Elements » Dual Reciprocity = Axisymmetric Thermoelasticity =
Subregions

RESUMO

Apresenta-se uma formulagdo do Método dos Elementos de Contomo que utiliza solugoes
fundamentais independentes do tempo para a determinagdo do ma termoeldstico
axissimétrico resuliante de um cam df?cmpcmum ndo-estaciondrio. Inicialmente, a equagdo
integral da condugdo de calor é oblida, com o uso de fungdes coordenadas awxliares.
Procedendo analogamente para o dominio eldstico, as equagdes integrais no contorno do
campo de deslocamentos sdio obtidas. Assim, o campo de lensdes no contorno pode ser
determinado sem inlegragdes adicionais. No sentido de analisar corpos ndo-homogéneos,
procede-se uma subregionaliza¢do. Um programa computacional estd sendo desenvolvido com
o objetivo de testar a eficiéncia do método.

Palavras-chave: Elementos de Contorno s Dupla Reciprocidade » Termoelasticidade
Axissimétrica m Subregides
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INTRODUCTION

The purpose of the present paper isto apply the BEM to the solution of the transient
temperature field in solids of axisymmetric geometry. Once the temperature field
is determined, the method is applied to the solution of the displacements field and
consequently of the stress field, having as a starting point the equations of the
equilibrium and the constitutive relations.

There are several applications in the engineering industry in thermoelasticity,
especially in the treatment of welded workpieces of cylindrical shape in furnaces,
such as the temperature control, normalization and tempering. When a workpiece
is exposed to a temperature field, in general it can be subjected to thermal stresses.
In these circumstances, one should control its velocity in the furnace in order to
avoid stress concentrations in the welding joint, which can produce fractures in the
composite solid.

The BEM transforms the differential equation in the domain into an integral
equation which relates the distributions and their normal derivatives exclusively on
the boundary. This feature reduces by one the dimension of the problem, regardless
of numerical methods used in connection with it. Hence discretization for numerical
purposes is confined to body surfaces, thus reducing the order of the matrix system,
although the matrix is non-symmetric and fully populated. However, when one deals
with transient problems, there results a domain integral due to the initial condition
in the case of unsteady heat conduction. Additionally, in the thermoelastic problem
the term which results from thermal loads also gives raise Lo a domain integral.
These features reduce the atractiveness of the method, removing its main
characteristic of being a 'boundary only’ method. For this reason RIZZO &
SHIPPY [1] early derived a formulation in which the volume integral is converted
to asurface integral. However, the formulation is restricted to steady thermal loads.
WROBEL [2] proceeded the solution of the 2-D isotropic transient heat
conduction, and eliminated the domain integral by assuming that the initial
condition satisfied a Laplacian.

An alternative approach is due to NARDINE & BREBBIA (3], which used time
independent fundamental solutions to elastodynamic problems. As the initial step
they approximated the term of the partial differencial equation that did not contain
time derivative, by applying Green’s second identity, Next, the dynamic term (time
derivative of the displacements) was approximated, with the use of coordinate
functions, followed by a further application of the Green's second identity. As a
result they obtained boundary integrals only, added to the advantage of using time
independent fundamental solutions to transient problems. The resulting ordinary
differential equations system in time is then solved by direct methods, analogous to
the ones used in finite elements,
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Recently, WROBEL et al. [4] applied the method (called Dual Reciprocity) to the
solution of heat diffusion with axisymmetric geometry. Further applications are due
to LOEFFLER & MANSUR (5] to the wave propagation problem; SLADEK &
SLADEK [6] produced formulations to transient 2-D and 3-D thermoelasticity
without evidence of numerical implementations, and others.

In this paper the Dual Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM) is
extended to the asisymmetric thermoelasticity problem resulting from transient
thermal loads. For completeness, the axisymmetric transient heat conduction
problem formulated in [4] with the use of DRBEM will be outlined in the next
section. First, one obtains the 3-D boundary integral equation, then by integrating
it along a ring, one arrives al the axisymmetric formulation. A similar procedure is
performed to the axisymmetric thermoelasticity DR BEM formulation.

In order to apply the method to nonhomogeneous solids, a subregionalization
procedure is described. Moreover, the subregionalization produces
banded-matrices in the resulting system of equations.

HEAT CONDUCTION DRBEM FORMULATION

a) Three-Dimensional

The body is divided into subregions D™, each of which may have different physical
properties. The partial differential equation which governs the transient heat

conduction for each subregion D™ is given by:

P (0 =2 (") M)

where @™ = (k/pcp)™ is the thermal diffusivity, K™ the thermal conductivity, o™
the specific mass, ¢, the specific heat, and 8™ is the temperature excess with

respect to temperature T of the undeformed subregion D™. Equation (1) is
subjected to the following boundary conditions:

" (@™, =6" (@), Q™ € D™ 0))

with 8™ prescribed on the boundary aD™ of the subregion D™, Additionally, the
following interface conditions between two adjacent subregions have to be
considered;
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0" (q,) = 6" (g,1) (3)
0™ aa"
e @0 =~ K o (@) @

which are the lemperature continuity and the heat flux compatibility along any
interface, respectively. As the problem is time dependent, one needs the initial
conditions:

" @ 0=F"(¢"), =t (%)

In order to solve Equation (1}, subjected to the conditions (2)-(5), let us consider
the stationary auxiliary problem in an infinite body given by:

VG (P q™) = =8 (¢ ™) (6)

where G™ (p™',4™) is the time independent fundamental solution satisfying
Equation (6), p, g being the source and the field point, respectively, and & is the
Dirac distribution. By applying Green's second identity and the 4 properties to be
Equations (1) and (6), one can derive the following integral equation to a particular

subregion D'™:

JkGVody=-6@)+f (Gqg-q 0 asg )
D oD

where the superscript denoting a subregion has been dropped for simplicity. Here
q" =kdG/on and q = ka8/dn , n being the outward unit normal to the boundary
aD™. Now, taking the source point p to the boundary and accounting for the jump
of ¢*, one arrives at the following boundary integral equation:

JkGVody=-c@)o@) +J (Gg-4 6)dso ®)
D aD

where C (p) depends on the internal angle at p € aD™, and the last integral on
the right hand side is to be taken as the Cauchy principal value [7]. The next step
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consists in approximating the domain integral in Equation (8). Let us first definc a
set of coordinate functions f/ as follows:

. N . .
B0 =2 ) ¥ Q)

=1

where the dot indicates time derivative and W are unknown functions in time. Then,
substituting Equation (1) in the domain integral of Equation (8), and applying
Equation (9), one gets:

fGdeq—z W [ F Gy, (10)
= p

Assuming that for cach coordinate function f there exists a function x" such that

V24 = f, substituting in the domain integral and proceeding as in Equation (8),
one arrives at the 3-D boundary integral equation:

cPoEn+J1g° .06 -GP0)q(Q1)dsg=
oD

-
=¥ 2 0lced@®+] g E07 @ -6 @07 @)dg}a
J=1 oD

which envolves only boundary integrals; here, 7 = k dy/on.
For 3-D problems, the coordinate functions are chosen to be [4]:

@ =Rp,q) (12)

where R isthe Euclidean distance, g; are the coordinates of the j-pole (fixed nodal
point) and p are the coordinates of a point in D. Then, x and 7 are given by:

X 0) =5k 0.4 (13)
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foon K e R
7)) =3k @.q9) 7, (14)

It is worth noting that the choice of f/ is consistent with the fundamental solution
behavior, which is itself a function of R.

b) Axisymmetric

Let us now suppose that the body is axisymmetric, so the variables 8, g,x, 7 do not
depend on the angle ¢ of the cylindrical coordinates (7, g, z). Then we can perform
an integration in advance for ¢ [0, 2x] in Equation (8), resulting the following
integral equation:

CP)o e +f [4° (P,2)6(Q.0) - G (P,Q)q(Q,0]7(Q)dTg +

n

2 e ) +I 4" (P,2)¥ @ - G (P,O)7 Q)7 (Q) dTg)

(15)

where I' is the boundary which isthe intersection of @D withthe r* — z semiplane
(see Figure 1). Now, the fundamental solution not only depends on R, but also on
the distance of the source and the field points to the axis of revolution. Then, the
values of f,y and 5 are given, respectively, by [4]:

s - ; V]
f=REP.QYN~-Z] (16)
o R’ (P, Q)
b4 = (7)
7= —R’ P, QJ)— (18)

In order to numerically solve Equation (15), the variables involved will be
approximated within cach boundary element by using a set of interpolation function

o7
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B=070,, g=Dg.

X=¥x, #=0Ty (19)

with e denoting a particular boundary element. Now, applying Equation (15) to all
boundary nodes, one gets the following set of ordinary differential equations in time:

17 (8} - Ig) {a} = 5 (#N fo} - Bl fmp) ¥} (20)

By evaluating expression (9) at all boundary nodes and inverting the result, one
obtains: i )

(¥} =117 {8} | @)

which, after substitution in Equation (20), results in:

(c1{6} + 171 {6) = lel fg} @)

where:

[€1= -z (A {x} - gl {r 1A (23)

Equation (22) can be solved by a direct time integration procedure, analogous to
those used in finite elements [4].

In the section that follows the formulation of the thermoelastic problem raised from
the temperature distribution determined by Equation (22) is presented.

THERMOELASTICITY DRBEM FORMULATION

a) Three-Dimensional

Let us consider an isotropic, seccionally homogeneous, perfectly elastic body,
occupying a region D, of contour 9D, sufficiently regular.
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Considering a partition of D into subregions D¥ with contours aD¥, the equations
of equilibrium for each subregion can be writen as:

wuiji(p, 1) + A + p)ujji (p,1) = v0, (p, 1) (24)

subjected to prescribed tractions boundary conditions:
i @, t) =0y (p,0) nj (p) =T; (p) (25)

where y = (24 + M) B, 4 and A being Lamé constants, B is the linear coefficient
of thermal expansion, u; are the displacements, the comma denotes partial

derivative with respect to the cartesian coordinates, and 6 is to satisfy Equation

(1).

Simultaneously, let us consider the following stationary problem of thermoelasticity:

#uiji(,q) + A+ w)ujji (p,q) + B! (p,q) = vGi (0, q) (26)

u; being the fundamental displacements of the elastostatic problem and G is to
satisfy Equation (6) [6] (see Appendix).

Proceeding as usually in the BEM approach [7], the following integral equation is
obtained:

Cij (Pyuj (P,1y + | [T (P, @) uj (Q,0) — Uy (P, Q)1 (Q, )] dSg =
oD

= [ v0(g.0) Usi (P, q) aVq (27)
D

where (P, Q) € oD, (p, q) € D*. By applying the same procedure as in [6], the
volume integral given in Equation (27) will be transformed into boundary integrals
(see Appendix). The result is:
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Cif (P (P,0) + J [T (P, @) (Q,0) - Ui (P, ©) (2, 0] dSg -
aD

—a ] [Ui(P,0) 64 (Q,1) - 6(Q,1) Uij (P, Q)] nj (Q) dSg =
oD

r‘r 3
=3 W {f (U (P, Q) 1 (Q) — £ (Q) Uiy (P, @)) m; (Q) dSg +
1 aD

i P ‘Ek
*Y?(ﬁ ; é,u()P) e % fx (Q) G (P, Q) n; (Q) dSg

T f [ (©) Gy (P.Q) - G (P.Q) U (@)% (@) dSg}  (28)

b) Axisymmetric

Next, the 3-D integral Equation (28) is transformed into an axisymmetric one. This
is accomplished by integrating these integrals along a ring ¢ [0, 27}, since the

variables u;,t;,0, {‘ and 7} (and the normal derivatives) are angle independent.

Having in mind that dSg = rgdp (Q) dTg, where Q = Q (r, ), one obtains the
integral equation:

Cyj (P)uj (P,t) + 1.[ (74 (P, Q) uj (@, 1) — Ui (P, Q) 4 (@, )] rdTg —

-a { [Ui (P, Q) 0, (Q, 1) — 8.(Q, 1) Uij (P, @)} nj (Q) rg dT'g =

- 2 W (1) {f (Ui (P, @) 2 () — ¥ (Q) Uij (P, Q)1 nj (Q) rg dTg +

k=1

Ci (P} (P
W 75 W @G0 @rgdre +

el i 1#©@6G, 7,0 -6F0)%©)] @) redre} 29)



54 _ M.B. Halal & §. Colle

where (P,Q) €T and ij =r,z. Asit can be observed from Equation (29), all the
integrals are at the boundary T, and therefore there is no need to discretize the
domain Q of the body to solve for the integral due to the transient thermal 'body

force’. The functions 7§ are obtained by first choosing the coordinate functions
f* that must satisfy V2¥* =f* With ¥* obtained, the solution of V¥ =¥

gives the 7% (see Appendix). As the problem is now axisymmetric, it scems to be
more consistent to choose the set of coordinate functions in terms of elliptic
integrals [8]. Then, if one chooses the following coordinate functions,

f%(r,z) =4RE (h) (30)
where:
R=[(r+r)*+ -z (1)

the primitive ¥* will give:

—

62 =S 1-nkm +20-nEM) (32)
and the t" ,i = r, z, are given, respectively, by:

% (r,2) =L2;;-[[6m (W% + h — 1) + 100k (2 = h)] E (h)
+[Brc (2 =h)+5m) (h — 1)K (h) (33)

- R—3
g="r (k=) K (k) +2(2-h)E (h)] (34)

where Z = (z —z); K (h) and E (h), h being the modulus, are the elliptic
integrals of the first and second kind, respectively (see Appendix).

For numerical solution purpose of Equation (29), the variables involved are
assumed to vary according to interpolation functions over each boundary element,
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I.l=¢’TIJ. f=¢T'{g t=¢TI¢ 31'/3n=¢r6'r¢ : (35)

Then, the discretized version of Equations (29) is given as:

(7] {u} = 141 {8} + 18] (36)

where:
Wl =171 (U°) fn} + (ga) [z} = [Q°1 {7} = L&l {or))

(B] = (U] {t} - [Q"1 {6} + (U") {4} @37

where the traction boundary conditions have been applied. It is worth noting that
the time enters only as a parameter in Equation (36) since the temperature and its
time derivative have been calculated previously in the heat conduction Equation
(22).

With the nodal values of the temperature known from Equation (15), the
displacement and the traction known from Equation (29), one can determine the
stress tensor at the boundary by using a local coordinate system (see ref. [7], [9]).

SUBREGIONS

For analysis purpose of nonhomogeneous bodies, a domain decomposition
procedure is outlined in this section. The body is divided into two subregions with
different physical properties (see Figure 1).

In the interface, the following conditions are to be considered:
k2.9 L.
gd==-GF d=u (38)
6 =6 =6 (39)

6} =6f =6, (40)
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Figure 1. a) Axisymmetric Geometry; b) Discretized

Then, applying Equation (22} to each subregion, the following matrix form can be
obtained:

gl
ol =) 5
[ Il lg}

1 1
+[H' H}) I‘;}] =1¢" g1 [g}] (1)

(& ¢} [gzj“'[-"fz Hif

}-lg’ &) [‘;] (42)
Thus, Equations (38)-(42) can be represented by the matrix expression:
; L
6 i
ct c! gl o' H] k&!: 0 8 x 31 0 q1 @3
Oc.zc-léz 0 W g dl el o e
An analogous system results for the thermoelastic problem given by Equation (36).

CONCLUSIONS

The axisymmelric thermoelasticity problem has been formulated. The resulting
equations contain only boundary integrals, thus, there in no need to discretize the
domain of the body to solve for transient thermal loads. A domain decomposition
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procedure is adopted in order to account for nonhomogeneous solids. Another
advantage is matrices result in banded form.

The coordinate functions given by Equation (30) do not form a complete set. Then,
accuracy is not guaranteed. For this reason, other coordinate functions will be
tested.

As il was observed, the boundary conditions of the thermal problem were
prescribed temperature, and the temperature at the interface is to be computed.

If one has prescribed nonlinear boundary conditions (e.g. Thermal radiation) one
would solve Equation (22) iteratively (e.g. by Newton-Raphson method) for the
temperature and the heat flux. A computer program is being developed by the
authors which considers the above mentioned features.
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APPENDIX

A)Kernels of the Axisymmetric Integral Equations

The fundamental solution and its normal derivative that appear in Equation (15)
are given by [1]:

Gr.0) =T

1[4 A-dri-s
(0+b)m 2rg a-b

2
% (p,0) - L £ty -Km)in () +

+ 2222 E@yng) )

where:
a=rp+rh+@p-29', b=2rpry

K (h) and E (h) aretheellipticintegrals of the first and second kinds, respectively,

n/2 n/2
1 & 5t
Kh) = a8, Eh)= 1—h-sen“6)/2d8

The fundamental solutions Uj, i = r, z, of the integral Equation (29) are written as
(8}:
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Uy (P,Q) = 1 [ E () + [ (rp = rg) = rpl K (B)

Ur (P, Q) = 3 (p — 2) K ()
where:
F=an?u (A +2)[@p - 20)* +rp + rg)"?

The normal derivatives of the above kernels are given by:
aU; _
PO = U (P.OM(Q), i=rgz

More details are found in reference [8].
B) Approximation of the Domain Integral

It is easy to prove that the following relations between the fundamental solutions
are valid:

Uji (P, Q) =5 V2 Uj (P, Q) (A1)
VAU (P,Q) = 175, Gi (P. Q) (A2)

The thermal load volume integral that appears in Equation (27) is written as:

D=]yeo Uyjjdv (A3)
D

Substituting (A.1) in (A.3), applying the divergence theorem, using Equations (1)
and (9) to the resulting domain integral, and applying once more the divergence
theorem, one obtains:
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N
Juav=3 ¥ [ [ viudav+ [ Uxi-vpmds| (A4
D k=1 D oD

Now, substituting (A.2) in the domain integral, with a further use of the divergence

theorem and assuming that for each ¥* there exists a function 'rj‘ (j =r,z) such
that V2 1f = x.}‘, one arrives at:

J2%Gjav="[3*Gnjas+ [ ¢} Gi-Gynias + [ 1}V Gav (AS)

D aD aD D

But we know that:
Jvigav=-L1[spoyav=-1 (AS)
D D

Then, with the use of Equation (A.6) in (A.5) and accounting fro the singularities
one can arrive at Equation (29).
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INTRODUCAO

O atual desenvolvimento dos computadores e das técnicas numéricas para asolugao
de problemas nao-lineares permitem o uso de equagdes constitutivas cada vez mais
sofisticadas (e realisticas) em problemas de Engenharia. Isto é muito importante
em aplicagoes onde condigdes de carregamento muito severas podem ocorrer
(como em avibes, usinas nucleares, etc.) porque uma modelagem mais precisa do
comportamento do material permite a produgio de elementos estruturais de alta
performance mais seguros e confisveis,

Os objetivos principais desse trabalho sao a apresentagao de uma formulagao
variacional geral para problemas de evolugio em Elasto-viscoplasticidade e
mostrar uma técnica simples de aproximagio numérica das respectivas solugoes.

De uma forma geral, as deformagoes plasticas de metais ¢ polimeros nao sao
instantdneas por causa da viscosidade. A Elasto-plasticidade clissica
(independente do tempo) permite equacionar de uma maneira satisfatoria uma
grande quantidade de problemas, mas a influéncia da viscosidade é muito
importante em altas temperaturas. Em alguns materiais (como em certos tipos de
polimeros e agos inoxidéveis), verifica-se a ocorréncia de fenémenos viscosos
mesmo em baixas temperaturas. Isto tem gerado, ao longo dos tltimos anos, um
interesse crescente no estudo da viscoplasticidade, ou plasticidade dependente do
tempo.

Para facilitar a compreensao dos conceitos envolvidos, na segunda segao a
modelagem mecénica € discutida de forma sintética, supondo-se que todas as
fungdes possuem regularidade suficiente para dar sentido a anilise.

As equagodes constitutivas consideradas sao desenvolvidas dentro de um contexto
termodinamico, associando-se varidveis de estado aos diversos mecanismos fisicos
em jogo. Elas englobam e generalizam um grande namero de equagdes constitutivas
encontradas na literatura ¢ permitem a simulagao de diferentes fenGmenos
mecénicos observados em ligas metdlicas e polimeros, tais como a plastificagio, a
fluéncia, a relaxagio e o envelhecimento. Reenfatizamos que algumas leis de
comportamento elasto-viscopldsticas modelam bastante bem nio s6 o
comportamento material & altas temperaturas, mas também a temperatura
ambiente. Para isso basta que os coeficientes das equagdes sejam identificados
adequadamente.

Naterceira e na quarta segoes € apresentada uma formulagio variacional geral para
o problema de evolugdo de um s6lido elasto-viscoplastico. Os espagos funcionais
apropriados sdo claramente definidos, permitindo transformar o problema
mecéinico num problema matemaético preciso. Uma caracteristica das equagdes
elasto-viscoplésticas € que, apesar da sua forte nio-linearidade, os problemas de
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evolugao resultantes sao muito regulares e, portante, muito simples do ponto de
vista matemético (sao mais simples, por exemplo, do que os obtidos usando-se a
teoria de Elasto-plasticidade).

Na quinta se¢ao € apresentada uma técnica numérica bastante simples para a
aproximagio da solugio do problema. Ela consiste em discretizar o espago através
de uma técnica de elementos finitos e usar um procedimento de integragao passo
a passo no tempo (diferencas finitas). O algoritmo de solugao proposto pode ser
facilmente implementado a partir de um programa de elementos finitos para a
elasticidade infinitesimal. Além disso, a formulagio geral apresentada evidencia a
conveniéncia de utilizar um Gnico c6digo numérico para tratar qualquer tipo de
equagio elasto-viscopldstica, bastando que o usuirio defina, para cada situagio,
uma subrotina com as leis de evolugao adequadas para as diferentes variaveis
mternas.

Finalmente, na sexta se¢do um exemplo considerando equagdes que modelam o
acoplamento entre a plasticidade e o envelhecimento em ligas metélicas ¢
apresentado e resolvido. Ao que se sabe este € o primeiro modelo proposto na
literatura que permite a obtengao das curvas de "iso-envelhecimento” devidas auma
evolugdo ndo homogénea desse fendmeno.

MODELAGEM MECANICA DO PROBLEMA

Seja um s6lido § submetido a pequenas deformagdes. Isto €, a cada instante ¢
considera-se que ele ocupa um domfnio limitado fixo Q de R" (n =2 ou 3,
segundo o problema) de fronteira T’ suficientemente regular. Esta fronteira €
dividida em duas partes complementares I'y e Ty

A partir de um estado inicialmente conhecido, o corpo € submetido a esforgos
externos definidos da seguinte forma: forgas de corpo b(x,f) sao aplicadas em
Q e forgas de superficie f (x, t) sao aplicadas em I';. Além disso, um deslocamento
u (x,t) é prescrito em Iy,

Este problema ¢ modelado classicamente através das relagbes cineméticas, das
equagdes de equilibrio (quasi-estitico), das equagdes constitutivas e conside-
rando-se as condiges de contorno ¢ iniciais adequadas.

Relagdes Cinematicas. Seja u o campo de deslocamentodocorpo S e £ o campo
de deformacao. Sob a hipbtese de pequenas deformagoes tem-se que:

€= Du = (1/2) (Vu + (Vu)") (1)
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onde D ¢é o operador gradiente simétrico.

Equagdes de Equilibrio. Se a inércia for desprezivel, as leis cldssicas da Dindmica
dos Corpos Deforméveis se reduzem as equagoes de equilibrio, que podem ser
expressas da seguinte forma:

div T+b=0 em Q (2
Th=f em I’

onde T é atensaoen ¢ anormal unitéria exterior a I'y.

Equagoes Constitutivas. As equagdes constitutivas consideradas neste trabalho
foram originalmente propostas em [1], [2], [3) e englobam a maioria das leis de
comportamento elasto-viscoplasticas disponiveis na literatura (por exemplo ver

[4]-(8)).

Em [1}-[3] a teoria é desenvolvida dentro de um contexto termodinamico,
associando-se varidveis de estado aos diferentes mecanismos que intervéem
durante o processo de deformagio. Esta questdo ndo serd discutida detalhada-
mente aqui j4 que foge ao objetivo deste trabalho.

O postulado basico (Método do Estado Local [9]) é que o estado termodindmico
de um meio continuo num dado ponto material e num dado instante pode ser
completamente definido a partir do conhecimento de um certo niimero de varidveis
de estado. Estas varidveis sdo introduzidas a priori para descrever alguns mecanis-
mos fisicos e suas leis de evolugdo devem satisfazer a Segunda Lei da
Termodinimica.

Para a evolugao isotérmica de um s6lido elasto-viscoplastico submetido a pequenas
deformagées considera-se tradicionalmente que o estado dependa, pelo menos, da
deformagaototal ¢ além de outras varidveis notadas ¢ ¢ B.¢” € o cléssico tensor
deformagao plasticae f§ representa abstratamente outras varidveis associadas com

mudangas do estado interno do meio (como o endurecimento causado pela
plastificagao, envelhecimento, etc.).

A escolha dasvarigveis § ird depender do grau de detalhe da modelagem desejada,
podendo, portanto, variar em cada problema especifico. O exemplo apresentado
mais adiante tornard mais claro o papel dessas varidveis. Por enquanto, para
simplificar a apresentacao da teoria, # seré considerado um escalar.

Um conjunto completo de equagdes constitutivas elasto-viscoplasticas ter, entao,
a seguinte forma:
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T=C(c— &) (3)
ép=h1(T,eP,ﬁ) (4)
B =hy(T,&,B) &)

C € o classico tensor de elasticidade (de quarta ordem, simétrico e positivo
definido) e hy, h, sdo fungbes que caracterizam a evolugio de ¢ e .

Uma simplificagdo na notagio (que seri ftil no desenvolvimento da teoria) pode
ainda ser feita, introduzindo-se (3) em (4) e (5):

éP - h] (C (5 = EP)’ Epvﬁ) =f1 (E, ep’ﬁ)

ﬁ’hz (C(e—- ep)!ep!ﬂ) ‘fz (e, eo!ﬁ)

Condicio de Contorno Cinemdtica e Condigdes Iniciais. Em I'; € prescrito um
deslocamento u:

u(E)=u(t) em I (6)

No instante 7 = 0 tem-se:

& @0 =@
em Q )
B &, 0) =5, x)
FORMULACAO VARIACIONAL

O conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis serd definido a cada
instante ¢ da seguinte forma:

VE@©)={v:Q+R" | v=i() em I
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Em particular, o espago V (0) serd notado simplemente V.V (u (f)) € um espago
afim associado a V.

Daqui para diante, o espago V ser4 considerado como o conjunto dos deslocamen-
tos admissiveis, Todos os resultados sao validos para o caso onde u (f) # 0, bas-
tando fazer uma mudanga de varidveis dotipo ¥ =w —u, com u =u () em I';.

Os espagos funcionais em que estio definidos os campos € (t) e f(f) serdo
notados, respectivamente, E e B, isto &;

fHEE; PHESB

Supondo que os elementos de V, E, B sao suficientemente regulares, & possivel,
entdo, propor a seguinte formulagéo variacional a partir de (1)-(7) [1]:

I} Dados os esforgos externos b ¢ f, encontrar as fungdes u:[0,7] >V,
& :[0,7] > E; B:[0,7] = B, tais que:

Jecou-pv=fb-v+ffv+fce -Dv, ovev
Q Q Iz Q

L=fiDul,p) ; Lr=0=6

B=f(Duep,B) ; Bt=0)=4,

Até este ponto foi suposto que todas as fungdes possuiam regularidade suficiente
para dar sentido a anélise. No entanto a escolha dos espagos funcionais onde sio
definidos 0s campos envolvidos € muito importante e obedece a razdes matem4ticas
precisas. Ela é fundamental para o estabelecimento de teoremas de existéncia e
unicidade de solugdo e para garantir a equivaléncia entre o problema local e o
problema variacional. Portanto, na préxima segio esta questao ser4 abordada com
um pouco mais de detalhes.
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FORMULACAO ABSTRATA

Muitos problemas em Mecénica possuem uma estrutura comum, o que torna
possivel o desenvolvimento de uma formulagao abstrata. Para facilitar a
apresentagao dessa formulagio serd usada a seguinte notagio:

Para um espago de Hilbert H qualquer, o espago das fungoes f: [0, 7] = H tais
que ||f (@)l € L? ((0,7)) sera notado L?(0,7; H). O subespago das fungdes
f de L?(0,7; H) tais que %' eL(o,z; H) (a derivada % é tomada no sentido
das distribuigbes) serd notado H* (0, 7; H).

Seja entao:

i) Umaregiao Q de R” (n =2 ou 3);

ii) Um espaco de Hilbert separdvel V, cujos elementos sio campos vetoriais
definidos em Q;

iii) Um espago de Hilbert B cujos elementos sdo campos escalares definidos em

iv) Um espago de Hilbert E cujos elementos sdo campos tensoriais definidos em

v) Uma forma bilinear ¢ : V¥ X V' - R, simétrica, continua e coerciva;

vi) Uma fungdo /: ¥V X E x [0, ] = R, linear e continua na primeira varidvel.
O problema de evolugio abstrato tem a seguinte forma:

II) Encontrar u € H' (0, 1; V), £e H! (0,7;E), B€E H! (0,7; B) tais que,
v [0, 1]

a(u,v)y=I1(v,ef,1), DveV

=g PP ; Lit=0=6
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B=g2(u,®.B); BU=0)=5,

Um caso particular de (ii) é (i) onde:

a(,v)=J Cbu-Dv
Q

v =fb-veffv+Sce Dy
Q I'; Q

g1, &,B) =fi (Du,&,B) ; g ¢, B)=fr(Du,&,p)
beL’@, fel’@)I

V={veE @ | v=0 em I}

E={e=(e) | s,}=sﬁ,e,jELz(ﬂ)}

B=L*Q)
Condigdes suficientes para a existéncia de solugao em (II) sdo apresentadas em [1].

DISCRETIZACAO DO PROBLEMA - ALGORITMO DE
SOLUCAO

Os problemas variacionais em Elasto-viscoplasticidade podem ser aproximados de
diferentes maneiras. Normalmente, as seguintes abordagens sio utilizadas:

~ A primeira consiste em discretizar o espago € o tempo utilizando uma técnica
de elementos finitos (elementos finitos espago-temporais).

— A segunda consiste em discretizar apenas o espago através de uma técnica de
elementos finitos e usar um procedimento de integragio passo a passo no tempo.
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Por uma questao de simplicidade, foi feita neste trabalho a opgao de trabalhar
apenas com a segunda abordagem, usando-se uma formulagio em deslocamentos,
OQutros tipos de formulagbes variacionais equivalentes (em tensdes, mistas,
problemas de minimo e de ponto de sela associados) podem ser encontradas em
[1]. Os diferentes trabalhos encontrados na literatura que tratam do estudo
numérico de problemas Elasto-viscoplésticos a partir dessas formulagdes
equivalentes, apesar de serem muito interessantes, nao serao analisados aqui.

O objetivo desta se¢ao & mostrar que, apesar da gencralidade e da sofisticagao das
equagoes constitutivas consideradas neste trabalho, uma técnica numérica simples
pode ser utilizada para aproximar a solugio do problema (II).

A idéia basica para esta aproximagiao numérica é fazer uma discretizagao de
Galerkin sobre o espago dos deslocamentos cinematicamente admissiveis e integrar
as leis de evolugdo através de um esquema de diferengas finitas,

O primeiro trabalho nesta linha foi apresentado por Zienkiewicz e Cormeau. Em
1974 eles estenderam [10] para a Elasto-viscoplasticidade perfeita os trabalhos
anteriores de ZIENKIEWICZ-WATSON-KING [11] sobre a Viscoelasticidade
linear. O algoritmo proposto por eles consistia, a grosso modo, de um método de
Euler explicito para a integragio temporal.

A partir dai, diversos trabalhos foram desenvolvidos visando generalizar este
método. A principal parte deste esforgo foi feita no sentido de estudar diferentes
esquemas de integragao no tempo [12]-[26].

Até bem recentemente, a quase totalidade desses estudos considerou apenas
maleriais eldsticos perfeitamente viscoplésticos [10]-[22]. No entanto, com o
desenvolvimento de leis de comportamento mais sofisticadas onde se considera
diferentes varidveis internas, o estudo numérico de problemas elasto-viscoplasticos
com endurecimento vem tomando maior impulso [23]-[25], j& que estas equagdes
sao muito mais adequadas para a modelagem de metais ¢ ligas metilicas. No
entanto, cada um desses trabalhos trata de uma familia especifica de equagoes
viscoplasticas nio apresentando um estudo sistemaético geral.

Discretizacio do Espago V. Fixado um instante ¢ € [0,7], e supondo-se que
& (t) ¢ conhecido, obtém-se o seguinte problema a partir de (II):

(11.1) Encontrar u () € V, tal que: a (u (t),v) =1 (v, &7 (£),t) VvEV

Este problema ¢ idéntico ao obtido no estudo do equilibrio de um corpo eldstico
linear com uma deformagao inicial & (r).
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Um resultado cldssico (apresentado, em [27], usando-se o conhecido teorema de
Lax-Milgram) € que a solugao desse problema variacional existe e € (inica.

Um outro resultado importante € que, como o espago V' € separével, ele admite
uma base de Hilbert. Isto é, existe uma seqiiéncia w; de vetores linearmente

independentes de V' com as seguintes propriedades:

m
““Yv €V, existe uma seqiiéncia ¢; em R, tal que E(w,»q,-)
i=1

converge na norma de V para v quando m tende para +e",

O espago de dimensio finita gerado pelos m primeiros elementos w; serd notado
V™. Pode-se, entao, aproximar o problema (II.1) como ¢ habitual na teoria da
Elasticidade infinitesimal, dividindo-se o corpo em um certo niimero de elementos,
cada um correspondendo ao suporte de uma fungdo w;.w; serao as fungoes de base
associadas a cada elemento.

Nio se pretende fazer aqui uma apresentagao detalhada do método dos elementos
finitos. O que é importante enfatizar € que, a cada instante f, o problema (IL.1) €
idéntico ao obtido no estudo de um corpo elastico linear, submetido a0 mesmo
carregamento, com as mesmas condigbes de contorno e com uma deformagao
inicial &’ (f).

Todos os resultados cldssicos para a anélise numérica de problemas eldsticos
lineares podem, portanto, ser automaticamente adaptados para o problema em
questdo. Para maiores detalhes sugere-se os trabalhos [14] e [20). Informagdes do
ponto de vista matemdtico podem ser encontradas por exemplo, em [27]-[30].

O problema (I1.1) discretizado tem a seguinte forma:

(11.2) Encontrar u™ () € V™, tal que: a (U™ (¢),v) =1 (v, & (1),f) VveEV"

O problema (I1.2) ¢ chamado de aproximagio de Galerkin de (IL.1). E possivel
mostrar [27], que a solucao de (I1.2) existe, é tinica e que:

lim [|&™@O-u®]|ly=0

1/m)=+0

Como o deslocamento u™ (f) pode ser :xpresso em fungdo de paridmetros de
deslocamento g; () €R, i = 1,m:
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W™ (1) = (wigi (1)
i=1
o problema (I1.2) € equivalente a:
(11.3) Encontrar U (f) € R™, tal que KU (t) = F (¢° (¢),t) onde:
U@) =(q100,q2(1), s qm ()
Kij = a (%, w)

Fj (7 (1),0) =1 (wj, & (1), 1)

Os resultados apresentados até aqui, permitem propor, entio, aseguinte discretiza-
¢ao para o problema (II).

111) Encontrar ™ € H' (0,1; V™), & €H' (0,v;E), BEH (0,7;B) tais
que, V1t € [0, 7]:
a@" vy=iwv,&,t) Dver”
com
P=g (P ; L=0)=46
B=g("¢.B); B=0=5

Ou, o que é equivalente:

1V) Encontrar U € H' (0,7; R™), ¢ € H' (0,7;E), BE H' (0,7; B) tais  que,
vieE|[o,1),

KU =F(&,1)
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=G (UL P ; F=0)=6

B=G,(U,&.B); Bt=0)=5,

onde:

G (U, &0 =g (3, (giw) &.B)

i=]

Gy (U, &, 0) =82 (3, (@iwi), &, B)
i=1

Discretizagiio Temporal - Algoritmo de Solugio. Definindo-se um passo de tempo
Ar = (t/N) associado a um inteiro N, € possivel aproximar numericamente o

problema (1V) usando-se o procedimento mostrado a seguir. As seguintes notagoes
sao utilizadas:

r" = (l : A‘)
y@) =y
a)i =0

b) Célculo de U; resolvendo-se o sistema:

KU; = F (¢})

K € uma matriz simétrica e positiva definida [27], e o sistema pode ser resolvido

usando-se, por exemplo, 0 método de Cholesky. Este passo ¢ anilogo a solugao de

um problema de equilibrio em Elasticidade infinitesimal, com uma deformagao
inicial &f.
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¢) Calculo aproximado de &4, € f;4+; nos pontos de integragio usando-se as leis

de evolugao ¢ um esquema de diferencas finitas (este item € discutido
detalhadamente em [1]). Os esquemas utilizados podem ser explicitos (Euler,
Runge-Kutta, etc.) ou implicitos. Uma familia de esquemas semi-implicitos é
obtida a partir das seguintes relagoes:

v =& + Gy (U, €019, Bi40) At

Bir1 = Bi + G2 (Ui, 40, Bive) At
onde

Yi+g=(1--0)y; + 0¥y , 0<f=<1

dyi=i+1,

e)i > N?
SIM: Pare
NAO: Volte para (b).

Como € possivel verificar, este algoritmo permite o desenvolvimento de um codigo
numérico geral, independdente das varidveis internas § consideradas. Basta que
0 usuério escolha, para cada situagdo, as varidveis internas adequadas e que defina
uma subrotina com as fungdes (Gy,G;) e outra com as fungdes
0G; dG; 9G, 090G,
a? ' B " o ' P
apéndice no final do trabalho).

), no caso do uso de um esquema semi-implicito (ver o

EXEMPLO

Nesta segao serd apresentado, sem detalhes, um exemplo onde foram usadas as
equagoes constitutivas propostas em [1], [2], [3]. Estas equagdes
elasto-viscoplasticas descrevem o comportamento de ligas metélicas que
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“envelhecem” devido a difusao de precipitados na rede cristalina (mudancga de
fase). Este tipo de fenbmeno pode ser causado por diferentes fatores como, por
exemplo, a agdo de algum tipo de radiagao ou devido a algum tratamento térmico.
Todos os testes visando verificar a coeréncia da teoria foram realizados sobre uma
liga de aluminio 2024 porque ela envelhece rapidamente e a temperatura ambiente,
o que facilita o trabalho experimental. A composi¢io quimica percentual dessa liga
¢ dada pela seguinte tabela:

Fe Si Cu Mg Mn Zn Cr
0,25 0,49 4,07 0,72 0,60 0,07 0,04

Neste material, apés um aquecimento seguido de uma témpera ripida, as
propriedades mecinicas evoluem a temperatura constante € sem carregamento.
Esta evolugdo € provocada pela precipitagio de cobre sob diferentes formas
dependentes da temperatura. A principal caracteristica é um endurecimento muito
grande, j4 que as propriedades elasticas permanecem constantes. Os resultados de
uma série de testes uniaxiais monétonos ¢ ciclicos podem ser encontrados em [31].
Eles permitem indicar os acoplamentos e, em particular, mostrar que o
endurecimento isotrépico e o envelhecimento sio fortemente acoplados, enquanto
que o endurecimento cinemitico e o envelhecimento sdo praticamente
independentes.

A partir desses achados experimentais, e usando-se o formalismo apresentado na
seg¢do 2, propde-se o seguinte modelo de comportamento para esta liga:

B=(pea) (8
=15 -X)<(-R-0)/k>* )
e=ef —p ap (10)
p=(23) & )2 (11)
A=y <de—a> (12)

onde



Elasto-Viscoplasticidade Generalizada 75
<x> = max {x, 0}
I=(156-X) - -x)"?
S ¢éaparte desviadorade T=C (¢ — &)

X=cpe
R=b(l—exp(—yp)) +ca
#1=9Px + (1= pa)exp (- 7p)
p2=(a—Bexp(=7r7P))

G =A + (1/A) exp (- k'p)

0y, k, 14, ¢1, b, 7, ¢, P, M, @, B, 7', A, k', sd0 constantes que caracterizam o material.
p ¢é a varidvel de estado associada com o endurecimento isotropico causado pela
plastificagdo, ¢ € a varidvel associada como endurecimento cinemético causado
pela plastificagdo e a € a varidvel associada com o envelhecimento (concentragao
de precipitados na matriz s6lida). O acoplamento existente entre o envelhecimento
¢ a plasticidade € introduzido na teoria a partir desta varidvel. Desta forma, pontos
com diferentes histérias de deformagdo plastica irdo "envelhecer” de maneira
diferente.

A estrutura estudada ¢ uma placa com entalhe com o deslocamento prescrito nas

extremidades como mostra a Figura 1. A Figura 2 mostra a evolugdo deste
deslocamento no tempo.

30‘_./

t;&__\ G
J

L v v

“+2
Figura 1. Estrutura com entalhe. A espessura é de 1 mm
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’L!/ : 7 : -LIOJ

< 2 9 -9 F- = o
t (seg)

Figura 2. Evolugdo de # no tempo

O material considerado foi uma liga de aluminio com os seguintes coeficientes:

E =72500MPa v=033 P = 081

¢y = 78MPa =12 b = 40.5MPa
y=5 a=000167s"" B =00015%""
y=1 A=05 k' =28

¢ = 130MPa u=28 k = 98MPa-s

O problema foi resolvido usando-se elementos quadriléteros isoparamétricos com
oito nés ¢ nove pontos de integragao, para a integragao temporal foi usada uma
técnica do tipo Runge-Kutta. A Figura 3 mostra detalhes da malha utilizada. O
desenho da parte de baixo € um detalhe da regido do entalhe. Evidentemente a
simetria do problema pode ser utilizada, considerando-se na solugao apenas uma
metade da malha apresentada.

As Figuras 4, 5 e 6 mostram os isovalores da varidvel g para diferentes instantes.
Elas permitem verificar a influéncia das deformagbes permanentes no
envelhecimento. De acordo com observagdes experimentais, o material envelhece



Elasto-Viscoplasticidade Generalizads T

menos nas regides mais proximas do entalhe onde h& maior deformagdo pléstica.
Ao que se sabe, este € 0 primeiro modelo proposto na literatura que permite a
obtengdo das curvas de "isoenvelhecimento" devidas a uma evolugao ndo
homogénea desse fendmeno. Isto é fundamental no estudo da fadiga e do dano

neste tipo de liga.

Figura 3. Malha usada na solugao numérica do probicma

‘_______-
! -Bao LA
2 880
a =910
4 +330
5 4933 F— |
& «B3%
T 837
a8 k1)
4

-939

|

Figura 4. Isovalores de a, ¢ = 20000 seg
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Figura 7. Regido plastificada , f = 20000 seg
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As Figuras 7, 8 ¢ 9 mostram a evolugao da regiao plastificada ao longo do tempo.
Como convengio considerou-se como plastificada uma regido onde, em todos os

pontos, (¢° - ¢)V2 > 1074,

[
S

Figura 8. Regiio plastificada, t = 25000 seg

I
RS
| ——

Figura 9. Regido plastificada, t = 30000 seg

As Figuras 10, 11, 12, 13, 14 e 15 mostram os isovalores da tensdo equivalente
J=(15(S-X) (S -X))"? em diferentes instantes. A tensdo equivalente €
fundamental no desenvolvimento de critérios de dano e de fadiga. Neste caso
verifica-se que a regido mais solicitada se desloca do fundo do entalhe para o centro
do corpo de prova. Isto significa que, para este tipo de material, uma trinca pode
aparecer inicialmente mo centro da placa e nio no fundo do entalhe (o que
realmente é observado experimentalmente). Este resultado pode ser explicado
como uma reacomodagio das tensdes devido a evolugio da deformagao pléstica e
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Figura 10. Isovalores de J, t = 5000 seg
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Figura 11. Isovalores de J, ¢t = 10000 seg
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Figura 12. Isovalores de J, ¢ = 15000 seg
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Figura 13. Isovalores de J, ¢ = 20000 seg
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Figura 14. [sovalores de J, 1 = 25000 seg
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Figura 15. Isovalores de J, ¢ = 30000 seg
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CONCLUSOES

Foi apresentada uma formulagao geral para problemas de evolugdo em
elasto-viscoplasticidade que engloba um grande nimero de leis de comportamento
encontradas na literatura, O problema em deslocamentos resultante permite o uso
de uma técnica numérica bastante simples {conhecida como o método da
deformagio inicial) para a aproximagio da sua solugdo. Eimportante observar que,
para a familia de equagdes constitutivas apresentada, o método de Galerkin pode
ser aplicado sem problemas para a discretizagio do espago dos deslocamentos
cinematicamente admissiveis. A restrigao de incompressibilidade que
eventualmente pode existir sobre o campo de deformagao plastica €
automaticamente satisfeita nos pontos de integragao, através das leis de evolugio.
A formulagao variacional proposta permite a integragao das leis de evolugao por
elemento o que ndo € possivel se sdo consideradas as abordagens tradicionalmente
adotadas na literatura quando se usa o método da deformagio inicial (formulagio
em velocidades [10]-[22]). Além disso, o algoritmo de solugdo proposto pode ser
facilmente adaptado a partir de um programa de elementos finitos para a
elasticidade infinitesimal. No entanto, a principal observagio € que, a partir dos
resultados apresentados, € possivel se desenvolver um Gnico c6digo numérico para
tratar qualquer tipo de equacio elasto-viscoplastica, bastando que o usuério defina,
em cada caso, as leis de evolugao adequadas numa subrotina.
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APENDICE. IMPLEMENTA(;AO DO ESQUEMA SEMI-
IMPLICITO DE INTEGRACAO TEMPORAL

Supondo-se que U, & € B; sdo conhecidos, deseja-se obter €41 € fiyq apartir
das seguintes relagbes (ver a se¢ao 5):

Yis1=Y; + G (U, Yiso)
onde

Yiio=(1—6)Y; + 0y, 0<8=<1

Y; = (f,B)
G (U, Y)) = (G (U, Y), G2 (U, YD)

Ou seja, fixado um instante ¢ = (i*Af), (5,1, Bi+1) = Yi+1 serd o zero da fungao
F:

F(Yis) =Yi1 = Yi = G (U, Yi+p)

o qual pode ser encontrado usando técnicas do tipo Newton-Raphson,
quasi-Newton, etc. [32]. Na sua forma mais simples, 0 método de Newton consiste
em procurar um zero da fun¢do F usando o seguinte procedimento:
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OF (1) _, _ g 3G (Us Yire)
ay aYy

do item (c). Portanto Y7y, 1] seré calculado da seguinte maneira:
Y =Y - F (Y

Este tipo de simplificagdo é muito usado na prética e o algoritmo ir4 convergir se
Y{y1 for escolhido suficientemente préximo de Y4 q.
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a) ]f+1 ¢é dado

Y{+1 € uma estimativa inicial de Y;,,. Em geral toma-se Yj,q = Y.
byn=20

¢) Conhecido Y{,,, calcula-se Y/,] resolvendo-se o seguinte sistema linear:

aF (Y; ;

onde

aY = Y - ¥l

oF (Yi+1) _ 1-8 3G (U, Yive)
ay ay

d) Verifica-se se | | F(Y{47)| | <8, onde & € um escalar positivo que d4 a
toleréncia do erro para o critério de convergéncia:

SIM: Pare e Y, =YY
NAO: n=n+ 1 e volte para (c)

OBSERVACAQ: Um algoritmo simplificado pode ser obtido desprezando-se o

termo:

P aG (U, Y:'|+9)
aY

na expressao:



RBCM - J. of the Braz.Soc.Mech.Sc. ISSN 0100-7386
Vol Xl -n®1-pp 89-111 - 1990 Impresso no Brasil

MODELAGEM DO MOVIMENTO ROTACIONAL DE UM
CORPO RIGIDO DOTADO DE UM AMORTECEDOR DE
NUTACAO ANULAR VISCOSO E SUA VALIDACAO
EXPERIMENTAL

ROTATIONAL MOTION MODELING OF A RIGID BODY WITH A
VISCOUS NUTATION DAMPER AND ITS EXPERIMENTAL
VALIDATION

Ijar Milagre da Fonseca
Petronio Noronha de Souza
Instituto de Pesquisas Espaciais
Av. dos Astronautas, 1758

Caixa Postal 515

12.201 Sao José dos Campos - SP

RESUMO
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INTRODUCAO

Amortecedores de nutagao sdo mecanismos cuja fungao € dissipar energia interna;
por isso, sao largamente utilizados para o amortecimento do movimento nutacional
de espagonaves estabilizadas por rotagao. Estes dispositivos podem operar de
maneira passiva (como € o caso abordado neste trabalho), apresentam alta
confiabilidade e funcionam de forma cficiente mesmo quando o movimento estd
sujeito a torques perturbadores.

O modelo matemiético que descreve 0 movimento de um corpo rigido dotado de
um amortecedor de nutagao pode ser deduzido por trés métodos distintos [1], a
saber: i) método do sorvedouro de energia; ii) método dos pardmetros discretos;
iii) método modal. O primeiro consiste em resolver as equagoes de Euler para o
movimento livre de um corpo rigido (sem levar em conta qualquer movimento
interno) ¢ associar a taxa de variagao no tempo do éngulo de nutagao uma fungio
dissipativa capaz de descrever o comportamento em nutagio do corpo. E claro que
deve exstir algum tipo de movimento interno para justificar tal dissipagao de
energia mas isto € ignorado pelo método, estabelecendo-se assim uma espécie de
contradigao, Portanto € de se esperar que 0 método fornega no méximo uma boa
aproximagao, se a escolha da fungao dissipativa for bem feita. Tal escolha, para ser
boa, exige uma certa intuigao fisica do problema quando nao uma razoével
experiéncia com andlise dindmica do movimento rotacional de corpos rigidos
contendo mecanismos dissipadores de energia. O segundo método permite a
obtengao das equagdes do movimento para um corpo rigido considerando os
movimentos internos. Finalmente, o método modal modela o corpo rigido que
contém elementos flexiveis em sua estrutura. Neste trabalho utiliza-se 0 método dos
parametros discretos por ser ele capaz de proporcionar uma melhor aproximagio
ao modelo real.

DESCRICAO DO TESTE

As Figuras 1, 2 ¢ 3 mostram a montagem para a realizagio do experimento. Nela o
amortecedor de nutagao € fixado sobre uma plataforma na mesma posigio com que
cle deve operar no primeiro Satélite Brasileiro de Coleta de Dados (SCD1). Esta
plataforma € balanceada estética e dinamicamente, tem sua massa, seus momentos
de inércia, a posigao de seu centro de massa e o valor dos coeficientes de arrasto
acrodinimico nas diregdes longitudinal e transversal medidos [2). A seguir ela é
colocada sobre um mancal esférico aerostético sobre o qual pode girar em torno
de seus trés cixos com torques perturbadores bastante reduzidos. Para executar o
teste a plataforma é posta a girar e, em seguida, tem seu movimento perturbado por
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um torque impulsivo transversal que introduz um éngulo de nuta¢do que deve ser
eliminado pelo amortecedor.

Os movimentos da plataforma sao medidos pela proje¢io de um raio laser que
incide sobre uma mascara graduada presa ao teto do laboratério apds refletir-se
em um espelho fixado sobre a plataforma. O registro é feito por meio de uma
filmadora. O resultado filmado pode ser depois copiado para o papel e comparado
com o0s resultados das simulagoes.

SUPDORTE

RAIO LASER

ENGULO DE
INCLINAGAO DA
PLATAFORMA

AMORTECEDOR
DE NUTAGAQ

FITA PARA
LEITURA DA
ROTAGAO

| SIMUL ADOR
DIMAMICO COM

MANCAL ESFERICO

| AEROSTATICO

= BLOCO
\ /amucu
' 7

Figura 1. Montagem para o teste funcional

O modelo matemitico leva em consideragdo os valores medidos para os
balanceamentos estético ¢ dindmico da plataforma, acrescidos de uma diferenga
de 1% entre os momentos de inércia transversais ¢ de desbalanceamentos

dinimicos da ordem de 1073 kgmz, associados a um desalinhamento angular de 2’
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entre o eixo de simetria axial da plataforma e o principal de inércia. Estes erros
acrescentam termos importantes & matriz de inércia da plataforma.

r

Figurs 2, Vista gecal do simplador

FORMULACAO DO PROBLEMA

Hipéteses. O modelo matemético apresentado a seguir [3), foi concebido pelo
método dos pardmetros discretos. Para tanto foram admitidas as seguintes
hip6teses:

a) o fluido se comporta como um tarugo rigido em movimento dentro do anel;
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b) o centro de massa do conjunto plataforma mais amortecedor coincide com o
centro de massa da plataforma, que é fixo;

¢) o centro geométrico do anel encontra-se deslocado em relagao ao eixo de
simetria axial da plataforma;

d) a distincia do centro de massa do fluido permanece constante em relagao ao
centro geométrico do anel;

¢) o centro de massa da plataforma ndo coincide com o centro de pressao do mancal
esférico.

Figura 3. Vista geral do amortecedor de nutagio montado
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A hipétese de corpo rigido para o fluido, embora discutivel, justifica-se neste caso
tendo em vista o deslocamento do centro do anel em relagao ao eixo de rotagao da
plataforma (como € também no satélite). Dessa forma, a aceleragao centripeta
associada a0 movimento rotativo faz com que o fluido se mantenha concentrado no
ponto mais distante do eixo de rotagdo, mesmo para pequenos dngulos de nutagéo.

Os sistemas de eixos utilizados nesta modelagem, bem como alguns dngulos e cotas,
sao mostrados na Figura 4 ¢ listados em seguida:

e OX; Y; Z; ¢ o referencial do laboratério;

e Oxyz € osistema de eixos principais de inércia com origem no centro de massa
da plataforma;

e O;x'y'z’ € um sistema auxiliar paralelo ao Oxyz e colocado no plano do
amortecedor;

e f ¢ o ingulo que posiciona um elemento de massa do fluido com relagio ao
sistema Opx'y'z";
e y ¢ o dngulo preenchido pelo fluido;

@ Jd ¢ o deslocamento do centro do anel em relagdo ao eixo de rotagiao da
plataforma (eixo principal de inércia);

e h € a distdncia do plano médio do amortecedor ao centro de massa da
plataforma.

AMORTECEDOR DE
NUTAGAO

Figura 4. Referenciais OX; Y; Z;, Oxyze O x'y'z'
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EQUACOES DE MOVIMENTO

O vetor posi¢ao de um elemento de massa do fluido em relagao a origem do sistema
Oxyz G

re=xd +ygj+hk | (1)
onde:

x=(3+ Rcosf) , (2a)

yr=Rsenf . (2b)

D¢ forma andloga, o vetor posicao da massa m; adicionada para compensar a
cxcentricidade do amortecedor é:

n=xpi+ypj+hk. (2¢)

O vetor posigao de um elemento de massa da plataforma, com relagao ao ponto Q,
¢ dado por:

Tp=Xxpi+ypj+zpk , (3)

onde i,j e k sao os versores nas diregdes x, y e z da plataforma.

Dadas as equagoes (2), a taxa de variagao no tempo das equagoes (1), (2¢) € (3)
fica:

ff=w x:f“'ﬁ[_}’fi“' (xf_é){] ; (4a)

}P=wx.rp, (4b)
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}.5=er5. (4C)

A energia cinélica total é:
T 1 v i 1 Foooredm }_ rh -t 3
=5 ip ip df??p + 3 iJr ?’ 3!+ 2"1!) ib :b , (5)

onde dm, e dm; sao elementos de massa da plataforma e fluido, respectiva-
mente.

1 4 -
T= A+ Iyt Iy i + (B+hy+ly) o] +
+(C+ I+ Iy wf + mR B = (ly + Ly) wswy +
= (b + L) x wz = (hzp + Iyzy) wyw: + [Uz; — Isy) wz +

L (!x:)r = ld.‘_r} Wy = f_v.: “{\r] Y (6)

onde A, B ¢ C sdo os momentos principais de inércia da plataforma;
Ly Iy Iz gy, Iy € 1, 520 0s momentos e produtos de inércia associados ao fluido

(indice f) e a massa adicionada ao sistema para o balanceamento (indice b).

A energia potencial € dada por:

V=mfRK(gxcosﬁ+gysenﬁ+hgz) , (7

onde g,g, ¢ g sao as componentes do vetor g (aceleragao gravitacional) no

sistema de eixos principais de inércia da plataforma e sao fungao dos angulos de
Euler (atitude da plataforma). K é dado por:

K =sen (v/2)/(r/2) ®)
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onde y € o angulo preenchido pelo fluido dentro do anel quando concentrado em
uma 86 regiao.

A fungao lagrangiana é dada por:
L=T-V, (9)
onde:

T=T [wa, Ia (B), Ly (B), Iz (B), yz (B), 1ax (b)] y BEXWNZ

V=V (5,8 6.8 6).F] ,

onde os 6; (i = 1,2,3) sdo os angulos de Euler. O torque gravitacional sobre a
plataforma, em relagao ao ponto O, associado ao fluido e 4 massa my, €:

M=rx (=myg) + X (—mbg) . (10)

-

Na posigao de equilibrio estdvel do fluido (8 = f = 0) a massa adicionada para
compensar a excentricidade do amortecedor estd na posigao anti-simétrica com
relagao a myg, por esta razdo, r € dado por:

%

= —xpi — Ok + hk (11)

Em notagio matricial tem-se entao:

g RKsenf —2gh
[M} = —m;{ g: RK (1 = cos B) + 2gch : (12)
g RK (cosff — 1) — RKgesen 8

O centro de massa da plataforma estitica e dinamicamente balanceada nao
coincide com o centro de pressao (centro da esfera); dessa forma os pontos de
aplicagéo da forga da gravidade e o ponto por onde 0 mancal esférico estd suspenso
(Figura 5) sao separados por uma distincia dada pelo vetor:
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rg = —dk . (13.)
|
CENTRO
DE_ _,f}{Fd CEP&TRO
PRESSAD / AR EA
Z
INJETOR
DE AR

Figura 5. Centro de Massa & Centro de Pressdo do Sistema

O torque gravitacional associado a este desalinhamento é dado por:

i j ok
& B &
Em notagio matricial tem-se;
0

O momento gravitacional total sobre a plataforma balanceada estitica e
dinamicamente &:
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me(28yh — gz RK sem B) = mp gy d
[Mr} = {M} + {Ma} = { mylg: RK (cosp — 1) — 2gch] + mpged ¢ . (16)
my(gy RK (cos B — 1) — RK gsubx sen f3)

De acordo com a formulagdo lagrangiana para quase coordenadas [4], as equagdes
dindmicas de Euler sdo dadas por:

dic BTy . i T
E{a—}+[w][£}=[}l{r}. (17)

w

A mesma formulagao para coordenadas generalizadas leva a equagao para o fluido:

d 0T aT av
S [EET] s -, 8
m{aﬁ} i (18)
onde:
0 -z wy
@)= w 0 -y |, (19)

Das equagdes (17) e (18) tém-se:
Arwy — IxdeJT - fxzrﬂbz = (qu — fd:f)ﬁ” + (CT = BT) Wy Wy +

IWT (C!)E 3 wf) = IRTU.J;Q)); + [;yrwx wr + [Inxfwx + (sz— [6xf+

— ')y + by = I'ia) 03] B = Py + Co oz = My, (20a)
: : . 7

BTQ)y s Ixyrwx L IyZTwZ o Iyzrﬁ! + G"!T = CT) wy wz +

+ I'y) 0x = (ay — oz + L'y 02 B2 — I'ye B+ 2Cawy = Myp ,  (20b)
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Crz = lar@x = ly &y + (y = Iog) B + (Br — A7) 0r 0y +
+ lyr (wyz i wf) = lprwxw; + Igroyw: + [ywz + (I +

—Isyp = L'y oy = (o + ') x| B+ (I'sy = '8} B* + Da oz = May
(20¢)

¢ § g X i
+ ]'}T(UJZ, + Ijszzz) + i'lyfwx Wy + I’xsz;g wz; + I’}way wg) = Qﬁ + sz 3
(20d)
onde:

AT:A +!XJ+1-‘¢b 3 BT=B+1yf+ fyb N CT=C+sz+Izb N

!xy'f‘: h’}'b + fxyf § fsz = fﬂb + !xzf i I}'ZT= ",Vzb + I_‘W-f

v i
Mp=—-——, '= ) :
ap af
¢ Cq & D, sdo os coeficientes de amortecimento associados ao atrito no mancal
€ ao arrasto aerodinimico da plataforma.

MODELAGEM DO TORQUE DEVIDO AO CISALHAMENTO
VISCOSO DO FLUIDO NA PAREDE DO ANEL

Sao dois os tipos de movimento que o fluido desenvolve dentro do anel: movimento
sincrono com a rotagao propria e sincrono com a nutagao do corpo no qual o
amortecedor estd preso [5]. No primeiro deles o escoamento € do tipo laminar e no
outro ele € turbulento [5]. A seguir sdo deduzidas as equagdes que expressam o
torque devido ao cisalhamento viscoso no tubo para os dois regimes de escoamento.
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O torque devido ao cisalhamento viscoso do fluido dentro do anel é dado por:

Qp = —TR*Py | (1)

onde R ¢ o raio médio de curvatura do anel; P € o perimetro de sua segao
transversale ¥ € odngulo doanel ocupado pelo fluido quando todo ele se concentra
em um (nico segmento; 7 € atensdo de cisalhamento do fluido, que pode ser escrita
em fungao da tensao de cisalhamento em tubos retos [6]:

r=1,[1+0075 (R—fé)m (—2‘%‘;—)]/2 (22)

onde f8 ¢ avelocidade angular relativa do fluido, v € sua viscosidade cinematica e
D ¢ o didmetro interno do anel.

A tensao de cisalhamento 1, € dada por:
n=LpR?P, 23)

onde p é a densidade do fluido ¢ f ¢ o coefiviente de resisténcia de
DARCY-WIESBACH [1] que, pela relagao empirica de Blasius, (1] € dado, no caso
do regime turbulento, por:

0,316
f= ReV4 (24)

A substituigao das equagdes (22), (23) ¢ (24) na (21) leva a:

1574 2
Qp, = —0,0395p g% B7* = 00021p DV2PyRT2 B, (25)
v

que é o torque de atrito para o caso turbulento no qual a primeira parcela
corresponde ao torque para o caso de tubos retos e a segunda parcela € uma
corregao devida a curvatura do anel.

Para o regime laminar, o coeficiente f € dado por:
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f=64/Re , (26)

onde o nimero de Reynolds, Re, € definido como:

Re=RD8 27)

A relagdo entre a tensao do cisalhamento para tubos curvos e tubos retos, para o
caso do regime laminar [6], é:

T = 0,1064 7, [Re (D/2R)V3V2 . (28)
Esta equagdo é vélida para 10"® < Re (D/2R)"? < 10°.

A substituigao das equagdes (26), (27) e (28) na (21) fornece o torque no eixo de
simetria do anel para o regime laminar:

0p = —0,7158 p PyR14 p1/4 172 ﬁs/z . (29)
A massa do fluido pode ser escrita na forma:

mg=p SRy ,
onde § € a 4rea da segao transversal do tubo:

S=nD*4=PD/4 ,

P=48/D .
Entdo:

RIIM

0p, = —0,158 m [ ( =7 )ﬁ""“+00532( )ﬂ’] (30)
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Para baixos valores de Reynolds, para os quais a equacio (28) nao se aplica, o
modelo mais adequado para regime laminar é:

Qp = —8aypvR*B , (32)

onde p é a densidade volumétrica do 6leo utilizado [7].

EQUACOES CINEMATICAS

Para deduzir as equagdes cinemdticas foi considerada a seguinte seqiiéncia de
rotagoes: 81,0, ¢ 63 emtornode X;,Y; e z[4], mostrado na Figura 5.

Com esta seqli€ncia de rotagdes tem-se:

= | —c62363ch1c63 — 581 562 563 561 c63 + cB1 562503 { YL} ; (33)

cB2 cB5 cB1 561 + 561 567 cB4 501 567 — ¢ 502 ¢O3 Xt
562 —561 ¢t b1 ¢ Zr

g 561 563 — B 562 B3
gy = { sthcB3+ cO) 5625631 g . (34)
& ct) ¢z

As equagdes (35a) ou (35b) sao as equagdes cineméticas:

wyr= | —=st3ch 3 0|{62¢, (35a)
Wz 592 0 1 93

& 1 b3 -583 0 Wy

62} = o 02503  cb2c03 01wy . (35b)
62 2| —sOrcb3 P63 1| |w;
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Figura 6. Angulos de Euler, seqiiéncia 1,23

As equagoes (20) e (35) constituem o sistema de equagdes diferenciais simuladas
em computador.

RESULTADOS DAS SIMULACOES

A seguir sao apresentados os resultados obtidos nas simulagoes das equagoes do
movimento para as velocidades de 60 (Figuras 7, 9 ¢ 10) ¢ 100 rpm (Figuras 11, 13
¢ 14). Os resultados sao apresentados na forma dos graficos da trajet6ria do ponto
luminoso sobre a méiscara graduada (movimento do eixo de rotagiao em tormo do
vetor momento angular) € do angulo de nutagdo em fungio do tempo. Estes
resultados sdo confrontados com os extraidos da gravacao do experimento para as
mesmas condigdes iniciais (Figuras 8 e 12).

As trajet6rias obtidas nas simulagdes guardam grande semelhanga com as geradas
no experimento. As grandes oscilagbes executadas pelo eixo de rotacio, que
produzem os lagos apresentados nas Figuras 7 e 11, sao perfeitamente visiveis nos
resultados experimentais apresentados nas Figuras 8 ¢ 12. As maiores discrepéncias
encontradas sao os tempos de decaimento do 4ngulo de nutagao. Os tempos obtidos
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Figura 7. Trajet6ria sobre a mascara a 60 rpm durante 4 s
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cxperimentalmente sao da ordem de 1/3 a 1/2 dos obtidos via simulagao do modelo
tedrico. A despeito disso o resultado pode ser considerado satisfatorio e
suficientemente preciso para dar como validado o modelo teérico. A seguir estio
listadas as limitaghes mais importantes da modelagem, as quais podem explicar as

discrepancias mencionadas:

a) o fluido € considerado como um tarugo rigido dentro do anel;

b) o centro de massa do sistema é considerado fixo durante o movimento;

c) a distancia do centro de massa do fluido ao centro geométrico do anel €

considerada constante durante 0 movimento;

d) ha limitagdes no modelo do torque dissipativo do fluido, principalmente para
baixos niimeros de Reynolds.
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Figura 10. Trajetéria sobre a méscara a 60 rpm durante 22 s
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Figura 12. Trajetéria sobre a méscara a 100 rpm (experimento)
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Figura 14. Trajet6ria sobre a méscara a 100 rpm durante 22,5 s

APLICACAO PARA O CASO DO SCD1 E CONCLUSOES

Para simular o caso do SCD1, os termos que introduzem os efeitos da gravidade ¢
dos atritos s&o retirados e os valores da matriz de inércia sao alterados de acordo
com as propriedades de massa do satélite. A Figura 15 mostra o dngulo de nutagio
do satélite em fungao do tempo. O objetivo desta aplicagao € qualificar
funcionalmente um amortecedor de nutagio projetado e construido para ser
utilizado no SCD1.

O objetivo inicial deste trabalho, que era o de conseguir realizar a qualificagao
funcional de um amortecedor de nutagio, foi atingido. O modelo teérico
desenvolvido foi validado experimentalmente e os resuliados obtidos sdao
compativeis com os da literatura pertinente 4 4rea. Como subproduto deste
trabalho fica o desenvolvimento de algumas técnicas que permitem realizar
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experimentos em dindmica de rotagao com plataformas equipadas com mancais
esféricos aerostaticos.
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Figura 15. Decaimento do dngulo de nutagio do SCD1 a 140 rpm
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OBJE!./( = ESCOPO

A Revista Brasileica ¢ 2 Ciéncias Mecinicas visa a publicagdo de trabalhos voltadus
pesquisa ¢ desenvolvimento nas grandes dreas das Ciéncias Mecdnicas. E importanie apres
os resultados e as conclusdes dos trabalhos submetidos de forma que sejam do interess«
engenheiros, pesquisadores ¢ docentes.

O escopo da Revista € amplo ¢ abrange as drcas essenciais das Ciéncias Mecnicas, incluindu
interfaces com a Engenharia Civil, Elétrica, Metaldrgica, Naval, Nuclear, Quimica ¢ de Sistemas.
Aplicacdes da Fisica e da Matemdtica & Mecdnica também serio consideradas.

Em geral, os Editores incentivam trabalhos que abranjam o desenvolvimento ¢ a pesquisa d
métodos tradicionais bem como a introdugio de novas id€ias que possam potencialmente se
aproveitadas na pesquisa ¢ na industria.

AIMS AND SCOPE

The Journal of the Brazilian Society of Mechanical Sciences is concerned primarily with the
publication of papers dealing with design, research and development relating 10 the general areas
of Mecchanical Sciences. It is important that the resulis and the conclusions of the submitred papers
be presented in a manner which is appreciated by practicing engineers, researchers, and educators.

The scope of the Journal is broad and encompasses essential areas of Mechanical Engineering
Sciences, with interfaces with Civil, Eletrical, Metallurgical, Naval, Nuclear, Chemical and System
Enginecering as well as with the areas of Physics and Applicd Mathematics.

In general, the Editors are looking for papers covering both development and research of
traditional methods and the introduction of novel ideas which have potential application in science
and in the manufacturing industry.

Notes and Instructions To Contributors

1. The Editors are open to receive contributions from all parts of the world; manuscripts for
publication should be sent to the Editor-in-Chief or to the appropriate Associate Editor.

2. (i) Papers offered for publication must contain unpublished material and will be referced and
assessed with reference 1o the aims of the Journal as stated above. (i) Reviews should
constitute an outstanding critical appraisal of published materials and will be published by
suggestion of the Editors. (iii) Letters and communications 10 the Editor should not exceed
400 words in length and may be: Criticism of articles recently published in the Journal;
Preliminary announcements of original work of importance warranting immediate publication;
Comments on current engineering matters of considerable actuality.

3. Only papers not previously published will be accepted. Authors must agree not to publish
clsewhere a paper submitled to and accepted by the Journal. Exception can be made in some
cases of papers published in annals or proceedings of conferences. The decision on acceptance
of a paper will be taken by the Editors considering the reviews of two outstanding scientists
and is originality, and contribution to science and/or technology.

All contributions are to be in English or Portuguese. Spanish will also be considered.

5. Manuscripts should begin with the title of the article, including the english title, and the author’s
name and address. In the case of co-autors, both addresses should be clearly indicated. It follows
the abstract; if the paper’s language is different from english, an extended summary in this
language should be included. Up to five words for the paper are 10 be given, Next, il possible,
should come the nomenclature list.

6. Manuscripts should be typed with double spacing and with ample margins. Matenal 1o be
published should be submitted in triplicate. Pages should be numbered consecutively.

7. Figures and line drawing should be originals and include all relevant details; only excelent
photocopies should be sent. Photographs should be sufficiently enlarged to permit clear
reproduction in half-tone. If words or numbers are 10 appear on a photograph they should be
sufficiently large 1o permit the necessary reduction in size. Figure captions should be typed on
a separate sheet and placed at the end of the manuscript.



F.Venincio Filho

and
AM.Claret

F.A.Rochinha
and
H.C.Mattos

J.L.Roehl
and
R.Carneiro

M.B.Halal
and
S.Colle

H.C.Mattos
and
R.Sampaio

I.M.Fonseca
and
P.N.Souza

Matrix Formulation of the
Dynamic Analysis of SDOF
Systems in the Frequency
Domain

Cilculo da Flambagem de
Eixos Rotativos com a Segiao
Transversal Varidvel

Modelo para Anilise de
Efeitos de Cargas Moveis
em Tabuleiros Rodovidrios

Boundary Element Approach
for the Transient Thermo-
elastic Problem

Elastoviscoplasticidade
Generalizada

Modelagem do Movimento
Rotacional de um Corpo
Rigido Dotado de um
Amortecedor de Nutagao
Anular Viscoso ¢ sua
Validagio Experimental

29




	z0001
	z0002
	z0003
	z0004
	z0005
	z0006
	z0007
	z0008
	z0009
	z0010
	z0011
	z0012
	z0013
	z0014
	z0015
	z0016
	z0017
	z0018
	z0019
	z0020
	z0021
	z0022
	z0023
	z0024
	z0025
	z0026
	z0027
	z0028
	z0029
	z0030
	z0031
	z0032
	z0033
	z0034
	z0035
	z0036
	z0037
	z0038
	z0039
	z0040
	z0041
	z0042
	z0043
	z0044
	z0045
	z0046
	z0047
	z0048
	z0049
	z0050
	z0051
	z0052
	z0053
	z0054
	z0055
	z0056
	z0057
	z0058
	z0059
	z0060
	z0061
	z0062
	z0063
	z0064
	z0065
	z0066
	z0067
	z0068
	z0069
	z0070
	z0071
	z0072
	z0073
	z0074
	z0075
	z0076
	z0077
	z0078
	z0079
	z0080
	z0081
	z0082
	z0083
	z0084
	z0085
	z0086
	z0087
	z0088
	z0089
	z0090
	z0091
	z0092
	z0093
	z0094
	z0095
	z0096
	z0097
	z0098
	z0099
	z0100
	z0101
	z0102
	z0103
	z0104
	z0105
	z0106
	z0107
	z0108
	z0109
	z0110
	z0111
	z0112
	z0113

