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THE SOLUTION OF THE COMPRESSIBLE 
TURBULENT BOUNDARY LAYER BY THE 
KELLER METHOD AND ITS APPLICATION 
TO THE CASE OF THE SHOCK TUBE 

SOLUÇÃO DA CAMADA LIMITE TURBULENT-1 
PELO METODO DE KELLER E SUA APLICAÇAO 
AO CASO DO TUBO DE CHOQUE 

Roberto F. Bobenrieth M. 
Marcos A. Ortega - Membro ABCM 
Instituto Tecnológico de Aeronáutica 
Departamento de Aerodinâmica 
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ABSTRACT 

A numerical scheme based on the [(e/ler melhod for the calculation of lhe compres.síble 
turbulent boundary layer is presented. The computer code is inítíally validated by 
comparing results u;ith well-establíshed líterature data . Finally, the same computer 
code is used to colculate the heat transfer to the wall of a shock tube due to the passage 
of the shoch wave. Comparüon with exuting .shock-tube measurements stresses lhe 
accuracy of the numerical procedure. 

Keywords : Boundary Layer • Thrbulence • Keller Metbod • Shock Thbe 

RESUMO 

No trabalho que segue apresenta-se um esquema numérico baseado no método de Keller 
para cálculo da camada limite compressa'vel turbulenta. Inicialmente procede-se à 
validação do programa resultante por meio da comparação com dados trodiconais da 
literatura. Fincnmente, o m esmo programa é utilizado no cálculo da taxa de calor na 
parede de um tubo de choque devido à passagem da onda de choque. A comparação 
com medidas experimentais demonstra a precisão do esquema numérico desenvolvido . 

Palavras-chave: Ca.mada Limite • Thrbulência • Método de Keller • Tubo de Choque 
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INTRODUCTION 

ln a former work by the sarne authors (Bobenrieth and Ortega [1)) a method 

for calculating the laminar cornpress.ible boundary layer for two-dimensional 

and axisymmetric flows was presented. ln what follows the ext.ension of this 

numerical procedure for tbe Lurbulent case is developed. The overall idea is 

the sarne shown in reference [1], the difference now is that one has to tackle a 

turbulent boundary layer. 'I'urbulence is dealt with by introducing the concepts 

of eddy-viscosity and eddy-conductivity, and the model to be used is the one 

dueto Cebeci and Smith (see, for instance, Cccebi and Bradshaw [2}). 

A calculation procedure for the compress ible turbulent boundary laye r based ou 

tbe Ke ller metltod [3] can be found in the literature iu the work of Cabeci and 

Bradshaw [2]. ~evertheless, there is adefinite aud important difference between 

their approach and ours. One of the steps of the Keller numerica.l sdte1ue is a 

linearization step, which has to be introduced considering tha.t the momentum 

equation rnaintains its non-linear nature even after the discretization procedure. 

Cebeci and Bradshaw introduce the Unearization step for botb the momentum 

and the energy equations, even though the energy equation is línear. The idea. 

of these authors is to solve the equations simultaneously and the consequence 

of this proccdure is tbat the resulting matrices are 5 x 5. The approa.ch to 

be discussed below considers lineariz.ation of only lhe discretized momentu.m 

equation, and the solution is sequent.ial, i.e , first the momentum equation is 

solved (matrices 3 x 3) and then the energy equatiou is solved (matrices 2 x 2). 

A definite disadvantage of working with matrices 5 x 5 appears during the 

implementation phase of tbe code. In a certaln stage one is faced with inverting 

an almost complete algebraic 5 x 5 matrix. Moreove r, the 5 x 5 computer 

code bas a computer cost greater thau the 3 x 3 code. This greater time 

expenditure corresponds exactly to that. action which is in fa.ct not needed, i.e., 

calcula.tions dueto the lineariza.tion of the energy equation . ln the compressible 

case the equations are generally c.oupled, but it is a. simple matter to establish 

a convergence criterion. 

Severa! applicat.ions of the computer code are reported below. lnitially, two 

exa.mples still in the laminar regime, the Aat plate and the Howarth retarded 

flow are considered. The idea here is the explore the laminar régime beyoud tlte 

point of Ref.[l]. Afler this the solution of the turbulent compressible flow along 
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a flaL plate is presented . F'iua.lly, au applicalion to the case of the boundary 

layer behind lhe shock wave advancing in a shock ~ube is performed. Tbe 

results of tht> boundary-layer compul.er code based on K eller 's method, when 

compar ed with results frorn the li terature, both theoretical and experimental, 
show the fl exibility aud the accuracy of the present. oumerica.l scheme. 

BASIC EQUATIONS 

The Bound~ry-Layer· Ec,uatious . The steady com pressible turbuleot 

houndary-layer equations for t.wo-dirfl('nsional and a..-cisymetric fl ows, witb tbe 

usual Msurnptions, are: 

p [I aâ· : ·: + [iH' + p' \'~ [ ~[r ] = - dp + ,.-k!... r" [j.l ao - [p U'V1] I (2) 
.... oy dx 8y 8y 

- âho - ôho k â k [ jJ 8~ - ( 1 ) - aü] pU-UN+p'\ .'J-.-=,.- _ ,. ---pV'h~+fJ 1-- u-. 
âx ny ây Pr ây Pr 8y 

(3) 
where 1.: = O for two-dimensional flows a.nd k = l for axisymmetric flows . 

The above equations are written in a cu rvilinear system of coordinates (see 
Fig. 1) wbere x is the distaoce along the surface measured from the stagnation 

point or leading edge, and y is measured normaJ to the surface. rn Fig. l r is 
a radial coordinate, t·o(x) is lhe radius of the body, Ü00 is a reference velocity, 

Ul!(x) and h,.( x) are, respectively, the velocity and specific stagnation entha.lpy 

o uts ide the boundary layer . The other symbols in Eqs.( I), (2), (3) have their 

usual meaning, i.e .. U a.nd V stand for . respectively, x- and y-cornponents of 

velocity. p for densit.y. p for pressure, p for viscosity, Pr for the Prandtl number 

and ho for the specific stagnation enthalpy. The bars over the symbols indicate 
t.ime mean valws 1111d ~he primes indicate fluctuation componenl.s relative to 
thost' nJe:u1s (fro111 now on, \V(' kt't'p tlw hRts only o n terms involving products 

of flu t luat io n:-) . 
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Figure 1. CoordinaLe system and notation. 

ln this paper Lhe fiuid considered is air taken to be 11 petfl'ct gas wilh cousl.ant 
specific heats. Tbe viscosity iJ is obtained by mea.ns of th(' Sut.hcrla.nd formula 

(4]. 

The Turbule nce ModeL ln order to solve t.lw syst.~' " of equ<tl.ions 1 I) . 
(2), (3). it is necessary to relate the Reynolds sht-';H ~;trt-'s~. -pl ' 1'v'' , a.nd t.lw 
Renolds heat ftux , -pV'h0. to the mean velocity and entlit~lpy distribuLiou,... 

respe<:tively. To this end, we introduce Lhe followiug eddy-vihcosity (.::) anJ 

eddy-conductivity ( À1) concept.s [2] 

where Pr·c is a turbulent Prandtl number. 

e 
Prc ' 

( 4rt, b) 

Next, a. two-layer model is also intcoduced aud the eddy viscosity witbu1 the 
boundary layer is represented by separate expressions. l n the inner rcgiou, use 
is made of an eddy viscosity b~ on Prandtl's mixing length theory, 

(5) 



The Solutiou of the Compressible Turbulent 93 

wher~ J'tr is a lfl.rlliuar-tmhul~nt transition parameter , -y is Klebanoff 's 
intermitlency fartnr, ro is the valu~ of lhl' eddy-vi~osity in i.he outer region, 

and Lm is Pra11dll"!> lll lx ing length modilied by bau Driest , 

(6) 

Th,. villll~' of .-1 lo be u~r·d in tbe above cxpressíon was !ater modífied by Cebeci 
[r>J. Thc 111odifiratiou iutroduced hy Cebeci takes, as reference, the shea.r stress 

;Jilll d.-n:-:it~ ai llt•' lwi~ltt of thc laminar sub-layer, and not their values a t the 

W<tll. fi'-. l'rc•J>o.--,nl L>ri~iually hy van Drit>sl. The resulting exptession for A is 

- -(f') l/2(1/f:) -1 :-l = lb - ~ l/T , 
Jlw .V 

(7a) 

with 

(7b) 

and 

(7c, d) 

Tut- subscrip1 .. , , .. indiratf?"S values aL the wall , whereas Lhe subscript "e" 
charactcriz<:>:> valut>:> at t he ou ter edge of the boundary l~er . ln the equa.t!ons 
abov,. v is tltt;> kiwmr~t Íf •·iscosity and T is 1 he symbol for shea.r stress. 

ln Lhe outer region !lu• ,.ddy-viscosiLy is gíven by (2] 

(8) 

where t.be ver1 ical hM,., mdicatt• absolute values. 

ln Eqs. (5) and (1:') -111- is ;:w Jlllt;>rnlil~ency fac tor which is required to re present 

tbe regiou of tran~itiou from lami nAr to turbulent flow. Tl is defined by an 
empirical correlilllon. 

(9) 
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Here z t,. is the location of Lhe start of transition and t he factor Gtr. whicb is 

evaluated at the transition location , is given by 

8.33 Ut R-1.34 
Gcr = 104 vl r ' (lO) 

wbere Rr = Uex/ve is the Reynolds number . 

ln Eqs. (5) and (8) 1 is another intermittency factor thal accounts for the fa.ct 
that as the freestream is approacbed, lhe tu rbulence becomes intermitent. 1t 
is gíven by 

[ 6] -I 
1 = , + 5.5(n . (li ) 

wbere 6 is the hydrodyna.mic hounda.ry-la.yer lhickne$5 . 

ln this paper the turbulenl Prandtl number. Prt, is trealed as a constant a.cross 

the layer, its va.lue been contamed, normally, in tbe range 0.5- 0.9. ln fact p,., 

varies as a funclion of the dtStance to the wall. this variaLion being a function of 

the molecular Prandtl number. Nevertheless, for molecular Pra.ndtl oumbers of 

o rder 1, Prc is alrnost invariant across U1e layer. For further details the reader 

is referred to Cabeci and Bradshaw [2J. 

Transformation of the Boundary-Layer and the Eddy-Viscosity 
Equations. Jntroducing the Probstein-EIIiotjLevy-Lees t ransformation 

p Ue (r)k d --- - d 
TJ- (2<)1/2 L y ' 

( 12a, b) 

and the definition of the dimensionless stream function f 

(13) 

in tbe equa.tions (1), (2) and (3), gives the following transformed momentum 

and e nergy equations: 

1(1 + t)2J: C(l + ~+) /"]' + f f'' + f3 [Pe _ (!')2] = 2< [!' {jf _ f" Ôf] ( 14) 
p {jf. {j~ • 
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{(I+t)2
kc [(t+~+ ~) L+ v; (t--1 

) !' t'] }'+ tl = ~(t89 
-g'

81
) . 

Prt Pr ho. Pr ôf; 8f; 
(15) 

fn the above equations ç+ is the dimensionless eddy-viscosity defined by 
E+ = E/v, L is a reference body lengtb , t/; is Lhe stream function defined 
such that rk pU = 8tf; / 8y, rk p V = - {),P/ 8x, primes denote differenciation 

with respect to fJ , C= pU fpeUe. g = ho/ho., /3 = (U,/Ue)(dUefdf.) , and t is 
the Lransverse-curvature factor defined by t = y cos 4>/ r 0 , where 4> is t he angle 
between y and r (see Fig. 1). 

The boundary conditions for the transformed equations, in tbe plane defined 
by the coordinates e. '1 · are 

/(f; , 7J ) =O, /'(E;. O)= O, g(f;.O) = 9w or g'(Ç,O) = g~ , (16a) 

Jim g(f., r7) = I . 
TJ-00 

(16b) 

The expression for the inner eddy-viscosity in tbe new coordinates is 

2 [ Pe (''o)"'( )k 2( P) !"] f. i = Lrn (~) 1/2 L 1 + t v e Pe "Ytr "Y I 
(17) 

wbere Lm is defined by Eq. (6). Tbe coordinate y in terms of { and 1J is given 
by 

( 
ro ). [( ro )2 ( 2L ) (2(.)1/2 1'1 Pe ] 1/ 2 

y- - -- + -- + -- --- - dry 1 

costi> cos4J cosi/> Pe Ue o p 

for axisymmetric fiows and by 

for two-dimensional flows. 

y = (U,)l/2 {'~ Pe dT] ' 
P~: UI! Jo P 

(18a) 

(18b) 

The pa.rameters A and N keep their fo rm expressed by Eqs. {7a) and (7b ), but 
the parameters p+ and uT are transformed to 

p+ = jj~uf; (:J (p;) (~fk d~e ' (19} 
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(20) 

ln a similar fashion, the modified expression for tbe dtmensionless ou ter eddy
viscosity is 

1

(2<)1/
2 (L)I<:ia'l• ( U) (Pe) I !o= o.o168 -- - (1 + t)-k 1- -u - drJ lt .. , . 

Pe ro o e P 
(21) 

The new expressions for the transverse-curva.ture factor, t, and the laminar

turbulent transition parameter , l'tr. are 

[ 
'2Lcos~ (~) t /21'1 Pe ] 1/2 

t = -1 + 1 + 2 -- - dry ' 
r·0 Pe Ue o P 

(22) 

[ (1{ (L)2k dÇ )(1( '(L)2k dÇ )] itr = 1- exp - Gtr - u; - , . 
{rr r·o P~J..IeUe e,. ro PeJ..IeÚe 

(23) 
wbere 

(24) 

and 

(25) 

Tbe equation for Kleba.noff's interrnittency factor , r , is still given by ( 11). wbere 
y is now obtained from ( 18) . The boundary-layer thickness in transformed 
coordina.tes is 

/j = - (~) + [(~)2 + (~) (2Ç)l/2 ( "1• Pe dr]] 1/2 • 
cosq, coscp coa~ Pe Ue lo P 

(26a) 

for axisymmet.ric tlows and 

{2{)1/2 1 '7• Pe 
/j = - d']. 

Pe Ue O P 
(26b) 
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for two-dimensional flows. ln both cases, '7e is defined as the value of '1 such 
that 

U(YJe) = 0.995 . 
Ue 

(27) 

ln practice the calculation in the direction of '7 is not stopped by tbe condition 
st&blisbed by equation (27). Tbis is done so to permit the numerical grid to 
go beyond the height of the boundary layer, defined by (27) . The least value 
fo / . i.e., the value for y = 6, is 0.154. If calculations are stopped at the edge 
of the boundary layer, the hubulence model will be numericalJy unstable. But 
if we expand further, to points outside the boundary layer (y > é), the value 
of r. given by Eq. (11). will be less than 0.154 and the numerica.l stability is 
recovered. On physical grounds this means that calculations end in a regjon 
where the intermittency is sufficiently small. 

NUMERlCAL METHOD 

As it bas been already pointed out above, the overall idea of the numerical 
procedure in this case is exactly the sarne as in Bobenrietb and Ortega (1]. 
IniatiaUy, the equa.tions of momentum and energ,y, respectívely, Eqs . (14) and 
(15), are expressed (separately) as systems of first order di.trerentia.l equations. 
[n the sequence, tbose equatíons are discretized on a rectangular grid through 
the use of centered-di.fference derivatives and averages at the midpoints of grid 
rectangles aod grid segments. After this lhe momentum equatãon is lineari&ed 
by means of the Newton technique, whereas the discretized energy equation 
does not. need to be Linea.rized. The equations are then solved sequentially, 
what is accomplished by the use of the block. elimination techn.ique (3). 

Considering that the algebraíc developments are the sarne as in reference [1), 
there is no need to repeat them here. The only differences appear in some 
coefficients, which, in the notation of (1]. can be expressed as 

(28o) 

and 

(28b) 

The interested rea.der can find ali tbe specific algeb.raic details in Bobenriet.h 
[6]. 
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APPLICATIONS 

Laminar Compressible Flow Along a Flat Plate 

Figures 2 and 3 sbow the solution of the laminar compressible bounda.ry layer 
alonga flat. plate and the compa.rison witb data from Ref.(4]. As tbese solut.ions 
are similar, ooly two stations along e are needed to get to the final results. The 
time of CPU was about 0.35 sec for a.ll the cases. The computer used Ln 
thia calculat.ion, as well as io al1 other calculations in this pa.per, was a CDC 
CYBERG 170/730. 

U/Ue 
1.0 .-----------:::::::::::~=:::::::=o"-----Q.----, 

o.e Me • 1.0 
Me • 3.0 

0.6 

0.-4 
Tw • Te 

0.2 

Keller's method o SOhiiCtltlng 

0.0~----~-----L----~------~----~----~----~~--~ 

o 2 3 6 6 7 6 

E te 
Figure 2. Velocity profiles in the laminar bounda.ry layer along a fiat plate. 

Howarth retarded flow 

This case was a test to the computer code's a.bility to cope with longitudinal 
pressure gradients in the potential flow. The Howarth retarded flow in its 
laminar comp~essible form is characterized by [7] 

Me(z:) =Mo( l-i-) , (29) 

where Me stands for the Mach number of the potential stream and Mo is its 
initial value; x is the distance measured a.long tbe surface of the body and L is 
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T /Te 

2.0 
- Keller 's metho<:l o Sehllehtlng 

1.6 

1.6 Tw • Te 

1.4 
Me • 3.0 

1.2 Me • 1.0 
o o 

2 3 4 7 B 

E ta 
F'igure 3. Te mperature profiles ín the laminar boundary la.yer along a. flat plate. 

its ma.ximum va.lue. Figure 4 shows the typical effects of the retarded fl ow on 

t he velocity profile. and for r./ L equal to 0.1 one can see, clearly, the infiexion 

poínt in tlte volocit.y profile. This last curve corresponds to tbe velocity proille 

immediately before tbe separation point , which is loca.ted somewhere between 

x/ L= 0.100 and xf L= O.l Ol. 

The position of the bounda.ry-layer separation for ~he flow following Eq.(29) was 

also calculat.ed by Grushwitz and Walz by means of an integral method, a.nd , as 

repo rted by White [7], they found it at z/L = 0.082. The difference of results 
migbt b~> rela.led to the facl that White does uot report the potential values of 

thc stagnation pressure a.ud sta.gnation enthalpy used by Grushwitz and Walz 
in thei.r calcu lal.Jon. Besides, one must remember that fini t.e difference metbods 

are , in general. more accurate tha.n integra.! ones. The results con esponding to 

Figure 4 were obtained cousideria1g 8 = -1, where 8 is defined as 

6 
_ T<t(z)- Tw(z) 
- T0 (x)- Te( x) ' (30) 

T is t.he symbol for absolute temperature a.nd Ta is the a.dia.batic wall 

temperalure. 
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1.0r-------~~----------------------~=------------, 

0.8 

0.6 

o.• 
0.2 

Me • 1.98 
x/L • 0.01 

Me • 1.8 
x/L • 0.1 

0.0~~----~------~--------L-------~-------L------~ 

o 2 3 4 ó 6 

y x 10 (mm) 
Figure 4. Velocity profiles for tlw llowa.rth reta.rded riow. 

The calcula.tion of the Howa.rth retarded flow up to the point of separation 

required 11 stations in Ç and 41 points in TJ for ali the stations. The required 

CPU time was 1 816 sec. 

Turbulent Compressible Flow Along a F lat Plate 

The initial calibro.tion of the computer code for the turbulent boundA-ry layer 

was achieved by comparison with the classical case of the flat plate. Two cases 

were chosen: one experimental and ont" analytical, and the plotting of results 

appears in Figures 5, 6, 1\nd 7. 

Tbe experimental beai-transfer data appearing in Figures 5 and 6. and rerorted 

as profiles of M a.ch number, a.re due to Mie hei (10]. The Mach number of the 

potential stream is MI! = 2.57 and the ratio between tbe temperatures of tbe 

wall and of the potential flow is TwfT~ = 1.95. Michel report.c; measuremcnts 

for two stations located x = 182mm a.nd ~ ;:: 281 mm from lhe leading edge. 

Agreement is quite good , in spite of somt> srnall discrepancit:>.<; . ll is importaut to 

polnt out thaL also in ~h is case thf" values of stagnation pressure a.nd stagnation 

temperature of Micht>l's experienC(~ is not known. 
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MIMa 
1.0~----------------------------~=o--------------~~-. 

0.8 

0.6 

0.-4 

0.2 

Me • 2.57 
Tw/Te • 1.95 
x • 182 mm 

- K.eller'8 mett'()ó o Mlchel 

o.oL-____ _L ______ L_ ____ _L ______ L-----~------~----~ 

o 1 2 3 4 õ 6 7 

y (mm) 

figure .J. Maclt number profile in a Lurbulent boundary layer along a flat plat.e. 
MIMa 

1.0 r------------------=-=~t:==--~ 

0.8 

0.6 

Q.-4 

0.2 

Me • 2.57 
Tw/Te • 1.95 
x • 281 mm 

- Keller·s mett'()d o Mtchel 

o.oL-----~------J-------L-----~------~----~~----~ 

o 1 2 3 4 õ 6 7 

y (mm) 
Figure 6. Mach number profile in a lurbulent boundary layer along a tiat plate. 

The number of stations aloug the pla~e "'~ vv, whereas the points m the grid 
in the direction of 17 were not cons tant as the calculation proceeded in the 
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downstrea.m ~ direction , varying from 41 in tbe first station (x =O mm) to 136 

in the last station (x = 281 mm) . ln the station z = 128 mm, t:he number of 

points in 1] was 119. The increase in the number of points of the grid in the 

direction normal to the strea.m direction is typical of turbu lent flows and is a 

consequence of the rapid growing of the turbulent boundary-layer thickness in 

comparison to the laminar case. The CPU time for this case was 37.6 sec, the 

boundary layer was considered turbulent from the very beginoing by specifying 

the second station as turbulent and the value of the turbulent Prandtl number 

was considered to the be 0.9. 

The skin-friction data of Figure 7 also confirm the ability of the calculatiou 

method to represent high-Ma.ch-number flows . This figure displays numerical 

resulta and the classical solution for the turbulent boundary layer along the 

ftat plate dne to van Driest (4] . 

'04~----------------------------------------------------~ 
Cf 

* von Driest 
- Keller's method 

10~'~---------------r--------~----~----~--~--~--~~~ 
lO. 

Reynolds 10 7 

Figure 7. Coefficient of total turbulenl skin friction for flow a long an a.diabat.ic 
flat plate. 
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Boundary Layer Behind a Schock Wave Advanci.ng lnside a Shock: 
Tube 

After the brnsting of the diaphragm in a shock tube, a shock wave propagates 
into the low pressure chamber of the tube, the so called driven section (see, 
for example, Ref.[8]) . The ga.s in tbe driven is initially at rest, but the wave 
drives tbe gas behind it and , consequently, a boundary layer is formed along 
the wall of lhe tube. Dillon and Nagamalsu [9] have performed a series of 
experiments with the objective of studying this boundary layer and bave found 
t hat tbe nature of it, i.e., Laminar, transitional or turbulent, is dependent upon 
tbe va.lue of a Reynolds oumber per ceotimeter defined by 

(31) 

where the subscript 2 indicales properties of the ga.s (outside ~be boundary 
layer) after the passage of tbe sbock wave. 

Figure 8 shows va.lues of the heat flux at the wall of the tube plott.ed as a 
function of time. The hori~ootal origin, i.e., t = O, corresponda to that inst&nt 
of time for which the shock wave is exactly passing by the beat flux gage. The 
Reynolds number is this case is R/cm= 30000, wha.t guara.ntees the turbulent 
nature of the boundary layer [9]. Plotted in Figure 8 one can see four types 
of data: (i) Experimental values; (ii) Numerical solution by the Keller method 
with Pr1 = 0.6, (iü) Numerical solu tion by the Keller method with Prt = 0.9; 
(iv) von Kármán's incompressible correlation values. 

The incompressible correlation due to von Kármán , which was used by Dillon 
and Nagamatsu for comparison purposes, deviates markedly from the measured 
data. The same is true with Keller 's numerical soution for Pre = 0 .9 {the initial 
value of P1·1 for ali numerical calcu lations io this paper) . Wben the turbulence 
model was reca librated by adopting Prt = 0.6, tbe numerical solution fit 
the experi mental points very well. This reaffirms the great flexibility and 
accuracy that ca.n be achieved with the numerical scheme of Keller, coupleâ 
with a properly used algebrak turbulence model. The recalibn.tion of the 
turbulence model by changing the value of tbe turbulent Prandtl number 
(or another fHtrameter of interest) is by no means a tricky technique. A 
turbulent cakulatiou , in contrast to many laminar calculations, is always a 
mixe<.l analytical a.11d physical solu t.ion with mucb of empiricism present. An 
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Figure 8. Thrbulent beat transfer on a shock-tube wall. 

extensive analysis of the tra.nsport coefficients in turbulent boundary layers ca.n 
be found in Cebeci and Smjth (5] . 

Tbe complete solution for this turbulent case required 13 stations along ~ · ln 
the '1 direction , the number of points varied from 81 in t.he first station to 234 
in the last station for Prt = 0.6 and 233 for Prt = 0.9. Tbe CPU time was 
116.43 sec and 112 sec , respectively. 

CONCLUSIONS 

The principal conclusion is tbat a turbulent boundary-layer solver based on the 
Keller metbod has shown to be an efficient and robust. procedure for calculating 
heat transfer and skin fri ction, even in more stringent conditions, as is tbe case 
of the shock tube , where t.he flow afte.r the passa.ge of the shock wave sbows 
a higher degree of turbulent excitation than in normal situations. The higber 
degree of excitation was accomodated by recalibrating the turbulence model, 
especially by changing the value of the turbulent Prandtl number. Even in 
those limiting situations the method has kept. its accuracy, sta.bility a.nd low 
computer costs. These resuJts, together with the large spreading of the Keller 
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numerical procedure in t.he pertineot scientific literature [2), [11), [12J, [13J, 
strongly recommends it for future a.pplications. 

REFERENCES 

[1) BOBENRIETH , R .F. a nd ORTEG A, M.A. Exte nsion of Kelle r 's Numer

ica.l Scheme to the compressible Boundary Layer , Proc. g~b Bra.zilian 

Congress of Mechanical Enginnering, Florianópolis, SC, December 1987. 

[2) CEBECI , T . and BRADSHAW, P. Physical and Computa.tional Aspects of 

Convectjve Heat Ttansfer, Springer-Verlag, N. York , 1984. 

[3] K ELLER, H.B. Accurate Difference Methods fo r Non- Linear Two-Point 

Bounda.ry-Value Problems, Siam J. Numer. Anal., vol. 11, pp. 305-320, 
1974. 

[4] SC HILIC HTl NG, R. Bou nd<ny-Layer Thoery, McG raw-Hill , New York, 7th 
edition, 1979. 

[5) CEBECI, T . and SM ITH A.M.O. Analysis of TurbulenL Bounda ry Layers, 

Academic Press, Inc., New York , 1974. 

[6] BOBENRJETH, R.F.M. Extension of KeUer 's Numerical Method to the 

Conqm~ssible Bou nd ary Lll.yer and its Application lo the Case of the 

Shock 1\1be. M.Sc. Thesis, l TA ( Instituto Tecnológico de Aeroná utica), 

S.J . dos Campos, SP, 1988 {in portuguese). 

[7J WHITE. F.M Viscous Fluid Flow. McG raw-Hill, N. York, 1974. 

[8} LlEPMA NN . H.\V . and ROS HKO , A. Elerneots of Gasdynamics, John 

Wiley & Sons , New York , 1957. 

[9] DILLON, R.E. and NAGAMATSU, H.T. Heat Transfer and Transition 

Mechanis m on a Shock-1ube Wall. AIAA Jou rnal , vol. 22, n . 11, 
Novembe r 1984. 

[10) MICHEL , R. Étude de la T)·an~>ition sur les Profils d 'Aile; Établissment 

d'un Critêre de Dctcrmination du Point de Transiliou et Calcul de la 

1'tainée des Profi ls lucompressible. ONERA Rp l/578A, 1951 . 

[11] ARPACI. V.S and LAfl5EN . P.S. Convection Heat 1'tansfer, Prentice-

11 ali, ln c., !\ew Jersey, 1984. 



106 R.F. Bobenríeth and M.A. Ortega 

(12] ANDERSON D.A. , TANNEHILL J .C. and PLETCHER R.H. Computa
tional Fluid Mechanics and Hea.t Transfer, Hemisphere, New York , 1984. 

[13] FLETCHER, C.A.J . Computational Techniques for f'luid Dynarnics, 
Vols. 1 & II, Springer- Verlag, Berlim, 1988. 



RBCM - J . of the Braz.Soc.Mecb .Sc. 
Voi. X/11 - n9 2- pp 107- 135- 1991 

ISSN OHXH386 

Impresso no Brasil 

EFEITOS NÃO-LINEARES NO ESC AOMENTO 
EM MEIO POROSO COM INTERFACE FLUIDA 
NONLINEAR EFFECTS ON POROUS MEDIA 
FLOW WITH PER.MEA.BLE INTERFACE 
Francisco Ricardo da C unha * - Membro ABCM 
Departamento de Engenh&·ia Mecânica. 
Universidade de BrASília - UnB 
70910 Brasllia DF, Brasil 

•Endereço &tua!: 
Dep&rtment or Applied Mathnnatio & Th~reticAI Physics 
Silver Street, Cambridge, CB3 9EW, U.K. 

RESUMO 

Neate trabalho são desenvolvidos estudos aoa níveis analítico" e numénco para 
verificação da influência de efeitos não lincores no e.scaomento em uma matriz poro.sa 
com interface fluida . O modelo foi construídlJ .sob o panllJ de tJuto do Mecânica dos 
Meios Contínuos, 1endo o flutdo e o .sólido, que compõem o meio poroso, trotado1 
como constttuinte.t conlinuo.s de uma mi.!tura binária. Na equação con.shtutiw do 
força de intemção enlre cu fcues, cJt€rn dos termos de gradiente de concentraç4o e 
armslo vrscoso, consadera-.se uma parcela não-linear que repre.tento a contribmçõo ao 
arrosto , decido o pre.sf'nça de efeitos inerciais originados da interoçõo hidrodinâmica 
fl~tido-par·tt'cula, 110 motru porosa. Os re.wltado.1 obtidos mo:rh'Om que, na pre.1ença 
de efeitos nàu li11ear·es, ocorTe uma daminusção con.nderável na distribuação de 
velocidade do canal poroso. Uma expressão e.-,;pUcita p<r.ra a velocidade na interface 
ti determinada, cmaliticamente, por Ot>l.acoçôes da6 condiçôe1 de. rontinuidade da 
vdoCidade e len.Yào Clsalhante , atravé.s da interface meao poroso e camada ftuada . 
Ret~ultados annliltcos e numériros, do vdoódode na interface, aão romparados com 
o moddo sem;. emp•'n.co proposto par Beavers e Joseph. Uma boa concordância J 
ob.1ervoda, cor~firmando a hipótese de Beavers e Jo:reph com relação a condição de 
contorno na mlcrfnce ptnrreável . 

P ahwr as-cluwe.· Meio Poroso • Efeit.o Não-Lineares • Velocidade • Interface 

ABSTRACT 

Thi.s worJ..- hcu aímed lo det•elop onalyt11:tJI ond numerícal studíe1 to verify the ínfluence 
of nonlínear· cff('(ls 011 por·ot/.S media ftow with a permeoble interface. AtJerage 
equolions of amluwrly and montion deJcdbing the flow model ore proposed upon the 
famework of lht' Carll~r~uum Mechonrcs. Tl&e conslitutive equation of the itlterfacial 
force take into account a lmear Darcy lerm m Lhe velocít!l, concentrotion gradient 
force and ct nonlintnr ter'rll whteh rY!prese nts lhe contribution to the total drag owing 
to inerciai effects orrsm from hydr-odynomic inleractions between fluid-par·ticles. The 
r·esults have showu con.Jiderable reduclion o/ velocity distribution in the channel ftow 
when nonlinenr efjects h ave been pr-tscrlted. A n analytical ezpreuion for the interface 
velocity and shear $lr'ts8 thr-ough the parou.~ media and l.iquid loyer. The onolyticol 
and numencal r-e1ult-" of Lhe interface vrlocit11 were compared with BeouertJ~Ho4eph '• 
semi-empu·rcol modef (10(1 a good ogr~('merlt can be obse~. 

Keywords : Porom< Media • Nonlinear EffecLs • Interface Velocity 
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INTRODUÇÃO 

A hidrodinâmica de meios porosos vem sendo bastante estudada. tendo em vista 

a sua larga aplicação no campo científico e tecnológico, principalmente, no que 
se refere à mecânica dos solos. produção de petróleo, engenharia civil, filtração 
e purificação de água, metalurgia do pó e reatares químicos, com leito fixo [1], 
(2], [3] e (4]. O campo de aplicação da presente pesquisa está relacionado com 
fenõmenos que ocorrem em reservatórios naturais subterrâneos de petróleo, 
onde o escoamento de óleo encontra diferentes camadas de xisto, calcário e 
rocha. Uma situação similar, é encontrada na gaseificação subterrânea do 
carvão. 

A região de interface entre um meio poroso e uma camada fluida, pode 
ser considerada uma zona de camada limite onde as características dos dois 

escoamentos se ajustam, garantindo a continuidade da velocidade e tensão 
cisalhante, através da interface. Investigações experimentais sobre o problema 
foram realizadas por Beavers e Joseph (5), mostrando que o gradiente de 
velocidade na interface é proporcional a diferença entre a velocidade de 
deslizamento e a velocidade de filtro no meio poroso. Entretanto, na modelagem 
semi-empírica do fenõmeno, Beavers e Joseph usaram, fundamentalmente, a 
lei ünear de Darcy, que não considera efeitos de inércia e o termo difusivo , 
t ipo Brinkman, significativo próximo à região de parede . Isto exprime que a 
proposta semi-empíríca de Beavers e Joseph , restringe-se a número de Reynolds, 
muito baixos, ua qual a lei linear de Darcy é válida. 

Recentes publicações, relacionadas com a Mecânica dos F luidos e Transferência 
de Calor em escoamentos bifásicos (meio poroso e leito fluid izado ), já consid
eram em seus modelos hidrodinâmicas uma parcela quadrática na velocidade 

como uma contribuição ao arrasto total devido à presença de efeitos inerciais. 
Lauriat e Prasad {6], a.través de simulação numérica, enfatizaram a importância 
de efeitos inerciais em seu trabalho sobre convecçà.o natural em cavidades verti
cais porosas. Sebben e Prata [7] desenvolveram uma s imulação numérica para o 
estudo da ~ransferência de calor com convecção forçada. em um canal, contendo 
um leito de esferas compactadas. Efeitos inerciais também foram considera
dos. Cunha e Fortes em [8] e [9], propõem um termo constitutivo na força de 
interação fluido-partícula do t ipo f = a(e)u ju j e verificaram a influência de 
efeitos não-lineares na estabilidade de leitos fluidizados homogéneos. O termo 
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proposto é totalmente compatível com os experimentos em fluidização sólido
líquido, realizado por Fortes, Joseph e Lundgren [1 0] . Nestes experimentos, os 
resultados indicaram a existência de efeitos não-lineares associados à formação 
de esteiras. 

Muitos estudos também foram desenvolvidos na área experimental, mostrando 
que, para uma faixa de Reynolds acima da unidade, o escaomento em meio 
poroso é governando pela extensão de Forchheimeir da lei de Darcy. Destes, 
pode-se citar os trabalhos de Ergun [11] e Bea.vers, Sparrow e Rodenz [12) . 

Nesta perspectiva, efeitos inerciais orginados da interação hidrodinâmica fluido
partícula, devem ser considerados na equação constitutiva que representa a 
força de interação entre as fases fluida e dispersa. isto significa que a força 
de arrasto deve ser subdividida em duas parcelas: a primeira relacionada com 
efeitos puramente viscosos e a segunda, com efeitos não lineares presentes nas 
regiões de estagnação, à. jusante das partículas. A consideração é totalmente 
consistente com resultados clássicos observados no escaomento em torno de 
uma esfera, onde para Reynolds maior que a unidade, a Lei de Stokes não mais 
se aplica [13) . 

Dentro do contexto das referências cita<las anteriorment.e, a presente pesquisa 
tem como objetivo desenvolver estudos analíticos e numéricos para verificar a 
influencia de efeitos não linea res no escoamento, em um meio poroso saturado, 
composto de partícula.'> esférica.'>, em contato com um escoamento de uma 
camada fluida. A modelagem do problema será feita com base nos princípios 
da Mecânica dos Meios Contínuos , onde se trata o meio poroso e o fluido 
como constituintes coutiÍl.J.tOS de uma mistura binária. A solução analítica do 
problema será obtida através do rvtéLodo de Perturbação, comumente usado 
em problemas provenientes de fenômenos físi cos [14], [15] e [16] . A simulação 
numérica ba.seia-se ~método de diferenças finitas com formulação de volumes 
de controle, descrito ~í:n Pata11ka.r [ 17] . Uma expressão explícita pa.ra velocidade 
da interface é determinada, analiticamente, por aplicações das condições de 
contin1,1_idade da velocidade e tensão cisalbante, através da interface meio poroso 
e camada fluida. An alisa-se a influência de parâmetros característicos da matriz 
porosa e canal fluido na. velocidade da interface, com objetivo de complementar 
os estudos de Beavers e Joseph [5]. 
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M ODELO DINÂMICO DE ESCOAMENTO BIF ÁSICO 

Generalidades 

Na presente seção, descreve-se as equações médias locais do movimento que 

governam a d inà.mica do escoamento em meios porosos. A formu lação desta 
classe de problemas é elaborada com base nos princípios da conservação e 
equações constitutivas que regem a Mecânica dos Meios Contínuos, descritos 

em TruesdeU e Noll [18] e Drew e Lahey 11 9]. A equação da energia não 
será estudada, tendo ern vista que o meio poroso é considerado, globalmente. 
isotérmico. 

Em escoamento bifásico, taJ como em um meio poroso, a Teoria Continua da 

Mistura assume que todos os volumes elementares da. mistura. são ocupados 

por um mínimo de partículas de cada constituinte suficiente para se considerar 
a fase dispersa como um quasi-contínuo. Além d isso, qualquer dimensào 

característica deste.s element,os macroscópicos, deve ser muito maior quando 
comparada à distãncia média entre as partículas que compõem a. mistura 
binária.. Dentro desta concepção. estamos interessados em propriedades médias 

locais na vizinhaça de um ponto do escoamento e não em propriedades pontuais 

do domínio da. matriz porosa. 

As propriedades médias locais macroscópicas variam continuamente çom o 

tamanho do volume elementar, a posição e o tempo. Ent.retanto, a va.riação 

com o tamanho do elemento contínuo toma-se imperceptível qua.a\do este é 

muito pequeno, mas amda contém um número de partículas suficiente para 

tornar a descrição do contínuo estatisticamente significativa. Isto implica que 

as propriedades médias locais podem ser ex:pressas por funções contú1uas da 

posição e do tempo, na forma: < u >=< u > (x,t) e< p >=< p > (x.t) . 

O t ratamento estatístico das equações do movimento é bastante significativo 

quando se trata de problemas de engenharia. Isto porque na grande maioria 

de aplicações industriais, propriedades médias são suficientes não interessando 

detalhes ou flutuações dos escoamentos, fi ltrados pelo processo de média. 

Na presente pesquisa considera-se o meio poroso uma mistura binária cons

t ituída de partículas macroscópicas, rígidas, homogeneas, isotrópicas em 
repouso, e de um fluido Newt.oniano incompressível. Em qualquer posição x 
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na Região R ocupada pela mistura e em qualquer tempo t, cada constituinte 
possui uma densidade de material média local < pn > (x, t)( n = f : fluido e 
n = s: sólido) . 

A porosidade média local ,!, em um ponto x e tempo t é definida por 

c(x, t) = r f(lx- y l) dV11 lv, 
(1) 

onde o sufixo v, na integral indica que a mesma é calculada sobre lodos os 
pontos y ocupados pelo Auido no tempo t, dV11 indica um elemento do volume 

na vizinhaça de y e r(lx- yl) uma função peso utilizada. no processo de média 
d . I 
o ttpo v=· 

00 

Da equação (I) a porosidade média global do meio poroso pode ser definida 

como, 
[ = volume da fase fluida - v! 

volume da mistura Voo 
(2) 

Definição da Média 

Seja f(x, t) uma propriedade pontual exata da fase fluida, por exemplo, a 

pressão p(x, t) ou a velocidade Euleriana u(x, t) . Da mesma maneira, seja 

g(x,t) denotando a propriedade pontual exata da fase dispersa. Então os 

valores médios locais< f > (x, t) e< g > (x, t) de f (x, t) e g(x, t) são definidos 
por 

c(x ,t)</>(x,t)= r f(y,t)f(lx-yl)dVy 
lv1 

(1 - c( x , t)] < g > (x, t) = { g(y, t)f( lx - yl) dV11 Jv. 

(3) 

(4) 

O sufixo V., na integral em ( 4) indica que a mesma deve ser calculada. sobre 

Lodos os pontos x ocupado pelo sólido no tempo t. 

Equações do Movimento 

As equações do movimento para o escoamento no meio poroso são análogas 
àquelas aplicadas aos escoamentos monofásicos. Aplic&-se as equações da 
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conservação a cada fase individual, levando-se em consideração a força de 
interação entre as fases, na interface. 

Como a fase particulada está em repouso, para descrição da dinãmica do 
escoamento no meio poroso, são necessárias apenas as equações do movimento 
da fase fluida. A presença das partículas no meio poroso é considerada através 
da força interfacial de interação entre fluido-partículas. 

Na ausência de reações químicas ou mudança de fase no meio poroso, e 
desprezando efeitos de tensão superficial na interface entre as fases, as equações 
governantes que representam o balanço de massa e momento linear no meio 
poroso, em termos das propriedades médias locais sã.o , respectivamente, 

{ 

'iJ. < u >=o 

< p > t:{ft < u >+(< u >·V') <u>) =V'· <T> +< I>+< p > t:b 
(7) 

onde < T > e < I > sã.o, respectivamente, o tensor parcial de tensão médio 
local e a força de ínteração interfacial média local entre as fases , < p > e: é 
a densidade parcial média local contínua da fase fluida e < p > € b é a força 
de campo gravitacional, por unidad·e de volume, atuando como o único agente 
externo a.o sistema. A parcela a esquerda da equação, representa a força. de 
inércia média local por unidade de volume da fase fluida. 

O desenvolvimento algébrico para determinação das equações médias locais que 
descrevem a. dinâmica de escoamento binários é baseado nas equações (3) e (4) 
e estão descritos, formalmente , em Anderson e J ackosn [20) e Drew (21 J. 

Na presente formulação, o tensor parcial de tensão é simétrico, tendo em vista a 
inexistência de torques induzidos ou localizados por ação de campo magnético. 
Isto garante o balanço de momento angular para cada constituinte e para 
mistura. Assim, 

< T >=< Tt > (8) 

o balanço de momento linear para a mistura é satisfeito, baseado no princípio 
da terceira Lei de Newton , 

< I i>=< I''> (9) 
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Equações Constitutivas 

Nesta seção são apresentadas as formas funcionais do tensor aprcial de tensão 
médio local < T >, e da força de interaçã.o interfacial média < I > , em termos 
de e:,< u >. < p >e< u >< lul >. 

Para o tensor parcial de tensão médio, adimite-se que a fase fluida comporta-se 
como um fluido Newtoniano incompressível, no qual as tensões relacionam-se 
linearmente com as taxas de deformação. 

< T > = - < p > 1 + 2r/ < D > (10) 

onde < p > representa o campo de pressão médio local da fase fluida (pressão 
lid~ por um sensor) , 1 o tensor identidiade e < D > representa a taxa de 
deformação média local da fase fluida ou, ainda, a parte simétrica do tensor 
gradiente de velocidade. < D >= ~(V < u > +Vt < u >) onde < u > é o 
campo de velocidade médio local. 

A equação constitutiva que representa a força de interaçã.o interfacial média 
local entre as fases é proposta como, 

< I >=- < p > V(l- é)- a(é , < lul >) u (11) 

onde 

a( e:,< lu I >) < u >= Cl'J (e:) < u > +a2(e:) < u >< lul > (12) 

Assim, 

< I >=-< p > V(l- é)- a1(e:) < u > +a2( < u >< lul > (13) 

O primeiro termo da equação anterior, representa uma força por unidade de 
volume devido a presença de gradiente de concentração no meio poroso. O 
termo 01 (e:) < u > representa uma força de arrasto linear dominada por efeitos 
puramente viscosos, enquanto a2(c) < u >< lul > é a contribuição ao arrasto 
relacionada com efeitos inerciais originados da interação hidrodinã.mica fluido
partículas. 
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Constantes Materiais 

As constantes materiais a 1 e a2, podem ser determinadas através da extensão 
de Forchheimer da lei da Darcy (12]. Estas representam, respectivamente, os 
coeficient.es de arrasto viscoso e inercial. 

(14) 

onde K é a permeabilidade específica do meio poroso, p. a. viscosidade do fluido 
constituinte do meio poroso e b o coeficiente inercail da extensão de Forchbeimer 
da lei de Darcy. 

Fórmulas empíricas para determinação de I< e b podem ser obtidas da equação 
de Ergun [11] válida para escoamento em leito fixo . 

(15) 

O cálculo da porosidade t , com boa aproximação, é proposto por Beavers et ai. 
[12], 

é = too [ 1 + ~: G: -1)] ( 16) 

onde éoo = O, 368, tw = O, 476, dp é o diâmetro da partícula e De o diàmetro 
hidráulico da seçào transversal do escoamento. 

Com relaç.ão a. constante material r/, esta pode ser assumida como igual a 
viscosidade cisalhante do fluido Newtoniano. Isto se justifica por dois motivos 
relacionados a Dinâmica de Supensões: 

i) Efeitos não hidrodinàrnicos tais como: (orças Browruanas ou térmicas, 
forças elétricas (efeito eletroviscoso) e forças atrativas de Van der Walls não 
estão presentes em escoamento com as características dinâmicas, e escala de 
partículas do estudado aqui (ver Jeffrey e Acrivos (22]). 

ii) A modificação da viscosidade, por efeitos hidrodinãmicos, em um meio 
poroso, deve ser considerada apenas no câlculo do arrasto viscoso, através da 
permeabilidade (ver Hinch [23]) . 
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Substituindo as equações constitutivas (10) e (13) na equação (7), obtém-se o 

sistema de equações médias locais que governam a dinámica. do esca.omento, 

em meios porosos. 

\1 - < u > = o ( 17) 

p [! < u > +( < u > . \!) < u >] = -\1 < p > -!!.. < u > -
ÔL K 

PROBLEMA ANALISADO 

- bp < u >< lul > +~ \12 < u > (18) 
~ 

Seja um arranjo como o da figura. 1, onde se tem uma matriz porosa, satura-da, 

constituída de partículas esféricas, limitada superiormenLe por uma superfície 

permeável, devido ao escoamento de uma camada liquida e inferiormente 

por uma superfície impermeável. O problema consiste na determinação da 

distribuição de velocidade deste escoamento, com objetivo de se avaliar a 

influência de efeitos inerciais ua velocidade da interface, e verificar a validade 

da hipótese semi-empirica proposta por Beavers-J oseph [5] em condições de 

regime quasi-linear compl\tíveis com seus exper imentos . 

• 

figura L Arranjo estudado. 



116 F.R. da Cunha 

Hip6teses Simplicativas 

• As propriedades termofisicas do meio poroso e do canal Liquido, são 
consideradas constantes; 

• O escoamento se dá em regime permanente e as forças de campo são 
desprezadas no escoamento; 

• Uma análise de ordem de grandeza na equação {18), bem como dados 
de simulações computacionais [6). mostram que o termo convectivo 
((u) · V')(u) é de pequena ordem de magnitude, quando comparado 
aos outros termos da equação. Isto significa que o comprimento de 
desenvolvimento da camada limite hidrodinâmica ocorre em uma região 
muito próxima à ent.rada do meio poroso. Desta maneira, o escoamento 
no meio poroso será assumido totalmente desenvolvido. Com isto, o campo 
de velocidade é função apenas da coordenada normal às fronteiras sólidas, 
podendo ser escrito como < u >=< u > (y)ê1; 

• O escoamento na região da camada liquida, que faz interface com o meio 
poroso, será. assumido, também, totalmente desenvolvido, tendo em vista 
a fina. espessura do canal. 

Baseando-se nas hipóteses simplificativas descritas anteriormente, as equações 
governantes do escaomento na camada líquida. e no meio poroso são, 

(i) Camada Líquida. 

Da equação de Navier-Stokes, 

(20) 

com O S 111 $ h. 

(ü) Meio Poroso. 

Da equação (18), 

d<p> jj 2 jjd2<v. > 
- dx - /( < v. > - bp < u > +c dy? = O ( 21) 
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com 0 5 Y2 5 e. 

As equações anteriores estão sujeitas às seguintes condições de contorno 

v(O) = Ui 

v(h) =O 

< u >(O)= Ui 

< u > (.e) = o 
cL<J!L 1 _ dv 1 

e ~ 112=0- -Ty) 11•=0 

ou considera-se meio poroso semi-infinito 

no caso de solução analítica. 
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(22) 

Na equação acima, Y1 e Y2 são as coordenadas normais à direção do escoamento 
na camada líquida e meio poroso, respectivamente, Ui é a velocidade na 
interface. 

Adimeusionalização das Equações Governantes 

Por conveniência define-se novas variáveis e parâmetros, passando-se a trabal
har com grandezas adimensionais. 

Y1 Y, =-; 
h 

onde Re1 e Re2 referem-se, respectivamente, aos números de Reynolds do 
escoamento do canal líquido e meio poroso. O parâmetro 6, como pode ser 
observado, relaciona características tanto do meio poroso como da camada 
líquida. Este parâmetro, terá grande importância na solução analítica do 
problema pelo Método de Perturbação. 

As equações adimensioualizadas, bem como as condições de contorno, são 
descri tas a seguir, 

(i) Camada Líquida. 

com (27) 
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(ii) Meio Poroso. 

ou ainda definindo Y2 = Iro obtém-se, 
( 7) ,5 

e 
com O < Y2 < t onde ç = -J._, . 

- - ... ( 7)0,5 

Condições de Contorno Adimens ionalizadas 

F .R. da Cunha 

(28) 

(29) 

{ 
v(o) = u1 V(l) =o; U(O) =ui ; * IY2 =o = -6 1f,IY1=o; (3o) 
U(Ç) =O 

MÉTODO ANÁLITICO 

A solução analítica da equação diferenciaJ ordinária não homogénea (28) é 

obtida com base no Método de Perturbação comumeute utilizada em problemas 

provenientes de fenômenos físicos (4], [t5) e [16]. 

Em termos práticos, o parãmet.ro 6 é consideravelmente meuor que a unidade. 

Desta maneira, para velocidades no meio poroso relativamente baixos, a solução 
analítica do problema pode ser escrita como, 

(31) 

onde U'(Y2) é a perturba.çã.o da solução relacionada com o parâmetro 6, 
que considera características tanto do meio poroso corno da camada fluida, 

funcionando como um fator de escala entre os escoamentos. Propõe-se a 
seguinte expansão assintótica, 

(32) 
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Substituindo a equação anterior na equação (29), obtém-se um sistema de 
equações diferenciais ordinárias do tipo, 

d2Ul - U =O 
dY2 1 

2 

d2U2 2 
dY2 - lh- >..U1 + 2t = 0 

2 

d2U3 
dY2 - u3 - 2u1 u2 = o 

2 

(33) 

(34) 

(35) 

A integração da equação que governa o escaomento na camada líquida é 
imediata, e sua solução pode ser escrita como, 

(36) 

Tendo em vista a equação anterior, o sistema formado pelas equações (33), (34) 

e (35) deve satisfazer as seguintes condições de contorno 

UI (O)= Uzt 

U2(0)- ui2 

U3(0) = Ui3 

(37) 

Resolvendo o sistema de equações anterior pelo Método dos Cqeficientes a 
determinar' desprezando termos de pequena ordem de magnitude relacionados 
às potências de 6 e considerando o meio poroso semi-infinito determina-se que, 

U1=Ui1exp(-Y2) (38) 

U2 = 2c + ~ Ui~ exp( -2Y:2) + C1 exp( -Y2) (39) 

2 . 
U3 = -2>..cY2Ui1 exp(-Y2) + 3 >..U,1C1 exp(-2Y2)+ 

1~ .X2 UJ exp(-3Y2) + C2exp(-Y2) (40) 
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onde: 

c1 = -G À+ t) 

c2 = 
23 

>. 2 + ~ >. - 2>-€ - 2€ + 1 
36 3 

), 
U;1 = 1 ; Ui2 = (2€ - 1) - - e 

3 

F.R. da Cunha 

Neste caso a solução analítica do problema está determinada, tendo em vista 
que U = 6U1 + 62U2 + 63U3. A velocidade da interface pode ser obtida 
explicitamente por, 

(42) 

Uma discussão sobre limitações da solução analítica é apresentada, posterior
mente, na seção dos resultados obtidos. 

M ÉTODO NUMÉRICO 

A idéia básica para a solução numérica do problema é obtida através do Método 
de Volumes Finitos, descrito em Pantakar [17]. A essência da fonnulaçã.o de 
volumes finitos é dividir o domínio de solução em um determinado número de 
pequenos volumes de controle adjacentes, tal que haja um volume de cotnrole 
circundando cada ponto da malha. A equação diferencial é integrada com 
relação a cada volume de controle , assumindo perfis que exprimam a variaçã.o 
de U entre os pontos nodais. O resultado deste processo é a obtençã.o da 
equação de discretização do problema. Esta equação é uma relação algébrica 
que correlaciona os valores da propriedade U, para os pontos nodais da malha. 
O objetivo da discretização é transformar a equação diferencial governante do 
problema num sistema de equações algébricas, para cada ponto do domínio 
discreto. Tendo obtido as equações de discretização, utiliza-se o algortítmo 
TDMA [17], para solução do sistema algébrico. 
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A escolha do número de volumes de controle, utilizados na geração da malha, foi 
baseada em diversos testes computacionais, tendo como referencial a solução 
analítica.. A solução numérica demons~rou total estabilidade. Na obtenção 
dos resultados numéricos, foram utilizados 59 volumes de controle, o que 
corresponde a 61 pontos nodais. 

Discretização da Equação Governante 

A equação diferencial ordinária (29) pode ser escrita na forma, 

(43) 

onde S( U) = - >..U2 - U + 2t52 é considerado um termo fonte. 

Na presente a.nâ.l.ise, S é uma função não linear da velocidade U. Neste caso, 
pode-se contornar a não-linearidade do termo de fonte através de um processo 
iterativo. R.ecomenda~se, para a linearização de S, a equação, 

(44) 

Durante cada. ciclo de intera.ção, Se e Sp devem ser recalculadas para. o novo 
valor de Up. O símbolo Up é usado para denotar o valor estimado de Up no 
processo iterativo. 

Integrando a equação ( 43) no volume de controle finito mostrado na figura 2, 
tem-se 

(45) 

Assumindo um perfil linear para a variação da velocidade entre pontos nodais 
internos do domínio solução e resolvendo ( 45) obtém-se, 

(46) 

onde ap, aN , as e 8 são os coeficientes de discretização dados por , 

1 2 
aN =as= - ; B = ScLlY ; ap =-- SpLlY 

LlY LlY 
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Figura 2. Volume finito da malha. 

Sp = -(2o u;. I· 'i 

F .R. da Cunhk 

( 47} 

Os coeficientes de discrcttzaç.:í0 rdaciouados às cr.n.: ~~ J,.. r,,aLIJra ... .)( , 
problema são: 

Na parede permeável (interface) em Y =O 

ap = 2+66Y B = 6 L\Y as = 2 e aN = O ( 41'.) 

Na parede impermeável em Y = < 

ap = 1 aN = as= 8 =O (49) 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Nesta seção, apresenta-se os resultados analíticos e númericos obtidos no 
presente estudo. A solução a.nalitica foi determinada através do Método 
de Perturbação largamente utilizado em problemas l'elacionados a fenómenos 
físicos, enquanto a simulação numérica foi fundamentada no Método de 
Diferenças Finitas com formu lação de volume de controle descrito em Patankar 
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[17]. Os resultados incorporam tant.o o regime linear, onde a Lei de Darcy se 
aplica (O(Rez) < 1), como regime não linear, onde deve-se considerar efeitos 

inerciais do escoamento no meio poroso (O(Re2) > 1) traduzidos pela extensão 
de Forchheime1· da Lei de Da.rcy. 

A seguir mostra-se na Tabela 1, alguns valorf'.S numéricos de parâmetros 
característicos do escoamento no rneio poroso e camada fluida. 

Tabela 1. Dados numéricos de parâmeLros característicos do escoamento 

estudado 

Diâmetro das partículas 
Altura do canal livre 
Densidade do fluido 
Viscosidade c i ue má.t.ica 
Altura do canal poroso 
Largura do canal poroso e canal livre 
Porosidade 
Permeabilidade 

Constante de Forchheimer 

(dp):0.004m 
(h): 0, 3 x 10-3 a 2 x 10-3m 
(p): l0001\gjm2 

(v): 0, 9 x 10-6m 2 js 
(l): 0,038lm 
(w): 0,089m 

(t:) :O, 384 
(I<): 1,6 x 10-8 m 2 

(b): I828m- 1 

A Figura 3 apresenta uma comparação entre re~m ltados analíticos e numéricos 

para um regime de escoamento no meio poroso, onde Rez = O. 2. Conforme 

se observa, efeitos viscosos são tra.usmitjdos para o interior da matriz porosa 
através de urna regià.o de camada limite existente próxima a parede permeável. 

No interioi· desca camada limite a velocidade muda rapidamente do valor 

da interfa.ce í)ara um valor constante ao longo do núcleo de matriz porosa. 
Outro fato a ser notado na Figura 3, é que a solução numérica mostra a 

formação de uma outra camada limite próxima a parede sólida impermeável 

do contorno inferior. Isto caracteriza a configuração de uma região de interface 
entre um meio poroso e uma parede sólida impermeável. O mesmo não é 

observado no resultado analítico, tendo em vista que a condiçà.o de contorno 
utilizada coHsiderou o meio poroso semi-infinito. Das análises referentes à 
Figura 3, nota.-se que a região de interfac.e entre o meio poroso e o canal 

fluido, pode ser conside1·ada. u1na ;>,ona da camada limite onde as característica<> 
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dos dois escoamentos se ajustam, garantindo a continuidade da velocidade e 
tensão cisalhante anavés da interface permeável. Cabe ressaltar, a excelente 
concordância entre resultados ana.líticos e numéricos. 

o ~------------~~-----------
- IOJ"I.. 

_ ..... l-Me 
- IUO- -- -·"'-•••O.t 
·RI4 

y 

....... 
• UM 

u 
Figura 3. Distribuição de velocidade analítica e numérica na extensão da matriz 
porosa para R.e2 = O, 2. Região de interface entre o meio poroso e canal fluido, 
e meio poroso e parede impermeável. 

Focaliza-se agora a atenção, apenas, em uma região nas vizinhaças da interface 
permeável (O < Y2 < 5), tal como indica a figura 4. Resultados ana!Jticos e 
numéricos são obtidos para dois valores de números de Reynolds, &2 = O, 2 
e Re2 = 1, 4. Observa-se uma diminuição na distribuição de velocidade do 
escoamento, relacionada com Reynolds fora da faixa linear ( Re2 = 1, 4), quando 
comparada com a distribuição de velocidade correspondente a Reynolds no 
regime linear (Re2 = O, 2). Esta mudança na distribuição de velocidade para 
O(Re2) > 1, indica que a presença de efeitos inerciais no escoamento do meio 
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poroso torna-se evidente neste regime de número de Reynolds. Verifica-se, 
também, uma melhor concordância entre os resultados das soluções analíticas 
e numéricas para. menores valores de Reynolds. Tal fato está relacionado com 
a própria natureza. da solução analitica, pois a mesma é baseada em uma 
solução, onde o termo de arrasto quadrático é considerado uma perturbação da 
equação governante. Como será visto posteriormente , isto impõe uma limitação 
à solução analítica tornando-a mais conservadora que a slução numérica. 

o.a 
o 

- OMI - .... *ôc. 
__ a..lftice 

•UI 
...... 1.4 

•· h•o.r 

y C • ae• 1. 4 

- r ..... o.r 

- a.• 

I 
-110 . 

I 
--- i 
-. 

o 0..1211 G.H ~ o..s Q.lft o. -r. G..8?l u 
Figura 4 . Resultados da distribuição de velocidade analítica e numérica em 
uma região próxima a interface para Re2 = O, 2 e Re2 = 1, 4. 

A influência de efeitos inerciais no escaomeuto é melhor observada através 
da Figura 5. Nota-se uma considerável discrepância entre as distribuições de 
velocidades correspondentes a. Re2 = O, 2 Re2 = 10. Isto se explica tendo 
em vista a relação do termo >.U2 , da equação governante, com o número de 
Reynolds. Com o aumento do número de Reynolds, o termo quadrático cresce 
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em ordem e magnitude e assim, maior será a contribuição ao arrasto devido a 
presença de efeitos inerciais no escoamento. Neste caso, existe um aumento da. 
sensibilidade da solução à. parcela não- linear da eq uação governa.nte. 

0.2 0 

.o.oo 
A • lte • 10 

I • tt·e• • 
-•a C• llte • O.! 

Y- a 

-e:rs 
ç 

-1.00 

A • 
•4.H 

- 11 

o o.a o.e& 0..111 o.e o•ze o.'l'& o..1r111 

u 

Figura 5. Resullados numéricos da distribuiçàú de velocidade para R.c2 = O, 2 
Re1 = 5, O e Re2 = 10 em uma região próxima a interface permeável. 

Considera-se agora a Figura 6, a fim de se aval iar a influência de efeitos não
li neares na extensão iolal da matriz porosa. A fi gura mostra a comparação 

·ntre duas simulações numéricas com Re2 = O, 2 e Re2 = 1, O. Os resultados 
mdicam que a maior diJerença entre as distribuições de velocidades ocorre no 
mídeo do meio poroso, isto é, fora das zonas de camadas limites existentes n~ 
regiões de parede permeâ.vel e tmper meável do escoamento. 

A Figura 7 mostra a variação da. velocidade na interface com o número de 
Reynolds. Observa.-se que pa.ra Reynolds , a.proximadamente, igual a 1,5 ~ 
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Figura 6. Distribuição de vdocida.de numérica. em toda a extensão da matriz 
porosa para Re2 = O, 2 e Re2 = 1, O. Região de interface entre meio poroso e 
canal livre e meio poroso e parede imrermeá.vel. 

solução analítica diverge da solução numérica apresentando um comportamento 
inconsistente do ponto de vist.a física. Isto pode ser justificado pela própria 
metodologia utilizada na solução analítica, onde considera-se o termo não
linear, ). (.1 2 , uma perturbação da equação governante do problema. Desta 
maneira, a soluçào analúica será consistente fisicamente até um certo valor de 
Reynolds que, ainda garanta uma magnitude de ).U2 (.). = J< 0•5bRe) compatível 
com a hipóteses na qual o Método Assintótico é fundamentado. 

Mesmo com esta restriç.ão da sua faixa de aplicação, a solução explícita para 
velocidade na interface permeável (equação ( 42)) ainda permite análises de 
regimP. de escoamentos não-lineares onde O(R.e2) > 1. A equação mostra que 
além da dependência de propriedades do mat.erial poroso ( J< e c) e geometria do 
caual livrP (h). a velocidadf' na intRrface depende explicitamente do parãmetro 
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À, diretamente relacionado com os efeitos inerciais do escoamento. Tal 
característica da solução analítica a torna menos conservativa que a proposta 

semi-empírica de Beavers e Joseph (5], baseada fu ndamentalmente na lei de 

Darcy restrita ao regime linear. 

~~ T---------------------------------~ 
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Figura 7. Variação da velocidade da interface com o número de Reynolds do 
escoamento no meio poroso. Resultados analíticos e numéricos. 

Como foi citado anteriormente, Beavers e Joseph [5] realizaram experimentos 

com a finalidade de estudar a natureza do escoamento tangencial na região de 
contorno da interface permeável. Os mesmos postularam que a velocidade de 

deslizamento na interface é proporcional à taxa de deformação do fluido. A 

hipótese é expressa matematicamente na forma, 

(5) 
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onde a é uma constante mateiral de proporcionalidade &dimensional que 
caracteriza a estrutura da permeabilidade do material poroso, Ui é a velocidade 
na interface e ud é definida da lei linear da Darcy como, 

(51) 

Baseados nesta hipótese empirica de condição de contorno, Beavers e Joseph 
chegaram a seguinte expressão para velocidade na interface, 

U· _ cr + 2a 
' - cr(l + acr) 

52) 

onde cr = hj-/K. 

Na Figura 8 resultados ana.liticos e numer1cos da velocidade na interface 
permeável, são comparados com o modelo semi-empírico proposto por Bea.vers 
e Joseph [5) para a= 0,8. Uma boa concordância é observada, confirmando a 
consistência física da hipótese semi-empírica. Entretanto, nota-se uma maior 
concordância entre a solução anaütica e a solução senú-empírica. Isto mostra 
um regime quasi-linear, é menos conservativa que a proposta linear de Beavers 
e Joseph , porém mais conservativa que a solução numérica que não possue 
nenhuma limitação quanto a consideração de efeitos não-lineares. 

Outro fato a ser notado na Figura 8 é a convergência das soluções à medida 
que o valor do parâmetro h/..fK cresce. A velocidade na interface permeável 
tenderá para zero com o aumento do parâmetro hfv'K. Isto se traduz na 
dependência da magnitude da velocidade de deslizamento com relação as 
características do material poroso e geometria do canal livre. Na verdade, 
pode-se entender o parâmetro hf.Jl< como um fator de escala que relaciona os 
escoamentos do meio poroso e canal livre através da interface permeável. 

Finalmente, em termos de resultados obtidos, mostra-se nas figuras 9 e 10 a 
variação do fator de atrito no canal livre com o número de Reynolds. 

Da equação de Da.rcy- Weisbach, baseando-se na adimensionalização realizada 
no presente estudo, determina-se que: 

I= 1 
&t (/, + ~l 

(53) 
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Figura 8. Comparação entre resultados analiticos, numéricos e hipót.ese de 
Beavers e J oseph (o= 0,8). 

A Figura 9 compara resultados analíticos e numéricos mostrando que a 

concordância dos resultados é perfeita até um determinado número de Reynolds 

(aproximadamente 1,5). Para maiores Reynolds, os resultados apresentam um 

certo grau de divergência relacionado com a limitação da solução analítica em 

regimes não lineares. O fator de atrito decresce mais rapidamente no caso 

analítico, pois a partir do Reynolds limite, a velocidade da interface cresce 

divergindo da solução numérica, conforme visto na Figura. 7. 

Uma comparação entre dois resultados numéricos, onde considera-se a presença 

de efeitos inerciais a ausência dos mesmos, é mostrada através da Figura 10. 

Nota-se um aumento do fator de a.trit.o, devido a presença de efeitos inerciais 

no escoamento do meio poroso. 

Da discussão anterior , ver ifica-se que a consideração do ~ermo quadrático 

na. equação constitutiva da força de intet·ação fluido-pal·ticula tem uma. 

influência considerável na Jistribuiçào de velocidade do escoament..o estudado e 
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Figura 9. Resultados numéricos e analíticos da variação do fator de atrito do 
canal livre com o número de Reynolds. 

consequentemente na velocidade de deslizamento da interface permeável. Isto 

significa. que a contribuição dos efeitos inerciais nâ.o devem ser desprezados em 

análise hiorodinámica na qual o regime de escoamento favorece a presença de 

efeitos não-lineares, relacionados com a formação de regiões de recircula.çâ.o à 

jusante das partículas que compõem o meio poroso. 

CONCLUSÕES 

Consid ... rando os resultados obtidos no presente estudo pode-se concluir que: 

1. A r~'g.-lv de interface entre o meio e o canal livre é uma região de camada 

li mit~· o11de as ca.rae1.eríst.icas dos dois escoamentos se ajustam, gara.ntindo a 

contlnuJdadt! da velocidade e tensão cisalba.nte através da interface permeável; 

2. Na pre~>en<;a ele efeitos inerciais, ocorre uma diminuição na distribuição de 

velocidade do escoamento analisado. observada quando se compara resultados 

para diferentes números de Reynolds na ftúxa linear t> nào-linear do escoamento; 
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Figura 10. Comparação entre dois resultados numéricos relacionados com o 
fa.tor de atrito. 

3. A maior diferença entre distribuições de velocidade, relacionada com efeitos 
inerciais, ocorte no núcleo da matriz porosa, isto é, fora das zonas de camadas 
limites existentes nas regiões de parede permeável e impermeável do sistema; 

4 . A equação analítica para velocidade de deslizamento mostra a dependência 
desta velocidade com as propriedades características do material poroso e 
canal livre, confirmando os resultados obtidos anteriormente por Beavers e 
J oseph. Além disso, uma dependéncia explicita da velocidade na interface 
com o parâmetros~. relacionado com efeitos inerciais, é mostrada na equação 
analítica; 

5. A solução analítica, apesar de sua limitação com o aumento do regime não
linear, é menos conservativa que a prQposta semi-emprírica de Beavers-Joseph 
baseada fundamentalmente na lei de Darcy. Entretanto, a solução analitica é 
mais conservativa que a solução numérica; 

6. A contribuição de efeitos inerciais não deve ser desprezada em análises na 
qual o regime de escoamento favorece o aparecimento de efeitos não lineares, 



Efeitos Não-Lineares no Escoamento em Meio Poroso 133 

relacionados com a interação hidrodinâmica fluido-partícula; 

7. A hipótese empírica de Beavers e Joseph é totalmente consistente do ponto 

de vista físico, apresentando uma boa concordância. com os resultados analíticos 

e numéricos; 

8. As soluções analíticas e numéricas, envolvem cálculos imediatos que não 

dependem de constantes materiais difkeis de serem fixados ou explicitados, tal 

como o parâmetro a da hipótese de Beavers e Joseph [5]. 

De uma maneira geral, o trabalho pode ser visto como uma extensão dos estudos 

pioneiros de Bea.vers e Joseph relacionados com o fenômeno aqui analisado. 
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lLESUMO 

Sina1s de prY:~3ÕQ r qut>dn r/( Jl•·c.<.<tio tm ~.~(OCJmf"tllO b•fáJico gá~/liqu rdo lwnzorttal 
forom processoclod, 110 lf'r~laln•a ele :u· obln· um cnténo ob;el rvo puro classificar e8CJXJ· 
mentos . Foram urwlt~udt•d coruci i:' I'Ú/Jccu l emJJOrau c e.1latist•ca.s rxu·o escoamentos 
em ortdas, plu!J. JIISIOwlflu c ' "1ulur lirl'lficu u-.<t que o dtn.<idodr espectral de polêrtcia 
é a única propnedade qur pcnrult· tlis llll!JHTr. rnnmo n;·.~ tr·il.ornente, entre padrões de 
e1coomento. 

PaJ1wras-ciHwc . ~:,;coatn('H t o .\1ullif;i.~icc. • 1-:;:<'oameuto Bifásico • Padrões d e 
Escoamento • El'coameut o E:<tratifrcado, lnlt>rm•te nte e Anular 

ABSTRACT 

Thu paper .slwws meusun:menls uj statislicul properties ossocialed with pressure ond 
pre.uure dm7J fluc/ual• ons 111 two-phau honzontal oir·wate r and air-oil flows. The 
mt>On ond iL.• du/f·ibutwn. tl1e t•ar~ance, lhe power &pectro den.sity cmd lhe probabilit11 
dens•tv functwn of th e.H? :~loca.siJC proceue$ are meost,-ed to be ·wed as objective 
fiou• reg•me irtdi ((J /or·.<. IVn ry $1raf1fied, pl11g, ~lvg ond onnular flow ore the pottetn& 
ob.~e•·ued. Fn1111 "'''<"IY the mt(llysed JJ''OI.•t'•·ties, only lhe pot/Jl'r .•peclro show.s &orne 
imJariance l o lh r dumgF in flow componenl'! w•lhm the sarne flow potten1. 

K eywords· Two-PIII\H· Flow • Flow Pa~t<élrn~ • Flow Regime lndica.tor 
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INTRODUÇÃO 

Métodos objeti vos para caracterizaT padrões c!e e:.coan1ento cn1 Auxos n1UI
tifásicos gâ.s-líquido têm sido objeto de discussão na literatura . J\lguns 
pesquisadores meliiriUTI a Q~~IJ<}Ifàf> Qll frfl.~<j.o de ~·a~io (jQca.l OLI média f:lill-mP
t ra.J) em 1.1ma tut>ulaç~o. Outros prpçassara.m \la.ri~v~is ~lin il.q•i cf!.S re l~ciotl<lq fi.S 

à fraçào de v~io ou à sua qis~ribtJjçào {la &eçào transversal ria L4bl! lé!~ào HtJb
bard e Dukler [1). por exemplo, me<lira.m a flutuaç~ da pre~ã.o ebt.àtica de um 
escoamenla bifásu;.o ar j ~glla ltori~oataL Os padrÕf!s d~ escoa.mepto observados 
foram classificadas. usa.udo ~écnicas de fo4 rier, de acort:lo cpn1 a fopna das 
respectivas fun ções de dens1dadc espectral da. potenria ( DJ::P) . A frequencia de 
pico foi ut.ilizada. para diferenciar entre escoamentos int ermit.ent.es e separados. 
Um critério nu rnérico rd acionHdo à. distribuição da frcq ufl ncia foi ut.ilizauo para 
caracLeri~ar escoallle ll trn; !;ep11rados e di:st.riLuídrn; , 0 11 a transiçàCJ eutre el:iW<t.· 
menLos intermitentP.s e dispen;w.;. A loca.lizaçào de çcrtas regiàt>.JS de Lran:si!jão 

en~re p~rões de escoamenw, en~retan~o, eril pkjelo d~ aY!liia~ôel:i s~.tbjctiY'lS· 

Jones e ~ubcr 121 adaptaram uma técntca de absorção de ra1os-X para obter 

~í'-dos esta.~ísbcos de 4111 fi l.lXO vcrt1ca l pscepdenLe J e a r e água A. flutua.çàp 
da fraçào de va.zio diamet.ra.l foi medida e a fun ção dcusidade de p rol:>iil.>il idi!-~e 

(FDP) foi usada para classificar os padrões de csr.oamcnLo C'ri t.érios subjetivrn; 
ainda se fi~era.m prescnws. 

Weisman eL a1 . 13) and naruea et. ai. [4l propuseralll r ri1 erio:s J.lara se dis1mg1.1ir 
entre os vários padrões h~eadül$ na ohsen'açiw da f\ul llaçii.o LeutJ.loral de sin&is. 
Os primeiros usaram um sensor de pressão estática ua parede de uma tubulaçàQ 

hori~o11tal. Os últimos, o sinal de um SCllSOr de condutância em um escoa.melJCO 
bif~i~o vertical. Como 11oderia :)e esperar , estas técnicas t&nll:lém res4lt<Hilrfl 
em critérios aubjetivos. 

A técnica qe ~bsorçào de raios-X foi l. él.mbirn liSqd~ por Yince I! La.hey ~) 
em urn escoamento vertical ar/â.gua O sinal transiente de uu1 sistt:ll\a Àll 

r~os-X foi précess&do para gerar I'DPs e D~Ps. A foFma e o númerg ÀC 
modos destas distribuiçôeli foram analisada$ como crit.éri <.'ll> para se ci8$SificM 

os escoamentos. Para tJuant ifkar as informações dos histograma.s, os prime~ 
quatro momento::; associados corn as distribuições foram calculadas. A médj .. , A> 

disLriuiçào sobre a média (j.e., a variãncia), s4a ruedi~a qe a-l!imeHiíl (s~wnes~) 



e ~ o&arrencia de picoS~ ( kurtas1s) foram a.ssQaja,qa.s a.o~ v~~i!lfl padrões. OoMlui= 
se que o'ô Jllfltnent.os assor..iaclos com ~ PEP ®penclern !iél- velpeídll.cle sqperfisill:l 
do líquido, \.llllil ''"~"c i.~:~Fístjq,. jqqesejáYel p.~ril- um infiil>~:!l.ar ele pq,d.r.Ges de 

escoa1uento. i\ Y&rii!w:ia as:soci<!-qi!, apm ~ f'Pfl F~!Hllt(l~ flffi 1-1111 Qfi~éfit:~ míllill 

a.deqt.~éldO p;na se discriminar entre escaé\-men~q!l em Pol\!M, pis~onq,<!o ( iilug) 
e auular . Ent.rC'tant.o. mencianél--se a d~filn.1ld~J.te ele cleternqnar ~om preeis~ a 
regjà.o froqt. eiriça e qtre dois regimes oo.nsecutivas. 

Tutu [6-7] IJtecliu o !:!Ínal transiente d~ qued~ de J3F6SSM em um 6fiÇOarnenta 

ar/água vertical. Os sensnres de pressão forél-rn mont~o.s fs:leea,ndo ª PMede 

interna da tubqlação e sepa.r&.dos entre si de 1/2"' D (D = di&metro in~erqo ""' 
tubulação). A flutuação da quecl<t- de pre;>s&,o foi usfl.d!l- como 4m iflj:jicA-clor 
de padrões Je ~sco<~-Jnen~o. For-;:.,m mensiaJl~Qos PliJPa c:je pjco llnico (a4 
unimoda1s) par é! l.'scoa~1~eutos em boi~~ tl ~YIM. e P.irno~ais P!\H e§pQiHMJltOO 
i 11 l-er mi t.en tcs .. 

f\1 atsq i [8.~] regist-rou simult.&ne&men~e s.im~ois de q4eq~ de pre&sà.9 pa.Fi\ 
pequenos ( D /2) e grandes interv&los OOP) e11tre o~ orifícios qe mel:lição. Sui\o 
seç~o de teste estava posicionada Qa vel'til!~, e es Quidos. 6f<\ffl l+i~11~gêf4a e 

água.. Os DEPs foram calcula.dos e as resl.lltaqQa mostraram fOl'mW> 4istm~M, 
cle acordo com a distã.ncia entre os seqsares. f:i'P.f!s llflim~gi\i.s e ~ime.~A-Í& 
foram encoptl·&dqs piua escoamentos intermitentes, pafa $HP4es e peqJ.lepa,s 
qjs~anicqs ent.re os orifícios de medida ele pressã.Q, res.pee~ivame[\te. 

EL~MENTOS PJ\ ANÁLlSE lljS'fATÍS.TlCA 

A revisão dos vário:; t.ral>alhos Puhlic&dos c!emon&tfa pli\P~fl~e ql!e, ª' d~!ip.~it€1 
cja variedade Je métodos e critério~ adotA-dos. <1-té o pres~nte, n~o bá, B,~~ ~Y~ 
permita generali~a.r o pFocesso de i<:lent.ific4\M ppjetiví' elltfe os. Pª<h~ de 
escoarnent.o. Observa-~e ~4111bérn a concentríl-~~ ele e~~\HIP~ ~m ~~!loãm@ll~Q!l 
verticais , orientação favo..recidé!- do pt:l!'l~Q ele vi~ta <h~ di!i~fH:~ui~ãp I'!&$ ~!i1 
normalmenLe sin1~~rica. en1 relaçi).o ao ~jlÇo q~ ~YP\.111\-l~' Cop~eqyeptem@n~t:. 

procec!itnentos que possa111 ser acleq!.l~Qos em et>sQarnentç~~ vePtit?ai& p~4em 
resultar inadequados para esçaa.mellJ,os l}orizQft~f.\.Ís, onde as fases westrall'l 
uma distribuição a-simétrica. l~ropàe-se então, peste trabalho, o estuàe ~e 
propriedades QOS S'lj~S Ue pressão e q4eda de press:iQ qe Ulll flS.COéJ.!Tieq~O 

bifásico gás-líq1.1ido hari~Oillal ramo iqdicadores qe regirnes c!e e&caameQto. 
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Características temporais (comparação de sinais temporais), e est.atísticas 
(determinação de .FDP, cálculo de variãncia e determinação de OEP) serão 
exploradas na tentativa de se obter critérios objetivos para discriminar entre 
escoamentos tipo plug, pistona.do, em ondas e anular . 

Para tanto, seja a série discreta Xi = {x1, x2, ... , xn} representando a 
amostragem dos sinais de flutuação de pressão e de queda de pressão em um 
escoamento bifâsico gás-líquido horizontal . As variáveis foram definidas de 
acordo com Benda.t. e Pierson (10] . Assim, se os sinais são estacionários, a 
&mplitude média, i:, é calculada por: 

(1) 

A variância, que mede a dispersão do sjnal sobre a média, é dada por: 

n 

2 I" I L( . )2 u = tm - x,- x 
n-oo n 

1 

(2) 

A função densidade de probabilidade (F DP), p(x), que mede a distribuição 
de amplitudes da amostragem, é descrita em termos da inclin~ào da função 
distribuição de probabilidade. P(x) : 

p(x) = d:~x) ' 

sendo 
.1-'(x) = Pr(~) = Prob .(x ~ ~] . 

e a probabilidade de (x ~ ~). 

N[x <c] 
Prob. [x < {] = lim " , 

- N-no .'V 

(3) 

(4) 

(5) 

onde N(:t ~ Ç] é uúrnero de amostragens com amplitude menor ou igua.l a~. 

Finalmente, a função densidade espectral de poténcia (DEP), Sn;, que mede 
acomposiçào de frequéncias do sinal, é definida como a transformada de Fourier 

da função de a.utocorrela.çào, Rxx: 

Su(f) = j R:rr( r) e-12~rfT dr . (6) 
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sendo 

(7) 

onde fé a frequência e r é o intervalo discreto de tempo entre duas amostragens 
do sinal 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

Um desenho esquemático do circuito de teste está mostrado na Figura 1. A 
seção de teste horizontal, assim como a maior parte da seçào de desenvolvimento 

do escoamento, utilizava uma tubulação transparente de acrílico em 19 mm de 
diâmetro interno. Pequenos trechos em cobre, com o mesmo diâmetro interno, 

foram utilizados onde a tubulação foi conectada ao suporte do conjunto. A 

seçào de entrada tinha comprimento equivalente a 2580, de forma a permitir o 
completo desenvolvimento do escoamento até o trecho onde estavam instalados 

os sensores de pressão. A seção de saída tio ha comprimento de 550 e a mistura 

bifásica fluía para um tanque de separação, em descarga livre. 

Água ou óleo mineral (Nujol, densidade relativa Pr = 0.87, viscosidade relativa 

- água 20°G - J.l.r = lOO) eram introduzidos na seçào de teste através de 
um misturador. Como a maior parcela do fluxo dos líquidos ocorria em um 

circuito principal de alta pressão, o ftuxo secundário através da seção de teste 

era muito estável, não sendo influenciado pelo processo instável que ocorriaa 

no misturador . A vazão água foi medida com quatro rotãmetros Ratemaster 

Dwyer, de escala diferenciada, ligados em paralelo. A aferição de fábrica foi 

reavaliada em laboratório. A vazão de óleo foi medida com dois rotâmetros 

Ratemaster Dwyer, instalados em paralelo, e aferidos em laboratório. O ar 
era direcionado para o misturador após passar por um conjunto de quatro 

rotàmetros Ratemaster Dwyer, também de escala diferenciada, instalados em 
paralelo. Da mesma forma que o fluxo de líquidos, a estabilidade da vazão 

de ar era garantida por uma pressão de suprimento elevada. O circuito 

operava a temperatura constante, garantida por um trocador de calor bi

tubular conectado à linha de suprimento do edifício. A temperatura foi medida 

e utilizada para corrigir as leituras dos rotãmetros. 

O rifícios de tomada de pressão e queda de pressão foram construídos na 
parte mferior da t.ubulação, separados por uma distância equivalente a 6D. 
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!figura- l. Esquema da montagem de teste 
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Ü!ll:lenllOres de pressão fbtat111igado!i aos orifícios através de pequéno!! tub~ de 

cobte: de à mm de dlã.metto intetno. Um conjunto de sensores difeteneiais 
Vâlàtlytn~. ll.furidt>s, e dE!trtdduladcJtes Cartler futa.trt utilizadtíB. O conjunto 
tfali&hittlf/d:lai'ragma àprdjltiatlo efá selecionadd de acordo ctJth a ártJpliiude 

dá !fandeta medida. D~tà fórtná , pbde-se adettuar à restilução do trartsdutot 
a cà.dá tirti dtl!i padr6es de escdàítiertlti ahl\llsados e tohdições do escoamento. 

Os limites adot.atlos !'oram ±8.6 t<Pa. 55 t<pá e 2~0 KPa. Um sensor de á:lla 
tesoltiq.ào, para ±0.55 KJ)a ft>i tamb~m utillzadb nas mediç~s de eseoamenios 
em ohdas de superfície qtla.se lisa ( quusi-smonth stro.tífied ftow) . 

Ulná placa padrão de aquisição de dados, de 13 bits, foi utilizada na aquisição, 

digitalização c transferência dos dádos medidos para a memôtia de uln 

micJotolnpulador IDM-PC-XT. A frequência de amostt&gem do sinal podia 

ser variada, através de programa, de tott1ia a compatibilizar o tamahho do 
arqUivo de dados gerado e os tequlsit.os do processamento adotado. ~la 

forma, até cerca de 10.000 j:larf'.s d!! dádos pressão/qUeda de pressão pudetatíl 
ser digitalizados, tornando o processo de medida confiá.vt!l e as variáveis 

estatisticamente estáveis. Após registrar cada conjutJto de dados, as pequenas 
válvulas que c.ot1ertavam os seusort>.S à tubulação era.m feehadas , e os ruídos de 
fundo inerentes ao sistema eram dlgltaJizados. 

O algorítJno da transformada tàpida de Fourler (FFT) foi utlliz&do para a 
determinação da IJEP. Para as frequências de amostragem adotad&S, 260 Hz 
e 640 Hz , as frequências de Nyquist resultantes, 130 Hz e 320 Hz, foTam 

adequadas . Em ambos os ca,sos, considerando os conjuntos de 512 pontos 

adotados para o processamenlo das OEPs, frequências abaixo de (20/512) Ht 
e (640/512} llz não são resolvidas ndS esp!!ctros. As DEPs dos ruidos de fundo 

foram também processadas e não revelaram qualquer potência significante 

quando comparadas rom o sinal ptlhdpal. Para associar os padrões de 
escoamento às variáveis ~;> funções calculád&S, a observaqào visual direta e 
fotografias de al~a velocidade foram utilizadas. As fotografias foram tira-das 

utilizando-se iluminação fluorescente direta através dá tubulação e fluido 

transparentes, isto é, eãmera e font.e de luz for&m cdlocádos em lados opostos da 

tubulação. A utilização de fllltles de alta velbcitlade, tomos Mbdâ:k 'tMZ-P3200 
ou PCC-1600. e um conju11to aproptia.dd de lentes de aptaxlmaçã.o, propiciaram 

o uso de veloeit.lades de obturador de até 1/4000 segundos. Foi possível eohgelar 
imag,.ns <~Ir o início do re~irt"M' anular em escoamehto de àr e água. 
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RESULTADOS 

Os sinais de pressão estática e de queda de pressão foram arnosLrados e 

processados para quatro dis tintas condições do escoamento, associa.das aos 
quatro regimes observados: em ondas, plug, pistona.do e anular. Considerando

se as duas misturas gás-líqu ido possíveis, ar /água e ar /óleo, um total de 32 
conj unto de dados, constituídos de 5 .000 pont.os ou 10.000 pontos, foram 
adquiridos . A Tabela I mostra valores das velocidades superficiais das fases 

para cond ições representativas do escoamento, considerando as duas possíveis 
misturas. 

MIST URA REGIME <JAR>,M/5 < hiQ >,A1/S u'l, Pascal2 

p D. P 

Ondas 12.60 0.68 1.4 *to<~ 2.5* 102 

AR Pl ug o 25 1.10 2.5*104 90*102 

E Pístonado l.OD 0.82 1.0* I 0·5 2.0* 104 

\GUA Anular 16.40 0.36 1.1*105 1.0*104 

Ondas 4.28 0.025 1.8*104 2.l:t:l02 

Plug 0.24 0.08 1.1*104 1.0*103 

t Pistonado 2.04 o. 14 2.2*105 4 9*1 04 
-

ÓLEO Anular 9.6. 0.05 1.0*102 3.:."'102 

·-

A d ifi cl' Idade de caracterizaçào do escoamento com base na observação do sinal 

tempor ... l da queda de pressão fica evidenciada na Figura 2. Os ( coameutos 

em ondas e anular da mistura ar-água se caractet·izam peiR. superposiçiio de 
ondas de perturbação ( dzs1•trbance waves) sobre o filme líquido que escoa junto 

à parede da tubulação. Como consequência, sinais temporais de escoamentos 

intermitentes, como o pltHJ ou o pistona.do, ou de fases separadas, como o em 

ondas ou o anula r . apresentam a mesma forma: oscilações a<>sociadas à presença 
intermitente de pistões líquidos e bolhas de gás, no primeiro ca.<so, e à. ocorrência 
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das ondas de perturbação, no segundo caso. Características similares foram 
observadas no processamento dos sinais de pressão estática. Es ta verificação 
torna subjetiva. a utilização da observação de sinais com base temporal na 
caracterização de escoamentos horizontais. 

ca.m. or - • ts:OWll!o • 11 ... -... 

~ \r !. ... 

- v 
•. J ._ • o.• Cl.• I UI ._ . 1. . L.. ~· ... ,. , ... """',., TOf'O <•I 

F1gura 2. Queda de pressão para escoamentos pistonado e anular. 

A magnitude da va.riància dos sinais, já utilizada anteriormente para classificar 
padrões de escoamento em tubulações verticais, também não resultou em 
critério adequado. Como mostrado na Figura 2, sinais de escoamentos 

horizontais pist.ooado e anular não s6 têm a mesma forma, como podem 
apresentar amplitude de flutuação de mesma ordem de grandeza. A va riância, 
medindo a d ispersão em torno do valor médio do sinal , reflete estes aspectos. 
A última coluna da Tabela I traz os valores calculados para os sinais de pressão 
estática c queda de pressão. A magnitude dos sinais de pressão estática. pode 
ser semelhante para escoamentos horizontais tipo pistonado e anular. Valores 
de 1.05 x 105 Pascal2 e 1.1 x 105 Pa.scal2 , respectivamente, foram calculados 

para escoamentos de a r e águi\ 

Devem ser destacados os valores Je variáucia medidol:S para o escoamento anular 
da mistura ar-óleo. Contrariamente ao cswamcnto anu lar ar-água, os valores 

calculados s ugerem amplitudes de flutuaçÃo Jf" pequt>na. magnitude em Lorno do 
valor mêdio do sinal. Este fato indica qut> o esfoamf'nto anu lar se desenvolve de 

formlt pefuliar para f'Sla mistura. P que a dir-t.ribuiç~o d11s fases pode ocorrer de 
forma distinta do esc<mmt>uto ar·ál!:ua ,\ Figura :111ao~1ra (a) uma fotografi.a do 
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estoamehto áhtilár d~ âr e ôloo, e (b} urhá á.h1ostra.geh1 de ~u sinal de pressão 

estâtita em base l~t11pbtal. Observtlu-se que a tránsiqão em ondas/anUlar 

ocorre pará velocidades do gás ihferldres, qi.tahdb cdi11patadàS à Lrànsl~ão 
párà á thislrua. ar-água . dotas de óleo se desprendem da crista das ondas 

( erttrnfntnettt), e se depositatn na parLe superiot dá tubUiáçãtl. Devido à ál.ta 

viscosidade Jo óleo, não fluem novàl11ehte para a parte ln.lerior da lubula!fão, 

como seria característico eh1 misturas com líqUidO$ dé bal.Jlá viscosidade. O 

acúmulo de gotas propicia a fotrnà~ãb do filme de óleo M parte sUperior da 

tubulação. Verificou-se também superposiçào de ohdas de pequena arhplllude 

sobre o filme de base. Estas ondas se lnterligatn, formahdo estruturas. uma 

configuração Lípica. nest.e escoamento com liquido de alta visrosldadr Nil.o s~ 

verificou a formação de ondas de petlutha.çào. r o.<J ~inais de pressão t>sl.ática e 

queda de pressão a.prese11tatn um va.Jor tnéJio elevado e flu tuações de amplitude 

pouco superiores ab ruído de fundo superposl<J ao sinal. 

Figura 3. Escoamento HlluiRr (à} fbt.ogtafia (b) sinal dr pres~;flo 

A Figura 6 traz FbPs relalivos aos sinais de quedá de pressão em escoamentos 

pistonado e anu lar de água e ar. Com fica evidenciado, as funções densidade 

de ptobábilidade hão petmite111 Uliia Jll'erellciação objetiva eulre os regimes de 

escoamento. h.esultados similares foram obLidos com o processamenLo de sinais 

de pressão estática. 
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Figura 6. rtw da queda de pressào em escoamentos plstonado e e.nular . 
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A DEP da flutuação de pressão em escoamentos água/ar tipo plug e anular são 
mostrados na Figura 4. Tipicamente, o escoamento plug apresenta uma única 
frequência dominante no espectro. Para o escoamento anular, por outro lado, o 

espectro traz uma ba.nda de frequências domina.ntes, de potências de ordem de 
magnitude similares. A substituição da água por um fluido de viscosidade mais 
elevada não altera, em termos gerais, a forma dos E'.Spectros. Na Figura 5 estão 
mostradas as distribuições espectrais de potk ncia para os escoamentos em ondas 
e pistonado de ar e óleo. Verifica-se, então, que os escoamentos horizontais ditos 
intermitentes, como o plug e o pistonado, se diferenciam dos escoamentos em 

ondas e anular , no que se refere à forma dos respectivos espectros de frequência. 
A mesma conclusão é extensiva aos resultados obtidos do processamento dos 
sinais de queda de pressão. 

CONCLUSÃO 

Foram processados sinais de pressão estática e queda de pressão em escoamentos 
horizonlais de gás e líquido. As características temporais e estatísticas destas 
variáveis foram analisadas com o intuito de se determinar um critério ohjetivo 
para a diferenciação entre os regimes de escoamento. Escoamento em ondas, 
plug, pistonado e anular foram os padrões observados, utilizando-se a.rjágua e 
ar/óleo como os fluidos de trabalho. Conclui-se: 

• a comparação de sinais temporais e funções deusidade de probabilidade 
das variáveis medidas não permite a diferenciação entre os padrões de 
escoamento; 

• o cálculo da variância das grandezas medidas também não conduz. a um 
critério objetivo, já que resultados de mesma ordem de grandeza foram 
obtidos para distintos padrões de escoamento; 

• o espectro de frequências de eseoamentos intermitentes, plug e pistonado, 
apresenta uma frequência dominante, enquanto que escoamentos em ondas 
e anular apresentam urna banda de frequências dominantes, de mesma 
ordem de magnitude, permitindo uma diferenciação entre eles. Os 
espectros são similares, entretanto. para escoamentos em ondas e anular, 
ou plug e pistanado. 
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INTRODUCTION 

When a phenomenon is ma.thematica.lly described from a.n engineering vJew

point, the main constraint is the possibility of simulating it. ln other words, a 

rea.listic but difficult problem must, sometimes , be simplified until its simula

tion becomes available with existent tools . 

Although the possibilit.y of simplifying a problem is a.lmost unbounded, there 

exist situations in which it. is desirable to preserve a more precise mathematical 

description and to look for adequated methods for the simulation , even when 

these methods demand the use of new and/or sophisticat.ed t.ools. 

ln this paper it will be considered a nonlinear heat transfer phcnomenon that , 

dueto its mathematical complexity, is usually considered under very rest rict.i ve 

assumptions. It will be presented a tool for carrying out numerical simulations 

of the considered phenomenon, without the usuaJ restrictive assumptions. 

The main subject of this paper is the coupled conduction/rad iation heat 

transfer phenomenon in a spherical body with temperature-drrrndent internal 

heat supply. This phenomenon is mathematica.lly describecl by a parlia.l 
differential equation (nonlinear, if lhe relat.ion bet.ween t.hr intPrnil.l heat. 

generation and tbe temperature iR nonlinea.r) subjrr.t.t>d l.o nonlÍ11t'a.r boundary 

condtions (representing the coupling between the t"011durt.ion ht>itl. Lransfer and 

Lhe radiation beat transfer) . 

The ma.in objective is to presenL a varia.tional formulation for tlus problem as 
well as numerical approximations for some particular cases. 

Usuaily, for engineering purposes, these (nonlinear) problerns a re considered 

under the constant temperature approximation . ln sorne ca.<;er; this approa.ch is 

not adequated . Hen ce, in order to illustrate lhe consequences of suc.h approxi

mation , it will be showu a direct comparison betwee n this appro.x.irwüion a11d 

lhe piecewise linear ones ohtained from the variational prin ciplt-. 
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GOVERNING EQUATIONS 

The steady-state conduction heat transfer inside a body, represented by the set 
n with boundary ôn, is mathematically described by (1) 

Div(k Grad T) + q =O in n (1) 

in which T is the absolute temperature field (unknown), k is the thermal 
conductivity field aud q is the internal heat generation. In this work it will 
be assumed that k is a (positive) constant while q is sucb tbat 

q = q(T, X) , q(b, X) 5 q(a, X) if b·> a for any X E n (2) 

For the considered body, the sets n and ôü are represented as follows (see 
figure 1) 

n ={X such that Rl < IIXII < Rz}; X = (:r: ,y, z)' IIXII = (:r:2 +y2 +z2) 112 

(3) 
and 

an = anl UÔÜz = {X such that IIXII = Rd u {X such that IIXII = Rz} (4) 

VACUUM 

radiation heat transfer 

Figure 1. The considered spherical body. 
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The body will be considered insulated on anl and exposed to atmO!>phere-free 
space on an2. llence 

k ôT =O on 80, 
ôn 

(5) 

(6) 

in whicb ôf8n represenLs tbe exterior normal derivative, u is the Stefan

BoJtzmann constant ande. is the emittance (O< c~ 1) assumed here constant 
[2]. Tbe boundary condition (6) a rises wben it is considered, at r = R2, the 
coupling between conduction and ra.diation. 

ln the cases in which R1 =O, only the boundary cond ition (6) must. be imposed. 
Bowever, (5) will hold too. 

Jt is to be noticed that , besides (l ), (5) a.nd (6), lhe field T must Ratisfy 
the following inequality (in order to preserve the physical meaning, since T 
represents an absolut.e temperature) 

T~O U1 (7) 

Combining (1), (5), (6) and (7) and t.aking into account that k is a const.ant, 
the matbematical description of the considered heat transfer problem may be 
expressed, in spherical coordinates, as follows 

1 â (,.2 {)T) + 1 
r2 8r âr ,.2 si n 4J 

k 8T =O 
8r 

for r= R1, O~t/J$7r. o~ 8 < 211" 

âT 
-k ar =eur for ,. = R2, 0:54J~1f, O~fJ<21r 

T~O for Rt ~ ,. ~ R2, O~ifJ ~"lT, o~ o< 211" 

(8) 

in whicll r (R1 :5 ,. ~ R2). ~ (0 ~ 4J ~ 1r) A.nd 9 (O~ 9 < 211") are related Lo x, 

y and z as follows 

x =r cosO sin 4J; y = I'$ÍU9 sin ~; z = t• cos ljJ (9) 
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A VARlATIONAL PRlNCIPLE FOR {8) 

The solution of (8) is the field which minimizes the following functional 

1 1'2.,.1a.,.1R2 {(8u)2 (1 ôu)2 J[u] = - k - + - - + 
2 o o R1 &r r ô~ 

(lO) 

m wbich the fields u are adrnissible fields (fields for which I[u] may be 
evaluated) . 

ln ( 10) the function t/J is given by 

,P = ~(u, X) = r q(v,X) dv = fu q(v,r,~, 8) dv (11) 
luo luo 

in which uo is an arbitrary reference. Hence, when q does not depend on T, t/J 
may be expressed as follows 

(12) 

Since (2) holds the functional 1 is convex. Therefore, if an extrernum exists, it 
is unique and corresponds to a minimum. 

The first variation of I[u] is given by 

ói = k (l"" [ fR
2 

{ (
8u) (!._ 6u) + (! {}u) (.!. ~ 6u)+ lo o 1R1 {}?- 8r r 8~ r 84> 

+ (r s~n ;p ~) (r s:n ;p lo 6u)} r2 sin <P d1· d~ dB-

(1 3,1 
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in which 6u is any adrrússible variat.ion [3]. 

The minimum of I(u] is reached when ól = O. Employing G reen's ident.ity 

and taking into account that óu is arbitrary, this condition is equivalent to the 
following Euler-Lagrange equation and N aturai boundary conditions ( taking 
into account that sin rr =sinO= O and that au;ao has the sarne value at 8 =O 

and at 8 = 2rr) 

1 a 2 au* 1 a . au~ 1 ô2u• q 
r2 ar (r ar· ) + r2 sin t/J a<P ( sm t/J a<P) + ,.2 sin t/J ao2 + k =o 

for R1 <r < R2 , O~ ljJ ~ rr , O~ 8 < 2rr 

k au· =o 
ar for r = ''1 , O ~ t/J ~ 11', O ~ 8 < 271' 

k ôu* I '"13 * r - -a = ~u u u 10r 
r 

r= R2 , O~ t/J ~ rr, O~ B < 2rr 

( 14) 

in which u· is the field that minimizes / [u]. 

lt is easy to see that, if u• 2: O in Ó, then T:: u* will satisfy (8). Hence, once 
the solution of (14) is unique, the solution of (8) (when exists) is unique t.oo 
(4). ln addition , if u • assumes negative values in Ú then (8) does not admiL a 
solution . 

Therefore, in tbe physically admissible range, the minimization of /[u] is 
equivalent to problem (8) . This is a powerful result that will be used !ater 
for carrying out simula.tions from the minimization of T[u]. 

SOME REMARKS ON THE BOUNDARY CONDITION (5) 

If, instead of (5) , it is assumed t hat ônt is opaque and gray, the boundaq 
contition at r· = R1 is given by [2] 

ar !o'211' !o11' ~ sin t/J 
k -a =~(]'r -~ B(ifJ,O)- d<P do 

7' o (} 471' 
at r= R1 

B = €ur + {1 - €) B(ljJ,B)- cl</> dO 
!o

'21r !o11' ~ sin 4> 
o o 471' 

at 1· = R1 (15) 

in which B = Ê(t/J ,B) is t.be radiosity on âD1. 
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Hence, in t.he cases where Tis constant on âf!t ( and consequently B =constant) 
equations (15) reduce to 

and, therefore, 

âT 
k- = ! uT4 -cB 

âr 
B = éuT4 + (1- c) B 

âT 
k -= 0 

Ô1' 
at 

at r= Rt 

at ,. = Rt (16) 

(17) 

ln addition' since ali the energy leaving anl by tbermal radiation must reach 
âfh, the foUowing always holds ( even when âf!t is not gray) 

1
21r 1'/r ôT 

k !li Ri sin <I> dlj> dO =O 
O O V1' r::R1 

(18) 

These results represent a support for employing condition (5), even wb en it is 
not exact. 

THE CONSTANT TEMPERATURE APPROXIMATION 

The most common approx.imation for engineering calculations is tbe one which 
assumes that the temperatu re is consta.nt along the body. 

The most attractive feature of this approach is that the problem is reduced to 
a single algebraic equation. 

Assuming that the field T is constant (T = Te in n), the energy balance .is 
represented by 

(19) 

and, hence, íf the ríght si de is nonnegat.ive, the solution of ( 19) ( wíth physical 
sense), is obtained from 

(20) 
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When the right side of {19) is negative, the problem has no physical sense (since 
an a.bsolute tempera.ture is not negative) . 

For insta.nce, when q = 4o = constant 2: O, Te is given by 

- [ · _1 (~- nr)] 1/4 
Te- qo 3êcr ~ (21) 

when q = 4o(R2/r) , Te is given by (even when Rt =O) 

T. = [ · _1 ((R~- R,'f) R2)] 
1

/
4 

c qo 2 R2 
€(1 2 

(22) 

wben q = qo(To/T) (temperature-dependent internal heat geueration), in which 

To is a temperature of reference, Te is given by 

[
. 1 (~-nr)]l/5 

Te = qo To 3Ecr ~ (23) 

and , when q = qo(To/T)2, Te is given by 

T. = [· y,2 _1 (~- Rf)] 1/6 
c qo o 3Ecr RJ (24) 

SIMULATION OF SOME CASES lN WHICH q DEPENDS ONLY 
ON r 

Wben q is nonnegative and depends only on r, the solution of (8) may be easily 

reached . 

ln particular, when Rt =O, the solution of (8) is given by 

T= F+C; (25) 

in wbicb r 1 rw. 
F = Ê'(r) =-lo w2 (lo Í v2 dv) dw (26) 
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a..nd the constant C is given by 

( 
l 1 {Rz ) 1/4 {R2 1 ( { w q 

C = Fq -;-;; lo q v2 dv + lo w2 lo k t>2 dv) dtu (27) 

The abovc integrais may be evaluatcd, since the relat.ion between q and r is 
known. 

ln the case in which q = Qo = constant, the solution of (8) is given by 

1 . . 1/4 
T = 6 ~(~- r

2
) + ( 3~: R2) ; Rt ~r~ R2, O 5 4J ~ 1r, O 5O< 21f 

(28) 
while, in the case in which q = ito(R2 j,·). the solulion of (8) is given by 

A comparison between (28) a.nd (21) shows t.hat. , when q = Qo =constant, the 
const.ant tempcrature approxünation gives rise to the fo llowing errar 

E 
I
T-Tcl 1 9o R2 ( izo R )-1/4 

= max --1.- = 6 k 2 3é:<T 2 (30) 

while a romparison bdwcen (20) and (22) shows that, wht>n q = i:Io(R2fr), the 
constant temperature approx imation gives rise to the following errar 

'

T-Tc' 1 iJo n2( QO )-1/4 E = ma.x --- = - - fC2 - R2 
T 6 k 2t0' 

(31) 

From the above res ults il ea.sy to see tha.t. the error may be uot negligible. 

In the cases considered in tlüs section , an exact solution was easily reached. 
NevcrLheless, when q depends on the temperat.ure, even when the pbenomenon 

is onedimensional, t.hc problem becomes more difficult and, in general, the 

simu lations lliUst be rarrif'd oul numerica.Jiy. 
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A PIECEWISE LINEAR APPROXIMATION 

ln order to obtain numerical results for more complex situations it will be 
assumed that the admissible fields u are continuous and piecewise linear. 
ln otber words, tbe numerical approximations will be reached through the 
minimiza.tion of I[u] assuming that the flelds u are given as follows 

u = (1i+1-Tt)c~;i) + T;; 1·; $ r$ ri+l; i= 1, 2,3, .. . ,N (32) 

in which 
r.-=Rl+(i-l)Ar ; i=l,2,3, ... ,N+ l 

A,· = R2- Rl 
N 

(33) 

(34) 

ln the above equa.tions, ( N + 1) is the number of nodes and Ti represents tbe 
approximation for the temperature distribution at the node i. 

Inserting (32) into (10) the functional J(u] becomes the function g, given as 
follows 

N 

g = g(Tt, T2, T3, ... , TN, TN+d = ?:(A;+ Bi) +~e e7 411" ~ITN+tl5 (35) 
\: ) 

in wbich 

A · = - k 411' - r 2 dr · 1 1r•+l (du)2 
1 2 r, dr ' 

i= 1,2,3, ... ,N (36) 

[

i+l 

B; = 411" 1/1 ,.2 dr ; 
r, 

i=1,2,3, ... ,N (37) 

For each considered situation, the numerical approximation is obtained from 
the minimization of g. ln other words, the T;'s are the sol uti9n of the following 
(nonlinear) system 

8g 
87i=O ; i= l ,2,3, ... ,N+l (38) 
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Taking into account (32), the A;'s become 

3 .3 A-=! k 4 (T;+l -Ti )2 (rí+l -r1). 
' 2 'Ir 6-r 3 I 

i = 112131 ... I N (39) 

lo order to evaluate the Bi's it is necessary to know the fuoction 1/J. lo this 
work, the following two cases wilJ be simulated (qo = constant > O and 
To = consta.nt > O) 

Case 1 -+q = ito(To/T) ~ tP = tioToln (;
0

) 

Case 2 -q = qo(To/T)2 ~ 1/J = -qoTJ .!. 
u 

For the a.bove cases, the B; 's become 

(40) 

(41) 

Case 1 -Bi = -47r 1~i+l qoTo ln [(Ti+~; Ti) (r ~;i)+~] r2dr ; 

i = 1, 2, 3, ... I N ( 42) 

a.nd, tberefore, for case 1 

B. _ 4 . 1 {{3z(T;+ll (71+1) Tí+1 T1 I (T;) Ti] • - - 11'90 - · -- n -- - -- - - n - + - -ar I To To To To To To 

_ 2131 [~(Ti+l)2 In (!±!.) _ .!.(3!f.l)2 _ !(T;)2In (Tt) + !(T;)2]+ 
2 To To 4 To 2 To To 4 To 

+ [.!.(Ti+1)3 ln (Ti+l) _ ~(11+1)3 _ !(T;)3In (T') + .!.(Ti)3]} 
3 To To 9 To 3 To To 9 To 

i= 1,2,3, ... 1 N (44) 
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in which 
T.· {3 - __!. - o · , . . ' -To I I 

(45) and 

For case 2, the B;'s are given by 

. { l ( l ) {3; f3[ (Ti+ 1)} 8; = 47rqoTo o; r; + 2 D..r D..r- a 2 D..r + a~ ln T ; 
I I 

i ~ 1, 2, 3, ... N ( 46) 

in which a; and f3; are tbe ones defined in ( 45 ). 

SOME R ESULTS 

U) 1.0 
U) 
w z 
_.J.....IO 
za:H 
OHt
HClH 
U>a:U> 
za:::o 
w a.. 
L: 
H 
Cl 

Tc/To - O.BO 

o.o 0.73 TEMPERATURE RATIO TI To 2.56 

Figure 2. Temperature ratio (T/To) versus dimensionless r11dial postLton 
(r/~), for case 1 (q = 9o(To/T)), obtained witb Rt/ Rz = 0.0, (êuRz1g)/k = 
10.0 and (qo~)/{kTo) = 10.0. 

Figures 2, 3, 4, 5, 6 and 7 present some results, oblained from t.he minimizat.ion 
of g . Each of these figurt-.s present (for N = 1, N = 3 and N = 8) a curve 1'/To 
versus rfRz, in which Tis the approximated temperatu re field , obtai ned from 

the minimiza.tion of g. 
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cn LO 
U) 
UJ z 
_J I(J 

Za:H 
OHt
HClt--t 
UXI:U) 
:za::o w Q_ 
:r: 
H 
CJ 

Tc/To - o.s3 

D.D 0.73 TEMPERATURE RATIO T /To 

163 

2.31 
Figure 3. Temperature ratio (T/To) versus dimensionless radial position 
(r/ R2), for case 2 (q = iro(To/T)2), obtained with Rd Rz =O. O, (u-R2T"g)jk = 
10.0 and (qo~)/(kTo) = 10.0. 

U) 1.0 
(/) 
L1J z 
.....1---10 
Za:H 
OHI-
H.CJH 
U).CI.U) 
za:::o 
UJ a. 
~ Tc/To - o.7a 
Cl 

o.s O. 73 TEMPERA TU RE R R TIO TITo 1.57 
Figure 4. Temperature ratio (T/To) versus dimensionJess radial position 

(r/R2), for case 1 (q = iro(To/T)), obtained with R1/Rz = 0.5, (a1R2T"g)/k = 
10.0 and (qo~)/(kTo) = 10.0. 
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cn LO 
(I) 
UJ z 
.....J.....JO 
za:H 
OHt
HClt-t 
(1)0:(1) 
za::o 
w a.. 
I:: 
H 
Cl 

Tc/To - o.e1 

QS0.73 TEMPERATURE RRTIO T/To 1.50 
Figure 5. Temperature ratio (T/To ) versus dimensionless radial position 
(r/Rz), for case 2 (q = qo(To/T)2), obtained with RdR2 = 0.5, (euR-/I'g)/k = 
10.0 and (qoR~)/(kTo) = 10.0. 

U) 1.0 
U) 
UJ z 
.....J.-JO 
ZCIH 
Ot-tt
t-te:Jt--1 
(J)(::J:(J) 
zo::o w a.. 
I: 
H 
CJ 

Tc/To - 0.49 

o.s 0.44 TEMPERATURE RRTID T /To 1.46 
Figure 6. Temperature ra.tio (T/To) versus dimensionless radial position 
(r/ R2), for case 1 (q = qo(To/T)), obtained with R!/ R2 = 0.5, (euR2T&)/k = 
100.0 and (iJoRi)f( kTo) = 10.0. 
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U) 1.0 
U) 
UJ z 
_J_JC) 

ZCI:H 
OHt
Hr:::::»-t 
U)a:U) 
za::o 
w a.. 
I:: 
H 
Cl 

Tc/To - D.BO 

D.D 0.63 TEMPERRTURE RRTIO TITo 
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8.71 
Figure 7. Temperature ratio (T /To) versus dimensionless radial position 
(r/ R2} . for case I (i/::; 9o(To/T)), obta.ined with Rd R2 = 0.0, (euR2Tg)jk = 
100.0 and (qo~)/(kTo) =: 100 .0. 

1t is to be noticed that, for each given N, the approximation for T/To (as a 
function of rf R2) depends only on RdR2, (!uR'lrg)/k and CiJo~)/(kTo). 

ln ali lhe considered cases, system (38) was solved with the aid of a Newton 
scheme [5). 

FI NAL REMARKS 

ln this work it was presented a powerful too) for the numerical simulation 
of a large dass of nonlinear heat transfer problems. Within this class are 
two-dimensional and three-dimensional problems described by (8) as well as 
problems in which q is not so simple as in the cases simulated here. 

ln ali these situations, the varlational principie provides a relia.ble and efficient 
way for carrying out simulations. 
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RESUMEN 

Este trobajo examina e1 desarrollo ~imultáneo ele ICJ velocidad y de la temperatura de 
un flujo Iam mar a tra1.1és de un tubo ele paredes gruesas. La corriente dei flujo entra ai 
tubo con veJociclod v temperaturo uniforme. E/ calentamiento se /leva a cabo mediante 
la aplicación de un flujo de calor uniforme en la superficie externtl de/ Cubo, el CtJal 
e& de tamario finito . La ancorrx>ración de flujos con bajos números de Peclet conllevo 
incluir loJ efectos de d•fu.Hón cnial de cantidad de mouimiento 11 de calor en eJ fluido 
y los efectos de dt/us•ón de calor b•dimensaonal en el a6/ido. úu cólculos para lo4 
campos de la velocidad y de temperatura $e t·ealüaron utilizando un procedimiento de 
voltimenes firtito$. 

Palabt·as-Uave: Tubo de Paredetl G ruesas • Fenomenos de Di[usioo • Campos de 
Velocidad e de Temperatura 

ABSTRACT 

This tx>PU i1 conccmed with the 1imuiUineous df't!e/{)pment oj 11elocity and temperature 
in a flow movmg laminarly through a thick-walled tube. Th.e flow poueues uniform 
velocity and uniform lemperature at the inlet of the tube. A uniform heat flw: 18 
applied ot the outer surface of the tube having a finite length . The utilizotion of low 
Peclet number flow& gives rise to the inclusion o/ cuial diffll.3ion of momentum in the 
fluid and bidimensional heat dífft.Uíon in the solíd. Calcuktion of the velocity and 
tempemtut't [ield1 were carried otll employmg lhe cor~trol 11olume txued procedure. 

Keywords : Tlúck- Walled Tubes • Diffusion PJ..enomena • Velocit.y and Tetnperature 
Pields 
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NOMENCLATURA 
c.p calor específico, kJ /kg- C 
h coeficiente convectivo, Wfm2 - C 
1:1 conductividad térmica dei fluido, W /m- C 
1:. eonductividad térmica del sólido, Wfm- C 
K •! relación de conductivida.des térmicas, k,f k J 
L longitud de calenta.miento, m 
L• valor adimensional de L,Ljr,Pe 
m ftujo má.sico, l:g /8 
Nu número de Nusselt loca.l, 2hrífkJ 
p presión, Pa 
Pe número de Peclet, uo(2r,)faJ 
q,i densida.d de calor en la superficie interna., Wfm2 

q1 e densidad de calor en la superficie externa, W/m2 

QT ca.lor total transferido, W 
r variable radial, m 
ri radio interno dei tubo, m 
re radio externo dei tubo, m 
Re número de Reynolds, uo(2ri)/11 
t espesor de la. pared dei tubo, re - ri , m 
T temperatura, C 
u velocidade axial dei fluido, m/ s 
v velocidade radial dei fluido, m/ 8 

z variable axial, m 
X variable axial adimensional, ~/riPe 
a f difusividad térmica del fluido, m2 / s 
11 viscosidad cinemática del fluido, m 2 fs 
f temperatura &dimensional, k J(T- To)/ q,ere 
p densidad del fluido, kgfm3 

Subíndices 
b volumétrica. media 
e superficie externa dei tubo 
f se refiere aJ fluido 

superficie interna d.el tubo 
8 se refiere ai sólido 
o entrada ' 
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INTRODUCCION 

Es práctica comúu que tanto los fenómenos de difusión axiaJ de cantidad de 
movimiento como los de difusión de calor suelan descartarse en el análisis 
térmico de equipos de intercambio de calor. Sin embargo, se sabe que la 
contribución del primero afecta adversamente el campo de velocidad en tlujos 
con bajos números de Reynolds. Además, la presencia dei segundo modifica el 
campo de temperatura en flujos caracterizados por bajos números de Peclet. 
Existen diversos criterios que proporcionan la importancia de cada fenómeno 
por separado. Por ejemplo; desde una óptica de dinâmica de fluidos , Schlichting 
[1) recomienda. que cuando Re > 400, la difusión axial de cantidad de 
movimiento está ausente en la vecindéid dei origen (x = O). Por otro lado; desde 
un punto de vista térmico, llenoecke (2)sugiere que la acción de la conducción 
axial en el fluido puede omitirse en la entrada (z = O) pa.ra condiciones en 
donde Pe > 10. Evidentemente, esla fron tera corresponde a tubos de paredes 
delgadas en donde la velocidad se encuentra plenamente desarrollada, en tanto 
que la temperatura prevalece uniforme lejos dei origeu (x « 0). Este criterio 
aplica cuando la superficie dei tubo está expuesta a un flujo de calor constante 
en la región corriente abajo. Eo torno a este tema relacionado a la ímportancia 
de los fenómenos de difusión axial se hao publicado dos trabajos claves en 
la literatu ra especializada. McMordie y Emery (3] examinaron el desarollo 
simultâneo de la velocidad y de la temperatura en un tubo de paredes delgadas. 
La solución presentada por estos au~ores es de tipo capa limite e incluye la 
conducción axial en el fluido, pero excluye la diJusión axial de cantidad de 
movimiento. Recientemente, Pagliarini (4) examioó la incorporación de ambos 
mecanismos difusivos en las ecua.ciones de Navier-Stokes y de energia y resolvió 
el problema crr una región ilimitada ( -oo <:r < oo). 

Bajo la hipótesis de t.uberias de paredes delgadas en aplicaciones de convección 
interna, se sabe que las condiciones de contorno térmicas soo idênticas en las 
superficies externa e interna dei tubo. Por lo tanto, e) conocimiento de cua.lquier 
cond ición de contorno térmica en la parte externa implica que ésta es también 
conocida en la parte int.erna. Por el contrario, cuando la.s paredes dei tubo son 
relativamente gruesas puede existir una. discrepancia considerable entre ellas. 
Este es el caso típico de ciertos fluidos que necesitan ser transportados a altas 
presiones por tuberias de paredes gruesas. Para estas a.plicaciones especificas, 
la condición de contorno en la superficie interna dei tubo se desconoce a priori. 
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Este tipo de problemas de transmtston de calor por conveccton forzada ha 
sido ba.utizado por Luíkov et. ai. [5] con el nombre genérico de problemas 
conjugados. Bajo esta perspect.iva amplia, la formulación matemática tiene 

que replantearse y ha.c.erse forzosamente eu el domínio completo que abarque 

ai fluido y al sólido. En consecuencia, esta via mucho más general necesita 

introducir nuevas condiciones de contorno térmicas que establezcan continuidad 
tanto de la temperatura como dei flujo de calor en la interfase fluid<rsólido. 

La influencia que ejerce la conducción de calor bidimensional en la pared de un 
tubo sobre la convección forza.da interna ha sido estudíada por varias autores. 

Las suposiciones de velocida.d desarrollada y temperatura dessa.rrollándose son 

las más comunes, entanto que la condición de contorno en la s uper flci e externa 
del tubo puede ser de temperatma uniforme o de Aujo de calor uniforme. Los 

trabajos de Mori et ai. [6], Barozzi y Pagüarini (7] y Campo y Scbuler [8] han 
demostrado la marcada distorsión dei campo de temperatura en el fluido como 

producto de un flujo de calor uniforme aplicado en la parte de a.Iuera dei tubo. 

E o vírtud de lo anterior, la motivación principal de esta investigación consiste 

en ampliar el estudio reportado en [8] ai caso más general en donde la 
velocidad y la temperatura se desarrolla.n simultáneamente desde el origen dei 
tubo x = O. Conforme a esto, se pretende explorar la importancia de los 

mecanismos de difusióu axial de cantidad de movimiento y de calor en el fluido 

conjuntamente con los de conducción de calor bidimensional en el tubo. Una 
revisión exhaustiva de la bibliografia refleja que este problema conjugado de 

naturaleza eliptica incluyendo los fenómenos de difusjón no ha sido abordado 

alio. 

En este orden de ideas, el primer objetivo de este trabajo consiste en determinar 

el campo de velocidad de un fluido que se mueve con bajos números de Reynolds 
dentro de un tubo circular. El segundo objetivo está centrado en obtener los 

campos de temperatura tanto en el seno dei fluido como en la pareci sólida 

dei tubo. Como es de esperarse, cstos dos últimos campos de verá.n afectados 
por los característicos números de Peclet bajos. Para analizar el desarrollo 

simultá.neo en este tipo de flujos, se requiere resolver numéricamentc el conjunto 

de ecuaciones elipticas de conservación para ambos medios sin invocar la Leoría 

de la capa límite en el fluido. Este problema conjugado está gobernado por 
cinco grupos a.dimensionales, a saber: el número de Reynolds, el número de 
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Peclet, la longitud finita de calentamiento, el espesor de la pared dei tubo y el 

cociente de conductividades térmicas entre el sólido y el fluido. 

El cálculo numérico de este problema en e) domínio fluido-sólido se realizó 

empleando una d.iscretiza.ción por volúmenes finitos propuesta originalmente 

por Pa.tanka.r [9). Adicionalmente, para la integración dei sistema de ecuaciones 

algebráicas se utilizó el algoritmo especializado MSI de alta velocidad elaborado 

por Scbneider y Zedan (10). Entretanto, la ejecución se hizo con un programa 

de estructura parecida al SIMPLER. Los resultados numéricos así obtenidos 

se presentan en forma gráfica para la variación de la temperatura volumétrica 

media, la temperatura de la interfase, el fiujo calorífico de la interfase y el 

número de Nusselt. Finalmente, una vez conocidas estas cantidades, se puede 

proceder a calcular la transmisión de ca)or total que se lleva a cabo en el tubo 

de tama.fio finito. 

POSTULADO DEL PROBLEMA 

Considérese un tubo circular de paredes gruesas al cual entra un fluido con 

movimiento laminar siendo la velocidad y la temperatura uniformes en x = O. 

La superficie externa dei tubo recibe una incidencia de calor constante q8 e en 

toda la extensión de la zona finita de calentamiento. 

Uo•To ....._------------------~ f l 
lr x rs ro 
_ I I 

~------------------L------------------~ 

Figura 1. Tubo de paredes gruesa.s. 
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Amparados en la. suposición de propied&des termofísica.s constantes para ambos 
medios, las ecuaciones de conservación incluyendo los términos de difusión axial 
son: 

Media Fluido 

Media Sólido 

8u âv v -+-+-=0 âx âr r 

âu âu 1 âp [â2u 1 {} ( âu)] u.-+v-=- - -+v -+-- r-
éJx éJr· p âx âx2 t' ât· éJr 

â
2
T& + ~ i_ (r 8T4 ) = O 

lJx2 r âr âr 

(l ) 

(2) 

(3} 

(4} 

(5) 

en donde los subíndices f y s en la variable tmepera.tura designa.n el media 
fluido y el media sólido, respectivamente. 

Las condiciones de contorno relacionadas a i problema termohidrá.ulico se 
enuncian an continuación. Estas son: 

a) para x =O 

tt = 1.1.(), v= o, 

âT,=O 
éJz ' 

O< r< ri (6) 

(7) 
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b) para r= rC!; O< .r< L 

c) para r= r; ; O< x <L 

d) para :r= L 

u =O, 

8TJ 
~=0, 
v X 

8T, _O 
8x - ' 

O< r< r i 

7'j < r < re 

173 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

Tal como se ha mencionado anteriormente, el objetivo primordial de este 
trabajo consiste en la determinación de los campos de velocida.d en el fluido 
y de temperatura tanto en el Buido como en el sólido. Para eUo, se 
requiere resolver el sistema de ecuaciones ( 1 )-( 12) mediante técnicas de cálculo 
numérico inevitablemente. Con esta información, se puede proceder a obtener 
los parámetros imprescindibles para el análisis hidrodinámico y térmico de.l 
problema. 

PARAMETROS HIDRODINAMICOS Y TERMICOS 

El proceso de adimensionar las ecuaciones anteriores usando las variables apro
priadas indjca que los parâmetros adimensionales que describen el problema 
son: 

- El númel'o de Peclet Pe 

- La relacióo de conductivid ad lérmica f(8J 

- El espesor de la pared ref,·, 

- La longitud de calenlamiento L • 



174 A. Ca.mvo y J .C. Morales 

En virtud de esto, la solución numérica de las ecuaciones (1)-(12) se presentará 
en término del siguiente grupo de variables y parámetroe adimensionales: 

- El coeficiente de fricción aparente 

P- Po ri /cp = --2-
p u 0 X 

- La temperatura volumétrica media 

- La temperatura de la interfase 

- El número de Nusselt 

2r·({)T1) 
Nu= ' â1· r=r; 

TJi- Tfb 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Por consiguiente, esta información da base para calcular el calor total 
transferido empleando la relación 

(17) 

la cual esta inspirada en el Primer Principio de la Termodinâmica. 

CALCULO NUMERICO 

La naturaleza conjugada dei problema termobjdrá.ulico, aunada al carácter 
elíptico de las ecua.ciones de conserva.c1on hace ma.ndatorio el uso de técnicas 
de diferencias finitas. Por lo tanto; enmarcando las ecua.ciones (l}-(5) en 
una. perspectiva de cálculo aproximado, se desprende que cualquier método 
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de solución numérica hace que cada ecuación de conservación se aproxime por 
una ecuación a.lgebráica en un punto i,j de la malla. Una vez que se tiene 
la ecuación algcbráica para cada punto que conforma el dominio fluid~sólido, 
la tarea principal consiste en resolver el sis tema de ec;ua.ciones algebráica.s por 
métodos iterativos rápidos. 

Sin embargo, en este trabajo la discretización de las ecuaciones diferenciales en 
derivadas parcia.les se realizá con el enfo que físico de los volúmenes de control 
ideado por Patankar (9] . En este sentido, cada ecua.ción participante se amolda 
a la forma general de la ecuacióo de difusión-convección: 

__!__( (' .J.- r ~)- s ôX
1 

P J'~' tf> ôXj - tf> ( 19) 

En esta ecuación, 1'4> se conoce como e l c:oeficiente de difusión efectiva y Sq, 
c:omo el término de fuente. 

Cobra especial importancia destacar que el sistema de ecuaciones algebráicas 
pentadiagonales se r~olvió con el algoritmo MSI desarrollado por Schneider y 

Zedan [lOJ . Ademá.s de su alta flexibilidad, e l atributo má.s importante de este 
algoritmo lo consti~uye el hecho de que a i compararse con olros , tales como 
SO R, ADI y SIP e l costo compu tacional varía entre 25 y 50% de la alternativa 
más económica. Entretanto, la ejecución se hizo con un programa de estructura 
parecida ai SIMPLER. 

A manera de comenLnrio tangenc.ial, conviem• seiialar que la variación abrupt.a 
de la conductividad térmica en la inte rfa.se fluido-sólido se manejó con la 
formulación pyopuesta por Patankar [U), la cual fue concebida especialmente 
para este tipo de condicion de contorno. Esta equivale a calcular el promedio 
armónico de las çonducti vida.des térmicas dei fluido y dei sólido, o sea 

(19) 

Con el propósito de reducir el elevado número de cômputos, se empleó una 
disLribución de nodos con intervalos desiguales tal como se ilustra en la Figura 
2. Para lograr est.o se utilizá una transformación de coordenadas eficiente 
propuesta por Rober ts [12]. Se realizaron varias prueba.s con mallas diferentes 
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para examinar la precJston dei método y su convergencia. Se llegó a la 
conclusión que una malla con 30 intervalos radiales (20 en el fluido y 10 en 
els6lido) combinada con 30 intervalos axiales proporcionaba buenos resultados 
para los casos críticos examinados. Este tipo de malla fue usada en la Referencia 
[8] también. 

Figura 2. Malla con intervalos desiguales. 

Adicionalmente, se compararon los resultados para el ca.so límite de flujos 
a través de tubos de paredes gruesa.s en donde la velo<:idad se encuentra 
totalmente desarrollada. en la. entrada (x = 0), mientra'> que la temperatura 
se está desanollando. Para el caso extremo de re/l'i = 1.6, las Figuras 3 y 4 
muestran una bueua concorda.ncia con los resu ltados para 4>,; y Nu reportados 
por Mori et al. (6). Asimismo, se consideró otro ca.so limite consistente en el 
desarrollo simultâneo de la velocidad y de la temperatura en tubos de paredes 
delgadas. Las distribuciones del factor de fricción aparente y dei número de 
Nusselt calculados por Pagliarini [4] apareceu dibujadas en las Figuras 5 y 6. 
Aquí se puede apreciar que la comparación con nuestros resultados es excelente 
en toda la región de entrada. 

PRESENTACION DE LOS RESULTADOS NUMERICOS 

Desde un punto de vista prâctico los resu ltados más significativos que aporta 
esta investigación son las predicciones de la temperatura volumétrica media 4>b 
y de la temperatura en la interfase 4>tti en fonción dei número de Peclet Pe, el 
cociente de los radias re/ri, el cociente de conducLividades térmicas J($1 y la. 
longitud adimensional dei tubo L,.. Debido al excesivo número de parâmetros 
que a.fectan a este problema.1 se decidió fijar dos de ellos, a saber L· = 0.1 y 



Patrones d e Flujo y de Temperatura en Tubos 

0 .6 ~------------------, 

0.4 

<l>st 

0.2 

K=5000 

--· --· Mori et al 

O L-------~--------L-------~------~ 

177 

o 0 .02 

2X 
0.04 

Figura 3. Comparación de la temperatura en la interfase para r·e/r; 1.6. 
Caso de velocidad desa.rrollada. 

re/ri = 1.2 con el propósito de reducir el número de figuras en la presentación 
de los result.ados. En este sentido, las Figuras 7-9 corresponden a una situación 
eo la cua.l Pe = 500 y los valores de K3 J son 1, 500 y 5000, respectivamente. 
Por ejemplo, el flujo de sodio en un tubo de hierro está caracterizado por un 
valor de Klf/ = 1. En cambio, el cociente I<8 J = 500 puede representar las 
combinaciones aceite- hieno ai igual que aire-acero. 

La Figura 7 muestra el desarroUo de la temperatura volumétrica media.. Aqui 
se puede observar la. dependencia lineal de ~b con x • para K•f = 1 y 500, 
coincidiendo plenamente cone] resultado ~b = sx· que corresponde al mismo 
caso, pero con tubos de pandes delgadas. A medida que K 1t aumenta a 5000, 
se observa el carácter pa.ráboJico de ~b en la cercanía de la entrada x•. Esto 
se atribuye a la conducción axial en el tubo que calienta al fluido con una 
intensidad mayor. El conocimiento de la temperatura volumétrica media en 
cualquier estación X* faci lita el cálculo dei calor total transferido QT desde el 
origen x = O hasta esa estación usando la ec.(7) directamente. 

En la Figura 8 se aprecia la dístribución de la temperatura en la interfase 
,P11, para las mismas condiciones de la Figura 7. La curva correspondiente a 
I<lf/ = 1 es análoga a la curva asociada ai caso de paredes delgadas, mostrando 
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12 r--------------------------------. 

Mori et ai 

10 

Nuxs 

6 

4 L_ ______ _J ________ -L--------~--------J 

o 0.02 

2X 
0.04 

Figura 4. Compara.c iôn dei número de Nusselt para l'e/r; = 1.6. Caso de 
velocidad desarroUada. 

108 or--.---~.---------------. 
Reol 

101 ~~~~~~~~~~~~~~~ 
10-4 10-S 10·2 10"1 10° 

X 
Figura 5. Oistribución dei factor de fricción aparente. 



Patrones de Flujo y de Temperatura en Tubos 178 

40 

Pe 
34 ---3.5 

·· - ·· 35 

26 
--350 

Nu 
18 

10 

2 

X 
Figure 6. Distribución dei número de Nusselt parare/ri= 1 y Pr = 0.7. 

<Pb 

1 

0.8 

0 .6 

0 .4 

0.2 

o 
0 .00 0.01 0.02 

X 
0.03 0.04 

Figure 7. Variaciôn de la. temperatura volumétrica media para re/1·1 = 1.2 y 

Pe = 500. 
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su característico patrón lineal con pendiente 8 en la región corriente abajo. A 
medida que K 8 J aumenta a 500 la curva tiende a un comportamiento lineal 
casi horizontal, en donde se manifiesta el alto grado de calentamienLo por 
conducción que se transmite a la superficie interna dei tubo. A pesar que 
para K 8 J = 500 la temperatura tPb no se desviaba deJ comportamiento lineal 
de pared inactiva (ver Fig. 7), no ocurre así para tPsi en donde se ve una 
marcada diferencia. Más aún, ai aJcanzar K 8J el valor de 5000, la variación de 
tPst es totalmente independente de la coordenada axial, lo cual indica que se ba 
arribado a. una condición lúnite de temperatura uniforme en la pared dei tubo. 

1.5 

<I> si 
0.5 

o 
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 

X 
Figure 8. Variación de la temperatura en la interfase para t'e/''i = 1.2 y 
Pe = 500. 

Finalmente, la Figura 9 recoge la información depositada en las figuras 
anteriores. Esta figura ilustra el comportamiento monótono decreciente para 
la família de curvas del número de Nusselt en función de X . Para una 
estación axial dada, el número de Nusselt dismínuye coando K,J aumenta. 
Adicionalmente, dentro dei marco de tubos con paredes finas , la curva para 
K 8 J = 1 se aproxima al caso límite dictado por una condición de fiujo de 
calor uniforme. Por el contrario, la curva para K 111 = 5000 está cercana a 
la asociada a una condición de temperatura uniforme. Conviene resaJtar que 
la combinación de los resultados de las tres figuras aJlteriores proporciona la 
distribución de la temperatura en la superficie externa dei tubo, esto es tf!se 
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vs. X . Obviamente, esta curva se omit.e en este trabajo por limitaciones de 

espacio. 

10 

8 

6 

Nux 
4 

2 

o 
0.00 

fiujo calortftco uniforme 
en la lnterfase 

; ·· ' ...... ,' h.-....... _~-J 
~~er~~as~onne .. ............................. . 

0.01 0.02 

X 
0.03 0.04 

Figure 9. Variación del número de Nusselt parare/ri= 1.2 y Pe = 500. 

CONCLUSIONES 

Este estudio numérico presenta una investigación exha.ustiva del desarrollo 

simultáneo de velocidad y temperatura en tubos fabricados coo paredes gruesas 

incorporando la difusión axial tant.o en el fluido como en el sólido. Las 

tuberías con paredes gruesas son capaces de soportar altas presiones en el 

fluido circulante . Los resultados numéricos se obtuvieron emplea.ndo un 

procedirruento que descansa sobre discretizaciones con volúmenes finitos. 

Las conclusiones más importantes que se pueden extraer de este trabajo son 

las siguientes: 
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1) A medida. que Ksf disminuye los resultados térmicos tienden a plegarse con 
los resultados para desa.rrollo simultáneo en tubos de paredes delgadas con flujo 
de calor uniforme y excluyendo los fenómenos de difusión axial en el fluido y 

en el sólido. 

2) Cuando K •! aumenta y adquiere valores grandes, ocurre la misma tendencia 
citada anteriormente pero en sentido contrario, o sea los resultados se 
concentran en el entorno de los dei caso límit.e de temperatura uniforme para 

las misma.s condiciones fi.Sicas. 
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