


REVISTA BRASILEIRA DE CIÊNCIAS MECÂNICAS 
JOURNAL OF THE BRAZILIAN SOCIETY OF MECHANICAL SCIENCES 

EDITOR: Uans lngo Weber 

Dcptll Projeto Mecanico; FBC, UNICAMP, Caixa Postal6131, 13081 Campinas/SP, Brasil, 
Tel. (0192) 39-7284, Telex (019) 1981, Telefax (0192) 39-4717 

EDITORES ASSOCIADOS 

Álvaro Toubes Prata 
Dcpto Engenharia Mecânica, UFSC, Caixa Postal 476, 88049 Florianópoli.s/SC, Brasil, 
Tel. (0482) 34·5166, Telex (482) 240 UFSC 

Augusto C~sar Noronha R OaleAo 
LNCC, Rua l.auro MUller 455, 22290 Rio de Janeiro/lU, Brasil, Tel. (021) 541-2132 r. 170, Telex 22563 CBPQ 

Carlos Alberto de Almeida 
DeptO Eng. Mecânica, PUCIRJ, Rua Marqu~s de São Vicente, 255, 22453 Rio de Janeiro/lU, Brasil, 
Tel. (021) 529-?323, Telex (021) 131048 

Hazlm Ali AJ-Qureshi 
,... .<\/Cl'A. Caixa Postal6001, 12225 São Jos~ dos Campos/SP, Tel. (0123) 41-2211 

Abimael Fernando D. Loula (LN CC) 
Amo Blass (UFSC) 
Carlos Alberto de CamJlO' Selke (UFSC) 
Carlos Alberto Schneider (UFSC) 
Oovis Raimundo Maliska (UFSC) 
Fathi Darwich (PUC/R.I) 
Henner Alberto Oomide (UPU) 
Jaime Tupiassú de Castro (PUC/RJ) 
Joao Lirani (EESC) 
José Luiz de FrallÇa Freire (PUC/R.I) 
Leonardo Goldstein Jr. (UNlCAMP) 
Luiz Carlos Martins (COPPE!/UFRJ) 

CORPO EDITORIAL 

Luiz Carlos Wrobel (COPPEIUFRJ) 
Moysés Zindeluk (COPPE!/UFRJ) 
Nelson Back (UFSC) 
Nestor Alberto Zouain Pereira (COPPEIUFRJ) 
Nivaldo Lemos Cupini (UNlCAMP) 
Paulo Rizz.i (ITA) 
Paulo Roberto de Souza Mendes (PUC/RJ) 
Raul Feijóo (LNCC) 
Renato M. Cotla (COPPE/UFR.J) 
Sarnir N.Y. Gerges (UFSC) 
Yalder Steffen Jr. (UFU) 

PubUcado pela / Publilbed by 

ASSOCIAÇÃO BRASILEIRA DE CJ~NCIAS MECÂNICAS, ABCM I 
BRAZIUAN SOCIEIY OP MEOIANICAL SCIENCES 

Secretúio da ABCM: Sr. Antonio Paulo da Costa Maruqucs 
Av. Rio Branco, J24.1811 andar • Rio de Janeiro • Brasil 
Tel I Fax (021) 222-7128 

Presidente: Arthur Palmeira Rlpper 
Secret. Geral: Agamenon R. E. Oliveira 
Diretor de PatrimOnio: Lula Fernando Salgado Candlota 

Vice-Presidente: Sidney Stuclcenbruck 
Secretário: Carlos Alberto de Almeida 

~d-4-vt7"~a;,p,&r l 
~ ~~ ~AZP/ 



RBCM - J. of the Braz.Soc.Mech.Sc. 
Vo/.XIV - n9!- pp. 99-111- 199! 

ISSN 0100-7386 

Impresso no Brasil 

EXPERIMENTAL RESULTS FROM BUCKLING 
BEHAVIOR OF STEEL SHEAR PLATES 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS DE COMPARTAMENTO 
A FLAMBAGEM DE PLACAS DE AÇO CISALHADAS 

Perrin Smith Neto, M embro ABCM 
Urúversidade Federal de U"berlând.ia 
Departamento de Engenharia Mecânica 
38400 UberlÃnd.ia, M G Brasil 

Siegfried F. Stiemer 
The LJniversity of British Columbja 
Department of Civil Engineering 
VõT TWs- Vancouver, B.C., Canada 

ABSTRACT 

Sheor wolls of large offshore. structures are weokened by holes cut in them to ollow 
the passage of service., and equipment. T he object of this project wa.! to investigate 
expe.rimentally the buckling behovior of .!t eel .!quare plates wíth circular hole.! in order 
provide dato for tlle verification of theoretical pre.dictions. A finite elem e.nt analyJis 
had been previously performed to predict the ultímate lood oarryíng capacity and 
buckling behaviour of such she.ar plates. The ezperimentol results were correlated well 
with the theoretical predaction" regarding lateral deflections ond the criticai buckling 
loads. 

K eywords : Steel Shear t'lates • Buckling of Plales 

RESUMO 

Pa1-edes cisalhada3 de estruturas de grande porte são enfroquecidall pelo exútêncio 
de furo.! efetuado.! paro permitir a passagem de JerviçoJ e equipamentos. O objetívo 
dest e projeto foi o de investigar experimentalmente o comportamento à flambage.m de 
p lacas de aço quadrada:J com furo~ ciT·culares de modo a obter dado$ paro verificação 
de previsõe& leóricoJ. Uma análúe de elementos finitos foi previamente realizada paro 
prover tais placas cisalhadas. Os resultados experimentai$ obtidos correlacionam-se 
muito bem com <U previsões teóricos con11iderando deflexão lateral e cargas criticas de. 
flambagem. 

Palav1·as-chave : Placas de Aço Cisalha.da.s • F lambagem de Placas 

Submetido em Setembro/91 Aceito em Maio/92 
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INTRODUCTION 

Offshore structures fixed to the seabed in deep and treacherous waters a.re 
considered as a recent development. ln general, each installation consists of 
one more platíorms for drilling, production and accomodation. Due to the 
hazardous environment surrounding these structures, greater emphasis must 
be placed on a safe and reliable design. This includes the consideration of 
fatigue failul'e, effects of reversalloading as wind loads, and the ability to carry 
static loads. The bigh bending moments a.nd shear forces associated with the 
carrying of large loads over long spans will frequently exceed the capacity of 
existing universal beam sections. Large plate girders are therefore necessary to 
satisfy loadings imposed on offshore structures. 

The proportions of the plate girders are optimally designed to provide a high 
strengthfweight ratio. ln a fabricated girder the primary function of the 
flanges is to resist axial compressive and tensile forces arising from t.he bending 
moments while the púmary function of the web is to resist the sh.-l'. ri ng forces, 
hence the web can be designated as a shear plate. For an efficient g;rder design, 
the web should be as deep as possible to achieve the lowest flange forces for a 
given bending moment . 

To reduce self-weight, the web thickness should be reduced to a minimum. 
The consequence of these two confticting requirements is that the web becomes 
slender and tends to buckle in shear. Thus, for an economic design , advanta.ge 
should be taken of the post-buckJing strength of the web. However, large plate 
girders in offshore structure often ha.ve boles cut through the webs to allow the 
passage of services and equipment . These perforations increase the complexity 
of post-buckling design calculations. A better understanding of the structural 
weaking effect due to these holes is required to obtain a safe and efficient design. 

Flat rectangular plates are very common structural component in modero 
buildings and offshore structures and are often subjected to a pure uniform 
shear stress. These plates are normally referred to as shear plates or shear 
webs. Cost effectiveness requires optimal use of space and weigbt of a structure. 
This often results in one or more boles being cut out of pipes or ducting to pass 
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through tbe web and reduce the overall structural weight. These shear plates 
with plain or reinforced circular boles are called perforated shear plates. 

A majority of the work in this area has been theoretical in nature. Elastic in
plane stress analysis of square perforated shear plates has been done by Wa.ng 
[1], who applied a finite Airy's stress function over domain of the plate. Studies 
presented in Ref.l2] were the most informative as they combined theoretical 
analysis with experimental study of the plates. The combined effect.s of the 
material plasticity and buckling stability were first dealt with by Uenoya 
and Redwood, in Ref.[3}. Using a two dimensional in-plane finite element 
program they calculated the elastic-plastic stress distribution due to shear 
loading. They correlated their analytical results with an experimental study 
carried out concurrently. Their two part solution provided excellent result.s 
for perforated plates with small perforation. However, as the bole size ratio, 
Dfb(D =bole size); b = plate width), became greater tha.n 0.7, the restricted 
number of terms used in the Fourier series a.pproximatioo of the defiected 
shape produced unexpected results. For tbe clamped plate they found that 
by increasing the bole size, the ultimate elastic buckling capa.city is increased 
rather than decreased, as had been expected. The resulta in (3] shows that 
any circu lar perfora.tion in a shear plate has a significant effect on the stability 
and ultimate load capa.city of the plate. They also noted that with increasing 
hoJe size tbere is a considerable increase in the amount qf plasticity developed 
in the plate before the ultimate capacity is reached . Martin et al.[4] studied 
the ultimate elastic plastic buckling capacity of square perforated shear plates. 
The pa.rameters a.ffect.ing the ultimate capacity of square plates with circular 
perforations under uniform shear stress were investigated using the incremental 
structural analysis program NISA 83. 

ln the present study, particular emphasis is placed on the design of adequate 
exper imental appa.ratus requ ired for exam.ination of the buckling and collapse 
behavior of square sbear plates which contain openings. Outlines are the 
criteria of such an apparatus and the difficulties encountered during design. 
Experiments using that recommended testing procedures were realized with 
the purpose to generate correlation data for the buckling behavior of squa.re 
steel sbear plates (with and without perforations) subjected to uniform shear 
stress and thereby to enable a. comparison witb a. finite element analysis. 
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TENSILE TEST SPECIMENS 

Pb.ysical Descriphon. 750 mm x 750 mm x 3.4 mm CSA G40.20-M steel plates 
were used in this experimenta. Four 25 mm x 300 mm tensile test specimens 
were cut and milled from each plate (figure 1) in order to determine the yield 
strength and eiastic modulus of tbe steel. 

12 

GUAGE 

UNITS: MILLIMETtRS 

Figure 1. Tensile test specunen 

Instrumentation. The tensile test specimens were loaded in uniaxial tension 
in a Ba.ldwin Tate Emery Universal Testing Macbine with a load capacity 
of 1780 KN. Thc testiug machine had a direct load readout in pounds and 
an Linear Volta.ge Displacement Transducer (LVDT) attached to the scale 
mechanism which provides an electronic readout, calibr.ated to kilonewtons. 
The load calibrated LVDT and strain gauges were connected to an OpLimum 
Electronics Optilog Data Acquisition and Control System. Tbe Optilog was 
used to supply an input signal to tbe gauges and to read and record tbe 
output. The load and strain devices were scanned at a rate of one reading 
per :;econd. Optilog measurements were written to a BASIC file by a OPUS 
program, runnjng on a.n IBM PC computer. 

SHEAR PLATE SPECIMEN 

Physical Description. Th~: :;hP:.1.r· plate specimens were fl'om the sarne material 
being used in the tensile test experiment, and were prepared to the specifica
tions shown in figure 2. ln total, four specimens were tested, one without a bole 
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and tb.ree with a bole. Pla.te #1 was a non-perforated plate, wbile plates #2, 
#3 and #4 had a 100 mm circular perforation located on the compression di
agonal, on the tension diagonal , and at the center of the plate, respectively. 
The plates were cut to an overaU size of 650 mm x 650 mm, with four squa.re 
notches removed from the corners to provide a 75 mm strip around the edges 
for clamping (figures 3, 4 and 5). 

6&0.0 

Figure 2. Shear plate dimensions Test specimen #1. 

Instrumentation. The amount of instrumenta.tion varied from plate to plate. 
Plate #1 ha.d six rosette strain gauges pla.ced along one of the loaded edges 
to determine whether uniform shear stress was being obtained in the plate. 
ln addition, two rosette strain gauges were placed at the center of the pla.te, 
one on each side. Lateral deflections of the plate were monitored by three 
Linear Volta.ge Displa.cement Transducer (LVDTs) located on tbe compression 
diagonal, the tension diagonal, and at the center of the bole (figure 6). Plates 
#2 and #3 had two rosette strain gauges located a.t the centers of the plate. 
Furthermore, tbree strain gauges were pla.ced around the ÍJlSidc of tbe boles. 
Three LVOTs were loca.ted at the sarne points on the plates as on Plate #1. 
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Figure 5. Test specimen #4. 
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Figure 6. Sbear Pla.te Dimensions Test specimen #1. 
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Figure 3. Test specimen #2. 
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Figure 4. Test specimen #3. 
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Loading Frame. Eleven 12.7 mm diameter bolt boles were drilled along each 
edge of tbe plates for mounting in the loading frame. Once clamped, shear 
would be applied on a 500 mm x 500 mm test area of the plate. The loading 
frame through which tbe ahea.r was applied ia sbown in figures 7 a.nd 8. 

Figure 7. Test appara&ua and shear pla&e specimen. 

Steel Plate Design. During the planning of the test specimen and frame 
assembly, a variety of parameters had to be considered, wbich will be outlined 
below. ln designing the test specimen, the first consíderation taken into account 
was its size. Requirements included sufficient area to allow cutting of the 
corners, driUing of bolt holes, placement of deflection gauges and adequate 
work:ing a.rea. A large plate was desired to reduce the scaling effec.t involved 
when scaling results up to actual circumstances. It was also necessary, though, 
to keep tbe plate small enough to be easy to ha.ndle and work with. The plate 
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Figure 8. Test apparatus. 
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thickness had to allow for sufficient deformation , yet not buckle prematurely. 
The result was a plate of 650 mm x 650 nun x 4 mm. Also considered, was 
the necessity for tbe plate to be made of high strength steel so as to reduce the 
possibility of local yield before failure. 

Considerations dealt with specimen design. During design of the specimen and 
tbe f-raming apparatus, a number of options were considered. ln coming up 
with final plan , many calculations were needed. 

The fust step in the design process involved the examination of the apparatus 
used in Ref.[2]. and that proposed by Jackson [5). Upon analysis, based on 
material strengtb, a simple design, similar to that in Ref.[5), was considered. 
This analysis including finding tbe theoretical forces and determining the ability 
of the frame to be a mechanism which would produce pure shear forces on 
the plate. Tbe used criterion was tbat t be campling device bad a rigidity of 
approximately 10 times that of the shear plate. This was to ensure that tbe 
boundaries remain rigid while the specimen buckled. Calculations, based on 
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bending and torsíonal rigidities were made to ensure that this achíeved. To 
ensure tbat no compressional or tensile forces were transferred to tbe plate, the 
center of the pins had to be positioned directly over the corner of the testing 
area of the plate. These forces would result from the angular displacements, up 
to 15 degrees, that would accompany the plate deformations during loadiug. It 
was in this respect that fault was found with Rockey's design and necessitated 
the use of fillers to raise the boundary clamps as per Jackson 's proposaJ. To 
allow for the expected angular displacements, the corners of the specimen were 
cut and the pins moved directly over these new corners. 

The next concern was to ensure that the plate areas near the pin were properly 
traced . Tbis was prevented material from being pulled out or pushed in under 
the pins at the corners duríng deformation. lt was required the bolts be 
positíoned as close as possible to the corner without interfering with the angular 
displacement of the plate and the hinge. This problem was satisfied lífting 
the boundary clamps and countersinking holes for Lhe bclts in tbe "B" filler. 
The stability at the corners of the assembly was also questioned. To improve 
stability and help maintain alignment of the assembly during testing, it was 
decided that one continuous pin should be used rather tha.n two separate plugs. 
The pin was designed to withstand double shear above and below the reduced 
section. Also spacing and edge distance requirements allowed a maximum of 
eleven bolts. 

The final point of interest was that of gripping by the machine onto the 
mounting arms. Calculations concerning tbis possibility using wedge cla.mps 
were carried out assuming that friction was negligible and the distributions 
of stresses was even. The ma.ximum forces on the arm were found for both 
shear and compression. Ao element from the smaller dimension side of the 
arm was analyzed using Tresca failure criterion. The arm was found to have 
adequate factored bearing and shear resistance. Specific instructions include 
drilling for the holes through the plate while in arranged position to ensure 
alignment and that holes be drilled with adequate diameter for one-ha.Lf inch 
bolts. Extensive study was doRe to enSIJ!:~ that the assembly provided adequate 
strength, stabilit.y and rotationa.l mobi~ty. 
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ANALYSIS 

Elastic M odulus and Yield Stress. lt h as been well established by Van Vlack [6] 
that the elastic modulus of a body-centered cubic structure of iron is greater 

parallel to the body diagonal that to the cube edge. Bis findings have sbown 
that iron bas an average modulus of elasticity of approximately 205 GPa in the 
off-diagonal direction. This is a substantial variation that is largely dependent 

on the rolling process of the steel sample and the orientation of the sample 
taken from a fabricated sheet. For specimens tested in this experiment, it is 

best to assume an homogeneous sample and alleviate any variations in the 

crystallographic direction. F\Jrther, four tensile test specimens were obtained 
from every plate, each sample paralleled to one of the straight edges of the plate. 

The mean value of tbe elastic modulus was determined to be 185.36 GPa, with 
a coefficient of variation of 3.25%. The mean value for tbe yield stress was 
found to be 364.11 MPa. with a coefficient of variation of 2.26%. 

Lateral Plate Deftections. U nder continuous loading, lateral plate defiections 

eventually increased to an arder of magnitude of the plate thickness. At this 
levei of post buckling, both bending and stretching of the middle surface of the 

plate must be considered in the analysis of the pla.te. For lateral deflections 
larger than tbe plate l.llíckness, tensile stresses in the middle of the plate have 

the benefitial effect of stiffening the plate. This behavior is observed in figure 9 

and figure 10 for IHJII-perforated and perforated plates, respectively. 

Figure 9 compares lateral defiections at the center of a non-perforated plate 
between the test specimen and the ideal pla.te. The ideal plate is the result 

of a finite element analysis using the sarne material properties as the test 

specimen . The variations between the test specimen and the ideal plate. The 
ideal plate is the result of a finite element ana.lysis using the sarne material 

properties as the test specimen. The variations between the curves are mainly 

due to the geometrical imperfections in the specimen. Small geometrical 

imperfections in the test specimen caused deflections to develop from the 

commencement of loading and hence caused non linea.rities as the criticalload 
was approached. However, the benefitial effects of in-plane sti.ffening were 

reta.ined in the presence of imperfections. This is illustrated in figure 9 where 
the experimetnal results extended above the 270 kN elastic buckling load to 
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approximately 420 kN , at which point the limit of tbe testing apparatu.s was 
reaclled. 

~,-----------------------------------------------~ 

Dtfltctlon at Ctnttr !mml 
-ldtaiPiatt +- Itst Rtsults 

~~--r-~r-~---r--,---~~r-~--~--,---~--~~ 

Q 

Figure 9. Tensile load vs. lateral deftection. 

Figure 10 shows tbe lateral defiection curves for the three perforated plates. As 
all plates bad equals boles dia.meters, the variation is strengbt was due to the 
bole locations. After buckling had began, ali the load was carried by a tension 
field in tbe plate. The largest reduction of capacity was expected to take palce 
in the plate with the bole located in tbis area. This was observed witb plates 
#3 and #4. Plate #2, witb tbe unsymmetric bole location (15 degrees off 
the tensile a.xis) was the strongest. Plate #4, witb tbe bole at the center, 
was tbe wea.kest. Ali three paltes displayed similar load deformation behavior. 
Figure 10 shows tbree distinct regions of buckling behavior: elastíc, elasto
plastic and plastic. The elastic buckling range ended at approximately 2 mm 
of lateral deftection and 210 kN of applied tensile force. Beyond defiections 
of 2 mm, tbe slope of the curves decreased until approxímately 8 mm of 
deftection . This increase in lateral defiection per unit loa.d indicated t'he elasto
plastic range. After deflections of 8 mm, tbe slopes of the curves were almost 
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horizontal. This indicated the plastic range in which the deformations increased 
drama.tically witb only a minor increase in load. 

~~--------------------------------------------. 

-ª.Q..Q... 

llQ.. 

200 

ll.Q_ 

Lateral Defltctlon at centre lmml 
.1.2.Q_ • plate •2 + Rlate •1 

-- platt •s 4 plate •4 
~ 

.º-
.2. 

Figure 10. Tensile load vs. lateral deflection. 

The presence of perforations in the plates cause Jarger lateral detlections a.t 

any applied load, as witnessed by comparing deflections of non-perforated 

and perforated plates in figure 1 O. This observation is anticipated due to tbe 
imperfections in metallic crysta.l created by the perfora.tions. The imperfections 

(line defects) are significant when the metal i i c crysta.ls are plastically deformed 
under shear stresses. These line defects cause the metal crysta.ls to be more 
ductile tha.n would be possible in tbeir absence. Compared to the non
perforated plate, the larger deflections and lower ultimate shear stresses for the 
perforated plates are similar to the findings of a computer analysis of a simply 
supported plate by Martin et allie [4]. The analytica.l simply supported plate 
and the clamped test specimen both reveal that when the lateral displacement 

are sma.ll, the material behaves elastically. Also, above tbe criticai load, the 
displacements continue to increase very rapidly with only a small increase in 
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applied load. Figure 10 indicates that the plate stiffens after initial buckJing 
and can still carry more load . 

The resulta of the elastic-plastic buckling capacity are shown in figure 11. The 
capacities are normalized to the concentrically perforated plate's elastic-plastic 
capacity. The. values of shear stresses for the normalization process are not the 
ultimate capacities, but are shear st.ress values taken at an a.rbitrary lateral 
deflection of 12 mm where the load defiection curver are essentially constant. 
Figure 11 reveals that the concentrically perforated plate provides a 1ower 
bound for the capacity of a plate with a hole in any of the three locations 
indicated. 

~ __...._ .. ---- .. .... ~ 
' ' ' ts 

" ! ... 
I \ I 

' 
....... ... -........... / ~ ' 1.176 ,. .... 

' • + 
T 

1.0 R/b = 0.20 

~ 

' ' T • ,.._.,_...,_ .. 
~ ... .. 

Figure 11. Elastic-plastic capacity for various hole locations normalized to the 
concentric Hole's elastic-plastic buckling capacity. Experimental results. 

lt can be seen that these results resembie the results obtained from Martin's 
finit-e elemeut analysis (4]. Tbe finite element results are reproduced on figure 12 
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for comparison. The three different experimental hoJe locations reveal that 
the elastic-plastic buckling load was increased if the hoJe was moved from the 
plate tension diagonal to the compression diagonal. The largest load increase 
was obtained for Plate #2 (hole at 105 degrees from horizoota) with a 17.5% 
increase over the plate with the concentric bole. Furthermore, the concentric 
bole provides tbe lowest elastic-plastic buckling ca.pacity of the three perforated 
plates. From Figure 11 it is observed that the non-perforated plate exhibíts 
the upper limit of the load capacities when compared to the perforated plates . 

~ .. ~~ 
o 

' (\' ' o~ fo ~ 

' 
~ ... _ 1 .~ ~ 

• 1~4 
..... 

•· / 
I • • 1.0 17 

' 
• ~ • 1.04 ~1 .01 

' 
1.06 

• • 
T 

1.0 R/b = 0.16 
R/b = 0.3 ~ 

' ' ' • 
~ 4~-~ ~ ... ~ 

Figure 12. Ultimate elastic-plastic capacity for varíous hole locations normal
izes to the concentric Role ultimate elastic-plastic buckling capacity. Experi
mental results. 

Based on figure 13, a similar ploL of perforated plate capacities can be obtained , 
where the shear stress values of the perforated plastes are normalized to the 
shear stress of tbe non-perforated plate. The results appear in figure 14 where 
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elastic-plastic buclking capacities increase away from the tension diagonal. This 
repprpesentation allows the designer to determine the loss in capacity of the 
shear plate once a perforation is introduced. lt is interesting to note that 
tbe perforated plate with the concentric boles has 76.5% of the capacity of a 
non-perforated plate. 

~~----------------------------~---r--~~-, 
.wl 
.1§_Q_ 
.1l.Q.. 
160 
.1.§.Q_ Shear Streu vs Tenslle Load 
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i.Q_ 

~ 
1.Q.. 
.[.Q_ 
.§.9_ 

~ 
.ll. 
2J)_ 
l.Q.. 
~ ~~--r----.-----.----.---~.----.----.-----.---~ 

o rosette 1 
o. ro11tte 4 

200 

Tenslle Load lkNI 
+ rosette 2 
>< rosette 5 

<) rostttt 3 
v rosttt• 6 

Figure 13. Shear stress vs tensile load for non perforated plate 

Shear Stress. The results of the measurements made by lhe six strain rosettes 
are shown in figure 13. lt shows the ration of lhe maximum shear stress 
measured at a strain rosette location to the applied shear strcss plotted as 
a function of the applied tensile load. lt can be seen that the maximum shear 
stress is approximately equal to the applied shear stress (ie. ratio approximately 
equal to one) up to a lu~-:! of approxilm.tely 400 kN . At around 400 kN , the 
ratio starts to increase very rapidly ana depending on the rosette location, the 
maximum shear stress increases up to twelve times the applied shear stress. 
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Since the maximum shear stress depends on the mea.sured strains, a la.rge 
increa.se in the max.imum shear stress, therefore, implies a large increase in the 
strains at the rosette location. Furthermore, the increa.se in the maximum shear 
stress occurs over a smaU load ínterval. Thus, the plate edge undergoes large 
increase in strains with only small increases in load, indicating that yielding of 
the plate edge is ocurring. 

CONCLUSIONS 

The following conclusions may be drawn from these results: 

1. The non-perforated plate exhibits the upper limit of the load capacities 
when compa.red to the perforated plates. 

2. The elastíc-palstíc Buckling capacitíes increase away from the tension 
diagonal. This representation allows the designer to determine tbe loss 
in capa.city of the shear plate once a perforation is introduced. 

3. The perforated plate wíth concentric hoJe has 76.5% of the capacity of a. 
non-perfora.ted plate. 

The theoretical analysís for tbis project modelled the plates subject to uniform 
shear stress along tbe edges. The loading mechanism was designed to produce 
the sarne conditions. The results indicate that the loading mechanism produced 
relatively uuiform shear stress. The values of maximum shear stress uniform 
shear stress. The values of maximum shear stress obtained from Rosettes #
#5 were approximately equal, within +/- 12%. Only values from Rosette 
#6 were significantly different. However, Rosette #6 was located dose to 
an imperfection, consisting of overlapping bolt boles. Larger amounts of 
deformations were observed at this bolt location in the tested specimens than 
at other bolt holes. The loca.lized slip would account for the lower shear stress. 
The ma.ximum shea.r strain increased linearly for ali six locations until the plate 
wa.s subject to approxima.tely 270 kN. At this load, inela.stic buckling started 
and shear stra.ins increased non-linearly. Rosettes # 1 and #2, located close to 
the center on both sides of plate, measured uniform shear strains until inela.stic 
buckling began. The differences in shear stress on either side of the plate were 
due to initial imperfections. The shear strains were monitored until the ga.uges 
dela.mina.ted a.t approxima.tely > 400 kN dueto large buckling deformations. lt 
can be seen tha.t these experimental results resemble the results obta.iued from 
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finite element analysis. The three different experimental bole locations reveal 
that the elastic-plastic buckling load was increased if the bole was moved from 
the plate tension diagonal to the compression diagonal . 
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Figure 14. Elastic-plastic capacity for various bole locations normalized to 
elastic-plastic of a non-perforated plate. Experimental results. 

The results apperr in figure 14 and rev.eal the sarne results as figure 12, where 
elastic-plastic buckling capacities increase away from the tension diagonal. This 
representation allows the designer to determine the loss in capacity of the shear 
plate once a perforation is introduced. One final point to note regarding to 



Experimental Results from Buckling Behavior 117 

figure 13 is that larger increases in the ratio of shear stresses seem to occur 
at the strain rosette locations closest to the point of load application (ie. Tbe 
corner of tbe plate). This would indicate that the largest deformation takes 
place at the load application point. Tbe data from Strain Rosette #6 does 
not agree with this bypothesis, but the deviation is believed to be due to 
localized slip of the loading frame at overlapping bolt boles in the vicinity of 
rosette #6. Thus the assumption of uniform shear stress is only valid up to 
the point at which yielding due to out-of-plane deformations takes place. Once 
yielding begins, the maximum shear stresses increase rapidly as the out-of place 
deflections become large. 
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ABSTRACT 

The pre&ent poper describe1 an experimental inve&tígatíon for damage location in a 
truss structure that ha& ib ba.si& in methods of system ídentification. The 1tructure 
wos subjected to prescríbed e:rtensional load8 in a le8t machíne. Although the e:ract 
e:rtent of damage was not predicted, the locatíon and a more conservative e&timote of 
the e:rtent of damage wa8 obtoíned. 
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Structural Damage 

RESUMO 

O pre~tenle trabalho descreve uma inve~ttigaçâo experimental para localização de danos 
em trelíçOJ, que tem por base métodos de identificação de sistemas. A estrutura foi 
sujeita a cargas de tração em uma máquina de teste. Embora a uato utensão do 
dano não tenha sido detectada, a locolrtaçào e uma ovo/ração moi" conservativo do 
extensão do dano foi obtida. 
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INTRODUCTION 

Structural systems ín a variety of applícations including aerospace vehicles, 
automobiles, and civil engineering structures such as taU buildings, bridges 
and offshore platforms, accumulate damage during their service life. ln severa! 
situations, sucp damage may not be visually observable. From the standpoint of 
both safety and performance, it. is desirable to monitor the occurrence, location , 
and extent of sucti damage. 

System identification methods, which may be classified in a general category 
of nondestructive evaluation techniques, can be employed for this purpose. 
Using experimental data, sucb as eigenmodes and static displacements, and 
an analytical structural model, parameters of the structure such as its mass, 
stiffness and damping characteristics can be identified . 

The genesis of identification metbods can be traced to tbe model determination 
and model correction problems. The underlying philosophy in these efforts was 
t.hat a reasonably dose analytical mo dei of the structural system was available, 
and that deviations in the analytical response from the measured response could 
be used to implement corrections in the model to account for these variations. 
This resulted in the adoption of a standard strategy wherein the change in 
the analytical model was minimized to obtain a match between analytical and 
empírica! data. 

The problem of damage assessment in structures by identification methods 
is similar to the one described above. However, the approach of minimizing 
changes in tbe analytical model is no longer applicable, as significant variations 
can be introduced locaUy as a result of damage in a structural component. ln 
the present. work, damage in a structure is represented by a reduction in the 
ela.st1c properties of the material, and tbese are designated as design variables 
of the optimization problem. Both static structural deflections and eigenmodes 
can be used in the identification process. 

An experimental procedure designed to validate the developed tbeoretical 
concepts is described. The problem was lirnited to the use of static response 
data, and a twelve bar riana:r truss W.l$ selected as the test structure. The 
theoretical background, the experimt:"~::-1 setup, the adopted procedure, and 
the results obtained are presented in subsequent sections of this paper. 
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SYSTEM IDENTIFICATION 

The veracity of analytical modela is usually determined by comparing the 
response predicted by the model with the response observed in tests or during 
operation. Although measurements are in tbemselves imprecise due to the 
equipment errors and data acquisition techniques used , reasonable bounds 
can be imposed within which the experimental data is expected to lie. Tbe 
difference between the measured and analytical data may be large enough to 
be considered unacceptable. lo this case, if there is sufficient confidence in 
tbe experimental data, identification metbods can be invoked to improve the 
analytical model. This subject is not new and severa! studies pertinent to 
the field are documented in the literature [1-5). ln some cases, experimental 
data may eveo be used to deduce an analytical model which eludes analytical 
der i vation. 

The data utili~ed in identification may include input and output measurements, 
or some system dependent characteristics such as modal parameters, which in 
turn are functions of the input..-output measurements. A priori knowledge about 
lhe behavior of the system may also be available in the form of an analytical 
model. ln the case of discrete structural dynamic systems, the model consista 
of linear second arder differential equations. The mass, damping and stiffness 
matrix elements const.itute the parameters to be identified. 

Jdentification techniques may be classified in many different ways. Such 
classification is typically based on the type of data used , on the type of system 
being identified, or on the type of formulation employed [6]. Three of the more 
important formulatíons used in identification of structural systems are briefty 
discussed in the following paragraphs. These are, the equation errar approach, 
the output errar approach and the minimum deviation approacb. 

ln t.he equation error approach, equations describing the system response are 
explicitly stated. The system parameters, which are typically coefficients 
in such equations, are t.hen sclccted to minimize the errar in satisfying the 
system equations with a set. of measured input-output data. Consider a linear 
differential equation represented in a functional form as follows. 

(1) 
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Here, c1 a.nd c2 are considered as the unknown system para.meters, and z(t) 
and its derivatives represent the system response a.t a time t; g(t) is the forcing 
function. The system response and the loading is explicitly measured over 
some characteristic time period. An objective function, which is the measure 
of residual errors in tbe system equations for given values of the parameters, is 
formulated as .follows. 

(2) 

This function is tben extremized by differentia.ting with respect to eacb system 
parameter, and equating to zero. The approach resulta in tbe sarne number of 
equations as coefficients to be determined, and is tberefore regarded as a direct 
metbod. ln Eq.(2), subscript rn denotes measured response, and T denotes tbe 
cbaracteristic period over which measurements are made. 

The output error approach selects some system characteristic response as the 
entit.y for wbicb, a matcb between the ana.lyt.ical prediction a.nd experimental 
mea.surements is considered to reflect a good analytical model. An objective 
functioo is formulated tbat. is t.ypically an avera.ged least-squares measure as 
follows. 

F = foT (zm(t) - x(t)? dt (3) 

The analytical model from which z(t) is obtained, conta.ins system parameters 
which are adjusted to minimize the function F. ln structural dynamics 
identification problema, system eigenmodes are generally selected as the 
characteristic response quantities used to identify the model. 

The minimum deviation approa.ch is frequently used in structuraJ identi.fication 
problema. ln tlüs approach, deviation of the system parameters from 
initia.l assumed values is minimized, subject to the constraints that the 
system equations be satisfied. An illustration of this approach in structural 
applications is in the determination of cbanges in the elastic stiffness matrix 
[5] . ln such applica.tions, the mass matrix is assumed to be accurately defined. 
A weighted matrix norm of the difference between the a priori and corrected 
stiffness malrices is minimize<! in the identification process. This norm can be 
written as, 

(4) 
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where, M is the mass matrix, K is the desired stiffness matrix, and i< is tbe a 
priori stiffness matrix. This minimization is subject to the constraint tha.t the 
modified stiffness matrix remain symmetric. An iocomplete set of eigenmodes 
is measured, and these are required to sa.tisfy the eigenvalues equation and 
be orthogonal to the modified stiffness matrix. This results in the following 
equality constraints: 

rf>T I<rt> = 0 2 

J( = KT 

l<r/>=Mri>ü? 

(5) 

(6) 

(7) 

Jn the above equations, r/> is an n X p modal matri.x and 0 2 is a diagonal matrix 
of eigenvalues for the p measured modes; n is the number of degrees of freedom 
for the structu ral dynarnic system. The constraints are incorporated into the 
objective fu nction by means of Lagrange multipliers, and tbe application of the 
optimality condition yields a closed form expression for the corrected stiffness 
mi:ürix as follows. 

DAMAGE ASSESSMENT 

ln a tinite element formulation, the characteristics of the structure are defined 
in terms of the stiffness , damping and mass matrices K, C, aod M, respectively. 
Any variations in these matrices such as may be introduced by damage, would 
affect the dynamic response cbara.cteris tics of the structure. A change in 
the stiffness matri.x alone would influence the static displa.cement response. 
Simulated measurements of structure eigenmodes and static deflections under 
prescribed loads , can be used for identification of structural damage. 

The analytical model describing the eigenvalue problem for an undamped 
system can be stated in t.erms of the system matrices defined above, the i 
th eigenvalue wr' and the corresponding eigenmode 9i as follows. 

(I\ - wi M) 9i = O (9) 

Matrices J( and M may be adjusted to minimize the differences between the 
cxperimentally observed eigenmodes and values obtained from tbe analytical 
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model described above. ln using static deflections for identification purposes, 
tbe analytical model is even simpler, involving onJy the system stiffness ma.trix 
I< as foUows. 

I<x=P (10) 

Here x is a vector of displacements under applied static loads P. Althougb it is 
very clear frorri the previous equa.Lions that a variation in the system matrices 
results in a changed response, it is more important from a damage assessment 
sta.ndpoint to relate these differences to changes in specific elements of the 
system matrices. Since internal structural damage does not generally result in 
a loss of material, one can assume the mass matrix to be a constant. Typically, 
the stiffness matrix can be expressed in terms of the sectional properties of 
the various elements such as tbe cross-sectional area A, a.nd the bendiug and 
polar moments of inertia I and J . There is also a dependence on element 
dimensiona denoted by t and L, and on the extensional and shear moduli E 
and G, respectively. These dependencies may be stated in a functional form as 
follows 

l<ij = I<ij(A,l,J,L,t,E,G) (11) 

ln the present work , the net changes in tbese quantities due to damage is 
lumped into a single coefficient d, for each element, that is used to multiply the 
extensional modulus Ei for t.hat particular element. These di 's constitute the 
design variables for the optimization problem. If the measured a.nd anaJytically 
deterrnined static displacements or eigenmodes are denoted by Y m and Ya, 
respectively, the optirnizatjon problem can be formuJated as deterrnined the 
vector of design variables di (and hence the analytícal stiffness matrix) that 
minimize the scalar objective fuuction representing the difference between the 
a.na.lytical and experimental response, and stated as follows. 

I: I:(Y,i- y;if2 
j 

(12) 

Here i represenls the degree of freedom and j denotes a. static loading condítion 
or a particular eigenmode. This minirnization requires tbat Ya be obtained 
from the eigenvalue problem or Lhe load deflection equations. Using the I< 
matrix that must be id~ntifiéd. Lower and upper bounds of O and 1 were 
established for the design variables di. ";.'h is is the output error formulation of 
the da.rnage assessment problem. Most of the work developed in the present 
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investigation was based on this approa.ch . lt has the a.dva.ntage of comparing 
only two vectors. These vectors may contain any system response, including a 
combination of ditferent types of variables. 

EXPERIMENTAL INVESTIGATION 

The proposed a.pproach for damage detection requires that measurements of 
tbe static and dynamic response o{ the structure be available to correlate 
against the response obta.ined from the analytical model. ln ali theoretical 
developments outlined in this paper and presented in previous publications 

[7-9], the measured response was assumed to be ava.ilable, a.nd was actually 
obtained using a finite element approach and a model with parameters 
corresponding to the damaged structure. The results obta.ined form such an 
analytical model were additionally corrupted by a ra.ndom noise signal so as to 

simulate measurement errors. 

This seclion describes an experimental procedure designed to validate the 
concepts presented in previous sections. The problem was Jimited to the use 

of static response data, a.nd a twelve bar planar truss was selected as the test 
structure (Figure 1). The actual structure is shown in Figure 2. The elements 
of tbe truss were made of steel, and damage in the structure was simulated by 
substituting members of tbe truss by rods made of aluminum and brass with 

lower Young's moduli. Tbe structure was subject.ed to p.rescribed ext.ensional 
loads in a test machine. 

ll is reasonable to expect tbat there would be significant differences in the 
response obtained from a physica.l model as described above, and the resulta 
obtained from an idealized finite element model. These differences can be 
largely attributed to problems in the physical structure such as out-of-plane 
bending, nonideal joints, and prestress in the members and joints due to poor 
contrai of the component dimensions. The expected discrepancy between the 
measured and analytica.lly obtained results was indeed present, and required 
as the first step of the experimental work, an identification of the analytica.l 
model that would predict more correctly, tbe response of tbe structure. The 
behavior of the joints was ca.refully studied and equivalent material properties 

were determined. Following tbis step, and with and identified model available, 
the procedure of damage detection explained earlier in tbis paper was applied 
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Figure 1. Idealized model for the twelve bar planar truss. Dimensions m 
centimeters. 

in two distinct cases of simulated damage in the structure. The first example 
was one with a single damaged member. The second example included two 
damaged rnembers which different extents of da.mage . 

The twelve bar planar truss was fabricated in the machine shop of the 
Department of Aerospace Engineering, Mechanics and Engineering Science of 
the University of Florid:t. · The geometfical dimensions of the s tructure were 
primarily determined by the capabu;~i":: of the available testing equipment 
within the Department. 
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Figure 2. The twelve bar planar truss. 

The MTS machine (MTS Systems Corporation, Minneapolis, Minnesota), 
available in the departmental Structures Laboratory was used for loading the 
truss structure. Tbe truss was mounted vertically and an extensional load 
applied by a hydraulic piston. The displacements were measured using Teclock 
model Al-921 travei dia! indicators, with 1" (25.4 mm) of travei and 0.001" 
(0.0254 mm) graduation (Figure 3). Magnetic bars witb fine adjustment, fixed 

on the side columns of the MTS machine, were used to mount tbe gages. This 
setup is shown in Figure 4. 

The initial experimental results did not match the response predicted by the 
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Figure 3. Arrangement of dial indieM<lra. 

model shown in Figure 1. Table 1 shows tbe discrepaocy between select 
components of the two sets of displacement vector. A new model was then 

propoeed to obtain better agreement between measured and predicted response. 
Figure 5 shows an assumed model with 20 nodes and 24 elements. The behavior 
of the joints was modeled by beam elements attacbed to the original structural 
members. The rotational degrees of freedom for these elements were eliminated 
to allow connection to tbe primary a.xial-rod elements of the truss structure. A 
prelimina.ry analysis of the measured response indicated tbat the joints were the 
maio aource of discrepancies between tbe measured response and the original 
model of Figure 1. Then , instead as using the standard value of t he steel 
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Figure 4. The truss model mounted in the MTS machine. 

Table 1. Mea.sured repouse compared with results predicted by the original 
model (Figure 1). 

No de Vertical Static Displacements (mm) 
No. Mea.sured Predicted 

1 0.00 0.00 
2 0.00 0.00 
3 0.1321 0.0396 
4 0.1981 0.0686 
5 0.2413 0.0851 
6 0.3556 0.1313 
7 0.3556 0.1361 
8 0.4216 0.1885 

Young's modulus found in the literature (207 GP a), new values were determined 

for each element based on the experimental data. This had the purpose to 

correct the original analytical model lumpíng ali sources of discrepancies into a 
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factor multiplying the material property of each element. The Young's moduli 
of the rods were calculated by the following expression. 

{13) 

Here, N is the normal force applied at each member, L is the member lenght , 
ó.L is the length variation obtained [rom the tests; S is the rod cross sectional 
area. The modified material properties are presented in Ta.ble 2. Table 3 shows 
the predicted response according to the new analytica.l model. These results 
show generally good agreement with the measured response. With such an 
analytical model, wbich better representa the true behavior of the structure, 
tbe da.mage detection approach of previous sections could be used. 

Table 2. ldentified material properties for the truss elements of model described 
by Figure 5. 

Element Nodes Young's modulus 
No. (GPa) 

1 3- 5 212 .9 
2 H 189.5 
3 9-11 205.3 
4 10- 12 192.2 
5 15- 17 189.5 
6 16- 18 190.8 
7 1- 3 14.5 
8 2-4 18.6 
9 5- 7 59.9 

10 6- 8 25.5 
11 7- 9 59.9 
12 8- 10 25.5 
13 11- 13 41.9 
14 12- 14 38.6 
15 13- 15 41.9 
16 14- 16 38.6 
17 17- 19 37.9 
18 18- 20 37.9 

Others* 207 .0 

*Diagonal and horizontal members 
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Figure 5. New model for the twelve bar planar truss. Dimensiona m 
centimeters. 

For damage det.ect.ion, the output error approach was employed as described 
earlier in this paper. The measured response were the static displacement 
obtained for a select number of degrees of freedom. The ideotification problem 
could be stated as determining the components of a vector d (di, i= 1, ... , 12), 
to minimize the following objective function. 

L L(Y~- y~i)'2 
j 

(14) 
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Table 3. Predicted response by the new model compared with the measured 
data. 

Node Vertical Displacement (mm) Erro r 

No. Measured Predicted (%) 
3 0.0813 0.0805 1.0 
4 0.0838 0.0800 4.8 
5 0.1118 0.1115 0.3 
6 0.1372 0.1331 3.1 
9 0.1575 0.1529 3.0 
10 0.2667 0.2515 6.1 
11 0.2083 0.2007 3.8 
12 0.3175 0.3023 5.0 
15 0.2769 0.2642 4.8 
16 0.3937 0.3734 5.4 
17 0.3226 0.3125 3.2 
18 0.4420 0.4268 3.6 

The problem is characterized by a single load vector (i = 1), and 12 vertical 

displacements (j = 12) measured at nodes 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11 , 12, 15, 16, 17, 
18. 

The first problem involved introduction of simulated damage to only ooe 

member . This was the rbd connecting nodes 3 and 5, and damage was simulated 
by substituting tbe original steel rod by one made of alurninum with a Young's 

modulus of about one third tbat of the steel. Table 4 presents the resulta 

obtained, sbowing clea.rly the loca.tion of damage. The extent of damage, 
however, was not predicted as accurately as one would li.ke. It is still regarded 

as a good indication of the severity of da.ma.ge. 

The second experiment examined the case of two da.maged members in the 

truss. The rod connecting nodes 3 and 5 of the first case was substituted 

by an a.luminum rod. Additionally, the rod connecting nodes 10 and 12 was 
substituted by a brass rod with a Young's modulus of about one ha.lf tha.L of 

steel. Once again the proposed approach worked rather well in detecting the 
location of damage and in giving a good estimate of the extent of damage. 

Results for this problem are summarized in Table 5. 
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Table 4. Resulta for the case with one damaged element. 

Element Nodes Design varia.bles (di) 
No. Nodes V alue Exa.ct Sol 

1 3- 5 0.23 0.33 
2 4- 6 0.85 1.00 
3 9-11 0.82 1.00 
4 10- 12 0.83 1.00 
5 15- 17 0.89 1.00 
6 16- 18 0.98 1.00 

Table 5. Results for the case witb two dama.ged elements. 

Element Nodes Design variables (di) 
No . Nodes V alue Exact Sol 

1 3- 5 0.39 0.33 
2 4- 6 0.82 1.00 
3 9- 11 0.91 1.00 
4 10- 12 0.49 0.50 
5 15- 17 0.94 1.00 
6 16- 18 0.98 1.00 

CONCLUSIONS 

Tbe present study invest.igated an a.pproach for da.mage detection in st.ructures 

that is closely related to methods of system identification. The approach results 

in the damage detection problem posed as one offunction minimization, and for 

which iterative nonlinear optimization techniques were used. Both eigenmodes 

and stat.ic displacements can be used as measured response, a.nd damage was 

assumed to a.ffect cbanges in the material stiffness properties. The experimental 

work bas shown that the method is able to detect damage in structures if 

the errors in the measurements are kept within certain bounds. Tbe effect of 

errors in the measurement.s was not. studied in tbe present. work a.nd is a logical 

candidate for a future work. The establishment of limita on measurement errors 

tbat are compa.tible with accuracy requirement in tbe pa.rameter identification 

process would be the goal of such a study. 
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RESUMO 

Um modelo matemático par·a a determinação de curvas tensão-deformação (<1 X e:) de 
uma liga de AI deformada sob compressão a quente foi desenvolvido. Parâmetros de 
importância indwtrial tais como a tensão média para uma dada deformação podem ser 
então obtidos das curvas teóricas . Curvas tensão média-deformação ( Õ" X €) também 
foram simuladas pelo modelo apresentado neste trabalho. Uma discuuão a respeito 
da importância da deformação residual sobre o nível das curvas teóricas quando a 
deformação é aplicada em passes múltiplos é então realizada. 
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Quente • Modelarnent.o Matemático 

ABSTRACT 

A mathematical model for lhe prediction of stress-strain curves ( <7 X €) of an Al alloy 
deformed in hot compr·ession was developed. Parameten1 of industri<J importance, 
like lhe average str-ess for instance, can be obtained from the model. Average stress
strain cur·ves ( Õ' X €) were ais o simulated by the model reported in this work. A 
discussion is then undertakcn about the importance of residual deformation on level 
of the theoretical wr·vcs when the deformation is applíed in multiples passes. 
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INTRODUÇÃO 

O AI é um metal de baixa densidade (p = 2700 Kgjm3 para o AI puro a 
27°C) , com resistência elevada à corrosão, elevadas condutibilidades elétrica e 
térmica e capacidade de reflexão de energia radiante. Além disso o AI não é 
ferromagnético [ l) . 

Os produtos trabalhados de AI e suas ligas podem ser encontrados nas mais 
variadas formas: laminados planos (chapas e folhas) , extrudados (barras, 
arames, perfis e tubos) c forjados. Porém, independente da forma do produto 
final , a deformaçlio a quente fará parte do roleiro de fabricação. A conformação 
a quente requer menos energia para ser executada. Ela também homogeneíza 
a estrutura bruta de fuslio proveninente dos lingotes. Mas talvez, o maior 
beneficio sej a o aumento da dutilidade do metal, isto é, o aumento da 
'1abilidade do material sofrer deformação sem fraturar. A dutilidade de um 
metal é determinada por uma interação entre os mecanismos de encrua.mento e 
rle ~maciamento (recuperação e recristalização). Estes mecanismos quando 
:\t uantes durante a deformação determinam também o formato e o nível 
das tensões necessárias para se conformar um metal. No caso das ligas 
de alumínio, o mecanismo prepoderante de amacia.mento é unicamente a 
recuperação dinâmica. Somente em algumas situações bem específicas observa
se recristalização dinâmica acontecendo e alumínio [2). 

As curvas tensão-deformação ( <T x c) são uma função de variáveis de pro
cesso (deformação, temperatura e velocidade de deformação, por exemplo) e 
do próprio metal (tamanho de grão, energia de falha de empilhamento, en
cruamente residual). Vár ios autores estudaram a influência desses parâmetros 
sobre as curvas <T x c do AI e suas ligas por meio de diversos ensaios: traçào 
[3 ,4], compressão [2,5- 7) , torção (8-10), extrusão [11- 13) e laminação [14) . Os 
resultados obtidos são, em geral , mostrados em forma de curvas ou através do 
uso de equações constitutivas . Neste trabalho utiliza-se as equações constitu
tivas obtidas das curvas tensão-deformação em modelos capazes de prever o 
valor da tensão para qualquer condição experimental, dentro da faixa estudada 
através de experimentos. Uma das vantagens do emprego de modelos parare
presentar o comporti:.i-:-!-:'nlo mecânico das curvas <T x c é que valores de tensões 
para situações operacionais diferente:, daquelas nas quais os ensaios foram obti
dos podem ser simuladas sem a necessidade de se realizar uma interpolação. 
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Além disso, o emprego de modelos permite facilmente obter o valor de diversas 
grandezas de interesse prático como a tensão média em função da temperatura. 
para uma determinada redução e velocidade de deformação. 

Este trabalho estuda o comportamento mecânico a quente de uma liga de 
AI por meio de ensaios de compressão isotérmica. As curvas u x c obtidas 
são simuladas através de um modelo matemático simples. O procedimento 
utilizado para simulação das curvas é válido para metais, que assim como o 
alunúnio, sofrem amaciamento por recuperação dinâmica. As curvas tensão 
média x deformação equivalente (ü x c) experimentais são também modeladas 
por um método análogo ao utilizado para as curvas u x c. Adicionalmente 
uma discussã.o breve a respeito da importância de se conhecer o valor da 
deformação residual para que se possa simular as curvas u x ê em passes 
múltiplos é realizada. A possibilidade de se conhecer a evolução de grandezas 
como a tensão média para um determinado esquema de deformação permite 
que se possa predizer várias grandezas de interesse prático, tais como cargas 
de laminação. 

PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 

O material utilizado nesta pesquisa foi uma liga de AI cuja composição química 
é dada na Tabela L Os corpos de prova para compressão ( cps) foram obtidos de 
barras extrudadas com diâmetro final de 22 mm. Os cps utilizados nos ensaios 
são cilíndricos com 8 mm de diâmetro e 12.3 mm de altura. 

Tabela 1. Composição química da liga de AI utilizada(% em peso). 

Si 
0.7 

Mg 
0.3 

C r 
0.3 

Fe 
0.2 

Ti 
0.2 

AI 
bal. 

Todos os cps foram recozidos antes das compressões pelo período de 300 s à 
temperatura de teste. Os ensaios foram conduzidos em um equipamento MTS 
servo-hidráulico controlado por computador. As curvas u x c foram obtidas de 
ensaios realizados às temperaturas de 400, 450, 500 e 550°C. As velocidades 
de ensaio forma mantidas constantes durante ca.da teste (0.0097, 0.095 e 
0.63 s- 1 ) . Para assegurar a homogeneidade de deformação os espécimens foram 
lubrificados com uma camada fina de grafite e na superfície do cp que fica em 
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contato com a matriz. foi feito um conjunto de sulcos concêntricos usinados 

superficialmente para melhor retenção do lubrificante durante os ensaios. Dessa 

forma a maior parte da deformação de compressão aplicada foi homogênea, isto 

é, o barrilhamento apresentado pelo corpo de prova foi considerado despresível 

para os níveis de deformação verdadeiras utiliz.ados neste trabalho. 

A Figura (la) mostra exemplos de cuiVas força versus deslocamento do pistão 

obtidas dos ensaios de compressão. As curvas tensão verdadeira versus 

deformação verdadeiras ( q x e) podem ser obtidas das curvas de força versus 

deslocamento do pistão por meio das seguintes equações 

(1) 

(2) 

onde Fé a carga, Ao a área transversal inicial, ho a altura inicial e h a altura 

instantânea do cp. A Figura ( 1 b) mostra exemplos de curvas q x e obtidas 

usando as equações (1) e (2). 

MODELAMENTO DAS CURVAS TENSÃO x DEFORMAÇÃO 

EM PASSE ÚNICO 

As curvas da Figura ( 1 b) mostram que a tensão tende a atingir um valor 

estacionário que ocorre para grandes deformações (e > O, 4) . Esta forma 

de curva é típica de materiais que sofrem amaciamento pelo mecanismo de 

recuperação dinâmica [15, 16] . Um valor particular de tensão pode ser escrito 

como função da velocidade de deformação pela seguinte equação [17] 

(3) 

onde Qdef é uma ener.e;ia de ativação aparente associada ao mecanismo de 

amaciamento principal durante a c.lefc:P"lação, T é a temperatura absoluta do 

ensaio, R é a constante dos gases (8.314 J /molK) e A e n são constantes. 
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Figura 1. Exemplos de curvas obtidas nos testes de compressão: (a) Força 
vetsu"S deslocamento do pistão, (b) Tensão versus deformação equivalente 
(u x é). 
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Figura 2. Variação do ln( i) com o ln(ue) para várias temperaturas de ensaio. 

A equação (3) se reduz à forma abaixo quando a deformação atingir um estado 

estacionário e Te Qdef forem c.onstantes durante um ensaio. 

ln i = /{ + n ln u e (4) 

Aqui l\ é uma constante e O'e a. deformação de estado estacionário. A 

representação gráfica da equação ( 4) pode ser vista na Figura (2) para várias 

temperaturas . Considerando-se agora que Qdef e O' e sã.o constantes, a equação 

(3) passa a ser e'5crit.a como 

ln i = T\
1

- (Q~1 ) ~ (5) 

onde I<' é uma constante. Com dados extraídos da Figura (2) pode-se então 

graficar a equação (5) como mostrado pela Figura (3). Nesta figura deve

se notar que os pontos não· represen~am os valores experimentais obtidos 

das curvas tensão-deformação, mas ,::.c interpolações tomadas do gráfico de 

ln(i) x 1000/T (Figura 2)). A faixa de velocidade de deformação experimental 
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é dada pelas duas linhas horizontais pontilhadas. Desta forma o valor de Qdef 

pode ser calculado como sendo 

8lni 
QdeJ =-R 8(1/T) 

10~----------------------------~ 

- o--
•W - 30 3 -5 

20 

-10 
10 

-15~~~~~~~~~~~~~~~~ 
1.1 1.2 1.3 1.4 1.11 1.8 

1000/T 

(6) 

Figura 3. Variação do ln( i) com o inverso da temperatura absoluta para vários 
ruveis de U e . 

Com dados levantados da Figura (3) encontra-se que Qdef está entre 129 e 
153 kJ/mol para tensões entre 10 e 60 MPa. Este procedimento para obtenção 
de Qdef é usualmente encontrado na literatura (4,18]. Um Qdef médio igual a 
138 kJ /moi então foi utilizado para o cálculo do parâmetro de Zener-Hollomon 

Z = i exp (o;;~) (7) 

Os valores de tensões para uma deformação constante podem então ser 
graficados como 11 ma função univoca de Z , como visto na Figura ( 4a) para 
o caso especifico de Ue- A tensão estacionária pode ser obtida da reta 

log Ue = 0.0217 + 0.16161og Z (8) 
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Outro parâmetro fundamental que pode agora ser relacionado com Z é a 
deformação de estado estacionário, te, conforme mostra a Figura (4b). te 
pode ser calculado pela expressão: 

te = 0.044 + 0.05llog Z (9) 

Para ligas que apresentam uma curva de fluxo semelhante à obtida nesta 
trabalho, pode-se aizer que [19] 

(lO) 

(11) 

onde c é uma constante positiva. cujo valor máximo é igual a 1. O valor de c 
varia com Z e pode ser retirado de uma curva (-ln(O'/ue)] x [-ln(t/te) + (1-
t/te)]. Entretanto neste trabalho considera-se c como constante. Os melhores 
resultados no modelamento foram obtidos para c = O, 1. A Figura (5) mostra 
uma comparação entre as curvas u x t isotérmicas obtidas experimentalmente 
e as modeladas pelas equações (7) a ( 11). 

DETERMINAÇÃO DA EVOLUÇÃO DA TENSÃO MÉDIA 

A tensão média equivalente em cada passe, fi, ou a tensão média no estado plano 
de deformação, 8, podem ser calculadas como uma função da deformação como 
se segue 

1 le' ü = u(t ,i,T) dt 
tI- to eo 

s = 1.15 Õ' 

( 12) 

(13) 

Aqui t 1 e to são os limites de integração (to é deformação inicial e t 1 a 

deformação finaJ sendo que é. 1 - to dá a deformação aplicada no passe) e 
u(t, É, T) é a equação constitutiva utilizada para o modelamento da curva 
u x t. O valor de fi ou s obtido acima pode ser util izado em modelos 
como os de Ekelund (20] ou o de Sims (21] para o cálculo de cargas de 
laminação a quente antes de uma corrida possibilitando assim a. real ização 
do set up de um laminador [22]. Outra utilidade para o cákulo de ü é a 

possibilidade de se calcular o fator de amaciamento entre passes, conforme 
modelo recentemente de:: .. nvolvido (23).. .A Figura 6 mostra, como exemplo de 
cálculo, a evolução da tensão média cv .. ;o função do inverso da temperatura 
absoluta para É= 0.63 s-1 e R = 20%. 
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Figura 5. Comparação entre as curvas u x é isotérmicas experimentais e 
modeladas. 

MODELAMENTO DE CURVAS TENSA O MÉDIA X 

DEFORMAÇÃO EM PASSE ÚNICO 

O roteiro acima proposto para a determinação da tensão média é o mais usual. 
Entretanto, um procedimento mais simples e rápido seria obter o valor de ü 

diretamente de uma equação constitutiva. A Figura 7a mostra curvas ü x é 

obtidas de curvas u x é experimentais. Comparando uma curva u x é com a 
sua respectiva ü x é (ver Figura 7b) nota-se para grandes deformações as duas 
tendem para o mesmo valor. Entretanto o estado estacionário na curva Üé. 

ocorre para deformações maiores, ou seja: 

Õ"e = <7e (14) 

(15) 

onde Õ"e é a tensão média estacionária e te é a deformação de tensão média 
estacionária. Desse modo, é razoável supor que um valor particular de tensão 
média. é dependente da velocidade de deformação como descrito pela equação 
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Figura 6. Evolução da tensão equivalente média para uma redução de 20% por 
passe como uma função do inverso da temperatura absoluta de laminação. 

( 3). O valor de Qdef das curvas ü x é pode então ser calculado usando raciocínio 
idêntico ao aplicado nas equações (4) - (6). Já que ue = Üe obteve-se para Qdef 

o mesmo valor do obtido anteriormente Qdef = 138kJ /moi. Assim, Üe pode 
ser obtido da expressão 

logá"e = 0.0217 + 0.1616logZ (16) 

Uma relação para te como função de Z similar aquela para te (equação (9)) 
pode então ser obtida 

(17) 

onde a ~ 2. Este valor foi o que apresentou melhores resultados ao 
modelamento das curvas ü x c A Figura 7b mostra ainda que a forma da 
curva ü x t é muito parecida com a da curva u x é:. Logo, equações análogas 
às equações (10) e (11) podem ser utilizadas para se modelar as curvas ü x t, 
isto é: 

(18) 

(19) 
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ii X t. 
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sendo que oeste caso o valor de c' deveria ser retirado do gráfico de 
[- ln(ü /üe)] x [-ln(~/te)+(l-~/te)]. Entretanto neste trabalho considera-se c1 

como constante (c'= O, 2). A Figura 8 mostra uma comparação entre as curvas 
üx~ obtidas experimentalmente e as modeladas pelas equações (7) e (16) a {19). 
Uma grande vantagem de se utilizar uma equação constitutiva para se obter ü 
ao invés de se utilizar as equações (12) e (13) está no tempo de processamento 
gasto, já que não necessito de realizar nenhuma integração numérica que 
necessitaria de uma grande quantidade de cálculos. Para cálculo de cargas 
de laminação on-line a rapidez no cálculo é muito importante, principalmente 
levando-se em conta que computadores de processo são geralmente lentos 
quando comparados com os utilizados para desenvolver os modelos. 
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Figura 8. Comparação entre as curvas ü x € isotérmicas experimentais e 
modeladas. 

MODELAMENTO DE CURVAS TENSÃO x DEFORMAÇÃO EM 
PASSES MÚLTIPLOS 

O tratamento matemático utilizado até agora se aplica a deformações 
isotérmicas em uru único passe. Os processos industriais são entretanto re-
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alizados em passes múltiplos e com queda da temperatura com o tempo. Nesse 

caso, o amaciamento do metal entre passes é importante, ou seja, a deformação 

residual (er) deve também ser considerada no modelamento. 

Desta forma, para que se possa modelar o comportamento mecânico durante, 

por exemplo, uma laminação é necessário conhecer a evolução de t:r durante o 

esquema de deformação. Dependendo da temperatura do material e do tempo 

entre as deformações, o amaciamento total entre os passes pode variar entre 

O e 100%. O modelamento matemático das curvas u x e permite que várias 

considerações possam ser feitas sobre o amaciamento entre passes [24]. 

A Figura 9 mostra com clareza a importáncia da deformação residual sobre 

a forma da curva u x e. Nesta Figura tem-se a representação de curvas 

u x e modeladas pelas equações (7) a (11) para uma. sequência de deformações 

hipotética (Tabela 2). As curvas cheias representam a evolução da tensão 

consi derando que e,. é igual a zero entre os passes. As curvas tracejadas 

foram modeladas considerando-se que toda a deformação aplicada em um 

passe se transporta para o outro (fator de amacia.mento = O). Nota-se que 

as curvas u x <. são arredondadas e de forma muito simila.r à do primeiro 

passe quando não há deformação residual a ser transportada entre os diversos 

passes. Já curvas com O% de amaciameuto mostram um rápido crescimento da 

tensão no pas.<re e uma tensão de estado estacionário é rapidamente atingida 

logo após o carregamento. Comparando as duas situações extremas pode-se 

observar que as tensões máximas ao final de cada passe não apresentam grande 

variação. Por exemplo a tensão máxima ao final do passe 6 é de 51.5 MPa 

para um amaciamento de 100% entre passes e de 56.5 MPa no caso de O% de 

amaciamento (uma. diferença de 10%). Mas as diferenças aumentam para 20% 

(47.1 MPa para 56.5 MPa) quando tensões médias no passe 6 são comparadas. 

Isto é, um grande erro pode ser obtido se o estado do metal não for considerado 

no modelameoto das curvas u x t:. Este trabalho não trata deste assunto 

em profundidade, uma vez que seu principal objetivo foi o de modelar curvas 

isotérmicas. Reconhece-se, não obstante, que mais estudo é uecessário nesta 

área. 
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NÚMERO DO PASSE 
70~-r----~--~----.----.-----.-. 

4 

60 

..._, 
40 

o~~~~~~~~~~rr~~~~~ 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

DEFORMACÃO EQUIVALENTE 
I 

Figura 9. Curvas <1 x é teóricas. As curvas cheias foram modeladas segundo 
as condições dadas pela Tabela 2 e considerando um fator de amaciamento 
de 100% entre os passes (ér = 0). As curvas tracejadas forám modeladas 
para as mesmas condições das curvas cheias considerando porém um fator de 
arnaciamento de O% entre os passes. 

Tabela 2. Esquema de passes utilizado na Figura 9. 

Passe T, °C é 
. -1 
é,s 

1 550 0.1 1 
2 520 0.1 1 
3 490 0.1 1 
4 460 0.1 1 
5 430 0.1 1 
6 400 0.1 1 

CONCLUSÕES 

As principais conclusões que podem ser retiradas deste trabalho são: 
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1 - As curvas u x € obtidas dos ensaios de compressão podem ser simuladas 

através de um modelo matemático simples. Este modelo é válido 

para metais que sofrem amacia..mento por recuperação dinàmica. Dados 

experimentais para avaliação de constantes do modelo podem ser obtidos 

de ensaios de compressão axial. 

2 - A determinação das tensões médias para uma sequência de deformações 

pode ser realizada por meio de uma integração numérica das equações 

constitutivas utilizad as para se modelar as cu rvas u x !. As tensões médias 

assim calculadas podern ser usadas em teorias de laminação a quente para 

cálcuJo de carga, possibilitando condições melhores de set up do laminador. 

3 - As curvas 1f x c obt.ida.s a partir das curvas <1 x t: experimentais, também 

podem ser simuladas por equações análogas às utilizadas pa.ra se modelar 

as curvas u x E.. Deste modo, os valores de 1f como função das variáveis 

do processo podem ser calculados quando a deformação é realizada em um 

passe simples , sem a necessidade de se realizar integrações numéricas. 

4 - A simulação de curvas <1 x t: em seqüência. de passes múltiplos só pode 

ser realizada com o conhecimento da evolução da deformação residual 

entre passes. Grandes variações nas previsões de tensões médias podem 

ser obtidas se a deformação residual não for considerada. 
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RESUMO 

Este trabalho ap1·esenta um modelo numérico para a análise de cabos umbilicais 
hiperelásticos que experimentam grandes deslocamentos e grandes rotações. É 
utilizado um método de decomposição via Lagrangeano Aumentado. São apresentadas 
algumas aplicações que enfatizam o acoplamento existente entre torção e flexão em 

cabos submetidos a grandes deslocamentos. 

Palavras-chave: Estruturas Unidimensiona.is • Cabos Umbüicais • Grandes Deslo
camentos • Grandes Rotações • Decomposição via Lagrangeano Aumentado 

ABSTRACT 

This paper presenta a numerical modellíng for lage displacement and large rotation 
analyses of hyperelastic pipelínes. The numerical method used is based on an 
Augmented Lagrangian Splítting {6]. Applícations and numerical examples are 
presented to emphasi.ze the coupling effecl$ between torsíon and bending in thc large 
displacemeut analysÍ$ of a pipeline. 

Keywords: Rods • Pipelines • Large Displacements and Large Rotations • 
Augmented Lagrangian Splitting 
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INTRODUÇÃO 

A importância de técnicas numéricas que resolvam problemas de valor de con
torno não lineares vem sendo comprovada em várias aplicações em Engenharia. 
Um dos principais obstáculos à utilização de tais técnicas é o seu alto custo 
computacional. Particularmente, em problemas de estruturas, esta dificuldade 
é ultrapassada quando são utilizados modelos mecânicos que exploram pecu
liaridades da geometria. 

O estudo de cabos umbilicais representa um exemplo das situações mencionadas 
no parágrafo anterior. Na ligação entre plataformas e poços petrolíferos são 
utilizados cabos de grande comprimento (dimensões comuns: 0,1 m a 0,3 m 
de diâmetro externo, 9 mm de espessura e até 300 m dP. comprimento), 
conhecidos industrialmente por cabos umbilicais, para o transporte de fluidos 
{lama de perfuração e óleo bruto) e de sinais elétricos. A geometria particular 
deste cabos sugere a utilização de modelos que explorem esta circunstância, 
minimizando, assim, o custo em projetos e cálculos computacionais. Porém, não 
deve ser esquecido que os mesmos cabos são, em muitas situações de operação, 
submetidos a grandes deslocamentos, onde estão presentes efeitos complexos 
como o acoplamento entre flexão e torção. 

Neste trabalho, será utilizado, para a descrição do comportamento mecânico de 
cabos umbilicais, um modelo unidimensional proposto por Antman e Kenney 
em [1), que permite, por força das poucas retrições impostas, a descrição do 
movimento de cabos que experimentam grandes deslocamentos. Este modelo, 
que utiliza de uma forma sistemática a noção de vetores diretores [2], se mostra 
ao mesmo tempo simples e eficaz, já que, como será visto mais adiante, conduz 
a um problema "bem posto" do ponto de vista matemático, pode ser resolvido 
numericamente e alcança bons resultados na descrição de efeitos como o do 
acomplamento entre torção e flexão. 

Para a solução de problemas de cabos umbilicais é proposta uma formulação 
veriacional consistente que permite uma decomposição via Lagrangeano Au
mentado, gerando, assim, um problema de ponto-de-sela, que é resolvido pelo 
algoritmo de UZAWA [9]. 

Por fim, são apresentados alguns resultados numéricos que evidenciam a 
capacidade e a eficiência do método proposto. 
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MODELO MATEMÁTICO 

O modelo apresentado neste trabalho utiliza a forma geométrica particular 
dos cabos umbilicais. Para tanto, uma configuração qualquer é caractrizada 
através de três campos vetoriais. O primeiro, denotado por r, é o vetor posição, 
obtido segundo uma origem previamente escolhida, de uma curva c imersa 
em fi3, que é interpretada como o lugar geométrico dos centróides das seções 
transversais do cabo que estão associadas a cada ponto da curva. Os outros dois 
campos restantes, chamados diretores e denotados por dt e dz, são utilizados na 
descrição do movimento dessas seções. Os campos citados são parametrizados 
por S, o comprimento de arco tomado em C (a curva c na configuração de 
referência). 

Os dois diretores são tomados unitários e ortogonais entre si. Esta é uma 
hipótese restritiva à deformação das seções, já que a posição x(X) de toda 
partícula X do cabo, após a deformação, será dada por: 

onde X 1 e X 2 são as coordenadas de X na configuração de referência, d3 é 
o terceiro diretor tomado igual à d1 1\ d2 e t/J é a função de empenamento 
como definido em Landa.u e Lifschitz (3]. Fisicamente, (1) representa um 
movimento em que as seçôes transversais dos cabos experimentam apenas 
pequenas deformações. No entanto, não são feitas restrições sobre r ou mesmo 
sobre à orientação dos diretores, o que implica que os cabos poderão ser 
submetidos a grandes deslocamentos com grandes rotações. Segundo Bougart 
et ai. (5], a hipótese de pequenas deformações para as seções fornece resultados 
bastantes realistas. 

Da hipótese de ortonormalidade das seções é definido o campo u através de 

di = u 1\ d; (i = 1 , 3) (2) 

onde ' designa a derivada em relação à coordenada S e 1\ o produto vetoriat 
Como pode ser encontrado em Rocbinha [4], as componentes de u na base dos 
diretores u, e uz, são medidas de flexão enquanto u3 é uma medida de torção. 
Neste modelo as seções não são obrigatoriamente ortogonais à c. Assim, o 
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cisalha.mento é expresso através das componentes v1 e vz de r', o v.etor tangente 
à c, sendo o alongamento expresso por t13 - 1. 

Como pode ser visto em Antman e Kenney [1], os esclares Ui e Vi definidos no 
parágrafo anterior são medidas de deformação objetivas para cabos umbilicais 
submetidos ao movimento z. Elas são definidas independemente do observador 
e, permitem pela integração de (2) e r', a determinação de z, a menos de 
um movimento rígido. A bem da verdade, ainda restaria determinar a função 
\i. Porém, esta é, dentro do regime de pequenas deformações, determinada 
previamente en função da forma geométrica da seçào transversal. 

Para que a ambiguidade na determinação de x seja retirada é necessano 
a prescrição de condições de contorno. Neste trabalho, estas condições se 
restringirão à: 

r(O) =O 

e uma ou mais das seguintes 
r(L) = rL 

di(OouL) = rf/ para algum i E {1, 2, 3} 

di(OouL) = rf/ Vi E {1, 2,3} 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

onde S = L determina a outra extremidade do cabo. As condições (3) e ( 4) são 
prescrições da posição das extremidades, enquanto (5) caracteriza a. articulação 
em torno de Jt e (6) um engasta.mento. 

A postulação dos balanços de momento linear e angular conduz, respectiva
mente, às seguintes equações de equiübrio para os cabos umbilicais: 

n' +I= O 

m 1 + r' 1\ n + g = O 

(7) 

(8) 

onde n é a resultante das forças internas sobre a seção, m o momento interno, 
I o carregamento externo distribuído e g o momento externo distribuído. 

Neste trabalho, os cabos serão considerados hiperelásticos, o que tem um papel 
fundamental na análise numérica do problema, como pode ser visto em [4]. 
Portanto, os esforços deste modelo se relacionam com as deformações através 
de: 
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3 ô 
m= l:~di 

i = 1 8vi 
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(9) 

(lO) 

onde w é a densidade de energia elástic~ que descreve a resposta mecânica dos 
cabos umbilicais . 

Em suma, o problema de encontrar uma configuração de equilíbrio~= (r, di) 
de um cabo consiste em resolver o sistema de equações ordinárias a valor de 
contorno (i) e (8). Por força das restrições escolhidas, permitindo grandes 
deslocamentos e rotações, este sistema. é não-linear, o que, do ponto de vista 
matemático, representa grandes dificuldades na solução. Tal fato exige uma 
estratégia numérica sofi sticada que permita, inclusive, o enfrentamento de 

problemas com múltiplas soluções, caso comum em sistemas de natureza não 
linear. Nos próxU:nos capítulos será mostrada uma formulação matemática e 
seu tratamento numérico correspondente. 

FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA 

Em [5] é demonstrado que AS equações de euqilíbrio (7) e (8), mais as equações 
constitutivas (9) e (10) ma.is condições de contorno escolhidas entre (3) a (6), 
são equivalentes, para uma densidade w suficientemente regular, ao seguinte 

problema variacional : 

Encontrar 4> = (r, di) E K tal que , V(p, Ui) E dK (r, di) , se tenha 

(11) 

onde J(r, d;) = J0L w(S, u, v,) dS é a energia de deformação acumulada no 

cabo e o espaço tangente a I< é dado formalmente por: di< (r, di) = {p, Ui} E 

H 1(0,L,1R.12) , p(O) =O, p(L) = Ose{4)é imposta, Uk (Oou L)= Ose(5)ou(6) 
são impostas, U E H 1 (0, L;'.JR!l) com Ui= U x di (i= 1,3)} , onde Ht (O, L; Rn) 
é o e8paç.o das funções que assim como suas derivadas, são quadrado-integrá. veia 
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no sentido de Lebesgue. Estas funções associam valores do intervalo (0, L) a 

vetores em Rn. 

Se às hipóteses de regularidade sobre w forem adicionados que a força 

exterior f é independente da configuração </> e que esta pertence ao espaço 

(H-1(0, L, R3))3 espaço dual a H 1(0, L, R3 )), o problema (11) admite urna 

solução, que é um mínimo local de J(r, d) em](. 

A escolha da densidade de energia w tem um papel fundamental na formulação 

do problema de cabos. Por isto, neste trabalho é escolhido a seguinte forma 

quadrática: 

onde G e E são, respectivamente, os módulos de cisalhamento e Young do 

material, enquanto h + ]z e J os momentos de inércia da seçào transversal. 

O primeiro termo de (12) leva em conta o cisalhamento, o segundo termo o 

alongamento , os dois seguintes a flexão e o último a torção . Apesar de (12) ser 

uma boa escolha do ponto de vista matemático, não é possível serem descritos 

cabos não retilíneos em configurações livres de esforços, já. que o gradiente de 

w só é nulo para u1 = u2 = u3 = v1 = v2 = v3 - 1 = O. 

A não convexidade do conjunto I< indica que o problema variacional definido 

em (11) é não linear . Isto tem como uma de suas principais consequências 

a possibilidade de existência de múltiplas soluções como é o caso de um 

cabo retilíneo submetido à torção em suas extremidades. Para enfrentar 

tais dificuldades, é necessário um cuidado numérico especial. Neste trabalho, 

será utilizada uma técnica de "decomposição-coordenação" via Lagrangeano 

Aumentado (6] . É introduzido um conjunto de variáveis suplementares r;(i = 
1, 3) , sobre o qual é imposto a igualdade com os di retores c4. Este novo 

conjunto de restrições é tratado pela introdução de um termo de penalização 

[9) e, também pela dualização do problema [9], sendo, então, introduzidos 
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os multiplicadores de Lagiange Ài(i = 1, 3). Assim, é construído o seguinte 
La.grangeano Aumentado: 

LR(t', d;, r;, ..\j} = J(r,di)- lo L f ·pdS-lo L {(R/2)Id;- rd2 

+.À;· (d;- r;)} dS (13) 

onde R é número positivo e arbitrário. A introdução do termo (R/2)Id;- r,j2 é 
justificada por Fort.in e Glowinski (6], onde são apresentados alguns resultados 
numéricos que demonstram que este termo melhora as condições de estabilidade 
do problema. e, ainda., acelera a velocidade de convergência do algoritmo que 
será mostrado mais adiante. 

A partir de ( 13 ), o seguinte problema de "ponto-de-sela'' [9] pode ser construído. 

Encontrar 

que satisfaça.: 

ôLrt 2 3 -
8 

(t·, d;, r; , A; ) · fJ x r;= 0, \;flj E L (0, L,1R ) 
r· f 

ÔLR 2 9 fJ>., (t·,d; , r;.A,) · p; =O. \;/{JLd E L (O,L,JR) 
(14) 

onde H = {(t·, di) E H1(0, L;1R12 ) , t(O) = O. (r,d;) satisfazendo condições 

de coutorno escolhidas entre (4) e (6)}. OI = {{ri} (i= 1,3) E JR9 , {ri} 
é um triedro ortonormal} e L2(0, L; R11

) é o espaço de funções de quadrado 

integráveis no sentido de Lebesgue. 

Em [4] é demonstrado que toda solução de problema (14) é, também, uma 
solução do problema varia.c.ional ( 11). 

UM ALGORITMO PARA A FORMULAÇÃO PROPOSTA 

A principal vantagem da. formulação apresentada em (14) reside na possibi
lidade de serem utilizadas técnicas mais simples do que aquelas que seriam 

necessárias para (11). Para resolver numericamente (14) é usado um algoritmo 
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do tipo UZAWA (9), que associado a um método de relaxação por blocos [9], 
permite a decomposição do problema não linear inicial em uma sequência de 
problemas simples a serem resolvidos. O algoritmo é fomalmente apresentado 
em seguida. 

· {.Xf} e hn-l} conhecidos, calcular (rn,df), {r?} e {.Xf+1
} resolvendo 

iterativamente: 

ÔL ( n n n n) n 2( 3) -
8 

1' ,di, r; ; \ · U x Ti =O, lr:/U E L O, L,1R.. , 
Ti 

{r?} E L2(0,L;Oj) (15) 

Ô~:~i)(rn,clf,Tt-l;>.i)·(p,gi)= foL f·pdS 

V(p,g;) E dH(r·n,d?) E H (16) 

O algoritmo que acaba de ser descrito introduz dois problemas: o primeiro 
(15), é resolvido ponto a ponto, através de técnicas matriciais e o segundo (16) 
corresponde ao problema variacional ( 11) sem restrição ( rn, df) E 1<. Ele pode, 
então, ser resolvido globalmente via o método dos Elementos Finitos. 

A solução do problema (15) baseia-se na decomposição a valor singular [7] , 
introduzindo: 

Bij = (Rdi +>.i)· e i , 

Q[j=Ti·ej 

Aij = eiik U · ek 

(18) 

(19) 

(20) 

onde {ei} é uma base de 1R..3 , D urna matri~ diagonal e QY e Qd matrizes 
ortogonais diret..as. Assim: 

{R( Ti - d;)- Ãi} · U x Ti= .Traço { R(Q-r- Bf Q-r A} 
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De (14) e (15) o seguinte problema é encontrado. 

Encontrar Qr E L2(0, L; OI) tal que, para toda matriz A antissimétrica, se 

tenha: 

la L Traço { (RQr - Bl Q-r A} dS = 0 (21) 

e admite como solução 

(22) 

já. que: 

A partir de (22) , o algoritmo para a solução da equação (15) é construído da 

seguinte forma: 

·Calcular 8 através {18) 
·Calcular e tridiagonalizar BBT 

·Calcular os valores singulares b1 2: b2 2: b3 de BBT. 

Seguido pelas fórmulas de Cardan aplicadas ao polinômio característico da 
forma tridiagonal de BBT. 

·Calcular os vetores próprios de BBT resolvendo 

BBtg · - b ·g · lg ·l- I ;-;;· ,-

·Fazer Dn = Jól, D22 = ,J02, D33 = Jb3 sinal (det 8) 

· Fazer Q!! . = g · · e · •J ) • 

Todos os cálculos acima são feitos ponto a ponto; não requerendo mais do que 

80 operações algébricas elementares por ponto. 
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Para demonstrar o funcionamento da resolução do problema (16), é escolhida 
a seguinte forma para a densidade de formação w: 

EI1 2 E l2 • 2 h 2 
w(u,, v,, S) = -

2
- (S) u 1 + T(S) u2 + G 2(S) u3 (23) 

A densidade apresentada em (23) é um caso particular de (12), onde não são 
incluídas as contribuições do cisalhamento e do alongamento. Esta escolha 
bastante realista para caboo umbilicais, conduz a um problema, do ponto de 
vista numérico, melhor condicionado que aquele gerado a partir de (12) , como 
pode ser encontrado em [8]. 

A partir de (23) é obtido o seguinte funcional de energia elástica: 

{L {E { 2 2 
J(r,d,) =lo 4 U2 + /3 - l!)ld1l + (!3 +h+ J2)ld2l + 

+(lt +h - IJ)Ir"l2
} dS 

É importante ser lembrado que na expressão acima o cisalhamento não é levado 
em conta, sendo tal fato expresso por r' = d3o 

Por construção do Lagrangeano (14), o problema (15) é equivalente à: 

Encontrar (rn, dn) E H tal que: 

ô(~,Jdi) (1"n , df) - (p, Yi) = foL {! . P- [R(rn)' - r;-I)+ À3] 

-p'- [R(~ - r;:-1
) +.\~]o g0 } dSV(p,gi) E DH 

Em ( 16) as variáveis r 11 e cfc!( a = 1, 2) são desa.coplá.veiso O cálculo de rn se 
resume então a resoluçãoo de 3 equações bihannõnicas: 

foL ~(1,+12 - l3)(1·n)" o p11dS +R fo\r")' o p'dS = 

= foL (R r;- I -À~)- p'dS + foL f o p dS (24) 

Vp E d[H:t~(\ 0 L,1R3 ) +COCO) 
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enquanto o de d~(a = 1,2) a resolução de 6 equações harmónicas: 

foL ~(Iz + l3 + ft) d;J' dS +R foL dz · g dS = foL(Rrt- Àt) · g dS 

lo L ~(h+ h +h) d~g dS +R foL dz · g dS =lo L (Rrz- >.2) · g dS (25) 

Vg E d[H2(0, L 1 ,1R.3) + C.C.) 

A discretização das equações (24) e (25) é feita através do método dos 
Elementos Finitos. Para as equações biharmõnicas, são utilizados, como 
funções de base, polinómios de Hermite ( C1) de grau 3 (1 O], enquanto que para 
as equações harmónicas, foram escolhidos polinómios de Lagrange (C0 ) de grau 
2 [10]. Como ist.o, são obtidos 4 graus de liberdade por elemento para r em 
ca.da direção espacial e 3 graus de liberdade por elemento para os diretores em 
cada direção espaciaL As rnatrizes resultantes da discretização são fatorizadas 
pelo método de Choleski [9] apenas uma vez , já que não se modifka.m a cada 
iteração do algoritmo. 

A convergéncia do algoritmo de UZAWA é controlada pelos seguintes testes: 

f~'{7·n-l.n-tlz+l(rn)'-(rn-t)F+Idl- d7-tlz+ld2- ~-•lz}dS)t/2 < w-s 
foL {l,.n 12 + l(l'n )'12 + ld112}dS)l/2 -

A não exis~ência de um teste para os multiplicadores {>.i} se deve a dificuldade 

de convergência destes [9]. Esta dificuldade se reflete no cálculo dos esforços 
que, ao i11vés Je sere111 ca.lculaclas como uma combinação dos multiplicadores, 

são obtidos como: 

dw 11 ( 11 ) (momento fletor) lflJ =--·elo= -Eh(l' · d2) d1 + Elz r ·d1 d2 
dw0 

dw 
(momento torçor} my = -d- d3 = 2 GJ(~ · dz) r

1 

Ww 

n = N+F 
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onde N é a reaçã.o na extremidade S = L e F(S) = ]05 f(t) dt. 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

Nesta seção são fei tas apücações da modelagem numenca desenvolvida nos 
anteriores. Inicialmente, é estudado o caso de um cabo sujeito ao peso próprio, 
no qual C está no plano fixado (XZ), como esquematizado na figura 1. 

X 

Figura 1. Esquema da configuração de referencia do cabo. 

Adotado o sistema de coordenadas XYZ sugerido na figura 1, as extremidades 
A e B possuem, respectivamente, as coordenadas (0,0, 10) e (1.8, 0,25) . No 
ponto A o cabo está engastado, enquanto em B se permite rotação em torno 
do eixo z. 

Este exemplo consite no estudo de alguns aspectos importantes do compor
tamento mecâ.ojco do cabo descrito nos parágrafos anteriores, quando este é 
submetido a uma torção BT na extremidade B. 

Um primeiro aspecto a ser destacado é o acoplamento existente entre torção 
e flexão, ou seja, em determinadas situações, em que os cabos experimentam 
grandes deslocamentos, ao ser 1mpoet.a..J.u;na torção, alguns trechos do cabo 
saem do seu plano original, o que cara:cteriza a flexão. Este efeito complexo 
pode ser observado no funcionamento cotidiano dos cabos umbilicais. O 
modelo apresentado neste trabalho não apresenta, nas equações constitutivas, 
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um termo explicito para esse acoplamento. Apesar disto, através de ensai08 

numéricos, foi possível ser descrito este comportamento, como pode ser 
observado na. Figura. 2. Nesta. figura são mostradas as três projeções de c n08 
planos coordenados, nas configurações de referência e deformada. É facilmente 

observado que c, inicialmente imersa no plano XZ, possui, após a deformação, 
projeções bastante distintas das iniciais. 

A partir destas observações, é feito um estudo sistemático do problema., 
englobando, também, os efeitos da forma da seçã.o e do módulo de rigidez. 

Nesta aplicação é adotada a densidade de energia especificada. por (23). Esta 

não leva em conta os efeitos do cisalhamento e do alongamento e, ainda, 

permite que sejam tratadas seções que não possuam simetria! axial (h =f:. /2). 
Mesmo numa teoria de pequenas deformações, é conhecido que barras de 

seção transversal não circular, quando submetidas à torção, experimentam 
empenamento em suas seções transversais. Para incorporar este efeito ao 

modelo, é introduzida uma modificação na parcela de torção da densidade de 
energia wGJu§, como é feito por Landau e Lifschitz em [3]. O escalar J não é 
mais o momento pola.r da seçã.o transversal e é então calculado por: 

onde ns representa a área de cada seção e 1/J, função de empenamento, é soluçao 
de 

Ã,P =o 

Como nesta aplicação são tratados cabos de seçã.o elíptica, os parâmetros para 

J e IIi assumem os seguintes valores segundo [3]: 

1/J _ -(a2 - b2 ) X1X2 

- a2 + b2 

onde a e b são os semi-eixos de elipse. 
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Figui"a 2. Comparação, através das projeções; das configurações de referência 
e deformada de c. 
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Para todos os ensaios numéricos realizados neste trabalho o módulo de Young 

foi fixado em 108 N fm 2 , a densidade linear do cabo em 51< g fm e o comprimento 

total do cabo em 32m. Para a resolução numérica dos problemas de elementos 

finitos foi utilizada uma malha de 40 segmentos iguais. 

Foi feita uma série de ensaios numéricos que permite fazer uma comparação do 

comportamento mecânico de cabos de seções elípticas diferentes. Na Figura 3 

é apresentado um grá:fico que relaciona a torção ( U3) na extreminade A com o 

ângulo de torção Br para cinco tipos de cabos, parametrizados pela relação ~
Para todos os casos foi tuilizado o memo valor da área da seçào transversal. 

O primeiro fato a ser observado é que existe uma diferença entre os cabos 

de seçào elítica e aqueles de seção circular (bfa = 1) no que diz respeito a 

respost.a da torção com o aumento de Br. Enquanto nos primeiros o valor 

de t13(S = O) dimúlUi nos últimos este valor aumenta. O que sugere, então, 

a seguinte questão: Qual o tipo de cabo é mais resistente à torção? Para 

responder esta pergunta, é necessário precisar em qual sentido um cabo é mais 

resistente. Assim, é adotada a seguinte idéia: o mais resistente é aquele cujo 

valor máximo de ·u3 é menor. A resposta está esquematizada na figura 4, onde 

é apresentado um gráfico que relaciona a torção máxima experimentada pelo 

cabo com o ã.J)gulo Or. Como pode ser observado, nos cabos de seção circular 

( bf a = 1 ), para a faixa pesquisada, a torção máxima assume os menores valores. 

É importante ser ressaltado que a torção não atinge um máximo no mesmo 

ponto do cabo para diferentes Br. Quanto aos outros tipos de cabos, a relação 

muda dependendo da faixa de Oy. É importante ser ressaltado que a torção 

máxima nem sempre se dá no mesmo ponto do cabo 

Um estudo análogo ao do parágrafo anterior foi feito para a flexão. Na Figura 5 

é mostrado um gráfico que relaciona o máximo deslocamento do cabo na direção 

y(l:!.y) com o ângulo Oy Como pode ser observado, os maiores deslocamentos 

são encontrados para o cabo cuja seçã.o é deLerminada ~ = 1,5. É observado, 

também que quanto maior a relação ~ maior é o deslocamento máximo, paTa 

a faixa de Or pesquisada. 
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Figura 3. Gráfico que relaciona a torção na extremidade A com Or. 
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6--- · alll•OAn' 

Figura 4 . . Gráfico que relaciona a torção máxima com Or. 
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Figura 5. Gráfico que relaciona o deslocamento máximo na direção y com a 
torção aplicada. 

Como segundo caso é escolhido um cabo inicialmente retilíneo, com 20 metros 

de comprimento, imerso no plano XZ , engastado em uma extremidade e livre 

para girar na outra. É adotada a densidade de energia dada pela equação (23), 
onde o cabo é considerado inextensível, logo, se for imposto um deslocamento 

qualquer a extremidade livre, a curva c assume uma forma não retilínea e, 

portanto, o cabo é submetido a uma flexão. O exemplo most.rado a seguir, 
apesar de não representar operações cotidianas de cabos umbilicais, evidencia 

a capacidade do modelo de descrever o comportamento mecânico dos cabos 

quando submetidos a grandes deslocamentos, inclusive o acoplamento flexão

torção, e demonstra, também, a eficiência do método numérico utilizado. 

O exemplo consiste de um cabo que está engastado na extremidade de 
coordenadas (0,0 ,0) e com a outra, de coordenadas (20,0,0), livre. A esta . 

última é imposta um deslocamento prescrito, definido pela relação y = 20- x . 

Os parâmetros escolhidos para o problema são EI1 = 235 da N Jm2
, Eh = 

360 da N fm2 e El3 = 100 da N fm2 . Os cabos possuem seção elítica.. As 



170 F .A. Rochinha, R . Sampaio e P. Le Tallec 
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Figura 6. Projeções do cabo nos planos coordenados XY, YZ e XZ para 
XF =16m e XF =19m. 

condições de contorno são descritas por: 

r(O) =O, r'(O) =i 

d1(0) = j, d2(0) = k 

r(L) = (Xp, 20- XF, O) 
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onde {i, j, k} é a base vetorial associada ao sistema de coordenadas XYZ e Xp 
determina o deslocamento imposto. 

A Figura 6 mostra a evolução da. configuração do cabo entre Xp 
Xp =16m. 

19 m e 

Como já foi dito, o deslocamento imposto à extremidade livre é equivalente a 
imposição de uma flexão ao cabo. Das figuras 7 e 8 é observado que associada 
a esta flexão surge uma torção, o que caracteriza um acomplamento entre os 
dois mecanismos de deformação citados. 

o. 
o. 

Figura 7. Evolução de torção (u.3) no engaste em funções do deslocamento 
imposto (Xp). 

Todos os ensaios ouméncos envolvidos neste exemplo foram feitos num 
computador Buli DPS 86. A convergência foi alcançada na média. em 50 
iterações de UZAWA para um R ~ 400. Cada uma das iterações demorou 

cm média 60 segundos. 
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U3(ni 1l 

2 - •16 , _ _ __ • 2 

Figura 8. ComparaçãO entre a torção experimentada pelo cabo para XF = 16m 
e XF =2m. 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Nesta seçã.o são destacadas as principais conclusões deste trabalho. 

Foi apresentado um modelo mecânico não-linear para estruturas unidimension
a.is. Esse modelo permite o tratamento sistemático de estruturas, de geometria 
inicial qualquer, que venham a. experimentar grandes rotações e grandes deslo
camentos. 

Dentro desse contexto de um modelo não-linear para estruturas unidimension
a.is, foi desenvolvida uma formulação apropriada que é baseada. num método de 
"coordenação e decomposição" via Lagra.ngeano Aumentado. Desta formulação 
resulta. num problema de otimiza.ção não linear que é resolvido pelo algoritmo 
de UZAWA. É importante ressaltar, que apesar da complexidade do problema 
a ser resolvido, o método proposto resulta numa sequência de etapas simples 
de serem solucionadas. 
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A generalidade e a efetividade da abordagem proposta (modelo + formulação 
+ solução numérica) é documentada através de exemplos que evidenciam o 
comportamento de cabos submetidos ao regime de grandes deslocamentos 
e grandes rotações. É analisada, em particular , uma situação peculiar: o 
acoplamento entre dois mecanismos de deformação, onde foi possível constatar 
toda potencialidade da metodologia apresentada. 
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RESUMO 

E.tte trabalho tem por ob)eiii!O avalwr o efeito da.t variáve•.t temperatura e tempo 
de •mer.Yâo em água destilada .sobre a tenacidade à fratura de uma re1ina poliéster 
ortoftálica. Dentro de uma faixa re1trita de valore8 avalia-.se , também, o efeito da 
variação da razão resina/endurecedor 1obre o teor de umidade absorvido. Finalmente, 
correlaciona-se as diferentes marca.s topográfica.t ob.servada.t na.t luperfície.t de fratura 
com o processo de fratura atuante. O processo de ab.torção de água .teguiu o modelo 
de Fick, com corre·ção para placa.t finita.t. Os reJultados dq& en.taio8 de tenacidade 
mostraram variação de K 1 e G 1 em função do tempo e da temperatura de imersão. 
Doü mecani.!mos distintos de aumento de tenacidade foram identificado, em função 
da temperatura. 

Palavras-chave: Tena.cida.de à E'ratun • Res.ina Poliéster • Superfiàes de Fratura • 
Variação de Propriedades 

ABSTRACT 

Tlle toughne .1 ~ of an orthophtalic polyesler re,in ;, eualuated a, a function of the 
temperature and thc time of immcrsion in distllled water. By .tlightly varying the 
rc8in/hardcner ratio the absorbed water content i.t al.so evaluated. F inally it i1 
cstabli.tlled a t·elationship between the topograpllic mark, generated at the fracture 
surfaces with lhe acluating fracture mechanisms. The water absorption proceu 
was modelled by the Fick equation.t with corrections for edgc effect.s . The fracture 
toughness result.~ show that both J( l and G 1 vary with the time and the temperature 
oj immersion. Two toughne:u mechani,ms were identified a.t a function of the 
temp,raturt' oj immersion. 

Keywords : Fracture Toughness • Polyester Resin • Fracture Surfaces • Mechanical 
P roperties Varia.t.i.on 
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INTRODUÇÃO 

O avanço tecnológico tem proporcionado a utilização cada vez ma10r de 
materiais conjugados (compósitos), principalmente em aplicações nas indústrias 
militar e aeroespacial. Conjugados de matriz polimérica apresentam boas 
resistência e rigidez específicas (1 ,2] e boa resistência a ambientes agressivos 
[3], embora a umidade e a temperatura provoquem a degradação de algumas 
destas características com o decorrer do tempo (4-7] . 

A absorção de umidade afeta os conjugados, por exemplo, causando a expansão 
da. resina usada como matriz, o que acarreta modificação das tensões residuais 
do material e a formação de microtrincas (8] . A resina matriz pode também 
plastificar, com consequente redução da rigidez e aumento do alongamento 
à ruptura (8-10]. A umidade pode afetar ainda a interface reforço/matriz , 
promovendo a quebra de Ligações quimicas e a variação da energia livre de 
superfície e do estado de tensões na interface (8]. Todos estes efeitos vão, 
em maior ou menor grau, influenciar a resistência. mecânica e a tenacidade à 
fratura do material , sem no entanto impedir seu emprego, desde que sejam 
bem conhecidos seus mecanismos, assim como as velocidades de evolução dos 
fenômenos . 

Este trabalho tem como objetivo avaliar a variação do comportamento à fratura 
de uma resina poliéster, em função do teor de umidade absorvida. Faz-se, 
também, uma análise do efeito da temperatura de imersão, téinto sobre o teor 
de umidade absorvida quanto sobre a variação da tenacidade. A valia-se, ainda., 
o efeito da razão resina/endurecedor sobre o teor de umidade absorvida. 

MODELOS TEÓRICOS 

Difusão 

As leis de Fick tem sido aplicadas para modelar a difusão de á.gua. em polímeros 
[11-16]. Em sua ÍO!ma mais geral para um meio anisotrópico a primeira e a 
segunda lei de Fick são d~das, respectivamente, por (17]: 

{)C 
F; = -Dij 8x · } 

(1) 
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e 
8C _ ôC [D ·· ôC] 
8t - Ôxi '1 ôx; 

(2) 

onde F é a. taxa de transporte, por unidade de área., na direção i , C é a 
concentração do soluto (para. o caso deste trabalho é a. concentração de água 
na amostra) e Dij são os coeficientes de difusão. Supondo que Dij independe 
da concentração e sendo x , y, z as direções do espaço cartesiano, a equação da 
segunda lei de Fick para um material isotrópico (i.e., Dij = D;i = D) referido 
aos eixos principais (onde Dij = Dji =O para i"# j), é dada por 

ôC = D [ô2
C + ô

2
C + ô

2C] 
ôt ôx2 ôy2 ôz2 (

3) 

Placa Infinita 

Se o problema for equacionado de modo que, dada uma placa de espessura h, 
as dimensões nas direções y e z (Fig. 1) possam ser consideradas infinitas, i.e. 
n ~ h e I ~ h, e sendo esta placa. exposta de ambos os lados ao mesmo meio, 
de tal forma que a temperatura e a concentração do elemento que se difunde 
na placa variam apenas na direçã.o x, a equação 3 se reduz a : 

ôC _ D ô2C 
ôt - :z: ôx2 

(4) 

sendo D:z: o coeficiente de difusão na direção x perpendicular à superfície da 
placa. A partir da integração da solução analítica da equação 4 obtém-se uma 
expressão que relaciona o peso tot al do soluto que se difunde no material com a 
taxa de absorção ou perda de soluto [15,17]. Definindcrse a massa de soluto em 
termos percentuais, e sendo Moo o peso percentual na saturação e Mi o peso 
percentual inicial, tem-se , para tempos curtos e com Mi = O, que o processo 
de absorção pode ser modelado por (17] 

M = ~ [Dx ·t] l/2 (5) 
Moo h 7r 

Esta aproximação é válida se a parte inicial da cu rva de absorção (M/ M 00 x 
(t/h)112 ) for linear, e é usada paraM < 0, 5M00 . A segund a parte da curva 
(M >O, 5M00 ) pode ser representada por (13,15 ,16] 

M [ (Dr ·t) 0,15] -- = 1 - exp -7 3 - -
lv/00 ' 52 

(6) 
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onde S = h quando o material é exposto de ambos os lados ao mesmo ambiente 

e S = 2h quando o material é exposto apenas em uma face . 

Correção para Placas Finitas 

Se as dimensões .da placa (Fig.l) forem tais que há difusão também pelas 

superfícies hn e hl, o coeficiente de difusão, para um material anisotrópico, 

é dado por [15] 

_ [ h (Dy)I/2 h (Dz)l/2]2 
D - Dx 1 + - - + - -

l Dx n Dx 
(7) 

Para um material isot.rópico tem-se 

[ h h] 2 

D = Dx 1 + l + ~ (8) 

e a equação 5 vai ser , então, esc rita como 

M = ~ [Dt] 1
/

2 

Moo h 1r 
(9) 

onde D é dado pela equação 8. Substituição similar deve ser feita na equação 

6 quando houver participação importante das arestas no processo difusional. 

Anomalias do Comportamento Fickiano 

O comportamento difusional desvia-se frequentemente da idealidade, sendo que 

a severida.de do desvio depende do tipo de material e do histórico de exposição 

[18] . Em polímeros expostos a. meios úmidos dois tipos básicos de desvio tem 

sido reportados [17] . O desvio do tipo I acontece na transição do estágio inicial 

ao estágio de equilíbrio (Fig.2). Observa-se que a concavidade da curva A·f% 

VS tl/'1 é SUperestimada pela so)uçà.: fr.kiana comument.e usada, quer para a 

solução unidimeusional quer quando se empregam as correções devido ao efeito 

de aresta[l5,19] . 
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Figura I. Modelo de uma placa infinita em um meio úmido. 
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Ta.l desvio ~ern sido atribuído ao fato das moléculas de água absorvidas estarem 
em duas fases distinta.') dentro do polímero [20) . Uma fase estaria ligada à 
estrutura molecular do polímero contribuindo, assim, para o in chamento do 
mesmo. A segunda fase estaria na forma de moléculas livres, não ligadas, que 

lo('alizar-se-íam no volume livre da resina. 

Atualmente tem-se discutido se este comportamento não é uma manifestação da 
não homogeneidade da estrutura interna do material [21). A rede tridimensional 
formada por ligações cruzadas na resina apresenta gradientes de densidade 
com regiões bem mais densas que a média, tendo como consequéncia uma. 
maior dificu ldade de penetração das moléculas de água nestas regiões. Tal fato 
resu ltA.ria , i\Ssim. em uma queda mais lenta da cu rva M% vs t112 , devido a 
maior dificuldade da penetração das moléculas de água nestas regiões. 

O segundo desvio ocorre após períodos prolongados de absorção. Depois de 
ter sido atingido, por algum tempo, um patamar de estabilização aparente, a 
quantidade de umidade absorvida torna a crescer [17). Este desvio é chamado 
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modelo de Fick -

/;' 

/ 
/ , 

/ ...... 
Ti,. I 

Figura 2. Uesv1os do modelo de .fick . 

desvio de tipo U (Fig.2). Este comportamento tem sido associado a danos 
no material, tais como microtrincas superficiais ou, em compósitos, separação 
das interfaces fibra/matri ~. Alguns pesquisadores, entretanto, afirmam ser a 
quantidade de umidade sempre crescente, não existindo um nível de saturação 
[13]. 

Mecânica da Fratura 

Desde os trabalhos pioneiros de lnglis [22] e Griffith (23] sobre a fratura de 
materiais frágeis, o conceito de mecânica da fratura tem continuamente se 
desenvolvido. As relações obtidas pela análise da mecânica de fratura linear e
lástica (MFLE) tem sido comument.e empregadas em polímeros [24-26]; embora 
esta aproximação deva set encarada com reservas onde considerâvel deformação 
plástica seja deserwolvidc~. na.-ponta. da-trinca [27] e, também, onde o polímero 
tenha um marcante comportamento viscoelástico. 

Para um corpo de prova submetido a dobramento em três pontos (Fig.3), o 
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Figura 3. Representação do ensaio de dobramento em t rês pontos. Dimenaões 
dos corpos de prova. 

fator de intensidade de tensões para o modo I de abertura de trinca é dado por 
[28] : 

I< _ 3 PL I/ly 
I- 2 hW2 a (lO) 

onde Y = f(a/W) e depende, ainda, da razão L/W [29]. Para a razão usada 
neste trabalho (L/W = 4) , tem-se 

f(afW) = I, 93- 3, 07(a/W) + 14, 53(a/W)2
- 25, ll{a/W)3 + 25,80(a/W)4 

(11) 
A relação entre o fator de intensidade de tensões e a taxa de liberação de energia 
é dada por [28] 

{12) 

para deformação plana , onde v é o coeficiente de Poisson e E é o módulo de 
elasticidade. A condição de deformação plana na ponta da trinca visa garéUJtir 
que o formalismo da MFLE seja mantjdo (28]. 
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MATERIAL E MÉTODOS EXPERIMENTAIS 

Foi usada uma resina poliéster ortoftálica. com teor máximo de estireno de 29-
31%. Usou-se como catalizador o peróxido de metil-etil-cetona na·proporção de 
0,2% em peso. Placas de resina foram fabricadas vazando-se a mistma resina 
- catalizador em moldes desmontáveis de alumínio. A cura foi feita colocando
se o sistema por 04 horas em uma estufa a 60°C. Para a avaliação do efeito 
da razão resina/endurecedor sobre a porcentagem de água absorvida foram 
preparadas, segundo a mesma metodologia, placas com 0,1% e 0,05% em peso 
de catalizador. Os tempos de cura foram de 24 e 60 horas, respectivamente. 

Noe ensaioe de absorção foram usados corpos de prova retangulares baseados 
na norma ASTM D 570 (i.e., largura: 25 ,4 mm, comprimento: 76,2 mm e 
espessura variável de 2, 3 e 13 mm). Foram empregados, também, corpos de 

prova com dimensões não padronizadas, denominados de Tipo I (60 x 113 x 12 
mm) e Tipo II (50 x 77 x 4 mm) . Todos os corpos de prova foram polidos até 
alumina fina (1 JJm) e .secos em estufa, a 60°C, por 48 horas, o que estabeleceu a 
condição inicial de umidade nula, Mi = O. Após este período foram colocados 
em um dessecador até atingirem a temperatura ambiente e, então, pesados. 
Imediatamente a seguir , foram colocados em recipientes com água destilada. 
Este condicionamento foi feito nas temperaturas ambiente (20°C), 40°C, 60°C 
e 80°C; tendo sido usados três corpos de prova por condição. Na Tabela I 
estão mostradas as temperaturas de imersão usadas para os diferentes corpos 
de prova padrão. Os corpos de prova não padronizados foram imersos apenas 
à temperatura ambiente. O ensaio foi encerrado quando o aumento médio de 
peso foi menor que 1% em três pesagens consecutivas. Para a pesagem das 
amostras foi utilizada uma balança analítica de precisão (±0, 01 mg) . 

Tabela I. Temperaturas de imersão para os corpos de prova padrão 

espessma (mm) T(OC) 

2 40 
3 60,80 
13 20,60,80 
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Os corpos de prova para os ensaios de tenacidade à fratu ra foram fabricados 
com as dimensões mostradas na Fig.3. Uma lamina fina foi passada ao longo 
do entalhe para garantir a prt-.sença de uma trinca aguda. Estes ensaios foram 
realizados à temperatura ambiente, em uma máquina servo-hidráulica, à qual 
foi adaptado o dispositivo de flexão em três pontos. A taxa de carregamento 
usada foi de 3 mm/min . Foram ensaiados corpos de prova na condição de como 
fabricado e após condicionamento à temperatura ambiente e a 60°C, por até 
57 dias. Foram ensaiadas 05 amostras para cada condição estabelecida. As 
superfícies de fratura obtidas foram analisadas por microscopia eletrônica de 
varredura (MEV), com elétrons secundários e voltagem de aceleração do feixe 
de 20 k V. Depositou-se sobre a superfície das amostras uma fina camada de 
ouro-paládio para evitar o problema de acúmulo de carga. 

RESULTADOS EXPERI MENTAIS E DISCUSSÃO 

Efeito do Tempo e Temperatura na Difusão 

As Figs.4a-c mostram a porcentagem de água absorvida na resina, em 
função do tempo e da temperatura de imersão. Nos testes a 60°C e 80°C 
foram empregados corpos de prova com duas espessuras diferentes: 3 e 13 
mm (cf.Tabela I). Os resultados obtidos com estas amostras de espessuras 
distintas não puderam ser superpostos mesmo após · a normalização pela 

razão .fi/h, indicando que o modelo fickiano unidimensional não é adequado 
para a descrição do processo de absorção {13]. De fato, a aplicabilidade 
global do modelo fickiano é posta em dúvida caso as curvas de absorção de 
amostras de diferentes espessuras não possam ser superpostas [30). Entretanto, 
normalmente tem-se considerado que o modelo fickiano se adapta ao processo 

, desde que a parte inicial da curva de absorção seja linear [11 ,31-33]. 

As curvas sólidas das Figs.4a-c indicam que houve uma boa correlação, para 
a parte inicial da curva (i .e., MfM00 < 0,5) entre os valores experimentais e 
a equação 9, de modo que o processo de difusão pode ser considerado como 
fickiano, embora não unidimcnsional. Os resultados experimentais obtidos 
para o coeficiente de difusão estão listados na Tabela li . O ajuste dos pontos 
experimentais para a parte não linear foi obtido empregando-se a equação 6 
com correção para placas finitas . 
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Figur.a 4. Porcentagem de água absorvida em função do tempo e da 
temperatura de imersão: a) corpo de prova de espessura 3 mm, b) l3 mm 
e c) 2 mm. Á.B curvas sólidas representam o modelo de Fick com correção para 
placa finita. 
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Tabela II. Coeficientes de difusão para a resina poliéster ortoftálica em função 
da temperatura de imersão. 

Temperatura (°C) D (mm2 /s) 

20 6,25 x w- 7 

40 5,96 X 10-7 

60 1, oo x w-6 

80 1,22 X 10-S 

A difusão da água em polímeros tem sido atribuída ou a ocorrência de reação 
química, com dissociação da água e a formação de pontes de h.idrogênio [20]. ou 

a ligação das moléculas de água a grupos polares [32]. Para a resina poliéster 
ort.oftálica foi constatado, a partir de análise por caloria diferencial de varredura 

(DSC) , que uma parcela da água absorvida se encontra na forma líquida 
dentro do polímero matriz [34]. Este resultado indica que, neste material, 
ambos os fenômenos estão ocorrendo, pois tem-se um desvio do tipo I para 

as temperaturas de 60°C e 80°C, na espessura de 3 mm (Fig.4a.), que tem 
sido correlacionado à presença da água em duas fases distintas [20]. Nestas 
temperaturas observou-se que , após aproximadamente 30 dias, o material 

apresentou perda de peso. Entretanto, a resina ortoftálka aqui empregada 

possui um teor elevado de espécies de baixo peso molecular , sensíveis ao ataque 

químico e, também, um elevado índice de hidroxilas e carboxilas susceptíveis 
a quebra de cadeia molecular por hidrólise. Deste modo, a perda em peso 

observada foi atribuída à hidrólise e subsequente lixi viaçào [34]. 

Para 40°C (Fig.4c) observou-se a existência de desvio do comportamento 

fickiano do tipo U. Este resultado foi atribuído a formação de microtrincas 
nas superfícies das amostras [34] . Para 20°C a porcentagem de água absorvida 
não atingiu o vaJor de saturação, M 00 ( Fig.4b). Assim sendo, a difusividade 

para esta temperatu ra foi calculada a partir dos resultados obtidos para as 

outras temperaturas usando-se a relação 

D = Doe-Ed/RT (13) 
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Moo foi , então, calculado a partir da equação 9. A energia de ativação do 

processo de difusão, obtida a partir da equação 13, está mostrada na Tabela 

III, juntamente com valores citados na literatura para outras resinas poliéster 

(11,35]. 

Tabela III. Energia de ativação. 

Poliéster Ed (kJ/mol) 

Ortoftálico 31 
Bisfenólico (11] 45 
lsoftálico [35] 55 

Os corpos de prova não padroniza.dos foram usados para verificação da hipótese 

de que o processo de difusão é fickiano não unidimensiona.J. Na Fig.5 estão 

mostradas as curvas de absorção obtidas para estas amostras, na temperatura 

ambiente. O valor dos coeficientes de difusão foi calculado pelas equações 5 e 

9, usando-se o valor de M00 calculado anteriormente para os corpos de prova 

padrão. Os resultados obtidos estão mostrados na Tabela IV , onde vê-se que 

os coeficientes de difusão são praticamente iguais quando é considerado o efeito 

de aresta. Estes resultados indicam que a hipótese fickiana com efeito de aresta 

pode ser aplicada a esta resina poliéster ortoftálica. 

Tabela IV. Coeficientes de difusão com correção para o feito de aresta. 

corpo de prova D.r(l0-1 
· mm2 /s) D(lo-7 · mm2 /s) 

padronizado 6,25 2,21 
não padronizado I 4,42 2,59 
não padronizado II 3,74 2,97 
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Figura 5. Porcentagem de água absorvida em fu nção do tempo para corpos de 
prova com diferentes dimensões (T = 20° C) . 

Na Tabela V estão mostrados os resultados experimentais obtidos, a 20°C, 

usando-se trés diferentes porcentagens de catalizador. Estes resultados 

indicam que o processo de difusão não foi modificado pela variação da razão 

resina/ catalizador , na faixa estudada. 

Tabela V. Variação do coeficiente de difusão em função da razão 
resina/ endurecedor. 

% de catalizador D(lo-7 · mm2 /s) 

0,2 1,75 
0,1 1,78 

0,05 2,01 
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Parâmetros de Tenacidade 

Os resultados obtidos nos ensaios de tenacidade à fratura estão mostrados 
nas Figuras 6 e 7, para as temperaturas de imersão de 20°C e 60°C, 
respedivamente. As barras representam o desvio padrão dos resultados. 

I f 

• t I 

2~ !5,0 7,' t 111 (.DAS
111

) 

Figura 6. Variação de K1 e G1 em função do tempo, para 20°C. 

O comportamento à fratura foi bastante influenciado pela temperatura do meio. 
A 20°C a tenacidade apresenta pequena variação, com um máximo em 14 dias 
de imersão. Para 60°C existe um pico, correspondente a 12 horas , a partir 
do qual o valor da tenacidade cai continuamente com o aumento do tempo 
de imersão. O comportamento descri to pelos dois parâmetros ( K 1 e G 1) são 
qualitativamente similares. 

O ligeiro aumento da tenacidade encontrado nos resultados para 20°C foi 
atribuído à açã.o plastificante da água na resina poliéster, pois este efeito induz a 
um embotamento da ponta da trinca devido à redução do limite de escoamento 
do material (24]. Com o aumento da temperatura para valores próximos à 
temperatura de transição vítrea (Tg = 17°C para a resina poliéster ortoftálica 
[34]) outros mecanismos, tais como movimentos de rotação e de translação 
das moléculas são importantes na absorção de energia [29), acarretando um 
aumento considerável na tenacidade à fratura no início do processo de absorção 
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Figura 7. Variação de Kr e G1 em função do tempo, para 60°C. a) Kr e b) GJ. 
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de água. Porém, para poümeros com espécies de baixo peso molecular, como 
as existentes nesta resina, após um tempo inicial de imersão, ocorre lixiviação 

[36]. Este processo promove uma acentuada queda na tenacidade, mas, devido a 
limitação da quantidade máxima de espécies que pode ser trocada no processo 
de lixiviação, esta queda tende a decrescer e, eventualmente, cessar. Deste 

modo, a tendência do valor da tenacidade é, após uma queda inicial brusca, se 

tornar assintóticamente constante, conforme mostrado nas Figs.7a e b. 

Fractografia 

A análise das superfícies de fratura mostrou que o processo de fratura atuante 

foi o mesmo para todos os tempos de imersão em ambas as temperaturas, sendo 

caracteristicamente um processo descontínuo, cuja progressão se dá pela junção 
de múltiplas trincas secundárias com a frente da trinca principal que avança. 

Duas morfologias básicas, características deste processo [37], foram identifi

cadas nas superfícies de fratura, a saber: estrias e parábolas (facetas). Foram 

identificadas , ainda, zonas de rasgamento [38], localizadas à frente do entalhe 
mecânico, na região inicial da fratura. 

As estrias são formadas pela junção de dois segmentos adjacentes da trinca [39). 

conforme mostrado na Fig.8. Na Fig.9 está mostrada a superfície de fratuia 
para uma amostra ensaiada após 8 dias de imersão a 20°C. V é-se uma estria ( ..... ) 

formada na interseçã.o de dois planos, conforme o esquema da Fig.8. Em função 

da porcentagem de água absorvida e da temperatura de condicionamento, a 

junção dos diversos segmentos de trinca pode ocorrer com extensiva deformação 

plástica cisalhante (Fig.lO), formando marcas de rasgamento, i.e., estrias com 

arestas embotadas. 

As marcas parabólicas são formada'> pela interseção da trinca principal com 
trincas secundárias, nucleadas à frente e fora do plano de propagação da trinca 

principal [4.0-42]. Na Fi.~!;. TI está mostrado o aspecto morfológico destas marcas. 

As zonas de rasgamento são també10 ;2::11ltantes de extensiva deformação plás
tica cisalhante [38], devido à plastificação do polímero pelo efeito da água 

absorvida ejou pelo aumento da temperatura de condicionamento. 
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Figura 8. Modelo da formação de uma estria pela junção de dois planos de 
propagação de trinca. [39]. 

Figura 9. Estria formada segundo o mecanismo proposto na figura 8. (T = 
20°C, 8 dias). 
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Figura 10. Marcas de rasgamento deeenvolvidaa na junçio de dois planos em 
função da plastifica.ção do polímero. (T = 60°C, 4 dias). 

Em função da porcentagem de água absorvida e da temperatura de imersão, a 
topografia das superfícies de fratura mostrou uma marcante variação de relevo. 
Para as amostras condiciona.das a 20°C a superfície de fratura foi mais uniforme 
para todos os tempos de imersão. Nestas amostras a junção das estrias deu-se 
sempre de um modo abrupto, sem o desenvolvimento de marcas de rasgamento 
(Fig.l2) . Observou~se , entretanto, variação do tamanho da zona de rasgamento 
em função do tempo de imersão. O comprimento desta região, praticamente 
inexistente para t = O, aumentou até t ~ 10 dias decaindo, a seguir, para os 
maiores tempos de imer<>ão (tf., Fig.l2t Comparando-se esta observação com 
os resulta.dos de tenacida.de conclui-s..:-':JUe a plastifica.ção do polímero, com 
consequente embotamento da ponta da trinca e deformação plástica cisalhante, 
é um mecanismo eficaz no aumento da tenacida.de. 
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Figura 11. Marcas parabólicas formadas pela junção da trinca principal com 
microtrincas secundárias. (T = 20°C, 43 dias). 

Para 60°C, diversas marcas de rMgamento unindo os diferentes planos de 

propagação da trinca, podem ser observadas uniformemente distribuídas pela 
superfície de fratura (cf. , Fig.lO). Para esta temperatura as zonas de 

rasgamento são bem maiores que para 20°C. Observou-se, tambêm, um forte 
efeito do tempo de imersão sobre a rugosidade da superfície de fratura. Para 

tempos de imersão longos (t > 2 dias) a superfície de fratura tem menos marcas 
de rasgamento que par a os tempos em que a tenacidade foi máxima ( cf., Fig.lO 
vs Fig.l3). Este aspecto foi atribuído a degradação do polímero pelos efeit·os 

de hidrólise e lixivia.ção, que tornam menos efetivo o embotamento da trinc~ e 
a deformação cisalhante correspondente. 
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Figura 12. Variação da u~::>rfofogia da superfície de fntura em função do tempo 
de imersão. Observam-se estrias (==>)é zonas de rasgamento (-). a) como 
fabricado, b) T = 20°C, 8 dias e c) T = 20°C, 43 dias. 
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Figura 13. Superfície de fratura mostrando màior quantidade de mecanismos 

absorvedores de energia (parábolas , ~. marcas de rasgamento, -, e zona 
de rasgamento, ~). ( T = 60°C, 12 horas). 

CONCLUSÕE S 

Os resultados experimentais obtidos indicam que o processo de absorção 

de água pela resina poliéster ortoftálica pode ser descrito pelo modelo de 

difusão fickiano. levando-se em conta o efeito de aresta. relacionado à. difusão 

tridimensional. Foram observados desvios do comportamento fickiano do tipo 

1 e II para as temperaturas de imersão superiores à temperatura ambiente. O 

desvio do tipo 1 (T = 60 e 80°C) foi associado à prt>.sença de água em duas fases 

distintas dentro do polímero. O d<".svio do tipo 11 (T = 40°C) foi associado à 
formação de 111icrotrincas na.c; amo~tras. 

Dentro da estreita faixa cstud<tdA., a vartação da r112ão resina/endurecedor não 
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modificou o processo de difusão. 

O comportamento à fratura é bastante influenciado pelo tempo e temperatura 

de imersão. Para a temperatura ambiente o aumento da tenacidade é devido 

principalmente à ação plastificante da água e consequente embotamento da 

ponta da trinca devido a redução do limite de escoamento do polímero. Para 

temperaturas maiores, a variação da tenacidade é fortemente influenciada pelo 

tempo de imersão. Nestas temperaturas o valor da tenacidade é balanceado 

pelos mecanismos de agitação térmica das moléculas e lixiviação. 

O exame da superfície de fratura permite identificar as marcas características do 

processo de fratura, tendo-se identificado estrias, parábolas (facetas) e zonas de 

rasgamento, cujos tamanhos relativos e embotamento são variáveis em função 

da temperatura e do tempo de imersão. 
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