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Abstract 

This work sbows experimental resultso( ihe wbeet behavlor durlog grinding of a toai steel anda hardened steel. 
The wbeel wear phenomena ar-e studied wlth emphasis o o bond wear aod graJn wear mecban1$mS. TQ_e 
equilibrium between bomi retention force and cutting force per g:r-aln is stodjed expecimentaly tbrough gJindiÍis 
tests. Tbe resnlts analysis show tha.t CBN :360 wheel wear can be reduced, irnproving the (G) raf\O by 't'b;~ 
reductlon of ihe bond weat. This bond wear can bc otlmi:eed by changiog tbe underformec;l cbip geometry. 
Keywords: Grinding Wbeel Wear, Reduction of the Bond Wear 

Resumo 

Este trabalho apresenta resultados e:q>e.rimeotais do comportamento de rebolos durante a :retlf.icação ele agos 
fáce is e dificeis de serem retificados. O desgaste dó rebolo é estudado com ênfase O{) desgaste d{) Uga:Qte .e 
mecanismos de dcsg~ste. O equll fbrlo entre a força de retenção do ligante e força de corte por grão e ~d.ado' 
experimentalmente através de ensaios de retifiçação. Os resul!:ados analisados mostram que o dcsgàste:~~ 
Tebolos de CBN pode ser reduzido e melhorado pela redução do desgaste do ligante através da geC?tnetita di) 
cavaco gerado. · 
Palav·ras•chave: Desgaste de Rebolos, Redução do Desgaste de Rebolos 

lntroduotion 

The precision grinding process is aimed towards achieving hlgli dhnellSional, f11rm il!ld frnt~tííng 
quallty witl! ihe besl performance, i.e. , with hlghesf production and lowest Cós L This·ptl-ribrpl.iti:uw,. 
however, has a compltVC behavior. Quality and cost parameters S.uifer s ignlt1cant variati.on Whn tll:et 
changes in working condltions (Oiiveira1 1992) . • 

The grinding of steel wlth CBN 360 (c.ubic boron nit(ide) is capab.le of ptovtqi:»g ~qter 
advantages due to lhe CBN 360 gra:ins d'laracteristics. These advantages ate leading to a gtowiyg_ 
~tilization Of this type of material, so that the wódd consumption of CBN 360 has bee'n dhuqléÕ' 
betw.een 1989 and 1992 (Natlor et ai.; !989). 

Severa! users have falled in the imp,Jementati.on of superabrasive wbecls, tiy obtaini·ng·'&l,S~ 
production cost lrQugh its incorrect uSé (english et al., 1991). Tbis happens because tbe wõeéf ~ó~t 
evaluation before its use, is difficult to õe achtêved and tfle final ptoductfon cost depends on 'ihe.whé"'éf 
cutting sorface wear, whicb is very sensible to th.e wotking cooditions, moslly on resin bood wbeê"ls. ·• 

Wear Mechanisms 

Tbe wear of the resin bood CBN 360 wh.eel OCOUTS by two mecbanisms called macro anil mieto 
wear, due to lhe lntetaotion betwetn the abràsive grafos and lhe wotkpiece. The macr"O wear· s:lcoots 
thro:ugh tbe Weal' -of thc bond whicb holds lhe grains on the wheel. The Wear of tbe benit can oecur' 
therm:icall,y1 due to the chlp ge.neratlon or doe to t'lte ·combin<~tfon of b().th, décreasing l:he reteoti&)l. 

Manu:scrlpt received: May 1994. Teohnlcãl Editor: Leonardo Goldsteln Jr. 
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eapaclcy of lhe- abt!asivé graftts. The micto "\WIT com:spondS io tbe wcu o:f the ~e C'llttlng:edgcs on 
lop o:f tl'J~ abtasives gl"Blns duri:ng the gri:nding process, due to ·the tfictlon betWeen the eutting edge~ 
élfi_d worlcpiece. During dte grlnd:ing.operatlon, the abrasivo gnins gradually ~eár and inerease lrrelr 
~top:irrJ:a. As consequenco. tho gri:nding forces aod beat generatioo tocreaso. Figure l shows three ways 
tn w&Wb t.b.e m~ wear C8f) oocur.. 

b) lfeu by chl.p 9enu•t1on 

~. , Fdot1011 olüp lbOJtd 

" \ I . 
~ BeU 

Flg. 1 Adlon ot the m~~ero -.r of tM Crat~ve gnrlns on lhe WIJMI WOI'lJnG surtace (Btançtü. 1à!l2) 

Tbe rhermic wcar (Fig. ltl) is a conseql!Onoe. ot tfió. oetion of tlte micro wear. As lhe area on lhe top 
of ihe gra.ins i.ncreases, the grlnding forces and co.nsequently tbe temperature in lhe contllct tc~on 
bctween abr~~Sive· graln and workplece also incrcase. Part 0f this lhermic energy rrugrateS wwards the 
ccn~r of the whecl, passing through the grains an.d bood, wlúch looscs part of its grain rete.odon 
cepabi lli y. 

The chips genorated by thc abras.ivc grain/Workpiccc lnlemction (Fig. 11)~ I;X)(lidc$ the t>ond wb.icb 
is ln lhe front of t)lc abruive grain, ln lhe wheel movement dlr~ction. The friction betwcen thc 
ge.ncmted cbips an.d lhe bond causes. contin.ually, lhe wcar of lhe bond.. dCCTCasing lhe gnrin rel.ent[on 
41!pac!ty. Thc wear of the bond i:> closcly rolated to tbe genàtaled cblp georp.etry. /v$ a resu1t1 'by 
,çJ:umging grindi:n:g paramcters, it is possible to alter lhe mean chip geometry, enabling tbe ábtasive 
grâtn to Siay loo,ger on thc wbeel surface or .abbrcvla,th~;g llS liberation. This wc.ar meeha.nisms 
Rt01ll0~ '\he contrai of thc !Opogtllphl.C chiU'lltltbdsti:C$ of tbe grtndin.g whee1 by the aetlon of lhe chip 
~etry on tbe bond. 

tbe combined macro w-etr {Fíg. te) rs. nctuàlly, a composidon ot lhe cwo types almády desaibed. 
1'.nb1e,Uy, lhe cutúng edges on top of thc abrasive grains have their area increased by the aafvity of tbe 
lpt'<:r~; weatr,.at tbe samc lime that the ohlp gencra!ion wears tbe bond. The abrasive gtarns are more 
c~ o,ed,.. wftb interlot t~tcntion capacity .and baving Jargi)r top areas. Duti.ng tbe ,gtill<ll.llg operatl.o.n, 
tlc~nclfu3.on thc gr!ndlng c:onditions used, th:e .furthet weaF of tbc bo.nd and the rempenture IUtd force 
r rh ':due: lO tb:.e rna.uentna of tho lóp of thC pns (miéro 'W'I'ar) results on the blta'bge of fhe bond, 
ret~~~ ~ (manchi, 1992). 



Chlp Geometry 

Thc study o1 tho c;bip formatio.o lo grlndln~ prócess is vr;ty dilfíoült to bc condu~ lhte tq it& 
smaD thlctness and short time in whlcb lhe p~omcn:on happens. Meanwhil~ the knowle<lge .o(tJus. 
pbonomcnon is of great in!erest once ~lumg08 ln tbc chlp- forma"tion aod, 1IS oonsequence, tbc wear.of 
tbc bond caused by the frlction with tbc ohip, cbangc thc bebavtor Ofthc grindlngoperatlo.n. 

The theoretical lcngth of tho chip (10 :Is given by tbe equation (Bianohi, 1992)~ 

(1) 

Wlte~ "a" (mm) is lhe valoe of wb-1 ~tmion m tbe wolitpiêCO Md '"d$" (mm) is the extetnat 
diarncw:r of thc wbeel. 

Thc maxbnwn theorelical thlclrness of lhe ehip is given by fhe cquation (Blanohl. 1992)! 

(2) 

Whete "L" (mro) is tbe> mean spaolns be!Wéen abrasjv(: g:rAüison tbe ~tetttaJ d~~r o; t{t;e 
gr.inding wheeJ, and' "beq" (mm} is tbe culttn& équiveJent patameters wbleh Is- giv~n by-.., fot sàrfl!~e 
tangenllaJ grlnding, (Petcis·andDecneut,l975)! 

he.q • aV,/ V1 (3) 

Where •v, • is tbe tnvel veloclty ot ·Lhe macbfne tablc (m./s) and tcy"'" is the peripõcui~ wbecl 
vc J()cl ty. (m/$). 

The tangential force on .a glven abtas4ve gra;in ls glve:n by equat.ion (Sbimmmm a,ml Oll!ilt 119.83}; 

(4) 

Wbcre "b" (mm) isOle graio mean width, "K," ÇNimm2) is the cutting ~cl.fic pressuie. "J:i' ls.thc 
ftiwon ooeficl:ent bétweeo tbe gmo and lhe WOtkpicce , and •l(n» (Nimmj Is lho ykld com~91l 
stmlgth of wor:tpicce. Iso'lating (b) and dividing cquation (4) by hmw results: 

(5) 

(6} 

This means that if force (f*) iru:reases, tbe product (b.X*) also lncrea$CS. Tberefore there is~ 
incteaSC itt tbc rnean width of tbe ~btasivc pins (b). In tllis easc, tbe grains show a gre$r ftaucne4 
arca, wh:lcb mcans that tbc gtains ~ ~Jd by tbe bond fot a Jongei dma. 

Experimental Analysis 

Figures 2 and 3 present tbe obta!aed results of lhe cntün.g force behavior on test wlth toot steel (VC 
131) and hardened steel (SAB 8620) respectl:vcly. 
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For lhe tool sti!el (f!g. Z) the grlJldlng forces grow, and· for~ hartJened ~e-J (Fig. 3) the BJi~~ 
f~ &crcase Witb th~ ~tem:o~wllhno. 

Witb 1he tool steel, d~m ti) thQ 11®\neS$ and1bo !~.gte4 ~Iwe Clf1lte ~~lcd.~;p.;-l.~. ll,tle 
initial porosUy cf fue Whe~ is tnOttgh to I~ :fltc obtp.The taacrQ weat iS ;re;~.&ê.íiat..lló th~<th1p 
does not w.c11r thc Q<>nd signific;tntly. Tbe abr.aslvc. grainll', .tl:ierefote~ rem.aJn tl~d ío·~J} ~~,n~:f'ô,r·'!l 
lo:ng.er ·thne ~ering m1oro wear Wt M çanu:qu~e. mct-eutts ~ coul~ at.~~l\v~nt e., 
abrastve. grain .li:tld ·W®tpieee. As.reS\Iit.. Um gt:Miling futces teDd to ln~:reasc 11-ntil tbey-(eüh·ô 
equiUbrium. 

ln thc har<Jtn:e:d steel, tbe gtreatet tbt-otn~s,.and longe_r ~nerat~d ctUp ·pen_~~a.tts ~ep~~- Jíl.;tne 
bond, causing hlgller mncro wca,r. The equl'liluiw:n Í(lí'CG) Ú1 tb:is as:et is· tfadted lP. a t~'\y"-Jev~l $9oo 
aftet the beghrnirtg of tbe tcst, when lhe wheel i1Wn'l JC1 baVe eJIOUgb pOn>sil)' tó lôi~.ffie-ahlp. 

Figure 4 presents four pbotos. PbolG 4a p.rescnts tbo mCJB $p8cing betweeubra:sive. &f.llllit~ot!l 
4b presents tM action of lhe micto we.ar i'n Qte a.hrasivc. gmn: an<J ~oio:s ~ an·d 4d #ese~~c@ps. 
generated by abrasive grain/Worjq>íeeé intefàçtion wlib tool steel (V C 131) anáhàr'déJ!tcl.~te~r;(~ 
8620) respeotivcJy. 

Fig. 4a llan ~ l:fltwiNn'lllinlllhonJn 

Figute 5 shows the reletion between t.bb ma-~um &liJllhiekrt.ess (bma0: and tbc. Clll\' l~ngtH.g0 
for aU condltlons tested. 

Acoordins fb l.hiS tig.\lrcs •. 0$ the:..elttp !engt11 ~ électe~ tbo P't.aXimum dúp ~~ss. Tlli$ 
OCCUI'S duo to 11m gremT qUlltdty of éf~Dive-~ ~ on l:be eon'tP.Ct lenglb. TJierefOre. W.itJ; mQre 
active abras:ive grains grlodin,g. sma1lor wut bt lhe volum~ of motal.temovéd by gttndtn8J ·resuhlng in 
a smaller maxhnum clnp thlckness. 
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Fig. 4d Ohlps ge:nenrted by abrulv• ;reln/Wp11tpleca 'lriteractlon wlltt1oof ateai herdened eteel (SAE A2D) 

mr-----------------------------------~ 
o RCO VC 131 - heq 0.02 U11 

A FQ) VC 131 - heQ 0.00 U'll 

q o ACO 8620 - heq O. I um 

\ • ACO 8620 - heq O.OZ U11 

\ 

.. , 
'·· 

• '•A •••••••• , ••• •• ,." •• "··--···-··A 
.• --o ~ 

o~----~------------~~------~----~ o 2 .. 6 8 10 

CHIP LENGHT-lk (mm) 



1Q1 

DudQg the tests, tbe grlnding forces have .always reacbed a stabfliry. levei (F!gs. 2 and 3), whieb 
cottesponds lo the eq:uilibdum betwee1? lhe artndin.g fQtoes aiJ~ t#s: QW~cd .~!$\ te~~o,Q·í'Qr~: 'The 
gr:indifl:8 Iorees 011 Utis srá~1tt\y lcvóJ $ ila,~ed i ,tdbis w'or:k :lls! ··~Sti)Ufz;.rtio5;l.Fóibe~:; .%~'SQ-.'fórçes 
tep~&. for a given m.ílclilning_ eondit\oa, tbe -~··f?etw~~ the ~llt;:(O_:an!l.mi~~ we'l!J:àf't~e 
wheel cutting sutfaae • .F.igúJe 6 ptesems-the. beh3Y4ór-of the stablrizMiõn fotce.'onart.a.br.asive grntliin 
relatítml!) thc eóntact rengtb. . 

0.5r------------------------------------, 

:z; 0 .4 

-o ACP vc ' 31 - heq o ~OZ 1.111 

AROOVC 131- heq,Q.OSllJ!I I 
a AÇo 002:0 - ·heq ·O. I llll 

1 

o 

6 , 

o_ 
' ' 

' '• 
"' ' \ . 

' 
' '\. .. , 

' C.~ . .......... :~ ... ::.--:-::-.. ~~.,.. ... . 

• ·~ 8620 - be'q e.~ um 

·· ........ ........... .. _ ........ ~ ......... .. 
···· ··ó 

0.0 ....._ __ ___....._ __ -..+ ___ ......., ___ __._ ___ ....J 

o 2 4 6 e lO 

cm:~ LENGH'l'-~k (mm) 

Ag. 6 StabiiiDtiDn loJ:CG.c»n aa 11braslve g~llln ret~ttion to lhe contet te~ 

The i:ncrease of the contact lengtb implle& hi th~. decro.áse· éf tb:e ~àbil:i:za.t!Ón foree -<>li àn abrasive 
gr.afn. Mea11whlle, tbe prorlact of p,e oo.ntact lengl.h antllhe ~- chips Uúç;Jme~ is ~portlonal 
to the heq patamoter; Therefore, by k:eeping tllo beq p~rameteY ®ostant .alid decteasin~th.~ <ilíip l<mgth, 
its maximum thíckness increases·and, as consequ.ence, thesmbiljzation·fo.rceon!Ul:al>tási~ain also 
i.ncreases, accotding to Fig. 7. 

'fbes:e resu-Jts can mask lhe analysis by tb'e supe-rposHion of effeets. &inoe ,~ inm~se of the 
maximum eh.ip tblckness lncreases tb.e stabliJzation:forces on tbe abus(ve gtalQ., whtcb is a1sG caused 
by the gr'llfn thal fematns tled to tlle bond for a longe-r pe:rted, ·Tberefore. tlk ~a:Ue.nedar<ta on topof tbe 
abrasive griÚQS increa.s.es dueto lhe micro wear. Tbe sol\l~()o of t:hls,proble.~ .can ~ seen .i:n Fig. 8 
\lfbel'C iS SnOwn ihe rehrtÍOn betwcetl the stal>iiWation force OU 3 geai O., di\rf!lõd by tne mà/ÓID\JID eflip 
th:iekness (f*) and tbe chip length. · 

The r~ulted ~f force (f"*) for hardened steel are smalley wlte.n ç!)mpllffi'! w(th tooJ s~l. Tbis 
occurs dueto tbe s.maller cuttin.g specific pr.css.ur.e of the hardened stccl. 

· On gteater beq values (0.1 Jltl\ and 0.05 f4m) lbe· foré.e (ft) iumaller fur tl:ie grÇa.tér Cóutam. This 
means tbe bond wear incresses with tbe contact length. 

For lower heq (0.02 j,~.m) the stabi:Uzatlon force on an abrasiye grain per unit.of maxímum cbjp 
thickn.c,>,ss (f') is gteater \)ec)aose l>élng tbe cbrp tbick11ess typ-iéatly smaller; 'the friet1(m between 
abrasive and woJkpiece is greater. Jn these conditions the inere.ase of thechip Jength corresponds to ao 
irlctease of thó stal)iliz.ation ft>l'oo Clli an ábr~~ve grain per vnit or maxim\1111 cbip thiekness (f") 



because tbc chip is not 11hlc to wear lhe bolid. Thi~ occurs because tlte geoer&tW cbip w:ítb. smaller lle 
is thin and loqg, with smaJI cross sectlon an:d 'brem easily. When lhey hll tho bo11d. tbey bond an~ 
break with Jcas1'bond wear. 

li!: o 

o.oo ........ ~------------------, 

O.«l 

a-·-~~ 

o FCO vc 131 • heQ o.~ l.ltl 

6 fiD vc ta t • heQ o.~ U1l 

a fal 8620 - haq Q. l UJI 

• 'ROO 8620 - heq O. D2 un 

______ ., ... 0"'-

.-D 
.;·-·"' _____ ... ---

o~L---~-~--~-._--~--~-w---._--~~ 

o 6 10 16 20 26 3> J5 40 46 flO 

MAXIMUM CHI P !VICKNESS 
1'\max ( 10 m) 

With fite batdcMd. steeJ ~ = 0.1. J.Un) thc (G) .ratios are smaller becauu the geocnsted ~hfp 
lnd'uceS a gntatcr bond wm, teleési:ng mote abtasivc atafns. It is intpOttlnt to note 1bat. on ltatdeo-c:d 
steet. lhe grinding wheel wear can bc gre11ler due·ro lhe influencc of tb61dnd of generated clrip ând fui 
geometry. 

Tho stabilization fol'Cé oo ao afuasive gra:ln per unlt of ma'Ximum clltp tblckn.ess {f")·is eq;unl to the 
producl of a constant and lhe mcan gr.ain width. Tb:ls width j:ncreases dne to micro wear. 'Fbis tiClCOIS 

becausc tbe graln te matos longer ticd to the bond. lóa<ftng to a better Ulilfution or tl1e l!ll.rasive gndas 
and also to an increase in the (O) raâo. 

Th1s can be vetifíed ln .Pi:g. 9 whicb presents thc bchaviQt of lhe (O) ratio and the (f*) fcm:JD. 

Conoluslons 

Tbe results preseoted ln thls work sbow tbe bebavtor of tbe culling surfacc wear o! resin borul 
griodiog wbeels K. O. So~nseo rclated to tbe chip geomctry of easy âod dlfficull tó giu:d ~ 

For each type of steel to be ground., lhere Is a wotldn:g condition whlc:h correspon.ds to thc least 
bond wear. As a getU~tlll r\lle, for tow bcq valües, tbe bond weat is sma!Jer. 

Tbc force on an abrasivo grain per uni! of mRXimum chip thie:kn~ss (f~) ls díreotly proportionnl to 
:llie lop area of tho abras1v.e grains. 1f tbe (r*) force on 8ll abraslve p-afn per unit df r:tutxiinum ohip 
tlti;c;kness (f*) ts high. il means 1ba1 tbe .fla~ned ama on me top of lhe abrasive gJaios iS .latge, ~.c •• lho 
abrasive g,ains 11e being betd I~ on the. bond~ and (G) retation is hlgh. 
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lf lhe force oo. an .abmsivo grain pex u:ni t of mnimum -ebjp Wiek~toss (f-) 1s J~w,<tbf. whqe~·:'l 
looslng abruive grains fhetefore, Uto (O) ratio is Jow. A, dir~et relal:io:n is esfàblisb:ed b~tWecn 1l)i 
be.baV>lot o.f (f•) ~nd (G). n was .obs:otveif tbttt .(O) teiat:ion h ilW.o1~jf9.P~~~1.1ft 1hrll. 
eonsequently, for thc pding wbeel to last longcr, tbc li used should bo s • 1'6fs: mtans llia.t tWê 
producúon rnust bó teduced, since either thé prodttct of t?te deplh o1 ~t (a) and table. v~ty (YJI!) 
must bo decreaSed or the ·wfleeJ cu~ speed increascd, tcepfng the J)1'0duct (a) and (Vw) i:ODStai'tt 
The last possibility ·lcads to a smallcr heq boJ keeps dte liame praducti.oo ratq. 1 

For smaller h__eq VilJues the (G) ratio is hlgher with longer CDiitaot lengthS. The ct:eep-íeed grm<[Jn& 
operatioliS with GBN 160 resfn bond l!{htals will only havc ade_quate (-G) nrtio wtt1umlll.l ~ :vamest 
Tberefot8, to obtain bettu producttvlly oo this type of opcralion, hfgtl periphcrie wheel YetoottT~oUfiJ 
bo used. 

For grea~r beq v3lues. lhe (O) telation l:ncteaseJ wben lhe oont.act lcn~th ls short. Thlsme~~s. ~f 
UJ.e roctprocaung ope.ratlon is a good e11oioe tO keep the tool cost low when lt Is not possíbJc to . .d,cc.rêa~ 
the production or increase the perip})eric wheel veloclty; 
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Abstract 

T.his work p:re.scnts a study on the wire drawing speed impJ:ovemenl witb dífferent die geometties and two types 
o( lubrieants. Tbe in:fluence of d:l.fferent die geome,Uies on a·ustenitje stáinless steet ABNT 304 wire drawing 
force was also analyzed. Dies with betl angles of 10, 14 a:nd tSO and bearingle~-o!-20; 35.ánd ·~o% of ~e 
final diamett:r were osed. The influeoee:of'blgll dtawing speeds was studied also. Tbe·friction coe.ffici~llt .in wite 
dtawing was also evaluated. 

Keywords: Wire Dra.wins, Stainless Steel, Lubrlca.tion, Wnes 

Resumo 

Este trabalho apresenta o estudo da ol'imízaçio da veloddade de ttefill\çjo com diferentes geomcttlas de Beiras e 
dois tipos de lubrificantes. Tamflém é analisada a i:nlloênciA dageometfia da fieira.sobre a'fQ1'9A !!e tte:filação do 
~ jno,xidâvel austenUio.o ABNIT 394. F.ou.m:usadas.fieiras com ângulo de tráb.Aillo.d.eJO. 14e !SO .Cl'egi.ão 
cllfndrlca de calibração com 20, 35 e 50% do dlãlnetro final. :Fo1 também estudada a influência da ve1ooidado, 
assim como o ~fi'cicute de atrito-no prooes59 oe"trefllllçáo dé-fios. 

Palllvns-chave: TrefiJaçio, Aços looxidávejs, Lubrrficaçãa, 'Ffos 

Introdução 

Este trabalho tem por objetivo prine:ípal, a otüni'zação da vetocldad'e de trefilaçiíe do aço 
iooxíd.ável austeoftico ABNT 304, através do estudo do regime de lubrificação e de diversas· 
geometrias de fieíras. 

Assim, serão estudados algWls partmetros do. processo d.e trefilação a fim de se obter a máx:hna. 
velocidade poss(vcl, sempre com a perspectiva de: redução no consumo de eo.ergia; aumento do grau 
de uUiização das máquinas por unidade de tempo; manuten~o da qualidade do produto at:abado.. 

A transfonnação a frio por trefilação tem acentuada contribuição pois é por t>eu intermédio que· se 
pode fabricar produtos ao<Jba<los com alta preóisão dimensional e boa qualidade súpefficia:l. 

A exigência do aume nto da produtividade vem acompanhada do aumento da velocidade de 
ttefilação sem a perda da qualidade e com manotenção dos baixos costos dO processo. 

Verifica-se éSSén.oialmcmte alguns ptobleinas deeomntes do au.mentõ da veloeidade: o aum-ento da 
taxa de produção de calor, que afeta o desempenho:do loprificante, peta reduçi'o· de sua viseosidade; 
afetad.a a viscosidade ocorre ·uma dJmlntilção na eflct!ncia da separa~o fio.,matriz, que pode ser 
verificada na prática pela ocorrência de um acabamento brilhante ~pleo da lubrificação linúte. isto 
acarreta, entre outros, mai-or força d.e trefllação e o aumento .na energia necessárJa; tem~se também 
problemas no acabamento da superfície do prodüto acabado; a vida da matriz é diminuída, .açarretando 
uma diminuição do comprimento de produto:trefUado; também·.o tempo perdido na tr{)Ga das ma~izes 
(fieiras) é aumeotaaa;. coat a elevação do tempo de máquina parada. 

Manuscri}lt received: February 1994. Tétttnlcat Editor: Leonardo Goldsteln Jr. 



Otimlnção da Vetodlfade de TrefUação do Aço lnoxidâvel AIJstenltito ABNT S04 

Açoslnoxidáve·ls Austenftlcos 

Os aços austenfticos teuuem uma alta resl.stancl~ à tração com u~a dutilidade eX"Fe~~Ol).~m,en~ 
eLevada e possuem a maior resistência à corrosão de todos os aços inoxidáveis. 

Os aços austenftlcos podem ser encruados pelo trabalho a Jxlo, carjlctedstica muito útH•:éJ;n: 
aplicações ·onde a redução de peso é .fator importante, tafs como a consttUÇão de aViões ·:e 1'té~;~·~. 
ferróviário.s. A alta plasticidade e a capacidade dé encruamentO do.sAfÇOS austénftlciàS., j>e'imit~ qutl 
estes sejam trabalhadoS' a frio at"é atingir-se valores excepcionáis de·llmilé de escoamento· e Té'Sistênéíá" 
(Zabala, 1982). · 

Com a transformação a frio conseg\Je-se melhorar o Urnite ® resist~ncia é-o limite el'á'stito, .mas :o-s 
aços tornam-se ligetramente magnéticos por causa da tnnsfom;taçã~ de parte d~J a~stepit~em 
marrenslta (Zabala, 1982), de.nolllÍnando-se aço~ inoxidáveis aust.enítlcos meta~yeis (Mei~ 198~}. 

Os aços inoxidáveis aust~nfli(;os podem ser c.la_s~lficad.os em dois grup.!JS dép~QA~ndQ éf~· 

esta~ilidade da anstenl~ em..c~ndi~s ~e de.f~rm.açã<;J: os que tt~o fo~ma~ mar~~Ha í:ll~SirtO l,P6'S· 
considerável deformaçao plástica e, pOI l&SO cllatnados de estávels, Cõmo e~l!1plci~~em-se o· AB~ 
310~ os que apresentatn formação de ma:rtensJta após· alguma defotlliaçáó, e por isso, cl);arttado!Ji 
meta estáveis. Como ex.emplo tem-se o ABNT 302. 

A resistência ll\Ccâoi~a doS'·aços IUIStetúticos rne.lhor<\dà péla deformação plástica ã mo •. ~nníl~s .. 
aasos pode ser inaceitável. Nesses casos, os·aços a:usteníticos são tr.atados tertnkamente·antes fio 
fornecimento, a fim de conduzir sua resistência m:ecânioa a um nível âceitávçt "Esse tra1àriteiifo'óeci.itc 
nOimalmente a temperat:ul'415 entre 1000 e UOO.OC, seguidos de om rápido resfriamento paJ'11·~;evila.r-a 
precipitação de carbonetos nos contomos·dos gtãos. 

O grau de endurecimento pot trabalho a frio <lépe.nde em parte d'o grau de defon~açâp e :em J?~r~. 
da composição do aço. Se o aço foi fabricado de tal modo que os eleme.nt~ estabUiza<toteS.da' 
austenita se equilibram exatamente com eiementé)$ està:bilizadores'da t'etrlta-, durante: o resufam~t}:to · 
rápido após o t'ecozimento, dlz-sc. que o aço tem baixa estabilidade da àust&nita, porqu~ dl!ran,t~ .. ~ 
trabalho a ·frio a all5tenita será cenvtftida pareialmen.te ou totalmente em tnna fase !fltul<rQil~ 
conhecida como martenslta de defo.nllàÇão. P!Jr psta razã,o, aços com baixa .establli.!'!a!i~ da .aP8t'~hità 
são utíliz-ados, entre outras aplicações, pru:a molas. 

Após uma operação de trilbatbo a ftiô que <iQ.rtesponda á .SO% de rediJçáo de área, estes aÇos p-edem 
alcançar lllila resistência à tração superior a 1960 MPa. 

O tipo ABNT 304, austenítico estável, mostra uma relação par~bólica entre .deformação ~ teru;áo, 
com o enctuamento d'ecreS"Cente t:om o élllJneJito de dêlformação. No ~so··~o Cip.o. ~~N.T1t).J. •. 
metaestável, após 10 a 15% de deforma,vão ocorre um encruamento a:ceter.lldo, asliOCiadP à "for~agã.~ 
de martensita induzida por deformação. 

Caractedstlcas e Utilização do Aço IQoxJdável Austcmftlco AaNT 304 

O aço A.BNT 3{)4 é um aço inbxidáve1 iiLIStenitico básico lS·S com teor de carbono mhimo Ele 
0,08%, com aprox.Jmadamente 18% de cromo c S.% de niquei. Sua alta Hlas·tíai'd~do p'etmüé 'a 
tr~nsformaçâo a frio e sua capacidade de encroa_meoto ·eleva a resi~tência m~nlca, 

Estas caracterfsticas permltem uma larga utlftzação dentro dós mais vari-ados. tipos ldé'lóãústrfã; 
Normalmente o aço ABNT 3<>;4 t utillza~.o na fabricação de: 'diversQ.!! 9PG.~ .de tnolá, p~a!u~p~_rq~~~~. 
pregos, pinos1 pora.s c proàuoos semelhantes, telas;eomurnente ullitz:ados cemet elemeríto· fi1tr.ante, 
cab:os para navegaçâo, aeron.tutíca e ()tJttos, peças ou revestimentos decorativos qe arqJ,ritettrra 
(Allegheny, 1959). 

TrefUação do Aço Inoxidável 

A trefllação é um 'Processei de- confaónação a frlo no <júal o fio mctálfco ê traclonai'J'c:ntrav!s: d& 
uma ferflllllenta oca denominàda fl·eiril, onde so;fre deforma.çã9 ·'Pl~sti,Ql. E.m col1s'liq\IA·noia· (lç-~sll! 
defo.rm.açã:o, o ·dlâmetrodo fio é reduzido e .seu comprimento 6.aum~.n:ta&. 
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A finalidade do processo de tref!Jaçáo é a !)btenção de fios çio..cfim~s; aç~J.'bamentp ~uBedícial .e 
proptíeãades rnednlcas oontroladas (Btesciani~ f991). 

Lubrificação na TrrefUaçi o 

()s lubri.fieantes urtliz.a{ios na trefilação d:e iios dividem-se em três. grupos: .Ifqutdos. pastosos e 
sóUdos. Qu-aJqu~r que seja o .grupo a._q:ve perten~ o 1~brifit<3llte d!lYC .satisf~er 'às. segp.intes 
propriedades: 

a) ser capaz de rnan~r separadas '3 super1lcie da fi eira e a superffcie do material tr~fil-ado durante 
todo o processo de trefilaçào; 

b) ntanter-se estável perante a mudança de temperatura: 

c) não reagir quimicamente óom. as superffcies metálicas, e 

d) manter limpas as superfícies lubrificadas. 

Tem-se partic,ular interesse nos lubrificautes.sólidos e líquidas, devido a sua utilização mais 
comum na tre61ação do aç.o iqoxi~vel. 

Tanto na utilfza:ção do lubrificante solido comon·o lub'Rficante líqeicto, .duas--car~c;tetís~<.:asdo 
prçcesso ~e ttefilação têm gran@ 1nfl:uência: a) a tem~:ra~·a de ~aba!ho gut( .atua 4e. fi;lgna dire91 na 
viscosidade do lubrificante: b) a p.ressão áe trabalho que é oonstante e diTetamént~ ptópofciona1 à 
redução de secção ~apsvcrsaJ cm material. 

A escolha cllffeta de um lubrifiean:Ie bBseia~se em ttar.lme~ros como .os m·ale~iai8" usados na 
f~rramenta e na peça, a temperatura e a vetocidadc de proc~e!iSO. A ~iic~ênc(a do lubrlfi~nre ~tá 
relacionada à sua capacidade .de futmat uma película e.<~táveJ sob as condições de processo,_ quept~ina 
o contacto entre as superfícies (Button. 1990). 

Quanto à espe.ssura do fllme·de lubtiiicaçã.<H~xi$te;nte entrcc~ spperfíqieSt Wllso~,( 1919) cfefinp ?S 
ttegimes de lubrificaçã.o.descritos·a seguir: 

Regime de filme espesso (Fig. la). onde 3$-SUpo~cíes são·totai:mente separadas por um filme 
nruitas 9éZes superiot à rugosidade médiadas'SUpe1'4'1'Cies envoMda~ e ào:tll.mrulho mofecular 
do lubrificante elil.pfegado. &te tegime ocon:e. ~.mpte·que-a-espessllt'a: do tiJro.e·é l.'llai~ dp·que 
dez vezes a rugosidade quadtálica :média· das .su;pe~~le.s env.olviáas. Assim, o tubrifjcante 
pode ser estudado como melo contfnuo entre supet}fcics ~~s·.J'tcs~ Wglmo, a TC~~pcia ao 
movimento relativo é definida pelas PfOJ?riedades-t'íslca$dO lul>rificante"O coefio~e~ de atrito 
6 pouco útrt nesse caso, porém de modo grossetro ·sãÕ' illedi'd~ éoeiicl'en.tes mé.nores-·qaê o.<Js. 
Como as supetffciés São ·completamente sep·ara'das petó ffill)e, () !i~gasJ~ da~. sup_etfioiecs 
inexiste·. Entretant<>, pode ocorret coHosão Oll ero.sà.o devflfo à cavtta~o ao à ptesença de 
partfeul.as estranhas no lubrificante. 
Regtme de filme fino (.Fig.. 1~), onde a espess11rado 1'i.lme .. a.presenta..-se entte !lês a dez. vezes o 
valor da ru.goSid'àde superficial oiédiã dáS 's\l.jJe'J'Hêies. A éspêSsuia·.(jor'fll.m.(! é-:S"etbpfe maioc 
que o tamanho molecular do ~ubrlfica:ntê e· dest-a: forma, a .intera-çãa. en,tre ~ :salíêg.eias ·é 
responsável por uma pequena patcela· da çãt:wt atuante tia interface. O Cétnpâttame.n~ó da 
re&istênciã ao movimento relati~o 6 sJmi.làr' àq dp rêg.íme dé fl.fró~ esp~sso,. exçéto que no 
regime de filme fino , a não nnifonni:dade· da rugosi()ade"'Superficí~· parle apl'esentar ttm.a 
influência preponderante sobr.e o .atrito. 
No regime de camada llm,ite (f'ig. te). o filme qu~:se~a:ra- as .s~perlíbie.s a,~resenta espessuras 
da órdem de algumâs véi.is ó'tama.hho móléCútlii' do;Júbrfti'càntct A méqiàleá''dé éle(ót:m:B:Çâl) 
da:s asperezas em GOntacto e-· o epmp.ottamento ffslco-qtd~Jl$c<>. da ~ppetffçJe da 1lettco.l~ 
formada entre o lubrificante e os materials sã:o fatores de extr.t.mà. importâ~ia. 
R.~glme de h.J.btUicação mista (Fig. ld),. onde a· espessura do filme é ~{)r qoe· trê~vezes o 
valor da rugosidade média das superfici.es. Nesse caso; cunía:Jfatéel.w.srgnidcatiY:a dá·t.larga 
aplioada 3t1Ja no OOJ\taáO OJW~ Q$cSaliêncJas1 sendo O fe!l~e telacioll!Rlô :q; p~e$io'Verificada 
no filme de 1\lhrificante existentó próXimo- a es~ãS···!la~i!noias,.se o [ti.btífiéanle"r &escolhido 
oouetamente, e:le fom~ará nas ·s\lper:fícies~ i:i:níssimas peJfeul$ aderen~~c;;anfada fn,tíite),-qoe 
apesa·r da reduzida espeSSú~a, pG"d(m prêvtnit o i'.<>.l1tâC~'I'(l~táUco'direw. NOS'~~~ ·9S.l'Utnes 
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do ttlativamenú= ~c ess~ situaçlo podo ser lll'l;llisada coma wn ~ m,OÇljfj<:ado ~ 
i'i1m6 6no~ .Ent#ranto, nos picos, tom.a-se ~o analisar os mitos fi'sl~c:oS .qUe 
conduurn ao sUJgjmento da -pc:t1cula. fazendo com que a~ise so reai~Q)fllQ ~ tep~·éro 
camada llqti11:1. Os coeficientes de atrlto podem variar de valores abaixo do .O,OS (regím~ dó 
filme eapesso) a válotes acima de 0.4 (tegime de camada i1mH.e). 

-..::::---- ""':;:::::.. L '=----
~JlWjM 

a 

c d 

P- Fio L - Lubrificante F- Fieira 

Fig. 1 R.~ dóaRgbnea éll 1~ .m ptOCaUOa daconfo~o (Whon, 117'1!) 

O -estabcledme-nto de wn ou mAia re-glme_s élo lubrifl~ durante~ p~_s$0 de ~fi~~9t ~~ 
relacionado a fatores oomo a vc10Cidado do :pxoacsao, a viscosidade do lubdfipant6 c a forç_a aphca~ 
n~ SPperftcies. A Fig. 2 obtida de Rers"y e B~lton (l990) &Jn:esenta a ~laçio. aa reslstêl)çi:" ao 
cJstt:lhamonto da lnterfaee de contacto, reW"t~ntada POf um CQeficie'.nte ele atrtto, devid<) ao a\Ullento do 
parâmetro S (velocidade :x viscosidad~!orc;a ). Réprese,nfa a (lils:$.âgtm dOll. dl~~rsos ~es~ Qitná'da 
limJte, para pequell05 va10res-4o S; mf!to. p.an va101es de< S um poueq ~ioretl hldrodU1âhtú;.a..p.ata 
valores de s aéinia de um pentó ct(lica 

A baixas velocidades, a qu~c;iade da lubúCimmte carreada para a re~Jo de cont~tetD:6 l}l:fiiÍii1à, 
somente a1gU1JlliS poucas camadas ata:micas de lub:tific~.ntudetem às superfí~ Qmt~rizandoco 
l'Cgimc de camada Hmite; a possibHidádó de contacto meWhlo é gran~ bom como o ooeficiente dc
attíto. 

Com o aumento da vetocidade, ustmtlndo que • V'lscosidade c força pennan.eçam constantes, uma 
maior quantidade de lUbrificante 6 mmda à tegtiio de coli'taôto, preenc,hendo QJ va1"' separa$$ por 
passagens estrellas entre picos. Com o decorrer do prooesso, mals é mais Jubriiicante é traZido pata os. 
vaJe$ at6 que se e~tabeleoe um regime mlstó. As camadas de mm~ l-ubrificante ·são ·oóod:nu:a.roeme. 
supridas pelo lubrificante existente nos vales. 

O valot.crlttco.de S, onde ocorre a passagem para um regime hidrodil!âmiC01 tepreseota a:pre~~ 
de um filme conttnoo erure as snp~rfTclc:s. A e-xislência desse filme 6 possEvcl graças- à defatrna~G 
provocada nos piCO$, ([\te &o tomã~IO$ ütllis pJa:nos tll't com que '!1 Jutmtloante é'Xistento·il:o! valei! ~ja 
distribuído ao lonao das-superffses, separando-as ·rotalmente.. 

A queda do çoo:flclçmo do atrito é faeilmenro oxp:Ticada pelaÇNscentt sep~ao dãs supe:rft'die.s. 

Já o aumellto do eoéftcienle ap6s «tl-!'lfiHe o tegime htcttodlnAmtco, p~dc se:r explicado 
observlmdfHe a quantid4de de lubrificante prese:nrc entre BS supemcl~ &em como a presSão a·<p!ê 
ts:tàllt -SUbmetido o filme. O aumento de ve-locidade ac:ut:eta uma malot quanUda® .ele l11brifi~ 
caneada para a região de eonttci.O. a e~pe_$sura do filme tende a cteseer pot~lli. tam~m a p~ão 
ttuante sobre o filme ~ ele\(a, o que~~ge u:m•mmor ~nsão ,para promqver .o.ç:is-alhruneoto·®iilme ç. 
consequentemente, ocorre um aumento do oootl.olcntq de :atrito (Btr1tpn.1c>oo). 



RegimeS: 

1 1 - Camada limite. 

2- Misto. 

3- Hidrodinâmico. 

v - velocidade 11 - viscosidade F - força na interfa:oo 

Relraa 

A femmenta <le irefilar 6 conslíW:Ida de regi&s dlstintas ao Jongo do fUro intacno. como pode ser 
visto M Fl& 3. 

Núdeo 

2· a. - ÂngUl9 d() C{}l\b de ~áQ~O 

2 p - Âugulo do oone de 'satdâ 

2 -r - Ângulo do cone de eritrada 

He; - Cilindro de cmlihtaçãu. 

Carcaça 

Flst• :s R•JII'Uent~lo do• qJ,Ilot cto• c:o:nn (B,.IClinJ, ~t) •da ·~• ctllmetl'ó. do Clllnilro dé càllb~ 

o corte ~.entrada tem ·a tinaUdado de 81Jiat o fio ~m ou:~ão ao cone do.traba1~ ·c.pet"'i1it que o 
lubrificante acompanhe o fio e <:ootribua pa,.. a redução do-atrito cntcc 8ll~cieJ dojjo'C«<<o cone 
de ltaba:l bo. 

No C()• de lrabatho OCQfte G r•d\l~t-Q{'Ido, potfa.Ato. a ~gíáo 9Ddc t.,~~·(io !!I esf'Qfço de 
~~ onde o a.trito devo &er ntfnhmzado fiàtt.te:duztr, também ao mflrfmo.: o de$ga$te lia~. 

No cilindro de talibtáÇãO, ocono o ~to ·ckniiime.tro ao fiOi· É objclb t~e>:coóttoJ.s o comprimtl'lto, 
ou m~lho:r, a. alturá d~ cilindro, ~O'fS/ ·qúando-.~ssJ: ~t(mr 6 .pcljuc~ :Íaéllita as óperaçõ'eS"'tte 
reftffcaçio dnfietras gastas-pua obten~ 4c uma 'fie ira <d~ diimtfr!l-'1inal maJPt. (l ®® dd.sai'dlf4tvc 
proporcionar urtía safcfa lívre óo-fio se,m.cà\isar dan~ mls ~upentcles,Jip 1iêíJltt~;éf9 fio. 



A f'leira é fat>rl;ar:la com materiAis 4o extrenln~si&l4ncla 110 4esgn$e, ·empr.egando-:se e»mQill~nfe 
metal.dur.o (carbollelo d~ ·tt~ngst~niq). diamante .(náturál oupoli'~:sta1foo) ó 'támbém -AJgpn~ {!Weja~. 
ccrtmicos (&cido de zkaWo, c:al'boneto.mtrcto de ti't!nio, etc). 

Qualqper que seja o materlaf usado na fabr~ ~ ~ntas pua rtro6ta:çáo;.&i~ e~i"J3$ ~ 
seguinte& çaracted$Ji<:áS ('Bxesclani:, 1~ rpctu:rltlr-a ~.de' gtandà: (~Wlnttdade ~ ffoS ~m ·'qUt 
ocom 1I1D .dm;gaste acontp.adp da ficlrB; pemúfu .. tte.fiJa~o. a aHan~dades pam produdr ele,~~ 
quantidades por unidade de tempo; pel'mltir ·a adtrçlo de,.éiC'Iadas:· tedU~:es:d~ .se:col&~ fCO'n:fe:tft 
calibração eonsta:nte do diâmetro do 60.; ~ tOtt&a '({cfa,~ f~IJlêl!~ ~IJl n~eesstdadê ~ ~~ 
da máqu{na de tle'nlar ~controle de <IJ:mc~ttsub$tt~.da femmenta; pémn.tdt 'obt~~>:ifw 
supcrffdo do fio Hso e brilhante. datalitD longo perfodô de usó. 

Ânga.-lo de Trabàlho (2«) 

Bonze.J (1935) afirma (file uma hibriiiçação iéléal ou u:Olli ~DÇa ade~da no 'naulo ~á 'W!ª
podc diminuir o e-feito de reduçio da tenslo de compressfo oo 6o l .medida que se apnuinul da saída 
da fenamenta. 

'Jàrnbém most:ra qve a associaçãO de um lbgu16 4timo1 .qt:Je ·i: o ln,guJo.lde1\l para il mfritiilli 'tcirfà.dé 
trefUação, com uni r~:ml) étimo. dQ lubrlfícJIÇPo-~to a, obten_~p de altjJ.IJuaHdàçltt.!;pjleffiqi_nJ do'fio 
trefllado e menor de:stasto da &ira. 

Rowe (196S)411lnmt que um regitne 6dnm ckt l~·é mais facilmente ·obtido ttxav6'~11o nso 
de pequeno ingulo de b'aball1o e uma grt.nde ve~. 

O lngulo de trabalho (Z«) depende <le d:o.isfà10rcs p-umpals{Kóncr. 1992); do tipo·c:Je màwdãl a 
ser trofila®; da porOQntagem de re.<lução lfá Sccqão trattmrsa:l . 

.Fraseio (19?0) afinna que o mêlllot &$lema ~ s:e delepninar aperimenfa!mel'ltc-·o Angulo cMimo 
de trtballl.o é .atravts do eontrole da variação da '~O de~ em função dít'vàrlãçio·® eóne <ICJ 
trabalho. fixando outros parilnertos como: q:u.alld.a.de orugQSidade da ficlra utitizada, 4UJD.etro·l) 
qna:lldade do fio, tipo do tubritk.ante e velocidade·de ttefilaçAo.. 

O mttodo do llmlte superior de AvftzuJ (1983) 6 o que meJbo'res r~ultados~tem apl~éoiadó no
cálculo do ângulo de: uabàlhO (2a:). 'Esso m6todo coasrdel'a o ttabatho1edl1i'ldante, ~ tre.baJho dc-«IJfic,ye 
o trabalho de defonnaçllo bomos&nea. ' 

O método baseia.-se no teorema do Umltc supcrlo1f o qual afirma que, quando um COfJ?O ~ o 
l:taba1 bo das forças externas 6 1J!ê:o:or ou ig\laJ aó uabalbo das torg.u 11$$0cladu -a q-Ullq~.r c$1npÇ de 
velaé:icbtd~ clnemalic.ámenn~ admlstfveJ no corpo sob d~ormaÇã:o. 

A cxprossão (1) apresenta a equaçlio do método do limlte s,upe;Jot dtsenv_olvldo Vot A.V'It;ur. 

0

-
11

- b 1-~ln Ro.,. 7.
2 (--a-cota) +2p((cota) [1 -.-~-b -lo~ll~+-~) 

Ollf Oo 'Rr 43 se~o ~ R;j 'Rt R.r 
- .. _____ ..;__ __ ...;..__-:H:-:-o.- --------fl)' 
Oo 1+2 ... -

,,..Rt 

oode.í o.t- tensão de lldil~ R.Q ~ l'll9 hUáel; 0 0 • ttnsio dei i:SCOO:IDCD'tó efe!iva; li,-ttlo-tUUít; 
Oxb • tensão fronta.h 1.1. • coeficiente de 'lltrito; Q. ~ seml..An,auJo de trafralbo; Hc. OOJI'Iprlm.ento'-da região 
clHndrica de 03libra~o. 

CUfndro de Callbraçio (Hc) 

&ta região tem como finaHdadc obter o dlãm.etro exato-dG malerial ttcfiJ:ado que ~fl.nê·ii~ ~Iiii 
ou~omprimento. 
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A regtão clJ!ndtica áe'Q3libração gercatmente "dividida em ·l.t& <litlsses (Eder, '1!981)~ pequeno • 
quando ttm do O a 20% do diâmetro; médio- de ZOa 30% dó 'diAmtttó; lóQgo- qpalldoie:'m.<le 30·a 
s~ õo cli!metro• 

lirascio (1970) afirma. qlle o cilindro de allbtaçio. :não basta &et ento e Uso .comn o C!Olle de 
tmbalho, mas que seu annprlmcnto ·deve .ser proporcional ao dllmctto -c à v:dUçiO d'e 'SCCÇio·t 6ét 
cfetuada. Se for lon_go pode ocasionar ntn.a ~6ncia13.o movime1t1o.(fo mat~al tntl>"B,Jhado e -s:C·for 
ourto podo determinar lim:.alatgamonto píelila:lúlo ao cfl1ndt~. 

Eder (l981)a1lnna que mtttetlids de ~ailra tesis~ncla -mectniêa M~tam de '2« J!Wores ~e 
materiais de âlla ~Sisl!nclà, embora teooríheÇà a ~Jiâa &:eioeçéics a ésta ~ga.' · 

Segundo Keeblez (1990). para prevenir o r4pido del4gaste da (emu:aenta. aCÍ!Jll das medidas 
tolenveis, o 01)1tJ(11lmento do cilindro de ca1:ibração deve .ser-de 3S a. SO% do diâmetro .final . 

.Bm relaçlio à região clUodrlaa de caJi\>nçiq, MaxweU (1991) faz as 11eguintés àfimtaÇôe:S! C? 
comptirnento deve se.t entre 35 a 50% do di"âmetto final; o ~monto superficial· deve jicr elevado; a 
regUlo de câlibtaÇIG êleve'ser pan\le'la em todO o sell comprimento. 

Tremação do Aço lnoxldAveJ Austerritlco ~a,rr aD4 

O aço itJQ)cldá!q&l austcnfliao ABNT 304 ápresen_ta1lí:rit elevada plas\icidad~ o qull peunile sua 
deformação a frio até valores do ·92% do reduqão da ICQÇAo trallSVersal ~ntre r~:timcmtos. 

O material de p:aitkla 6 o ftOo>m4quioa m:ozido o decapaoo eõm dllm1:1to na tãiD de 5$ a 7.94 
mm c. teSist!ncia 8 tração na ratn de 620. ns MPa. 

A uefil'tÇão do aço ABlfl' 3<M normalmente ocom nas yeJQC:lda®$ (Sandvik,1983): ~ção a 
seco- 3 a 5 m/s; lt(ltllação dmida ·1 a 1 rn/s. 

Num ~que.liO númçtOdc. emp.resa$ a trefilagío ·por ~l&.útnida .chogaa OOlJieta wu veloclçl:ade de 
a!ó 6 mls pua fios com d~ na .taixa. de' o,4bnun. 

É oomvm.o uso de fieims de éarbooetode ~nio na:.tMfilaçlo 1 ~c dó fle:itas de (fia'lflánlc 
oa 1refilaçâo úmida. 

As:iu4ústrias·t~~il~~s (le tr~a~âo~ aço (Qolddável .t~m_oOJllG padrão.fíelras com tn_gulo de 
lMbalbo (2a).do 16 a 16°-e çiHn.Uo dé.çaliluaçiio variando ·entro.p~~;:no ~médiOa di~rentc do 
m:omeodado peia OOSttel Wue Halidbóok"' (\'LA..197S) qllc indieã.2Q.igpala: :I8b e. Hc-901'0-30' lfSO% 
do dilmetJD &.l p.JOduto. 

O acame do !IÇO .inoxidável ABNT 304 efilá dispoolvel no m~roado com os k&!Jintc$ áeabàmeA~QS: 
dcoapado; revestido oom capa ~tállcat trefilado; polido. 

·O aço ABNT '304 não possui nenltUJl)a oanct~tfstlca espeejal no se-u processo de :trefil:ação. 
podendo ser trefilado como os outros> arame!! da famÍlia 300. 

Procedimento Experimental 

O procerlimento t»eperim.eAud constQ\1 de ~s etapas: 
- ensaios cmn a cnatétla,.primat os fios a serem. ttefJJado~fonun suhrnetidas.a ensaios de- tni'Çâo; 
- ensaios de trcfllação:: nesta eupa ('oi .avaUada a influ!ocia de ~da ficJ:ra oom "~metria 

especffica c v~dade dO$lulmJ'iC$,1J~ ~doo\ c 
- ensaios com os produlós~ ós fi.os tt:efilad'OS foram livallados quanto< ao aspeéto v.i.MJ c 

resllitêntta ii tr.açio. 

A seguir faz-se a descrição dos ensaios de ttcfllação. 

Er\salos de Treffla9lo 

·-os ensafc:iS éle 'ltefilaçãó &ram ·tei~:Qados em uinã ttdiladc;ra :montada.'e rt•fada no l..tbótiat6do 
de Confonnaçiio do Departamento& Engenharia de 'Materl~ da FBM- Unicamp. 



A tmiladon utltiza.da.' uma mtqtrlna 4e çab)'esta1\t<).(in1C.l), .ve{EI.Cidadc ~ri~ e,qa,I~(e, fleít~ 
·adaptada pata pel'tllitir.a m.~tfiÇâ0 do CllfP~~~ ®~fil'~5o,.como;.pxle ~r V\SlCl na .fig. 4. 

A seqil!neia d'o tte!Uaçio tetn. ihíaio na fl.uçã'o de IDD-carreté't pfllUco ABNT· l6(h:onte:n.<Jo: 
aproximadamente S kg do .8.\iO' immdive1 ~m tttn desenrolador horltot;tfaJ que tra'balba sobre c:to.b 
rota:metúQs. O & p11$Sa na seqaenda por dot.s tensimwlon;s ali.nba:dos. Bs:IEs tcnsionadores tem amm. 
funçio C'Vitar ttnc C${orços con~O$ ao esfbr~ do lt~o~ ocá$ionados.peto (lesenrol:.uneJ;Llo, 
influenciem no.:Sktema de medição do:c:sforço de tmiita.Ção. 

Na seqUência, o '6o CJÚtll. .na caixa de ftetia.Qrulç encontrll o óleo !llbii'fmante e â.fickàde' tt~.o. 
A Bem toblltn:onto ftnerta em Qleo 6 apoiada $Qbfe uro 6\lpOflti:lesJttantc. q~ por sua vez t~c6mo 
guia a tampa da caixa de :fioira. O supQrto de fieftt deslf%ai.ltt~ tem com~o'bstâculo 8.'1imina..onde se 
tnelO.Iltram ·OS exte.nsOmctrQs eJ6trloos. 

Pim~lmente, na salda da caixa de fieitt tçm-se a cabr~~tc. que tmcrona o. fia forçando. a '$.1l&· 

passagem pela ficdra , O cabresta:nte ~ movido po.t um motot de comnto ·oonlhrua do t8.'4-\W e 3000 
rpm de velocidade angular máx.iJna. • • 

Fig." ~moiJQ.ble# 
A velocidade de trc1ilação vntou de{) a 14,6 m/~ sem:le oontrofada·por om 'laCÔmétro dlgjta1. 
Para a med:içlio dá força de trefilllçlo ~u-se um: dl~fflvõ com;eostó' óé''Uínà 1T~~ qirc ~ 

flexion...-da dúrantc o ptOCC$SO' NestJ JAmlllatstiio chladm dois Wéns&netroseT~rriCéS·tm mét&~ 
de Whutstone. 

Este dispositivo enconlra-se <x>nectado i uni alllf!liflcadot ~ Si~lll P~s, utrl' m1lt:vof~ctr9 
digi~l e um re.gistra®r Pfic:q. 

A calibração c:b dt$QsHlvo de> rnedl.çh tb1 :real.ln~ \ltillm:~do--so.pcsos..CQm vàlores:conh~eídos:tf 
a leitura -dos resul~ feita amwés do milivoltímetro. 

Aav6s de rtgrQSlQ tmcar pelo m6to<IO dos~ -quadtados ob~9C·~~ ~guin~ rcltlpd. élê. ' 
força (N) versus volliattfi (mV); 

P • 0,688 'lt V com o ~fietentc de CQrre~ 'Ri • 0,998 
O conjunto de fieJras a .ser :util~ado llO$ e:osajQS foi dc11ni.do.at.:rav6s do mét~do do ltm:lte &DBcrri.~r 

desenvolvido por AvitzuT (1983~ optaMo--= p~r 11.m medlclorna .flúx~ de fotça de O ·147 N e.por 
f:ie.itosc:om ânguJo de> tJab.alhó (7.a) de 10, 14 e 18,0. 

EsSC$ lngulos.do fidra, reprc:scntam osJngub·6:timQs -ôbtidos dctlnindo:-se vaJ~. P)ttil p.~-H~ 
manicndo·se coDSla.ntc:s Do, Of e <10• 



•fãtam prc:PáfadasúGVO fichas-(lill. ~ dO' mctài dure) dó lljpo Bl41. 1$5, JlúVe fieit-as tfnham em 
l;m~ II'S d~6e~ Do • fl~ mm j Ot • '0.45 mm; 2Jl' • 60-q , No I'HU.Uto~ élúfa fi~llta 
~vresentava ,wna.··~m~ttla parlicuJu c9m ingv.Jo d& ti'ab~o (2«) ~ c'ill;o.d,ro ® eatib:ta9lo (Ro) 
·c::p~ea 'làbéla.).. 

'lllbebl1 ~~-iJetra 

Fléinl 2á(9) B.ciDf(CJf,) Flefta. 2a(D) Hc1Dt{(6) Flma 2af) &IDf(") 
1(to20) 10 20 4(1.420} 1" 20 7(1-820) 18 20 

2(1D35) 10 as 5{1435) 14 (3$ 8(1aâS~ 'f8 as 
3(1050) 10 50 6(14SO} 14 5G 9'('1850} 18 50 

O controle 'da aeomotrJa de tQda5 as lklras· fQi.ftito.attã\1~ do-um çmlho pe:tfilqgrálioo. Taylor· 
Hobson . 

U,mo 1lio existe no ~ um lubrifiea:ntc eom círaocel'fsticaS espcctacas :pua ~fiJaçio do • 
mondãvel, opto!He pa' um óleo~ de DWI1cr um mvel do viscosidade suticlentc para lmmar lJDl& 

peUCNla es~vet nas condlçOcs pre:vJstu para o :pr~~SS$ <to trelilação~ conforme indlça9Ao do 
fabricante. 

CoUIO Jub.rificàotó, foram udllzados dois óleos da elasse MIF (mbra, 190). Os tubti:fican:tes da 
classe MJF são lubrificantes li base õe 61e(ISYegelais-e minenti:s camb"mados cô:m oloridtinas de alto 
peso mol«~vla:r, ®nteltélo aditivos para, ~~s e~a:s. As viSCQsldades desses 6leos. foram 
av.alladas pelo fabricante através -de l,UJJ viscDsfmc1ro BrookFicld ~ osmsultados estão na 'lllbcla 2. 

Óleo Vi$cosidadê a ·Denskfa& ã 
250C (Ns/m2) 25-~(g,lmiJ 

WF2 i ,á 1pg3 

MJF5 3,1 1,084 

Resultados Obtrdo$ nos En$81os de Trefllaçio e Discussões 

Os ensaios de trdUaÇ{io fOram divi:dtdós cm ttis conJuntos. 
No prime:iJ'o oonjlinto de eusaios'"!al ut:llizedo o lUbrificante de balu vtsco~dade M1F 2.. com 

flelras de ângulo de 1rabalho (20.) ~ 1~0 • 
.Esses~ túlhJ.ru oorooo\lj~~vo ve'dticar • :fn~ do comp~4UQ da região çil:fiJddc;a .de 

CállbtaÇi() sobtc o ~ de ~fi'lação a vitia11't'eloclcfa&:s. 

A ficita rr6mcto 1 ( 1820) .-ptcSenta vma. ~ de 48,16 N a 3.1 m/s c uma qveda grtd,ual da f~ 
at-6 .a vélootela!Je ~ 14.1 m/S, odde a~ \l mclhot cxmdfçãa do 11àbàlho Cólll.!Jma qaA4à do 5;1.tfo da 
força .de tretilaçãG em td11Çio & \lewaldacté mais *alxa. A ne1ra n:.iímem 9 {1.850) a'pié~"!ltá ltmá.!w:ça 
Inicial maior mas, tem sun condição idçal de trtbàfbo a10.6 m/~ onde teto-~ uibit·qítC:dã ae '7.(;'% da 
força-do trefilação em TClaçfo I v,el~idade mãtsba1xa. Attavts 1da otirvi'âjustàdítl?OlinoD!iàlmentc 
veri(ica-se.que .a fidra :n1Ítn:tl0 8 é a que epte~la m.ethot~ ·réSilltadoS"<»:m fltÇtlQl'§' fol'ÇA$ de 
ttdflaçlo. m~ é <lQnstitJúda poT um !ngvlo ~ ttabltlhb dc;.liflQ e QIJia mglto ~JlÕidricá de caHb.taçlb 
(Hc) lpal a 35~ de Dt A fleira númc:ro ~ apn:senla um cfeclinjo .de ÍOfW. '8 rpadfr ,da nl<X4~.dc 
S,4 mJr;., chegando a atinp condições !dcàis ~ \ltJ)à \'Çiociéla® de 1\.l m/$. A ptttlr dessa velociaadc, 
tcm...sc um aumento da folÇil ~ lrefilação. A Utl m/s. tem-se uma que!la de 6;89fí da forÇB:, qwmdo 
comparado à veloci'dac:fcnle 5,4 m/s. ' 

t'ie:s.te pTimAlro eóoju.Mo de ensaios foi possFveJ ;v.erlt'Icar a lm~ortl!I~ia da \!~l:zaÇã,o tlo, 
comprimento ooneto di reg;ão ollfndrica de :calibração, 'fsto fica llftldO se cOn'lpantdas a&·trêSfle1ra.n 
uma 'IIClooidade·do .14,2 m/t, 6fide.-se. \frofica uma-queda~~ ló$9&"na :for.ça, dé tt.dJlqâo. qultl\do 
uti Iluda uma regíio eiJinddca dé calibtaqlo de 351J1. 



li'rocu.rou..se na 11CV:fR:o bíbliogtiátlca e2(.t>licaç6es p;u:a o cbmpo~tamé1J,to~ re~ terrtio$ d~ ~~~a, 
apresentad() pelas fiei:ru ..rtúmetõ '1 e 9, em f~lação: ti ttcJre. n~m~_r.o;s. PeJa ~q:uaçâ()la~ Avf~ .M·'fó. 
devem aumentar: à medida que .He alll'llenta, mante.ndo.:SC: os dêmai:t'PMâme-ttos~ 2'Clt!lubtméã~ 
e out:ros c:onsfan~e&. No entanto nos CNJios C®t Hetiguala35% de Df (fieita rnús:ncto a)"' verifíCiiJ'$~ 
VBlar:es de força menores. que as encontradas nas. outras duas fie.iras. Nos ensaios com tio lgüJtl á '20~ 
observou~se wn QOmpottamento i.rtsUvol da '!orça. de ttefil~çao, oom exp.-essiva inil:u;a;tt~ ~~ 
elementos ·externas como es to.osionadores. As fQ.rças para He IgUal aSO% apr~sentatlUJl.-SC'i·~ev.adii 
devido ao comprimento excessivo d'a r~gJão éilbH.Il'icfl de oaJibraçlio e eonsequ:en'te aumentb·da. 
rcsiStbcJa peJo atrito. 

Isco demonstra que a equaçio de Avitzuí não 6 -ad,equad'a em coo:di'Ç6es de trefilaçio ª ~. 
vc:Joddades, como as utilizadas neste tubaJ:ho. 

No ~gundo o.onjunto de ensaios foi utllttado o lubrlfiCallte de baixa viscosidade M.Jft l OOlJl fleltas. 
de ângulo de ttabalbo (2a) de 10°, 14° e 18° e lfc.lgu1tl a 35% de Df. Esses e.n~alos tinham como 
obj~tivo verificar a lnfluSnoia do Dllpl'o de tta'balh.o (Zc) sobre o ~ço de trefllirçio a vátiaa
vt:lccidades. 

A fie ira número l (1005) ap~scmta uma quedá dá força de. ~fllaç~ igwt a 4;84 n ~ ~ 
ttelocldade de 5,8 a 14,3 rnla. devido 'IJO. eauelUllento de maior quanti<lade ~ tubrificante_plml a re.gi~o 
de contato, aumentando a camada de fUme lúbriflcante. Acima de. 1'4 m/s a fieira núm:cro S ([I:ISS~é";a. 
que .melhor resuttado ap~nta. com uma queda da força de 2;1~-cm mlaçAo à fielra número 8 ~!9~~% 
em relação à fiei.ra de númCTo 2. 

Neste segando ooll,}.unto de ensaios fica claro que para peque110• lqul~-Qe trabalho predomina o 
deito do atrito ~tando um elevado vaJor par.a o esforço de tte:filaçio. À medida que o ingulo dó 
trabalho aumenta, o efeito do atrito dhninu:l, de tal fo10l:a que apesar d~? aumento do tr~J:~J!o 
redundante, exJste uma redução ·slgnl1lcativa do csfbrço ~ tteftlaçlio. A~,'Di disso~ tem-s.e a exfstetldlll 
de um &ngtllo ~q:umo cntte á frullülbntã e o 6o l'&!lodãd.o à grandé veloéidade telat.iva, que f!vot~ 
a formação c:fe um filme espesso contfmso de óleo lubrlfi~ como a:ptesen:tado por Rowe-(UUIS). 
lato fica claro qum"Cio se observa o comportamento das fleitas d~ ll1i:mw~ 5 e 8, prhlcipalme.ntõ a, 
velooi dades á1lilila do J4 tn/s.. 

O terceiro conjunto de ensaios tC"ve por objetivo analisar a influênofa ela viscoJ:Içfadc- do ~~o. 
lubrlficante em· altas veloddades e diferentes ângulos dct trabalho. () lu.brlfiQanre .utilizado :Coi o 6teo 
M1F S, que posstd vlseosldadé rnalo.r que o 6Jeo .MJ.F 2 ullliz:ado nos dois ,primeiros: conjuntos®· 
ensaios. 

Nesta etapa urllizoo-sc 2a iguala 10«>, 14° «> 1SO & fiiou-.seBcem 35'91 dó Df.; .,.ta melllot tna!'is3r 
al:nfl.uênpia do óleo JubrlfiC8llte sabre o esforço de trefilaçio. O comp.ortam.ento das trts·f1elras teve 
umà melhora slgn1fic.ativa com a utilização do 6leo M~S . A fiel ta número 2 (10~5) nováale)ltll 
apresenta maiotes força"S de tre1UaÇ6n:, rl'1aS' apresentou 1lm.â queda ~ 110,g% em compata~o a.o~ 
resultados obti.dos com o óleo M1F 2 a vol.oci.dade.s acima de 14 m/S. No cotrtpQrtam~nto c!a fleitll 
rtúmero 2' prédomina o efefto do atritO 1 baixas velOcidades. A. abas veíQclda,(le.$ o ltfl.tq ~" 
devido ao carreatnento de maior Voil.llne de óleo túbri6<1Jm~ e oonseqücnle fonn'~Qio do ~mJ1lm'e.· 
espesso. A fieira número 8 também tem um melhot compo!'timento na tro.filaçáo OóltÍ o 6leo WtfS ij<f 
quo com o óleo MlF 2. Ela apresenla uma queda dQ esfol'ÇO de t~fila~o uniforme e grad\lal ~!ll· iolk!. 
85 fuhttS de veló<lidáde, átlngtndo I3.S% a velocidade& aCima dê t4 m/a éí'O'l'c{ação aos··ensatoS·COUl> 
velocidades mais baixas. 

Bmbora nos ens1los. com o óleo lubrificante MJP 2a1ieira número S tenfra apresentadO ~.J'Q 
esforços de trefllação apenas em velocldadÇ$ adma de 14 m/s. Qesta terceir.a etapa ~á tem uma ~~eõa 
ru:túfoMJle e gradual da força em todas as taius ~e veloeldades. 

Com o objetl.vo <le .melhor vlsuatizar os :resultados obtidos, agrupou-se n.a Jtig. S os melhór'es 
multados. Nesta figura verlfica-sc CJUD! 

• o melhor ólc:o lúbrHicante ~o MWS, pois 6 o que melhor compoitaménlQ àpr$DIOu em'WcJi>$ 
e-11$-'os do tre:fih:çãoj mantendo 11iscoslda<l~ ad~qu~ 110ll' d~v-orsos..nf~1nic tJreisa"G e 
te.mperaturá atmgldos néss-es o.nsaios, e 
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a melhor geometria é a da fieira número 5. E a que melhor associa pequeno §ngulo de trabalho 
com altas velocidades a um comprimento de rrgião cilíndrica de calibração mais estável. E 
também apresenta vida mais longa na operação de recuperação para diâmetros maiores. 

F o rç a x V e lo ç ld a d • d e T r a f lia ç I o 
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V o lo c id o d • ( m /o) 

Flg. 5 Melhorea r .. uttadoa obtidos para força varaua valoçldade de trelllaçio 

Com os resultados experimentais de força de trefilação e a expressão {2) para cálculo do 
coeficiente de atrito (tA-) extraída do método do limite superior de Avitzur, foram calculados 
coeficientes de alrito para os diversos ensaios efetuados. 

(
oxb Ro 2 ( a )) o 0 -+21n- + - ---cota -Oxr 
oo Rr J3 sen2a 

(2) 

((H c ) ( [ [ Oxb Ro] Ro) H c)) 
2 Rroxr- oo (cota) 1-~-lnRr lnRr +Rr 

Para que se possa melhor analisar os resultados dessas simulações, foram feilos ajustes polinomiais 
de segundo grau que são apresentados junto aos valores dos coeficientes de atrito obtidos. 

Da análise das Figs. 6 a 9 verifica-se a queda do coeficiente de atrito com o aumento da velocidade 
de trefilação, com exceção das fieiras de número 8 e 9. Ambas com 2a igual a 18° (Fig. 7). 
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So'bt~ os valores dé COC!fieio.Jitcs de atrltcr obtidos por !Simul-a~o e obselV'andó::.s~a curYll 4J" 
Stribeek (Fig. 4) e a análise dos telim~ de lubtirleação segun.élç Wi,J'sQn (1979), ~ es'ftrnllf ~; 

os fieiras número 2, 7, 8 e 9 na ,tieíUa~o oo·m MJF 2 apl'esentaram coeficie11téB de'''iitiJlo 
carncterfslicos do regime de camada limite em balxas v~locidades passand9 pru;a regtu'lé.lliistq 
em altas velocidades; 

a fie ira. número S .na trcfitação CQm MIP Z apn:sc~tou ~ficíentes de a!PtQ ~regime gdsto em 
todas as veloddades c:nsafadas; 

as .fl:eints números 2 e 8 na trefilação com MlF $-apresentaram ooeficíentes de mito l1ê re.ghne 
misto em báiJdiS vccJocldades pass3.11dopUta regime bidtodlnlmico em altas velocida(!e$, e 

a fleira número S nn tréfHação çom M1F S aptcsentou coeficientes do regime hld.ratlbltmlco 
em todas as velooidades ensaiadas. 
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Ag. 7 coencttm~ de .trtto x wloeklllde com 61eo MJF 2 • fletn ~ • 

Os ensatos com~ !ubrifi~nte M1F 2 a~n:tam·va1ores de ~íloientc de atri to na lain de O,~, 
0,07 que, scgJJndo Wilson (1979)1 é .uJllíi·con4JçA~ de ~e de l:ubdilâa~o mi.s~. 

Os tDSIIies eom o ~UbrifJOánte MJF 5 apJCsmtanm valores d.e coofililiente·,~atrirom, faixtJ dó.0~,-7 
a o,os. que 6 W)l$ con.dlção c:J~ rt~gi:m~ ck-ll.\bl'iti~çio V!lrià11do de lubrifi~ J!l~ia a ~utlriltca9io
hidrodinlmica, se:gunoo Wllsóli (l979). 



'fànJl;l'~m-·.o lobrl:fiea.o:te MJF· ~ eellio com o MIF 5, à.> lrel:ra.njÍmeto·j ·ápri}Séfiíou. ocmÇlbor 
fl~~eJI!.penho., atipsJndo valotes•.dê <)(lt}U(:ie~te de 11trito típieo~e· regime de Jilrne espesso,·Begundo-
Wil~~- . 
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-- Nomenclatura 

P = Força (N) 

Hc = Altura do cilindro de 
caiibraçâo (m) 

Ro = Raio inicial (m) 
Do = Diâmetro intelal (m) 
Rf i= Ralo final (qt} 

Df =< Diâmetro final (m) 
S .. P'atâmétrn ·de Stlibeck 

(rn-1} 

v "' \félocldade (mJs) 

V = DiferEm·ça-oo potencial 
M 

a .. Semi-ãngulo do conQ de 
tfabalhe (rd). 

p = Séml~âí:lglilo áo tQoa dé 
.s.altla (rQ) 

t] "' · \liscósi'dade dlnâr;nlca 
(Nsm.2) 

1.1- = Coeflclénte de atrito 
(adim~ 

1: = Seml-Angulo do cone de· 
entrada (rd) 

a
0 

= Tensão d& es~oamento 
efetiva (fv\Pa). 

c;r11b ~ tél)sãntronta.l (MPa) 

od "' Tênsã'ó 'de'ttefilaÇão 
('MP a} 



Atnv4do$.:resultadas41Uimul~ve.Rfi~..,se:qw.para as oondi~ em que. fomm e!~dóS 
este trabalho. o mc'lhot hJ'brlfi-Cllltc 6 o que possul ·a n'JaiGr vi.Soosfdade. Isto 6, o 'õJéo !11b'lifiea'ntê 
MJFS . 

Os m4Jl!)W ~ficJéntes dé tttti:to foram atcAnQadoS. pe~ ficira mm o ângulo & .ttabalhô (i«}tiuill 
a 14° e eompdmeo.IP do .clll:ncko 4e t:alibraÇPo igual a :U~ do dilmc;tro final (D:firtmno pé,!lt-$,C 
observar :na Fi,a. 8, onde o Jjustc polinomiaJ aprescnla· um çam~ defaendentç o. o coe:ficiêll~ 
de á1rito têm valores n:duzidos (O,OS: a 0,07) em todas as moot&des. A quetra c» éóieficfenf6 dc • .-rncu 
at6 qiores da orocm de 0,05 6 expJioada pelo aumento da v~f()cid;u:ie e COJ)$Cqii~;nte: aumooto do 
carrearnt_nto de óleo lubrifictmte, pata a região & ~fõi'mação ~t6 atinglt•sc o Ttghn~ 4~ l:tihtíü.eaçlb 
hidl'Qdjntmiça, 

Confamte se abscnv.a na curva de. Stribeck (P.lg. Z) ·ClÓ!ItQ um~ v,eloci·Ciade limite ·a p.a:ttir·d!l qu,aJ :o 
coeficiente de atrito começa novamente a àtttnent.~r-. &$0 Umlte não pode &cJ obser.vaiío...tUt tai.u. ct«t 
velocieladO cm que foram efctuados os ellsal:os. l'au isso sena pteciso.atlmeíltar a vetoçicfadc; 1) c;jue 
não foi pa$Sfvel dmtielo a restriç&s opc~racionais do eq~, No entanto, aüngilf-se o bbJetivo do 
trabalho que era oti.m:izar à vtloafdado som perda da quafidadd do produto. AICBJ1ÇOU-se veioc.idadc~r-da. 
ordem dt~ 14 m/s, ou seja. 2 vezes malmes que as empregadas industrialmente. 

A ótlmlzaçiio não folsomco:te na qualidade do produto o na queda da torça,. mas na pí'GdtltiVidade. o 
eoonomia do ptooesso. Os result~t·dos obt.idos contribJtern pára o aprimoramento do proaesso de 
~fllaÇãó oa lod\'lstria brnsnei.ra, tcndó em vista a rota dl' dados téé.n.icós pata~ 

a defirúção do Angulo ele tral1afh() {2u) corr~to das fieiras utruudas na tre!laçio do ·•ço 
looxidávcl, o sua imporl!lncia no proceSso do lre:filaqio; 

a definição do comprimento da região àlfudriea do ca1ibraçã0 (fie) <XJr:iti10 e, sua l:mportânela 
no processo EJe tmfílação e na Yida da &tal, e 

- a utill.zação do l.vbrifu:anto próprio para altas velocidades oe temperaturas. 

Conclusões 

Dos resnl'tados obtidos nos .m.Sil~ reallzaoos ~ ôá:l shnulaçées efutua4as pode-s~ ooncltn't q-uo: 
A tr~ação <lo • tooxidáveJ .aus~Jco ABNT 304 a altas: ~eloci~ t viávçL 
A te.nsão de tr~filaçlo depende da gemnettit dJ ficrira, mumo em condiçõcJi ideais de 
lubtltieação. 

A velocidade de treflla911o tem gumdc lnfl~.ncla sobre a força do ttefilaçáo. 
O coefíoiente de atdto despende do reghno de tllbti:fiçlrçáo estabdeci<lo .que.~ funqllo da 
rugosidade das .suoperrtclcs em eontató. bem (IC)rnó da veloctdadó e dll g,eomeOtta da ferramenta. 
&bte uma geometria 6tima paJ11 \lida veloeidádc. ele ttefila9ío o 61eo lubriSeànte, 

SXIste uma região ci.lindrb • calibra:çi:o comtlt pata (:;lida rnate:riala ser .!refilado, 

Óleos lubrlfieantcs -de elevada viscoslda.do aplUClltam um melhor eomport:ametltó-3-.alla:S 
velocidades de tJefiJa9\o. 
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bsttact 

eylto subject:ofthfs work is the-:anal ysfnnd lhe desrgn;_9f oo~_trO!Jets ·BJ?pljed ito-11 tlexihl.e me9bí!n~li$yS.fem. 'rhe 
l:necbaitlCfl] sy,stem (!o~slcf!io)'Cd'i:S -.flêx'lbl~ ~amwblçb ~- máguetioalJi' su~pende.d'.Qy:an Cléctr.ontaSJ!c;.t. 'ibrée 
contreUetS are oonslderecHoi an.e~pe1ihie1itãily. lden6fiéll m.odel: LQ0} H"' and tQom..,.whl!ID,~o.®'Ól tho 
Ievitation.gap .of the clectrofll8'gnet Desi-gn ~aures and pç.l\(oJlllance·tesults are .presen~ 'in each case. 
Keywords: Flexible System, :R.obust Coalrol, LQO, lf.., LQOlR.., 

Resumo 

O objetivo deste náballío é a análiSe e o p.roJe!o. de ~ntroladote~ aptlcados a u:in &istêma mecâi!iÇo fleXJvel. O 
sl.stema mecli.ni<li) eoiiSiiler-ado é uma bana flexfvel, que é. levitada m~nericameote ;por. um -eletropn.~ ~ São 
considerados 3 ·[i pos de controtadores para um mpde).o l~enti(.tcad.o experimentalmente-; LQ0"1l4, .e 4,QQ,(ij®,;ãs 
quais eon.ttolíim o entrefeuo de Je:Vita~ do eléJJ:-ófmã. :Procedimentos· de pr!"Jeto.·e r~u.thldo.s. de d'esempéoho 
;são apresentados em oada caso. 

_ alavl'!ls•chave: Sistema FleJdveJ~ControfeRobusto, LQO, Hóc1 LQG/H.., 

Introdução 

É crescente a utilização de -si~teOUIS com UWlC31smagnélic:li!s.em dj11ellSOS-~torC$, ~~~!;to'bptiea, 
aero~~utica, em _equlJ11mCntos espaciaiS, ~m ·atuadore's .sem coo.tato. e sem_ vtbra~o. em <s!srt~s de 
pl'eclsao, na fabncaçao de centrff11gas, turbmas e rolares de alta velo~adade, o l)b]etjvo·deste wabalh.o 6 
~tu dar um sistema eom tais aplicações, que consiste de u~ barra flexíy~l oom u.Qia das ~xtr~mií!ade;> 
e':'ttada magnefrcameote ~.a outra àrtiç:u~!l~a. Nesse..$érttidó-_. são est}ldà;des S :upos d,Ç c9tltrolâcfurês: 
QG, ~ e LQGJB.., . 'Para cada método· e ~H:a Wl:lll anális:. ~e ~t)l!) ~~_bif-Wtr é obt~,9-·~~ .. liil9 

desejado levando em cc.mta as·càJácterlstlcas da ban'a e das pasSibilidad~.de.cada.m6todoí. 

O projeto do crullro1e.-LQG utillz~ó 6·baseado num mitodo de :ímposi~·.de:pófc~ d!l malha 
. ecbada. o controle R.. é um ;tnétod~ d6 proj.eto <jU:e' c.onségpe traJàr p(ob1etn~S.:c~m~gitúj_5itô'$
tPOnflita~tes de -robl{stez e dese~penho. Para-·~ Lfl:<;JIU..~ IID'I:~ s!~~clQl~e- ~~e~~~ é. ~~r~<!.a em 
S,:Semst~lll e Haddad~ 1989), assun COtQ.<l'~·deseuv~lvldo um aJ;~ntmo ~~ecol)j)ldeta .s!mu:t(tp.e.wenl.é> 
~s 4ril:édes de ctesenwenlio 4, ~>.Hw· Utitlzando jlSte alg.or~o, át~~~~c:to.:parâ[J]êtfq 'f..$ljt~ irpoosl~·~a 
restrição .B..,. Com a i mpostção desta restrição, a· ate1111ação <!os ~túrbios iluJM.nta. ·O' ttes~mpen~ho do 
~~do~. . 
Manusctlpt mpeivad: Déo.emb&r 1993. Te0brúcal Editor: A.g.eno~ d.e Tol(!(fQ.Fleury· 
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Nas próximas.duas:seç&s sã0 a,Present:adó~, r~sptctivaménte., iir!:Ii.:Ortve de~i9Pói.dó .sistêma· õe 
levilaçi.io e -um máodo tltl identificação do seo. tno<íe:LQ. AJ?ós lst"?,:SÍ.~ ap:tc~ntàdls asm~o<Jo1ogi3:$ de 
projeto, dos ·coiltroladores LQG, Hoo e LQQ/Héíl. Nê'ste:.ft'aJ>alb~,sãoi di.Sl!UtidQs, ta'!n:Oé:ni, lilguns 
aspectos da implementação digítaJ e apresentados.ps{~sulta'dbs de de_seYJ,~.o:·-ao .ststema 'éP~ j~:ada 
um !los ~iltrolad~ues projetadoo. POI' fim_. são resumidas 3'S -p:dncipafs conc)tisões. ' 

Descriçoão do Srstem:a 

O slstema oonsiste, basicam~nte, de uma harra de maleciaJ flexível (alutnfnio), aúieuladll' em ultia 
das extremidades e levitada na outra, através ela forÇ.Il desenvolvida por Jllll eletro'fmã:.:tfi:g,-1}. Amassá 
m1 6 lllila carga de tnateríal' do tipo aço sllfcro a:ooptada pt6ximo à extremJd'ade.1fu.:i>arra;·nêcessáf:fà.à'õ 
fechamento do circuito magnético no elettofmã. A massa m2 tep.rese.nta ·t.uuatearga qualquer acopla.d"a 
no centro da barra; i representa a (;Orrente no eletroúnã e xl e Xz repres~nt~ r.erweoovamen'tet 6 
entreferro no eJetroímã e a deflexão na bana. A bar,ra move•se apenas na posição vettica1 • 

., 
Clrcullo Mfcro - +va computador d'e 

p0tênolo 

I 

Eletroímó 
////// 

I I 

Fig. 1 Esquema do s:Jatema de 'levlt!l!fliO .ma:gnétlca 

No extremo da barra, na parte superior, foi acop1at:l9 lllll·Se'J.ioor ànal'&~ii:lo ·dé· posi'~ó ~do· tipo 
indutívo, que fornece na sua .safda uma tensão ccinthiua, proporcioiiã:l:a;o etittefeijõ''Kt· 

O·microcomputador f~ a aqo1sição dédad~s e ·çareuJa t~tna· tensâ:o(:Ve)·:n.a~ê:ta·ôê um .circoHG' 
de potência. correspóndénte a uma for.ça· magnética equ,ivalenten9 . .efetrojrllt~ ~ .. Mrta jg le}l4tad* 
através .do contro.le do en.fl'eferro X1, entre o etetto~ e a ma~ ~1 (~rtt:o"~ ~~93). 

Na Flg. 2 é .apre~mada UIJla·fot(!grafia do· s.istema comgl~to.em .. estl\_do~~:le~i~ijo tn~gnêtiCjl ~na 
Fig. 3 é· aprcs.ent-ada·.o.utra Eotognúla onde,pode. se -vlsualizar.o.d'e(alhe do eô.tfefeimX"J:. · 

Jdentlfie.àç:ã.o d~o Sistema 

O sistema a ser identificado ccon.pteende, além da própr~ barr~ ile~v~l1 ·o eletr.oíplâ, o.circoito de 
potência e o senso-r de -posição. 



I 

fiO.~ FoX<IOI:JfÍà ~~o Qhe doerrtmmo1C'I 



. Ot.~~~'D. {Qi UfelJliflcadG em Ollllba fedlada por &et ii)Sli~~· ~ tantot· a bma rol t&vit. 
~ndoi~Jtn:c:ontro'lado_r ~ ~) pn:7\tl,s6do (Et&.~ mi;o proj_FÍQ ~se n-q,lDDdeló n\811:~co da 
~~.aJf1 tyel {Fillita. MatsumD.Í'a ~ SbitrdZIJ,mO). A ~oaçiQ fof flitJa oom. ~. llju\fa de- um 
iU1 isado.r.Jle stt~lll diniml"co ~da Hcwl~tt J>aO:lwd. 0m mf senôi_d;~ &.:fr~cia q e :fl)jeta® 
i!\f, ístemá,·~u-a.vÇs do pqnto 3 . .As tra.nSformadá& d8 Rnuier (W.ll') 4Qs ~ rc~!ct~ ao$, pj.lDíos 1 e 2 
~O;~ l~lada.s: "dessa f9rma, rem-se o ganho e. a fa!fe pata a f,eqüênciâ ~i· A OP.Olaçlk> par.a ·~ Ql?ie:f o 
~nJló:~··a: fase da :f.teqilància <óJ é tepeltda p;tra: fteqü8noias ~aíhr:ndó 4êsde 'O;llífz af6 100 ~.Com 
•.~á, gr;>,d.é-~ teY:antar a tesposta.em freqü&noia do slste..ma. A· segunda etapa cl3 identtlicaçfio.-6-ajustar 
11b1a-.runçlo :do ttansfer&ne~~a..~etija Qt(J~m. 6 pté.-de~e~ªa:.:aq o4.P;f.MtQ·.d_ç ..ROJltO$. 1'evan~-ados 
ex~inmnta:l:ment(t. Inmi~rue;-<foi 4\lpOSto gril.~ topara~<> numeta:"dOt ·o ~ü J:.~t pm G denominádor. 
Nà etapa ~ce·a mOdClofo'he.daziclo a um !ll6Jilé#J etc élítados maÍS'ápt9pdado. 

A "" I ~ r El u l. z 
' + x., ~p 

y 
oont~olador Planta 

Fig. 4 Dl.gtama d'e bloco. do alstema 

A d'~cri~G do ajuste para Tedllçio da ordem do níodelb 6-:o.d~na). de B,ala.$ o/l>'Wl~~..{l99Q~. Os 
dados da. fun~'O de ,nansterhcia, do . um ~?~Ju:nlC'f de ~lÍl;T«H,P~ 4:QJ~~~1)s 
g (j(O) • num (j(l)) f t~fi{Jm} pãra:Yárfns ~qotn~t~ cô;,~~p~tan~Qiesta ~~l)ç~,~~ ~$ (?;l~».aJ 
e imaginli.rJa, duas equa. Ç~ .. ·J:eaiuiQ.> pródóz"((.lf$oj1.ára: ~!i-d'll'"Yà1o\ ~.!(!tlJUçtlla$.1!4'($?~1f!}làtf#.Cia1 
( Â ), o1~ otfglna.nnu~x.pt:obtem.~~ ml~~qUJdra~~ hncat •. 9iPJ,ó}leroa. CQQl fi$jl'~~~~ 4'que 
a m.atrfi rcsuitante 6 mat.c«ndt<!tond Ísfu·.advtm do 'falO da.i!Í~o dqnonrc.ra,dQ"r~lb''itenommadot 
ser ~u.ibJ ~~eJ a peq~~c' ém~" co.etlei~:~!U'J/.aDton.~ar 6s~:Q ptoblein"l o 
numet;Jdor ~o denominl.~o ~-wmo soma$ dÇ p(lÍin&n~fji"Ch~,·í\ cada..~qUêi)Cia 
to, a e~o g Qtll) d~.n.(jro}- pum (J.m} ~'?Jllriblli .com du~S. CQ(iín'à~ P"ta:~irUIJm Â. Um!J>eso 
p<xto $tf a~ a ~lla·freqttêticl.a· tniltvld.a.a1. ~&t ~~~a.c~tt~i ã"Q ;it!uj~a~ri'~ja tnrf:ldã 
diferote:mcntll e~ cada'f.ai.xa de fieqli!bÇiu, Qda ê:nLona .6-nó~ por llf o~ den um) n. 
usando \tál dcn{jQ>) é~do .palllse-êonse-guir ~ -p~~w.üUV.à:'®DStatdlli QlO Tii6~111o e;:~) 
para ca<la freqüêneia. 

De t?.O.sse d'o modélo obtido .na fase dó id:enf:lfie~ój>ódec~sp tec:full-1.ó',pUà ufii·~oâelo cyjo 
nCinieJ'a -de. est~tdos 4- mc~or :'1.~~~ idQ·mQ,(IeJtH>rl~~1. ~f4.ç~a .~~iill.~e._~ ID~~9~,~<5CJ!.at'àf,qS~<f-iJ~ 
le,ntoJõ dos modou.ápid()'S <SD'ftltlov .~f..l\~19.&1)" .~ Nn~~d~J:Wts.(ê~nc ~$ta _ptan0'4 dfQ.r@m 
rtdun®. 6 daiia -pó!' 

0 
..... 7119 (s+.4tll,S6) C•-4ZSt47) 

·~>-(s)- (u107,71) (t+~A?)'(s-5322) 

Atrads de medJdns e1tperimentais, vcnficou,.se que 1t ·fr.eqü'ê".ncia de reliSOnA"néiai•Cundamellt'lU do 
Sistema está pr6xlma deis 36 nrd/s·. 



Controle LQG 

O projeto do controle LQG consiste, basrcame.nte. em obter duu matrizes: O a K. A matriz G 
resulta do projeto do rc.galador linear quadrático e a matm. K6 obtida do~ do filtro do Ka'lman. 

Considetc o si.sté:lil~ linear inVariante oo tempo descnto por 

x • Ax+ Bo {2) 

onde x 6 o estado (n x 1), u 6 a entrada (m x 1) e, y 6 .a &a! da ( J x 1) elo sistema. 
A Jei de controle ótimo 6. da forma u - <lx e mlnimiD um fJJdicc de <k:scmpenhO ), do. tipo. 

(4) 

AB matrizes de ponderação R -eU slo dellmnínadas de forma que o sistema em malllâ Cecliada 

x- {A+BGh 

tenha os pólos fixados em posições ~adas. 

Regulador Unear Ou•dl'átlco 

O ~lodo utili:udo 6 baseado na diagonaUzação do sistema. pelo quaJ, fix.ada a .QMJtrlli u. 6 
detól'1llinada uma mutriz d4 pesos a, que fornew um slstfmm de maíba feebada c:oro alttovatores pré
findos (Solbebn.l972). A seguir, 6 apresentado esse m6tod'o para o caso em que~ matriz A p~• 
autovatores reais .e distintos. I 

Usando a transformação 'X • Mq, onde M é a matriz dos auloveiOres da matriz A, o sistema 
formado pelas Bqs. (2) e (3) pôde ser c::o1ocado na forma dJagonai 

onde A - M-t AM 6uma ~al.riz dl11gonal cujas elementos $áo os aotov.alores de A 
O to-estado p do sistema (6) 6 definido por 

A lei de controle 6Cimo é dada por 

(6) 

1 o caso em ~a ~A .possui autova10re$ ccmpl!!xos c;orfMgadOS possui um p~
mento slmllar & pode ser encontrado ert1 (SolheJm, 19-12).. 



(8) 

Cornbi:nando as Bqs. (6), (1) e (8), tern,.se 

(9) 

onde H • M"" 1 Btr1BT~T e R - MTRM. 

!Este sistema possuí n autovalores com parfe real negativa qu_e ~o·os mesmos,do.sístem~ (S), e n 
auto-valor~s com parte teal poSitivá, locatr:tadôs símetrléamento.em refà~-'o·ao éi-xo iinaginãtio. 

Os a1.1tovaloré's de F são obtidos da e(JUIIy~o cara<tte.r~:tJça 1$1.-pj .. O ~ .sã.o dados 
(SoJ.àelm,l972} por 

i • l, 2, ... ,n {10) 

(11) 

Sendo sj dado, pode-se e:ncontrar r H por 

Tjj • (12) 

Com R conhecido, resolve-se a equação de Rkcati ~da por 

(13) 

Da Eq. (8). tem-se 

.(14) 

onde G - óm-1 • 

Deste mod·o, consegue-se deslocar·um.autovalor de malha aberta para uma posiÇão e$~dfi<:a:dà dQ 
m;aJha fecbada. Pode-se partir agora da matriz A~ - (A+ iBG) Q 4eslocat o próxjmo autovalor,. 
obtendo com isso um procedimento teéin'sivo. Os passos qbe impte.mentam ·este prosec!Wtentil são. 
apresentauos a seguir: 

L lnlcia'lizar R. - ~0,. G • G1l, i • O; 

2. Ai - A -+' B.G; 



Aploaçi!IO ckt Coobtlladotn LQG, 1-C,. a LOMf.• um Sisftlmâ Mednleo Fia~ l,eidlado MagneliCM'IIl$ 12G 

3. Calcular M1, Ai "' Mi1~M1 , H1 - Mj1BVl.BTMjT1 
4. AutovaJor ;..J 6 deslocado f>l\l'a s1. Catculafl 

S. Com 

o... . .. o 

o... . .. o 

Resolva a equação de Ricx:ati: 
- - . -

-PAi -A,iP +PH,P-R1; 

6. Calcular o ganho de realim~ntnçioótiína O r: 

G1 - -tr1 BT~-TP; 

7. Calcular: 
• 1 

Gi • G1Mf; O • G+G1 

8. Calcular: 
T- I 

~- Mi R1Mj i R - ~+Ri 

9. I • 1 + 1; 

10. Se o número de autovaJores deslocados é menor qu:c .n. então volf~ [lllf& 2. 

A matriz de pondm!ção da entrada fnl fixada como U - l, 

A fim de se obter erro de regime nllJo, o sistema ctl'l"&inál foi "aum-entadO" 7 inohílifdl)·.'iéllJJlÍ 

!integrador. Os autovalores da .matriz A (matriz de esQtdo$ da planta ~aume~!ada" ) foram des locados 
pl!fa posiç6es espcclfloadas-(b.seml~plano esquerdo ãb&.rto,. de a:cotdo com a ·'fãbeJa 11 e !fia seqdênclã 
Jhdlcada nesta tabela. Nola-se, através desta.tabela, que os p6l~ de maiila feebacl;l,.~lém cm estárem 
rodos no scml-pla.no esquento aberto. são .. mais npidos" quo·os pó!Qs de malha áberta. 

Ttooa Pólos malha abona Polos mâlba· fceha4a 
1 s- O' ~- -lb 
2 s - 53;4 s. • -'lO 

~ s. -8~;47 s- - 100 
4 .s - -107,71 s- - 1'$0 



Filtro de 'ltllman 

Os pr~cedilllentoS'd~tos na seçãoanteri~ também podem ·ser utiliZlldos para serem alo:cados os 
auto-valor-es do filtro de Kâlman. ConsJdere o sJstema iiado por 

x = Ax +Xw (15) 

y .. Cx+v (16) 

-onde w é ovetor do ru'Ido do processo e v 6'o vetordo ruído de. medida. AS rnal:fizes de CO\!ariâncill-sllo 
tesp~tivamen~ W x c V. A, ma triz de cov:ar.iância <lo rufdo de medi~a foi fixada como V • 1. 

Os procedimentos pa'l:a câlculo da mattiz I( do fi.ltto.de Kalman.-sâo·análogos .aos proccdimelltos 
l'ara cálculo da matri·z G 'dó Re.gulador LlnC:ar Quadtlinoo ·descrito na seção ant~rJo.r~ bá,sfllndo ',para. I 
i~.to, tomar o dual do sistema dado (Tabela·2). 

Tat:.la 2 Dualidade da matrlzas enm o Regulador Unear Qt.ladnUICó e o flltto d• Katman 

RLQ Fil~ro de Ka lman 

A AT 

B c 'I' 

R W ~ X WxXT 

u v 
p p 

G ·r -K 

M ~T 

Os pnlos de malha aberta da p1anta "auqrentada" foram desl~dos para posíQóes-especifiaadas óô 
se.mi-plano esquerdo aberto, de modo que os pólos de malha fechada d.O·estiltiaiiQf (au:toV.alores·tle.· 
A- KC) fossem "mais rápidos" qt.te os p61os de ma.Jba fecb,ada do regvla:dor linear quadr~fico 
(a"UtovaJores de A+ BG) • .S8"be-se de DoyJe e Stein (19'19) ttue a condtção-de p.ólqsdóesl}madot 
"ma)s râ·pidos" que os p'ól'os'do téguralfõr netn ·sempre ·pr0dil?:em qs t~Ilá<fos espctai:to.s, :Nestâ. 
aplicação, porém, os resultados obtidos fof,Jlm tla:stant~ satísfat6rios~ Os pól~s .de mal lia ·fec!J.ada 
fixados para o .de:;lpcamento dos pólos :de.maJ.ha ab.cnta estão-indicados na Thb;:Ja 3, 

Tabela 3 Deslocamento fixado ~~ oa.p6toa qe mat.lla-f eel:taqa.com o :filtro 'd& "alman 

1fGÇa Pólos mal,ha aberta Pólos m~ lha fe1>bada 

s - o s .. -150 
2 s - 53,22:· s - -170 

3 s.,; -89,41 .s .. -200 
4 s .. -!07,77 s ·- -90Ú 

A l'(rSiÇãQ fina l para o~ pólos ~malha fechadá' (1'abc1as 1 e :3) foi fix-aàa de forma que o. 
controlador pFoduzlsse.avanço de fa!ie ~a região da freqUência de ressoo.ãncía dó.si·sterna. 

A função de transfetêltcla I<o(s) do controlador (RLQ '+ 111tro dq ~almãn} é ~ada por 



Ko(s) • G(si-A-B:O+KC)-1 (-K.) (11) 

Incorporando o inrcgrador da planta •aumentada,. ao CQmpenstd'or da Bq. {11), ter:o;....soqllC.a 
função de tmnsteraneia final do controlador {Kp (s) - K0 (s) /s) é dada por 

1520959,95 (5+2,2821) (&+89,3692) (S+ 107,7340) 

Kp(s) • s(s+339,7705) (5+922,2363) {s+l61,9866:t:231,9426J) 
(18) 

B apresentada na Fig.- s, a se~ âteSpOStll do sisíedla em malha feebada para uroa: pertmbaçãõ.ém 
degrau na entrada da planta, utlliDado o CQltttoJe LQG (.Bq. 16). A ~rto.rbação foi dada cm I • Q,~'S 
e a sai da da planta em regime .(entre~'O ~I) é de S,:Smm. Através desttl figura, J)Qde-se ~edRcar <jUC Q 

tema .apresentou atgwnas oscilaç&;s em sua aafda~ antu de Jejertar a perturbaÇio. 

65 •• •t • ' ' • •• ... ~ •• •t• 'I' ••~t li •t I ti1+•Lf"~l•tl tl.tl ·~··· +t•ot•t '~··ILI L.,.o L, • .,t ............ ,, ••••r•• •r 

Ê g 

~ 6_..._... __ 

~ 
ws.s 

o 

Controle H00 

0.5 t.s 2 
t-(s) 

3· 

•• I 

s.s 4 

O oontrole H. é um método de projeto baseado em -otlmização, que impõe um Ihtthe 5YJ?C1iior ~· 
o maior valor slngulat de. uma :matriz d~ trans-fertocla. A lém disso) este m6todo g~~t~te robl,JS~Jlol~ 
manipular sistemas.multi~artáveis c consegue tmtar o problema de rcquiSiíos confitian'les.~to~st~e 
ãescmpenbo. 

Conceitos Iniciais 

O conceito de H.. será desenvolvido atrav6s da anJttse de um siStema de rc:allmentaçliCl' Unitária 
ado na Fig. 4. 

O sinal que se quer controlar (%) es~ rel~do.oado ao sinal _de conlrote fu) atrav& de utn sfstima 
4"nea1' descrito pecla função de transfetenciar (<lp). há tmtbém ~~~9 ~d)_.-'Qbr~.a qlJll1 ~o.~ 
em controlet que perturba .o sinal (i). Para se- eontrolar~:t) t necessâdo.rcal•zat~rneéftd&.dO:$í:tta!Jy) 
elacionado a (:t) attav~s de wna·soonrCGJI\ OtSi'nal d~ rufcfo(v)> Oobjetlvo.(lo: QQI:Itr!>I~Mà:~;ra-'com'{~~ 
~}seja ígual ao sinal (fe.Jte{ctênolir(r'), Assjm defute-se-o..&Piál de mo.(c a t ... ~:Desejl-~ r~~c~~ç) 
~q\leno; :no entanto, J'.lio ~ <:onltecc ·~~~ente .sua '(d!l'rui<1oS•'(!, - t'-.(1 )_; Q.~)J:o.'llpr(ix~ 
(6) serve como entrada do c:onJI:Oladot ~éúja safdá :(oMe.c6 o-Ji»att\ô..co_Qlt~lt(\\}. • • 



f:WIÇ.ó81 d• Tranafet,incla de Matha F.cbada 

1b(n...se 

onde: 

C0 1!1l' • GfiKp(l-i'Gp~~l- 1-S (funçiosellSÍbilidadecomplementat); 

Rp • Kp(1+0pKp)~1 . 

AnáiJae do Stnal de Erro 

(19) 

(20) 

Uma catacterlstidl que o co11:tta1ador (!(..)pr-COisa possult para .que o &stem.a ae conttole seja 
s'Btisfat6rlo 6 que a malha fechada seja eslltvd. .AUm cli$so, deseja-se que o sinal a E:r am.trolado"(z) 
stga o sinal de tc~CeRm:j~ (r). Bm outraS ;palávtãS, osbtal & erro (e) devoset'}JeqtieliO". 

Da Bq. ('i 9) pode-$e C))t)Siatat que pm ocomr re~~o do di$tútbto (d) 6 n~o qu~ (S) ~_;;. 
pequeno. Para que {z)siga o sinal de refcnfncla (r) também 6 .neeessârioter (S) pequeno, Pata suprlmir 
o nddo do se.nsor, (Comp) deve ser pequeno. &te -6 o contiíto dos projet~ do controle. 

Para e.xpressar ~ coo fi i to mn termos de g.anho, noie qye ( C0 m11 • 1-S) ~' peqneno so 
{S ... 1 ). que a<:onte<:eJá quando (G~ for peque11ó (<< t)• Portanto, ·t tedução duut~~teqner gani!O: 
baixo de malha -aberta e reJeiçtio de d\stút blos c minimização de erro rcqu:erem g!lnho alto. 

'Para se atlnga bons resultados no Jlrojelo de sistemas de eontJ<)le-, faz-se nee'essáti~:> olJ)ar mais' 
detalhadamente o.s objetivos a serem atcançacfos. O tipo dó '$i'hal dA tefer&lcbr ou d.e disllúrhto i.'(j 
tiptcamcmte de baixa fre:qilêncla. Logo, (S) devo sêr pequeno -em baixas lre.qü6nâas. Sens(tréS, pol 
outro ta~ openm bem em battas froqil'ê:ncia.s e ma1 ell) altas; o wfdo do ~ll$ot 6·~lflião·m~ 
s1gtrlficativo cm altas freqüênclas.l.ogo, (Camp) dev~ ser pequeno em atras ftcqilénoias. 

Ea.paçoH. 

Este espaço oonstste de toda$' as' Ctinçõel!t (l(lmp1.e)IU G{s.) tle üpt ~JOJ complCJlO S; o q\lll~ é: anafíiiça 
c lltnltada no scmi~plano direito, Dt (-s) >O; llmitada quer di.zer qué existe um .número real b tal qd 
IO(s)llll b, m<{$} > (), 

O menor te111 b·6 a.notma-H..o de <l, 11 O 11 .... Bqulv·àlenteme.ntt, 

UGU., ~ aup {IO(s)l:fJt(s) :>0} (ZJ) 

'Pala ul'lmç.ões r:aeioruris reais, isto 6. ~racionais oom ~ciente$ mais, o sobc:onjunto.dP 
"fl~oo-,çonislin~dc- funções nata ttcio11áis·seri ddinidO por RJt.. S~ G(s) 6~at .e. racionàl, .enti,~ 
(J falUJ41 ,Je .e $QJtt!l,n.te se .~:próp~• ( n oU. 6 i}nita) cr utá...:el (G n'ln .t~· pólos nó seml-~ano 
rtõttado,.dfl'Mo. !R(s) ~0). Pelo 'féoruna do M6dul'o.IM.tlàmQ.(F,mjof~ .1989) pqde.-se tróta{ 'O.sc:()Ji
plano·âb.erto ~querdo pelo~ imagillttlo: 



liGO.~ avp{IO{jm)l:mem~ 

Ou seja, a norma ínfinl'to. é o maior valor de ganho do difgr:ama d4 Bode:. ~ ~:$ta ccuacre.rí$tica • 
nonna infinito pode então ser usada para "'motdaf" ou •rc.sttíngif' ftU'lçôe$ & tGnste~ncia. SabemoJ 
quo a fun~.o sensibilidade (S) deve ser pe(fuc:na em baixas freq\iê110iaa. Seja ajnda :um filtrp pa~sa-ál!a 
(Wj1) que possniii'S característi.cas de ganho qu.e a função (S) deve possuir em bai'x~ freqúê:n(tia$. 
Tem-se então 

ls Uoo) lllõ WL 1 (jm) ( Voo 6 tR) (23) 

Recsctevendo a eqllllção usando a défioiÇiío de norma co. v;em 

(24) 

Analogamentc., escolhendo uma função peso 1Jdequa:da (Wi) ~-se ~111 '"Dlotdat" ll t'unçâo 
sensibUidado oomptem.entar {Comp)· Assim 

Representações de Incertezas Nio-Estrututadaa 

O projeto de sistemas de contro1e clássico tra,~ ·o ~r~btcraa 4e lncmcta d.a planta.~~tabe1eçe!1$l0 
m~rgens de cst.abílidado através da esp_ccWc;açao de marge.lls.de fase e. mlll'ig~ns de :gan:hP' ... .Eslá 
tmptrclto no uso de tais m~UgeJ:IS.tttn modelo a~tncette.za.ao ,q:ual ~t4 $üjiMo a:pl.~ta. S'c ~1Ífi'ica 
pteooupação "ai é manter a estabilidade e, por exempk? a rn.rgem de fase 6\'J:e 4Jf, e~o ht.:urnã 
implicação de q!!C o mo~o da planta lX'(fe 6e.t sllbe~timado no attaso dó #®e &é 400 tia .fteqll~fa·de 
cross~er. 'Thl descrição de incert~a é nao-.estnlturada no sentido de q.ue !sto, U.mH~.a ~~tltd~ ~às 
possiveis perturbações, mas não relaciona as origens das petturbaçóes·a etemcntós espé:ci~ da 
planta. 

Pode-se re.pre.sentu Ítl<1ettezas não~estrutur.a'dalj u:s.ando .'0 modelo aditivo ou Q (llOdef9 
!'tnultlplicativo (Fig. 6). Soja (00 ) a função de tr:ansferência lipntinl!l. que :é··o mode;l9 e&Cctll\~49 p!lia 

presentar o compartamento da planta. e seja CG.t) a função d.e trans.f'õ~ncia n:al da planta. $'I tio 

(inoerteta aditiva) (26) 

(tneerteztt mtrltipUcativã) 

As incertezas de mode:lagem podem ser detctminada$ de di,IJIS maneiras distirúU! 

l. Modificação de pa:r:llmetrosem um mo&,lo 

No caso do modelo matemáttCó da r:tlanmser disponível. po&-so variar um ou mais t)arlmet.rdS 
desse modelo e com isso obter fitn~ de tranit'erfnci'a <'r pata ~ wn d"o.s cotlj~s de 
párimetros moditieados. A osoolba de quais pi.tA:mctros devem· .sei modfff~ados no modelo 
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deve rcr~fkdr pos:;!vefs afteraç6es da planta. Para a baua fl(}~(v~l da P.ig. 11 a massa m2• a 
posiçio desta massa., a massa m1, a resist8ncia inttínseca do cle6ofmt ou qualquer o~o 
parlmetro que possa apresentar vadaçio podem ser QCOill:ido$. 

------- • • ~ • • • • • - • • - • - - - I 

I • • • • - - - • - - • • ~ • ~ • - - - - .. .. - ~ 

a} b) 

Flg. 6 Incerteza• di modelagemt a) Aditiva; b) Multiplicativa 

2. ldcntifica:çãD da planta modificada 

No caso da identificação da piAtttll ser possfv&, basta variar puâmctros reais~ como: a 
massa m2.1 a po3içio &sta musa, ou a massa m1, para então ldentificat o sistema. Obtem-se, 
deste modo. uma função de transf~rencia Otpara cada uma das modilic:;aç&s Introduzidas na 
planta. 

De posse de várias fon~ de ttnsfetl!ncia, basta es:colllcr a ropresentação do erro do 
modelagem (inêéneza aditiva ou multipHdlr.Ml}é Càleulár 11~ da$ ~qs. (26) ou (21), liA 'Oll 

Ãw ~spectivamente. Fazendo isso, o projelista possui üll1a boa noção de qual tS a lncerteQ 
relacionada à função de transtcrancla nomlnat G0 • 

A lmportancla da determinação das inccttézas. dó :tnode'lagem relaciona-se à. robustez do sistema, 
confotmc 6 apresentado a .seguir. 

Eapectflcaçto de Robustez 

Uma vez especificado um modelo para o ptQjeto (Go) e aceita a exWancla de incertezas não
estrlillll'adas na furma aditiva (26) ou multipttcativ.a (27), o problema de projetar um controle estável 6 
encontrar um compensador- (Kp) tal que 

O sfstema nominal, G0 KP (1 + G~IS)-1, seja estável, e 

O sistema perturbado, Grf<p ( 1 +O r~) -I, também S'eja estáveL 

As funçôes de transferência (Rp) e CCamp) slio usadas·<Jomo medida para a margem de estabiUdade 
dos proj.etos de controle relativos a pcrturbaç6es adltivas da planta (A.J e pertutbaç6es tTtultiplicativ.as 
(AM), respeoUvamente. 

Os doia teoremas apresenmdos, a seguir, estio relacionados à robustez. 

~· 1 Supõe-se que o sistema da Fíg. 6 a 6 es~vel com AA • O. Botão, o tamanho do menor 
ÀA estável para o qual o sistema~ 101'011 !ll$1Âv.el.6 
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Quanto menor for IR,I• maíor será o ta.Dianhó da menor perturbação adifiva desestabilizadora: (jAAJ> c 
daf malor 'er' e margem de estabilidade. 

Um resultado similar existe para a margem de estabilidade rellloi~nada ls ,perturbaçôes 
multiplkativas. 

Teorema l SupóG-sc que o sismma da Fig, 6 b 6 estável com ~M. • O. &tão, o tamanhe do menor 
~'M esttvel para o qual o sistema se toma instável 6 

Quanto menor for ICqm:pl• maior scrt o tamanho da menor perturbaqio multfpHoãtlva 
desestabâlizadon <1 .AMI }e daí maior será a ~NTgcm ~ ~sta'bilidade. 

Como conscqil~ocla destes reoramas, 6 com11m especificar 'a5 margens de estabilidade de conttoJe 
via desigualdades: 

(28) 

(29) 

onde (W,) representa a maior perturbação multfplleatlw da P.lanta c (W?) a maior péJ'tliibação aditiVa 
da planta. 

A Interpretação dessas duas úttimas inequações e a segulnre. Suponha que seja ut:ili~aao o modo li) 
para descrever as Incertezas muHipHcativas e, seJa W~ a maior perturbação muJrlpHcatlva da plfllitá. Se 
a perturbação multiplicativa desestabiUzadora ~M .estiver-adequadamettte descrtta por W3;_entãol>$ta 
projetar um contro1ador Kp que satisfaça a inequação {29) e que establlize a planta G~. l:Stó já. 6o 
svficionte para qliC o sistema sej11 tobuslO às tneert~as da planta. De maQell$ análoga, esta 
interpretaçlo pode ser feita para a inequaçiio (28). 

lnte:rpretaç6n Altemalivas das Funç6ea Pe.so 

Para a rtj~içáo de rufdo e de djstúrtJios, basta oonsidem as funçõe.s ~1) e (W;) respectivamente 
rela clonadas a (S) e (C001p). Este é o chamado "problema da sensibilidade mista" que ~S!llvc tanto o 
ptQblema de robustez como o problema de des.empenho. No emanto, também 6 neccss6tw pre.QI;lll{la.Jio 
se com o stnal de controle. Por exemplo, soa suà banda 6 muito .grande., pode acontee~;r ~e :lii~ rset 
possfvellmplcmenlar o ooptrole1 porque l&to pode requerer uma gran~e quantidade de encrgi~, tevanda 
a um alto custO. Outro fator 'tamb6m muito lmporta.nte to fato do sina} tle contrQLo. noemallllente ser 
llm.ltado (saturaçio). A função de tJansfer4ncio da referência (r), ou do ·distúrbio (d) ou do rufdo do 
sensor("' para o al.nal de conttole (11) 6 (R.,} como se pode concluir cb Eq. (lP,_). Par.a eont~lar a ban&: 
e a energia do .slnn! de controle. é Qece.ss:tfio clllão que a função pe'SO (Wi ) .seja (Ull3 funçãb-tmssá~ 
baixa que limito convenientemente a função (Rp). 

Outra lnrerpretação para as funções (WJ} o (WJ) 6 o fato dessas funç6t$ dercnninatc:m a íorma tk 
r~ de malha aberta (Gp~· Supo®n, sem perda de gcmeralJdade1 que o slstcma é escalàc. Acima 
de O dB. IG9K,j•1 e portanto S • (l + OpKJ-1 

.. (Gp~) -1 • Abàtxo de O da IGPKPI« 1 e 
port:llllto C1lml' - op~ (1 + Gp~)~1 - ('Opf<p) • Donde. se QOnel!d que aelma :dç ~-dlta fUDÇãp ifc 
malha aberta 6 .. moJdada" por (W 1) e abalxo de O dB por{W31

). A Fig. 7llusln\ tsso t(nto. 
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O ControladOC' Hco 

Deve-$& G&}(:Ulat o controlador (K,J que satisfaça as lnequações (24), (25) .e (26).lsso garante que 
o controlador {Ko) atenda aos requisifos .elõpacificados pelas funs&s peso (W V• (W .U e (W 3). Além 
disso, é ncccssArfo q® o cotttrola:(lor ~ fn~ «m1 que a ntalha~d~ seja intell)lliiiente c:stável. A 
solução para o oátculo do oontrolador (H..) qu:e atenda tais ,condiçôes toi élei!Ollvolvida CID (Doyle et 
al.,1989). Esta solução de contrclc é Implementada atrav~ da.feaamenta descrita ~m (,Chiang e 
Satonov,J992). 

O controlador <Kp(s)) calcutado parn a bam flmvel usou as segJIII'Ites funÇóes peso 

58,82 (S+ 40n) (s+ 100n) (S+ 200n) w3 (s) .. --~-....:....-----'----'-
( s + 2000011:) z 

com 1t • 3,1416. 

As funções peso (W1), (Wi:J e (W,) foram cscollúdas com base em ex.pMimentação. AJguns 
critérios 'foram seguidos: 

(W 1) determina o desempenho~ 

(W :z) e (W 3) estão associadas A robostet, e 

as incertezas não-esttUtur11da5 estio npTC:sC'ntadas na fottna multlpllcativa (2.7) (pot isso 
W').cl). 
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É importante ressaltar que outros conjuntos de funções peso poderiam ter std.0'e-scoll'li~ós. A, 
eSC()Iba das funções peso sempre dependerá dos requisitos de desempenho e robustez -qlle se·qt~er 
atingir. • 

A função de transfer:e"ncia do controlador é dada por 

6,41 (s+6,28x104
) (S+6.,29x10'1 (S+107,77) (s-t89,47) (S+4,59} . Kp (s) .. (30) 

s (s + 408,56) (s-+ 1,03 x103) (s + 2,70:xlif) (s + 276,34.:451, 72j) 

É apresentada na Fig. 8, a seguir. a resposta do sistema em ma~ha fechada para uma perturbação em 
degrau na entrada da planta, util:lzando o controle H.., (Eq. 39). Apcrtu'rbaçíió foi dada em t • O.;S s &. 

a safda da planta em regime (entrefurro X 1) é de 5,8 mm. Através desta figura, pode-~se verificar que o 
sistema com o controfe H"' rejeitou mais rapidamcnte a perturbação que o sistema com o controle LQG 
(Fig. 5). 
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Fig, 8 Resposta do sistema para uma perturbação na enttada da plantá eom o controle H.. 

Controle LQG com restrição Hoo 

4 

A djferença fundamental entre as abordagens LQO e Hors está na modelàgern e ~alarn~nto d;os 
distúrbios externos. Fara sistemas com dist11rbi·OS pobremente modelados os quais· podem ter uma 
potência significante em uma banda arbitrária, Roo é mais apropriado, enquanto que para sistemas <;am 
espectro de potência do distúrbio bem conhecido, a abordag~m LQO é menos conservativa. 

Além da abordagem H.., incorporar técnicas de controle clássico, esta apresenta U!lla fet~~nra 
para modelagem dos distúrbios de uma planta em term0s da norma H,.. Em contraste. a tepolo~tt LQG 
vem se mostrando ''fraca" para uma prática robusta, enquanto qi:IC a norma a., é apropriada para uma 
estabilização robusta. 

Embora existam diferenças entre as abordagens LQG e R,., uma significante conexão é mostradíl 
em (Bernstein e Had'dad,l989), onde c} desenvolvido um aJgoritmo que considera slmultanCiU'I)ehte ·~ 

critérios de desempenho Lz e H..,. Para refolÇ!lf a t~ltição H.., foi obtido em (Ber$tein: e ~tV1d~d; 
1989) um limile superior para o cdtérío ~· A mJnJmização d·este limite superier mostrá que 
cumprindo a restrição H., a alenuação dOs distúrbios leva-nos a aumentar o desempenho do critério ~-

tEXposlçáo do Problema 

Introduz-se o controle em malha -fechada LQG com restriçá:!) ~ ... .para atcmuaxão d~s e:lis~rbies 
entre a planta, o sensor, os estados e a vatiá:vol de COJLtrole. Para:,si'mplifiéar re$trínge~se a.af~nçã'ó áos 
oo.nttoladotes de orde-m nc - n, isto é, cootr<>la9ores com ordem igul!l à dimensão do sistema. 
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»ad.a.a planta de ordem n establlizável e detetável • 

(31) 

(32) 

dotonn.inar a dinâmica do compensador do dimensão n 

(34) 

que satisfaça os seguintes crilérios de proje~ 

i) O :Sistema cm molha feêhada(3l)-(34) 6 àsslntodcamentc estável, is~6 

-
A X D 

A assinto1lcameotc estáveL 

11) A função de t:ransfurên~ia em malha fechada 

T > (} 

lll) O funcional 

J(Ae. Be- Cc) • limE { x(I)T'R.1x(t) + 'U(I)1''R.2 u(t)} 
t-"' 

(38) 
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hnjlilm:izado, sendo R1 .. E1 BT e Rl • E2E!. 

Obs. 1: Desde quo (A. B, C) é assumida ser estabi.lizlvcl c detetável, o conjunto de compensadores 
de otdem n 6 nâ<>-vAzio. 

Obs. 2: SendQ A assintoticameute estivei. ou soja, os pólos estão à es<p~rda do eixo jw no plano 
complexo, a Eq. (37) para s .. jw -é flmllada. 

Obs. 3: Por conveni!ocia D1DI • O. 

Note que a formulaçiio envolve os desempenhos l.z e H.. Para a te$trlção lf ... " função de 
trnnste:rê~a ot~volve os pe~os B1• c~ para o estado c as vuiltvois de conttole. As m:atrizós 
R 1.. .. B 1 ... Rt .. c R a"' • .RiA"' sio a contra pa.rtiW. d,ps pesos ftt e Rz- Não 6. nctccssúlo qqe ltt_.,. 
e Rz- sejam lguals a 8.1• Rz., mas 6 pteciso que R2.. .. ~~2 , onde ~ 6- wn piU:ãmetto dê pTQj~o. Pot 
convcnl!ncia faremos B1 H, - O. 

É bom notar que se Á é assintotlcamente estával para um compens:ador (Ae. Bco CJ, então a. 
Cunção desempenho (33) 6 da& por 

(39) 

onde em regime a covariância dos estados é definida como 

6 - um E{i(t)Ti(O} 
t- .. 

(40} 

c sll11sfaz a equação algébrica de L,yapunov 

~ • • -T ~ 

AQ+QA +V • O (41) 

ond& V- -díag[V1Bc VzB!J. 
O passo chave para se fazer respeitar a ate:Oil~O 110 distúrbio (37) é 11ocar a equaçilo algébrica de 

Lyapunov (41) pel11 equação de Ricecati, a qoallimi'la a covnriãncia da malha fechada ~lll regime... A 
Justificativa é a dada pelo segtrinte lema: • 

•ullllll Seja (Ae, Bc, CJ dada e assuma que existe Q E W'" 11 satisfazendo Q E Nfl e 

" ~T •2 ~ ~ 

AQ+QA +y QR..,Q +V • 0 {42) 

&tão (Á, D) é esu.bi1ivível Sél somel'lte se Ã 6 asslntoticamcute estãvel. Neste caso, 11 Rsll.., -s y 
:t Q < Q. Consequentemente 1 (Aeo Beo C~:) ~.1 (~ Bc:o C~:, Q), onde 1 {Ac- Be> Cc> Q) .. tr ({lT). 

A demonstração deste lema encontra-se na seção U cJc BcrllSteln e Haddad (1989). 

O tema (1) mostra que a r-estrlçio H.e à atenuação do distú:rqio ~ automatic:amente r~pc;itoda 
~ uttta soluçio nlo negatiYà-det'mida para (42)' conhecida e A 6 assfntyticamente alltvd AJéfll 
. , todas as soluç6cs fornecem um llmJLe supe:riot para a covatilncúl Q dos estru!QS em malha 
~a de açorda com o critério~· 
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Ob&. 4: Part melb.or esclarecer a relação entre 4 e H... dove-so notai. que o sistema em maJha 
.feehada pode ser represenlado por duas larmas diferentes. ~iflc:amente Qlm respeito 

ao.arl_!ér!o Lz, a função de transfot&l.àa entre dl.stúrbios e v.arl4vci$ controladas é dada por 
(A, D, B) enquanto que pam a restrição H.., a ~o de ttansfer&lcia (36) conesponde a 
(Á. o, É .. ). 

o Problema de Mln~~~ão AUXIliar e Condlçõe& Ne_çesútlrts para a Otlm[Uç-ão 

Como foi disco tido anteriormente, .a troca c:la Eq. (41) pela Bq. {4?.) obedece a restrição B .. e 
i"~Uita em um 11m i te superior para o crillri~ de desempeobo 4· Bntio, da:do um compensador 
("" 8 00 Cc) p11ra o q:ual existe uma soluçto definida nio-neg;~.tlva pua (42), o aH~rio de 
d~empe.nbo ~ J (Ac, Bc- CJ elo oom~naadot é garantido não ser pior que o limite dado por 
J ( ~ BC' Cco Q) . Assim, 1 (Aco Bco C0, Q) pode ser interp~etado como um custo auxiliar que- define 
o seguinte problema de programaçâo matemática. 

Pr<ilblema de mtnimizOfào au:dltar: DctcrminBT (Av Bet C0) que minimize 1 (Ac> Be> Cco Q) 
sujeito a (42) e com solução definida não-negativa. 

Segue do lema (1) que se as oondiçõe~ citadas acima são satisfeitas, tem-se: 

1. estnbilidade el'h malha &cbada; 

2. a restrição H. satisfeita, 

3. c obtem-se também um limi~ supenór para o critério 4-
Asslm. t :necessirio determin~ ( Aç, Bc- CJ que minimize J (A(;j 80 Cco Q) , e então fornecer 

um limite otúnlzado para o funcional 1 (Ae, B01 CJ . Para se ter ~ condiçló necessária para este 
p;roblctnJl de mlnlml2ação é necessátio adicionar tdgutnaS supos]çõcs. Bspecl:fieamente, restringir 
(A01 .'BC'> Ce> Q) AO ~guinre conJunto: 

X • { (Aj:' B(;j C
0 

Q) :Q éP~, Ã + y-1QR. é assintoticamenle eslhel e (Ae, Be> Ce) é 
eonttolável c obSÇrvável }. 

'Thor~UD:a 3 Se (Ae> B.., CÇ> Q) E}( resolve o problema de minitnizo:çãa anxlliar, então existe Q, P, 
OEW' tal que 

:r 1 Bct • QC \fi 

com 

:r u-1 r • C v 1 C, 
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e Q, P, O satisfaz em 

(A-l:PS +y-2QR1..,) ()+ Q(A-l:PS+y,..2Q'R1..,)T + 

+y-20(R1..,+P28TnFS)()+()rQ • O (45) 

A demonStração deste teorema encontra-se no apêndice de Bernstein e Haddad (1989). 

Deve-se notiU' que as equações P e Q são similares as equações ~o est,Jtnador ~do :reguladoT do 
'LQG. A equação Q 6 desacoplada (indepecndcnte) das equações P e Q, o pode cnúio .ser re_S()JVida de 
:forma independente. ~rém, sendo P dependente de O, o princípio da separnçio não é mais válido 
para problemas do tipo L;lfl.,.,. 

Finalmente nota-se que se a restrição a_ foJ suficientemente rolaxada, y - ao. então P fica 
desawplada de O. c a equação Q fica supérOua. 

Algoritmo 

Antes de aptesentar o algoritl'n~ 6 rnterC3Sante fazer uma análise das cqu~s para determlóar 
excjstêncla e multiplicidade das solu96es semJ-definid<urposiúVa. 

Como a Eq. (43) 6 desacoplada de (44) c (45), 6 mais fácil fazer uma anáfisc scpaudamente. 
A~1lm, pode-se perceber que esta equaç.ilo :possui uma tln:ica solução semJ-dc.(inida posltivjl se 
(y~- R1} >0. 

Para 8ll equações de O e P esta análise é mais COIJ\plicada po«Joe 8ll equa:çóes estão ac:opfudas. 
Por ser diffofl dtrtetminar em que ooodiÇÕOS tcremcs soluções para a:s equaÇ6cs àcôpladt!s, ao 

lilJliear o algoritmo ababto descrito não lemos como saber qual será o resulllrdo flnaJ. &t.a é uma 
'Questíío tmportantó p<rrquc assim nlío temos como garantir o desempenho do algoritmo o o seu 
®mpottamcnto numtrlco. 

Para eoconlrar a soluçâo das Eqs. (43)-(45) acopladas adota-se o seguinte. ptQOCdi.mento: 

Se.ja to crilério de convergência. 
~górltmo 1 Projeto de controlador LQO/H,.. 

Pali$OS~ 

1. iniciatlzar y >O 

2. resolver O 

3. k: • D, C4 • O 

4. resolver P para Plt+- 1 • P oom O • Ot 

5, resolver Q pam 0 11 •l • O com P • Plt+ 1 

(i. se kal e IIPI(+l-Prtll <u IIOk.1-<àll <e 

7. se nio hou\le convergênCia k .. k. ~ 1 ·c votte ao passo 4. 

(43) 

(44) 

{45) 
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Procedimento 

Deve-se perceber que para y -+ oo o control-e ~btido terá uma caracte~Uca LQG, ou sej&, não há 
imposição da restrição Elo. no desempenho Lz. Mas para y ....... O, o controlador passa a ter uma 
característica H.,. Assim, variando o parâmetro y podemos projetat controladores LQG/H00• 

Para o projeto apresentado no algoritmo 1, foram utilizadas, para o critério LQG (Hq. 4) e para o 
critério H .. (Eqs. 43-45), as mesmas matrizes de ponderação obtidas no prime.ito projeto. deste a1tigo 
(matrizes R e U do controJe LQG). Pr~edepdo des.te modo, pa111 se. ·e.ll<ilen.trar um~ !>OlJJção LQG/H"", 
basta variar apenas o parâmetro y, e através desta variação, pode-se alterar o desempenho de ~istema. 
Port:a:nto, é importante dispor de um projeto LQG como ponto de par:rida para o aJgorJtrno 1 e um 
r.esultado satisfatório será obtido por .tentativa e erre, uma vez que o resultado final não é conhecido 
(Uma e Sales, 1992)-

0 parâmetro ~. que aparece no teorema 1, .foi adotado nes.te projeto como sendo tl • O, ou seja, 
não foi oónsiderada a ponderação do sinal de controle no c.ritério ~ (Rz09 .. 0). 

A função de transferência calculada para o controlador Kp(s) é dada por 

KP (a) _ 1,27 x10
9 

( s +o. 72) (S+ 89,61) (s + 107,88) 

s (s + 291,73 ±152,69j) (s + 1.07 x104±6,3.3 x103j) 
(46) 

O controlador da expressão (46) possuí um pólo na origem que provém da planta Haument:ada" 
com um integrador. 

É apresentada na Fig. 9, a seguir, a resposta do s istema em malha fechada para uma perturbação em 
degrau na entrada da planta, utili2ando o controle LQG!H.,. (Eq. 46). A perturbação foi dada em 
l • 0,5s e a sarça·da planta em regime (entreferro X1) é de 5,8 mm. Através desta figura, pode-se 
verificar que o sistema com o controle LQG!B.., aptesea.rou uma resposta maís amol't«:ida que o 
sistema com o oontrol<: LQO (Fig. 5). porém a rejeição à pel'turbaçã'o foi mais lenta que o sistema <;oro 
o controle Hco (Fig. 8). 

Ê 
E 

6.5 .... . .; .... . ,. . . 
o< • ·~ • o • • • • • o o • • \ • • o o o • o o o • • ,_, o • o • ,._ • • t • t o • I • I t • t ~"' • • o, I • o 1-. o o t o ., o o i> o • < o • • t o o o . . . . . 

~ LQG/HCD 

e- a ........ . ' • 0 • ,f' 't I O O I I I ~ O \ I t I I f I I I O • 

~ 

~ c 
w 5.5 .. . .... ·-· .. . 

o 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
t (s) 

Fig. 9 Resposta do atstema para uma perturbação na entrada da planta com o controle LQGIH., 

Comportamento do Algoritmo 

Com relação ao projeto LQG/H.,., tem ..se os seguintes prob1emàs numéticos.que surgiram dtmUite à 
sua aplicação, usando o algoritmo proposto: 

o menor valor de y, tal que as Eqs. ( 44) e (45) tenham solução, não é conhecido a pdori. O 
valor de y deve ser f~ado por tentativa e erro; 



durante o proo~ iterativo pa111 o cálculo das soluções das Bq$. (44) e ( 45), o a1 gor4Jno. pape 
.convergir ou nio (loop infinito). A Eq. (44) pode também não lPr solução devido 1t problemas 
de mal-eondldonamento, e 

para resolver as Eqs. (44) c {45) foi usado o mitodo de Scbur quandoasequaçõe~ não são mat
cond:l.cionadu e o rn6todo cbl Romotopia quando ocorre maJ.condicionamcutto. Maiores 
det;llbes a ~lO desses m6todos e de <:Otn.o minimizar os problemas numérlco.s·envolvídos 
nas soluções de (44) e (45) podem ser encontrados em (Lima e Sales, 1992) e (Lima eSales, 
1994). 

Implementação Digital 

Quanto à implementação dos controles .dlscretlzados 6 lmPQrtante tessaltat que estes apresellJatllm 
melhores resultados quando implementados na forma de blocos em casoata, sendo cada bloco db 
primeira ou segunda ordem conforme os pólos sejam tea.ls o.u complexos. Foi verificado, llll'avés, de 
Lestes experimentais, que tal implementação resulta cm maior robustez do sislema em malha fêdlada-. 
Este tatu deve-se a qveSLOes de arredondamentos c U\lllcamentos nosc4leulos computacíoruús. 

Os controladores foram implementados digil.'a.liM11tc em um mJcrQ.Qomputadot do tipo PC 386 
(clook 20 MHz), usando aproJClmação de Tustin com freqü&noi:a de amostragem de 3000 sz. 
Simulações realizadas Indicaram que este alto valor pan a freqilênoJa élc amo~tragem foi necessário 
devido a não linearidades do sistema. 

Resultados 

Através das Figs. 5, 8 c 9, em q~ são apresentadas as respestas do sistema para unu1. pc.rturbaçlo 
em degrau na entrada da pJanta, com os controles LQG, 1:1... e LQG/H100 respectivamen~, rnQntou• a 
Fig. 10. 

Analisando a Fig. 10, pocfe..so \'cri ficar que a seída do sistema com o cqntrole H.. é a que rejeih 
mais rapidamente a perturbação no sistema. Isto porquo, a t\mçio $ClJSibillcJad'e (S) 13o $istcmB CQilJ 

esse controt~ (Fig. 11a) 6 a que ap:rescnt• -o menor g;~nho ~m baixas freqü&llcias, Da Fig. 10, nota•!>C. 
também que o sistema com o controle LQG/H00.é ·o quê tonde a rejeitàJ' mais leiitlu:nente a petiurbaç~n, 
pois o slstetna com e~ conLTote nptcscnJa uma CU.Oçio 5el1Sfbilidade (S) com o maior ganho em ba~ 
freqütnclas. O sistttna com o contrOle LQG tendo a ~jeitar a perturba:çlo mais ràpfdatne.nte CJUeo 
sistema ex>m o controle LQGIH.., por6m a resposta do sistema obtida com o controle LQG foi à maiS 
oscilatória. A rnio d&ssa oscilação ad116:n do fato de que o s:istemt com o controle LQG ê o gue 
apT"CSCnta o maio.r ganho na fieqiiêncie de ressonAne\a Cündamenml (36 rad/s). i[sto. 6 o que pode•Jer 
verlficado pela an6Use da função sensibilidade co.Qlplementar (CCimp) na Fig llb. Dessa figura, 
verifica-se que na freqUência de tessonãnoia, o slsteuta possuí ganho :mtl$ baixo com os côntrolé$ 
LQGJH.., e H.., o portanto. apresellhl respostas mais amortecidas. 

Conclusões 

Foram apresentadas três .metodologlu de projeto de conu-oladores para uma barra flexJvellevlt~da 
filagneUéamente em uma de suas extremidades. 

No pfo.jcto do controle LQG, os pólos do sistema em malha [echacla Coram impostos como sendo 
mais r'pldos que os p6los do ststcma em malha aberta. Nesse ltabalbo, os resuJtados obtidos fomm 
sattsfatórios, embota nem semp«: se Obt.c.nha os resultados espetádos (Doyle e Steln., i979), "'iando
sc a escolha da posição dos pólos de malba fechada, J)Qdem-se obter diterentes respostas do sistell)à. 

O ·projeto do controle H .. é realizado a partir das funções peso W1, W2 e W3 que traduzem. os 
requisitos deseja'Cios. Através da escolha de outras funções peso podem-se Qbtor dllercn.tes 
<iaracterfs1ícas de ~penbo e robustez. 

Através do controle LQGIH. é possfvel obter um oontrote com mais caracte~fstlea$ de LQG ou de 
H_, variando-se o partmetro y. 
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Em particular, nos pr"Ojetos deseovoJvidos, a escolha adotada para os parâmetros dê p.t"ojeto, a 
sabet, pólos de tnalhà .fechada, funÇÕes peSO W h W'Q W 3e O partmetrU"(, preduzb:am OS test'lltados da 
seção anLerhn, que não v,l.sam a comparação dos métodos, mas sim iiustrâ-loll e m0strlU como 
poderiam $er utü..izados para se atendetem diferentes requisitos de proJeto. 

6.5 

o 0 .~ 1.5 2 
t (s) 

2.5 

(-.) LQG 
f-) Hoo 
(.) LOG7Hoo 

3 3.5 4 

Fig. 10 Rnposta do alstema para uma perturb:açáo na entrada da plantà 

- Nomenclatura 

A, Ac"Matrizss o x o, " c x n0 

B, Bc"' Matrizes n x m, n0 x m 

C, Cc" Matrizes I x n , I x nc 

Comp= Função sensibl!dade 
cômplem·entar 

d .. Perturbação 

n., D 2=Matr,fes n X p, I X p; 
D1D2 ,.. O 

E -= Valor esperado 

E1, E2 =Matrizes q x n, q x m ; 
ETEl- o 

E1..,, Ez.., =Matrize~ q.., x o , 
~ q.., x m; E 1..,E2.., .. O 

E = (E I E2Ce) 

E.., = (Et.., E2<r>CJ. 
G = Matriz de ganhos do 

regulador linear 
quadrático 

Go .. Função de transferência 
nominal da planta 

GP = Função de transferência 
da planta 

L.. Or "•• Or=Matrlz ídentídade 
r x r , matriz n1,1la r x s, 
matriz nuJa r x r 

J "' fndice de desempeiJho 

K .. ~atr:izde ganhos do 
filtfo de Kalrnan 

~ = FunQáo de transferência 
dQ controlador 

N r X r; Matriz r X r definida não 
negativa 

P r" r ... Matriz r x r definida 
positiva 

!R, m• X&' ~ll' .. Numeros reais, 
matriz real r x s. ·ffi:[ x 1 

R = Matriz sernj...definida 
positiva 

s Função senslbilidad·e 

~ n, o,.~J T 
on. X n C~:RzCc 

l R1
• O,.,, J -

T"" = 
on. x n C~R2..,Cc 

tr ( • ) = Tra90 
u = Yetor 

U = Matriz definid;a pos!tiva 
v = Ruido branco 

v1, V2 =D1Pf. D2DI 
w = Roido branco 

wl. w'}: , W3=fungõeSQ.8SO 
para o cor:~trole J:t.., 

x, x.c• iaVetores 
X = Espaço real ou 

complexo 
y Vetot 

~ Constante não r;~e.gativa 

y Constante posiliV<l 
AA, ÀM.=IncerteiÃaditi'ila, 

rn~rtez.a multiplicatiw 

Super-sseritb 

( • ) T .. Transpost;i 
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Abatract 

Tbe prcscnt article'rev!cws brlc:Dy lhe advantegas and drawbacb of lhe Fioltc Blto.ment ~tbod (PEM) 
compared to tb.c Bouodary Elcmcnt Metbod (BEM) ln tbc flcJd o:f solld meçbiQÚCJj, in particui8J' for 
elutodyna:mics. A ooupli~g procedD:Te, wblcb encompuses lhe advanta,aes of bo~b metbods 1n \b.cftcqQency 
doma! o is prcsented. Tb:e fonnulation for tbc tntcraçdoo o( tbe FE and BS mt!lihe$ with a rigid body is &tso 
detalled. ln an IICC()mpJllyin~ papel tbe desc:ribed mJ:thódolo.gy t. i:Jilplem~ted, 'lla.Ildaied and a.pplled to 
ifynmfc: soll-ct:nidurc lntenc:doo problems. 
Keywords: Pinite Element Met.hod, Boondary Element Mcthod, Elastodym~mfal 

lntroductron 

Thero íS :no point, nowada ys, ln tryi:ng to cJ:phún lhe .advantagcs the Flnlte Element Method (PEM) 
bas brought lo problcm .solving ln apptled mecbllnies. Tbe FBM Tepttsefits "tbe'' breat~through ia 
solving boundary vahie problems of ma~bemlltlcal pby&lcs. Tbc molhnd is 'COliCC})i.uaJty W"OU 
tst.abllshed (strang. 1913, Ziellti~~CZ. 1989, 199l. Sal% 1982, }f.ugbes. 1987) and ~ becm 
successfuJiy implcmented ln a .gr011t .num.ber of «>mmcrcial progrruns (BRbbia~ I98S). 

ln lhe field or solid mcchanlcs tberc havc bctn cooslderabló advanCO$ to ltne4t and Dotl'-lineat 
numerieal analysis (Zicnldewic:z, 1989, 1991). But Pinite Brement Analysis stllr :fucessomo-Hm1tatlons 
-ot barrlors. The PE ls a 'domain' melhod and lts lmplementation d~ID1l1lds lhe discretlzatlon of tbc 
entire domam under coMlderation. Thus, fully thrce-d[mensiónal analy~s requires a l'ot of ti~ Í01' 
data ptcparation and bugo cornputirtg ftclU:tioa, lncluding largo cotell a:nd stro11g pro=asing 
capabilitles. Wave propagatioo phenomena io Wlboumled domail'ls does pOS~ somé di«tculllcs to th~ 
FB analysis. ln thcsc unbounded domaias there an waves whlch propagam unrcflected 10 the ' ilifinfty' 
ud earry wUb thóm a certahi amount of merg)'. wbtéh fs withdtawn ftom the ana:lysed syst.cm. Tbís 
withdrawn -eoergy ls usunOy refe.rrcd to as '"ge:omc!ric damp:ing" (Ricbutr, l970}. AJry fudté sizcd f.B 
c:ncsll will çause wave rct'leettJon 8lld CO:i'ISeq~cnt.ly trap Ule ene.rgy inslde tbe rnesh (Ha:djfan, 1974). 
Fi:nite domains wlll also possess eigenfrequencles, wlrlch are accempaniêd by Munded or tnlbounded. 
vibration amplitudes of lhe corresporuling cl$Ct1JDode$; depen.dlng 011 wlletltei thc sys.fem prcsanl$ or 
not internal (nta~rial) dampitlg (Nasbif, 1985). Uobolllided do.rtJáin dy~ Cloesnot1't"C5c.nt the 
posslbll ity of modal decomposillon and does ool sbow ~ conespondln,g reMlll!11ces. A lot of eftort 
hAS been done lo db'llolop '"ionnhe eleinen.~a-" to reprm:Juce the at.at1~ ud 4.ynamlç bebavlour o( 
uoJimitcd do-matns w1~hln lbc Ft analysJs. An .acco11.nt of tbe..atatt-of· tbc-ratt ín thi:: use an-d 
d~elopment of"infinlto"' ale-ments ln FE anal~& ma:y be found ín Bectcss(1992). 

An a!tel1\lllive to the FBM is given by 1hc Boundar)•EI:ement ~et'bod (»~, wbiéb in the tast 'IS 
yenrs lhe bas evoJved ftom n numtrlcal tooJ to .hnndle póte!ltiW apd elastostatic prob)ems (Rf~o, 1967, 
ermo. 1975, Jaswon. l971. Ur&bbia. l9.84.).lo~ -powetful.eM efficicntteehnlque appll~_d lo lhe 
analysls of almost arr; 'field tn engineering includlng efastod~ (Mansur, 1983 • . Mano !is; 1988, 
l3merjee, 1992.~ l1uid DJe(tlutai~ (~~" 1~92). d~ fll1Jd.-1ltuet.Ute Jnte:raçtion (Br~b.bJ~ 
Manuta1pt ~ M..m 1aa.4. Tadvtil ~~cflt-Tal8d9 Flêl:ly ! 
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1984a), floid-.soil-structure inteucítion (Antes, 1~ Manr:~lts, 1993). fracture mecbanics (Qruse~ 1970, 
AI~badi. 1991), cJcetrical e.ngtnocring (Bftbbia. 1990). acoustics {éiístowski, 199lY an4 ·hc:~·~ 
(Wrobel, 1992). 

Dcpend:íng on tbc problem belng con-sidcrod tbe BEM shows some grcat advaiiiaJCS oveHl:iO P.BM. 
Thc BEM is a "boundary type" method whlcb in most clrcu:nstances onl)' requ:IIU thc dismetiz~:dCII'IIof 
lhe surface {bl>undaty) of (bé region belng anatysed. Omsequently (he dltnm~Síbrulllty ofthe probleni 
is reduced by one. Thus in three dimens'ronal pcoblems on1y surfâccs need to- bé diScretfzed. lã lWét 
dimensional cases Onlflin&a, 81\d ln one ditnensionat proble:ms omy two scalat point:s need 1(0 be 
troated. T.his Is ilic mos! strlldng featurc of tbe BEM and ba:s an en<rurmetus effect tn tbe df'orl 
necessary to prepare inpl11 daUt; specially .for problems fn the lnitial stages when. rern:csbing ~áy ·!» 
very frequent. ln BB analysls lho teS011i'rlg~ of a:lgebra:lo cquations.arc muc_h smallet tiJan its a!' 
COtl.llterpart. Oppos:ltc to lhe symmwic, spm:so and banlled characte:r of the FB mBtrlees tbo BE 
matricres are no~etrio e.nd fUUy poplilated. So1 rn~y of tbe algo.rlthms develo:p_ed ~~ lho .FB 
analysis .cannot be utilízed in th.e BE rodos. 

1'bb Boundary Blement Method ca:n q.u.ite nalurally desWbe the geometric damping rolatod'to 
wave propagation in unboundcd oont[nnà (ManoHs. 1988. "Pontes. 1992). n is consequenll}' wen swtcd 
for exterioi domain problems of &C!OOStias, geo.mecbanics, Oníd-medmnlcs, etc. Duc to its 'boúlida:tt-' 
only' dla:ractor (no discretizatioo or apptorlmation i&performt:dwidli:n the dom.aJn). the·res~;~.t~ 
produced by the B.EM i 11 lhe interior of lh.e domalns te.nd to be more prde lhan ftS Fa count'elpar.t !o!' 
thc same boundary mesh deQS'Ity (Beclet, 1992.). For •problems o1 fr..a.eture mechanies anctfot lbc 
determlnatioo of hlgh stress gradients 111 cntdc: tips lhe BEM produceá better Testtlll- tbao tb.c FBM 
(Cruse, 1979, 1988, Besk(IS, 1987, B~ketj 1992). Tlte FBN requires a r.peclal formulation to treat 
lnoompressible modía (Pofsson ratlo v • O.S), bot thc BBM bandles ·lhCS.e materJals wtth na.(urther 
d:ífficul ty (Becker, 1992). 

BUl the BKM Js oot lhe panacea. tbe soludon of an evns. 'JbQ BEM alsohas some dtawbaclts, w~ 
compared to lhe P'BM. Tbe R:nlm Bteme:nt Method: is osually formoJBted dltcet:ly t'róm tbe d.iffereotià 
equttio.ns gov~ing tbc oontin.uum.. ln lhe BS analysis thc diii«entlal equations·are' tlrs"t {Ta:nsfóJiiléú 
into integral equatlons and tben diseretized. Engi.neers aro unfamlliarwiib tbo mâlbemat1cs ófltrtegt~1 
equatlons. ThU$ ~&ny engJncers fear·to e.hange frOCJtltc weU kllown FfS fotmlli"atinns fo fhe nfh.er 
11Dllsual BB math~matics. Tbe BBM applie&. ill princlple. omy to bo:m.JIO:úS dmnains and reqo1te"s 
tfor its formulation a socalled "íundamenllU sohttíon" ora cm:eo•s:fwwtion (G.F). l'M·BB·fo.rm:uladmt· 
ffor non-homogcneous regíons wou!d Tequlrc substruututint teebrli({ues. wblçh in the limit; woautd lêad 
to Boundary Blo.meot regioos wítb lhe slzo of a Fio i te Elc.mcnl.. The 'bounâary·ooly' appea:J o:f 1hc 

EM would thbn disappear. 

Tbe BE is a superposition method .and lhos. in priocfpl-. ordy applfcablo 10 linear .analys.~ Thcrc 
ave been marty elfort5 to excand BB teebniques to some üe1ds of AOI\>olin_ear mecha:nlcs. Todl,)' the 

BEM can be applled to non-lrnear probloms whlcb cao bo solved ln an tncrerncntt~l mai:th:er Hk.b 
vlsc~!aslicity and elastoplastJolty (Mukberjee, 1982, Telle.s, 1983). Cantact problems'te:J>resent 
anolber f'ield ln wbich no~llncar analysis ·bas been performed b')' ·the &13M. ()u.asW;t;rt.ie con.h:t;t 
roblems require advaneed iferative tc:cb.niques (Mao, 1992) and dyoa:mic contâet probltms askfor a

dme-domaio BB im,pJementatitm wbicb Is anuhematioaJJy and roMputati~lna'lly oumbersomc (Aptes, 
1985, 1992). But ln spite of lhes.o advanccs non-Uoear numulcal aoalysjs is stin !fie reálm o:f Üíó !!EM 
' par cxcellenee' (Zjenlciewta, 1991). 

From the abovc ailalysis ii mm;t be evidentlbat bOth methodS, FS and BB, poss.ess qoalili:e.s and 
drawbacks and lbat lhe mast sultable lCQbnique to be npplled is probleDHiepe:ndcml. Thday lbefé 11 a 
_growing c:o.nsensus am.ong the researchers of nu.merlçal mç~ods thal the C~>Upling of~E a~~ .~~ 
ptocedures representa ·the most efflcient numerrcal too:l IIV1!1h1ble tO 11pproldmato Ul'Q e.olulicm ol 
"d!Herential equati.oos gov.erning probtems of solld mcchanlcs (Sousa, 1991.). For lnstanee, in the tlelt$: 

f dyna:m:ie intoraouou of fo~ation s.tru:cwr~ wilh lb:& $(1ij Ch.e FBM çan bo ll$Cd to.mpdcl ~ 
IIUCtures, f'oundadons. soU ba<:tfill and other lnbomogenitfd of lbQ néal'-field wbifo. tb.o 8~ l.$.p~ 
o model the t'Ar-flc.ld with the rodíation .c:Qndltlon. ln plast!oily~ frequontly only a &maU.portla.o gr the 
ornaí:n1.mdergoés non·llnél\t pl:ásti~ deformaticms. Thls small non~llncar :re$fon ean be modoll\'d by 
hc FBM and tbo rest of the (llnea.r) domaJn ean sUII os.e lhe' .advilntage$ O't lhe tcduced BB 

disoretization. ' 



ll ~ems tbat Zlenldewict and bís oo-wotbrs (1977~ 1979) wtrc the fimt to de_sctfbc the coupling 
of PB with b®ndaty tn~gm equations, .alE.·Tboit tOrmttlãtkm was lot potential:ptoblemJ appüed '~ 
wave dlffraetion_. heat transfer and electto111agnct.ie fic1ds. They transformed lhe Bm domai~ ·into an 
equ!valc.nl P.8 domaln. Tlle coup1lng wu thc:n petformtd co.nsfder'rn.g ldnemalic cotnpatJbUlty .and 
~trllibrium ocmditio:ns atlhe B&.FB intortacc nodes. 8~ ~oning tbtougb ene~gy prin_eiplcs tbe 
origtnalJy noo-&ymmetric .Bm matrlces we1:a g:lven a $ymmetrle fomn. A fommlation fm oouple<l 
elastostatlcs was given by .Breblilil and Ocorglou {1979).1aJ.plementatfom of thc coqpled FH-BB 
IID8lysts 1m plano st.nün c1estosla:tkls into edstinJA propms wcte. reported by Beer (1983.1986).. 
AppUcations of coupled PE"'BE analy&ls lo p.roblems of g.eomechanlcs (Beer-. 1986) showed lhe 
effieiency of thls procedurc. ln thc for.mer works the BE domain was elso tJansfoiJDcd tnto a P~; 
e.qulvalenl system and the resuJtl.ng matrioes made .symme.tric. Brebbla, Te-lles and WrobcJ (1984) 
erlticiztd tbls symmetrization statlng tbat Lbe undcrlymg .e-nergy eons'Idorat!Oi:IS dó not strlctly apply tO 
lnttatel Opétatârs. l'his critica! point ofvicw bas been suppotte.d tbeo:tetically'l!.Dd inll'IJeTl~Uy .by. 
otbér autbors (Li. 1986., Kohno, 1991 ). A furthw amtribotion to tfm disousstoil undctl)4ng tbo -noo
symmetrlc charaàer o:r ~ c:o:nvcotional boundluy clcment fonnulatiou may be fu.ond in tbo artlcle of 
D~mtDnt (1987). 1'he f.l:rt~ J3l!, tomnrlalion .for ci-3Sto<lynamics was glvcm by Quse (~ 1968b). A 
ao-upted Pa-:a:e formulation fot ptane. sua!:n etastodynamlcs b1 the frcquoncy domam wAs given by 
Kobayashl et aJ. (1985). ln that artlcle tlle non-bomogenwus patt-of (be ground was mod:cJlnd by FE.st 
and lhe temaining bamogeoeous·tar-fleld, w.hlCh aroounted for tbe radiation c:ond.itiorr, by Bo.undary. 
Slcments. A lhree dimensional fortlll11Alioo was also r~ported try· Kobaynshi (1986) for dynanrlc ,sou:.. 
structurc intetactlon probtoms. 

Thne domafn dynamie rcspanse of bt. ud lri.cfimeosionat Hec.xiblc fouodallons (modelled by Fes) 
lnte.racting wiiJJ tbe soil (modelled by BEs) have fust been glven by KarabaHs and Bcskos {1985) as 
weJlp• by Syprakos and :Oeskos (19-86). Both atlicles deal wUh m8$Sless foundations and Ttlntd 
contáct Oondltfol\S at tb~ soil•foundation.lnterfaco. Mo~ reoenlly ~Iff ct. aiii. (1989, 1990~ 1991,) 
bave repertc:d covple<l :S.É-FB ln timJ) dOmaln ba.so.4 on.the formulaUon p.topQsed by Antes (198~ 
wru$ ínctudos.bond~d contact. condlâons at tbe. son~foundatwn hnct!acles and inertial propcrtles f9í: 
tbo taw~~tibns .and/or strvetuttS. 1b.Clô0 ardale.s $h-&w .::lcarly tho- p-otentlatlties of ~ couplcd B~ 
p('X!edurcs La anaiyso çompl~ dyna:mk s.tntctuJ'e..$QU~$1r.QC\llre inte-ta.cUon phenomcn.a. Th& ti.ln.e 
domai:n formolatloo eUows 8 natüral extensioa to tteat n.on-tin&w pJ'Oblems. The reeent wmJr: ar WanJ 
and Schmid (1992) indlca:tes ttw there .stillls ca tot ot engineering anaJ.y&ts whiçb eao be pcnfuaned by 
8 coupled BB-FE metb.odotogy. 

Th~ ptesent artlclo deli.cr!bes a coupl~d FE-:BE formulation to analys~ steády .sta~ 
{vi'sco)elastodynamlos uoder plane straln condltioos. 'Viscoc;lasti~ cftects aré lntroduoed 11'1 lho 1IB 
cquations lhrough thc a:mccpt of relaatioo functions. Tbe Boundary Element fonnuJation.ls base.d o,n 
the fUII lijltt~ Oreen't. fluletlon or Stoke$1 tensor.s. Vi.&éóela.stie díeds uo lncotpQ.raled l.n th:c S!! 
equations lbtougb am~ple:~ rtWctta1 constants. Eventual non~ «Ceeis. due tQ lbis assw:uptJon Mt 
.addresacd. The irúenction of lhe f'B mo.Jh with a ~d body I~ alao inçluded. Thc desçri-bed 
formwaUon redu«s tbo .slze of Ut~ FB sy11~m blli keeps lt$ symmctty. Jn ~ AC(Ç&tllpan-yútg arU.~~ 
(Mesquita et alii., 1.994) tllls formulatian is implemented, vaUdated .and ~pUçd to .dy.naml.c son
struc.tute lnreractlon problcms whlch includc embedded foundatioll$ and soi4 vibratton-tsola.tion by 
moa.ns of trenches. 

Ftnlte Element Fonnulation for Elastodynamlcs 

Tbe starting potnt lo formulare the 'Fini!e Elemenl Metbod for elaslodynam'i'cs .is lhe welllmoWJJ 
Nav~cr cquation, whicb 1n terms of tJJc displacemeote fi'eld·componen(B u1 (~ t} ean be wrllten 

{i.l) 
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ln Bq. (2.1), J.L and À are Lame's constants, F1 bOdy forces per unit volumo and pls fhê Córttin:uum 
density. By using a weigtbed residual statement a.nd approximatin:g the field var1ables tbro11gh 
intcrpolating funct:lons (Zlenklewiet. 1989, H11gbes; 1987) the ditter~ntt.aJ equation (Z.l) can be 
tt&nsformed iJlto an aJ&etmrlc system of cquations relatf:ng tbe vectors of nodal dlsplllcements U and 
forces F: -

[~] {fr (t)} + [~) {!:J (1)} - {! (t)} (~.2) 

The matrloes M 8Ild K ropresent respectively lhe inertla and stlffness pl'ópertle.s ot tiie médium. In 
Bq. (2.2) varlables are fuic.tions of time t. 11 is possible ta eHm.inate the time dependà:ncy by :mellllS'ol 
a Fourier Integral 'l'nn&fonn. Tbe resulling vadables are now frequency depcndent ones. Defining 'lbe 
Pouricu .transfoon of lhe field varlables as: 

equarion (2.1) may be transforme<f to gfve (Pontes. 1'992) 

(Z.4) 

Tbe dasb (-) ovcr tbe variables ind.icates tba:t tbey ne assumed to be complex. Tbe algeõraic 
system (2.2) may be atso transforme<! to the frequenoy domain (O)) 

[~ (w)]_!:J (<.o) • ~(m) (2.5) 

The dynamic sti~s mattl:r. ~ is define<! as 

~ ( (1.)) • [~- m~J (2.6) 

Tbis procedwe is standard for the analy.sia of an elastlc c:ontinuum ln the frequency doma ln 
(Eiughes, 1987). To forDUJiate the FB equations foT a linear viS«lelastic contlnu~;un lnsteacf ot· fhe 
generalized lioo.Jc:es's law tbe. viseoelastic c:onstitutlvc equatiollS relatingtbe deformation ténsor EcJ1 ( l) 
ánd the atress tensor ou ( t) (OuisteJ~Sen. 1972) mus1 be introduced: 

(2.7) 

ln Eq, (2.7) h('t) and ~('t) are retaxatlon functioi!SI (OtristetiSC:n, 1972). Consideting tbocoil$Ütlllive 
retation (2. 7), lhe ~uillbtíum equaâon 
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{2.8) 

and the defmitton ofthe Cau<iby deformalion tensor 

(2.9) 

~ lhe eqo•tíon of &ru>tlon goveming the viscoelastic coJ;rtinuum may be fin3IIy writtcn ln tellllS of 
convol.utiOD ln~grals (Ou:istensen. 1972): 

Apptylt\g tbe Foutler Integral 'trausfotm, Bq. (2.10) may be wtitten ln lhe fr:cquency domaín 

(2.11) 

Tbe complelC t..arne'$ constants 14 •, >.. • oontaio hlformation pe:rteinlns ~e ·mate.tlal damping 
coefflcients of tbe medi um TJ11, T)). andar-e deflned by: 

1-4 • ( ico) • IJ. [ 1 + i'l111 ( co)] ; i.." (ico) • >..[t +iT)Ã(1l>)) (212) 

The frequency dependent damping coeffieients may bc taken from 11 v:iscoela:sti1l modeJ likc 
Kclvin·\bigt or constant hysteresis. They may atso be obtained experime:nt.ally and th,en incorparated 
lnio tbis fonnuladon.. Usuany botb daroplng coeffioiénts are ooliSidóted equal 11.., • ':b . .. n. wh:icb 
wiD lead to a n:al valucd Poisson raúo v (Olrismnsen, 1972). Using tbe definlt[on (2.12) io lt.q. (1.11) 
it may be recasted: 

(2.13) 

Tb:is equation may also be disctetized and reduced to ao aJgebfalç system. Compariog (2.4) wlth 
(2.13) li oan be acen that 11 complex damptng tcrm ~ WiD appear in lhe d:yne~mte stiffoess .mauoo 

(2.i4) 

Tbe dampiog matri:x ~ ( ro) is deftned by (Sousa1 1!>92)r 



~(m) • Tt(m)! (2.15} 

Bquations (2.5) and (2.14) Teprcsent tho FB f{)nnulation fo1 the viscoelastio oondnuum·m the 
frequency domain.. Computationally lhe onJy differene» between the e lastic and .tbe vfscoeJasli:o 
lmplemenratlon is the ulstence of tbe mat:rilC C oontalnin·g the information about lhe dJsstpaUve 
pfoperties ot the medlum. U has bec.n sald Ulat oi'õ lnt:rodueliion of such a complcx .rmttt:x may lcad to 
non-<:aUSid behaviour of lhe contfnuum (CrandaU. 1970). Tlús phcnomena has aJso bcren invcstigatcd 
by GauJ el aJil. (1985). But as Seanlan (1970) has slated, n:ature bas a oausallbehaviour and also 
dissipa tive properties, so the problem is not tbc existence of the compléx; matrtx C but ils freqpency 
conteot. Tbe simpte dampingmódcJ~ l.i.ke dto Kelvin-Vbigt, m&y not des<mbe Üature's behaViour 
appropriately, but accuratedly mea.suted damplng cneffidenl$ wilJ not lead to non..causal behaviour. 
An lmproved generallzed damping model ma}' be found in the articlcs of' Oaul et all1. (1986, 1992). 

lncorpondlon Qf Rtgld Body Condltfou tn tbe ·FE Meah 

1'o desc:rib6 tbe lnter&ctíon of thii> FÉ mesh wkh rigid b<xlie:s (01) U is neoessary to íntrodu® tigid 
body iinematlc compatibillt:y reJations and for~ eqtdUbrlum condltions into Eqs. {2.5). For this 
purpose lhe <fiSplacement U ao:d :furoe vectors P in ('2.5) will be divided into the subveotors (see Flg. 
1): ~ -

(2.16) 

The followlng definitJons apply to (2.16): 

(2.17) 

Considerlng Bq. {2.16) and lhe definiton (2.11); Eq. (2.14) rnay be rewtitteru 
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(2.18) 

Kinemado compatibility equations ~c must be lmposed between lhe vector descrlblng the rigid 

body displaoements .Y: and the nodal 'displac.emen:ts !!: at tbe Pll-ridid bódy interface r~ ln mattix 

form this may be written as {Sousa, 1992): 

(219) 

Bquilibrium oonditions. 5-0 must also be .prescribed between thé vector of tbe externãl forces 

actlng on the (massJess) rigid body ~! and lhe forces.at the PE-.rigid body interlace ~: (Sousa, 1992): 

(2.20) 

It can be shown that (Pontes, 1992, Sousa, 1992): 

[~c]T- ~Q] (2.21) 

Tbe vectors describlng the dgid body displacements and applied extema1 forces are defined 
respectively as: 

(2.22) 

The matrices C c and E
0 

can be used to incorporate tbe tbe rigi.d body displaoement and extemal 

forces into Eqs. (2.18) without changlng the sytrunetrlc e.haracter of S. The- resulting sysLem has the 

following structure (Sousa, 1992); 

(2.23) 

with 
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~-:J - ~:J ~c1; ~:J - ~c1T CS:l 
~:J ,. rs:clT [~~] [ÇJ (2.24) 

lt should be noticed that this formulatlon. besidcs lteepin$ the symmctric structure of lhe malriees 
in system (2.23), also rcduces all the FB degrees of frecdom uF at thc interface r: to the tbíee tigld 
body degrees of freedom !! ~ rc$11ltin.g !:bus ln a s.maller a!geb'fJc system (Sousa1 :t99Z). , 

Boundary Element Formufatlon for Viseoelastodynamios 

The BE formula'tion requlres lhe transformafion ofNo.víer•s dlffetentlal eqlla{ions (2.1) into a sct oe 
integral equallons. Th.is transrorma.lion Is acoompUsned by considering two dislillct elastodynani.íc 
states ('E, '!:•) containing di.splace~ents Uí• boundary uactlons t1 and ttody forces Fr• 
2::[UI(~t).~(~. t),Fl(x,l)] aod r Uj (~. t),tj <!> t),Fi (~,t)] and Gr&ffi's TC<llproolty 
theorem (Cn.Jse, 1968a, i96'8·b, Mansur. 1 83, :Pontes; 1992) whicb relates these elastodynamlc states 
through tbe followiog relation: 

J4 (~r) • uj (~ t) df (~) • bP1 (~ t) • uT (~ t) de(~) • 

• .ftj (~, t) • U1 (!• t) rlr (~) + !~ (~ t) .. U1 (~ t)dO (!'-} (3.1) 

The sytnbol (•) ln Eq. (3.1) represeo.t$ a convolutlon integtal wltb respect to timec. C and r 
r.epresent, respectively. tho dómeio aod boundny of lhe c::onünuum consldered. Th:Cl Fourier lnte8J!DI 
Tnnsform of Bq. (3.1) assumes the form (Ponte$. 1992): 

.ft;(~(J))ü; (~t)dr(~) + JFI(~(J))ü; c~.c.o)dC(~)-

-Jt~ (~. w) Ü1 (~O>) dr(~) + [/; (~. ro) Ü, (~. w) dQ (~) (3.2) 

The k.eroel Uj in Eq. (3.2) is the solutlon of lhe Navier equatlon in the frequency domai o (2.4) for 
-Ute case that body forces F; are represcnted by a Dirac's Delt.a distribucl.on a (x} applteél ata 
JCOilocation point ~ rmiltiplied by a known forcing functlon f((J)): -

(3.3) 

The displaooment vectOr uj may ~ obtaintd from tho so called "Fwliiarn.êntal So1utlon .. {FS) of 
b.e elastodynamics or the Stokos' d·isplacement tensor ujJ (Erlogen, 1975). The vector ot the surfaee 
tra~tioos_ ti Is ob.tabted from thc slrC$S tensor tjJ• wbicll in tum ~ deLorm~ed applying uij in &be
t:Qnstltutive eqllátkms for a rinear, isótroptc ál1d homogtntous l'l'ledl .. Foitowu:tg relaOons hofd! 
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(3.4) 

The pair of Stokes fundamental solutions ujJ, tjj bave an additional prop~rty e11sures tlle 
ulisfacJion of tbc radlation oondition: 

-
lirn ~jJ{ "• w) .. 01 

1~1-... -
(S.S) 

lftbe pai r (u(j, t9_) js chosen to be on.e of lhe elastodyna:mic stlltes $• tben lntclgral equa!ion (3.2) 
may be recas·ted ln to tManolls, 1988, Pontes, 1992): 

ClUí(S. w) - f[~,<g- ?'• ro) tj{~, <O) -~j(i-!i <o)~~{~. <O)]dr (x) + 
r 

+ J~~J(~- ~· ól) Fi (?', ro) dQ (:C) (3.6) 
Q 

For smoolh bou:ndluies lhe. valuê o:( the 60 called ftee tenn coefficieAt y is 0.5. m lhe absence of 
body Coroes P1 - O, the Integral cquadon (3.8) furnishes tbe displaeemenl field OtOO atany polnt ~ as 
a function of io~grals of displacemenJs U1 a:nd tractions t1 over thc boundary r. But in a weU posed 
boundary v alue ,p:roblem onfy one of tbe variables Uj( X E r u) • ti (x E r!) is prescrlbed at portions 
o r the boundary r - Tu u r~. ln (3.6) UI (X E r.) : and 1t {'x e"ro) aTe tbc ·onknown:S of the 
problem. Thc solution of (3.6) may be obt:ainecfby dlscmtmng tlie boundary lnt() a series of ell!ments 
and then lntwpolatiug tbe geometry and ficld varlables by approprláte potinomjál fUnctiotrs. "By 
applying lhe col0eation point s over tbe nodal polnts ac r a system of aJg~brarc cq\lalions relating 
bounda.ry dlsplacemcmtS and tractions mày be written (Mano! is, 1988. Pomes, 1992.): 

(3.7) 

lntroduclng the given boundary oonditlollS U1 (x E ru), !j (lt E r 1) into (3.7) tbls system tnay be 
reammged inlO lhe form (Pontes, 1992); - -

(3.8) 

The vector X contains tbe unknown nodal boundary values U1 (x.E r J and t1 (x E r,) and b 
contains tbc pre&críbed bóundary values tJ1 (x E f 1) and lj (x E t\) mullip'llcd by paris ot H and g, 
respectively. Once lhe u.nknown boundary vàlues a~e determ:íned 'from (3.8) tbe fleld variabTes at any 
polnt of lhe domain C may be determhted wilhlho aid of tlte lntegral equatl:o.n (3.6). Stoke's 
dlspla:~ment ~nsor oiJ Stfess tenSQr lij used ln lhe present formu!Btíon (and impltmentation) mary ~ 
found 111 l!rlu~n e L ai. (1975) and also in Pantes (1992). lt sholild be~ no.ted tbat complex Lame-ls 
.constants (2 .. l'2) were Jmplarnenied lo model Internal dlssipatJve (viseoelastic) effeets ot tlt6· 
eontbwwl. 
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CoupHng of Flnlte and Boundary 'Eiement Methods 

There are two possible ways to couple PE and BE dtscretízed domains. The first alteffilltN·e 
transforms the FE equations into and equivaJent BE system, with displacements and tractlons as nodal 
varlables. This is a convcnient prooedme whén tbe FE formulation is a mixed type one (Zienkfew:icz, 
1989, Becker, 1992). Por llie dísplacement type FE formulation it is more conveníent to transfopn lhe 
BE equations into an equlvalent FE system. This offers the advantage that the BE equatkms·may be 
incorporaled into lhe ~s!ing FÉ codes. 

Refering to Fig. 2 the FE (F) and BE (B) varilib1es may undergo a:nother division, oonsidertng the 
FE-BB interface nodes (I) and lhe non-interface nodes (N) 

-p .. {U-p U:-:r}T· 
U -N'- 1 ' 

=-=-s - s - sT 
u - {!!N' ~. } ; 

The following definitions apply to (4.1): 

L 

Ag. 2 Flnl18 and boundery alamant mnliaa llh.d r1gld body; OeflnJtlona 

(4.1) 

(4~2) 
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ThJs division is necessary because for thc coupHng procedure.-kiJlel'Jl-a:tic·anQ equllibtium 
conditions wirJ be imposed at the lntetface nodal varlables (I). Consiàeiillg the definitions above lhe 
FE equatlons (2.5) may be written 

r
p -pj I. -p I ! -p l :~' ~· - ~: 
~lN ~U ~1 _!'I 

(4.3) 

AllaJogously for tbe BE Eqs. (3.7) 

(4.4) 

lt should be noted tbat in tbe FE formulation the vector FF represents nooal forces while the BB 
vectors tF represents dlstrlboted surfaoe forces or l:taction5. Tbe tractions must be converted into 
equivaleÍlt nodal forces through a transformation matrix N. This matrix depends on the hiterpOiation 
function used in tbe discr.etixation pi'O<less (Pontes, 1992);-

(4.5) 

Witb tbo ai.d of (4.5) tbe BE systcm (4.4) may now be l.l'anformcd into a PE system, analogous to 
(2.5): 

(4.6) 

Tbe non-symmetric (NS) dynarnic stiffness matrix S B- NS is obtained from tbe· BE formulation 
(B) (4.4) and is defined by: -

(4.7) 

Bquations (4.6) may still be further subdivided according to the definitions (4.2): 

~SB-NS SB-N~ [ UB-NS l [ FB-NS l - NN - Nl - N - - N 

-s-NS - '8-NS - s-NS - -s-NS 
~lN ~D ~~ ~I 

(4.8) 



Coupling of Finte EJemant and Boüodaly Ellment PIOC8Ciui'H for Steady Sfate EI~C$ - Patt I 1U 

!Squations (4.3) aod (4.8) can now be COI,Ipled conslderi.ng kinematic compatibillt}l conditions..ana 
equiTibrhim equattons, respectively, at lhe PE-BB interfac::e nodes (Soosa, 1992) 

(4.9) 

Equations (4.3). (4.S) and (4.9) may be rearranged to 'fonn an alpbralc sysl:enl relaling extcmal 
excltations ~ and ali lho nodaJ displac:cm~ents !! at the coupled mesb (Sousa. 1992) 

::ll ? o ":-:-F ? ~NN - NN !!N -N 
".:'F -p :-8 ::-8 
§TN ~II +~II ~NN ~I o (4.10) 

- - a ::-8 if: . .?. o ~Nt ~NN - N 

TI is possi'ble to ~ge Eqs. (4.10) so to condense the sysrem (4.10) to lfte size of lhe fE ·nodal 
varlables (Sousa. 1992): 

Tbe foJlowing definltions app1y to (4.11): 

and 

~-J -~ -[~J &~r la:J; 
~·J - c~~ -c~ [j!~~rlª:J ; 
~1 .. [~-~ [~-llli:J (4.12b) 

11 sbould be noted that the system (4.11) is non-s)'liiiDetrlc. But a closer took wilt re~atlltat íts 
gr~atest part ~~N is symmetric. Only a relative small portjon-of (4..11) I& non,symmetrio. Todày a 
relovant researcb topic ís to devclop solotlon procedutes fór systçms Jib (4,n); Whioh would illalc.e 
ur;e of tbe largety developed solvers for symmetric matrices but includlng a smaD mm-syl:nl'netti'á 
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portions. blocks. Tf a rigid body is included ln the system then the non-intcrfàce nodal veçtor ·(N) may 

be kea>ted a_nd re<luced in srzc aceording to what has been previously dlscussed iil sectlon 

"lncorporation of Rlgld Body Conditions in lhe FE Mesh". 

Concludlng Remarks 

ln lhe present article a coupled FE-BE formulation to analyse steady-state viscoelastodynamics is 
presented. Viscoelastic effects are introduced by means of complex La.me's constants. Eventual non
causa1 effects due to this assumption are addressed. A strate-.gy for the interaction of the djscretized 
continuum with rigjd bodies is also presented. ln aocompanying article (Mesquita et alil, 1994) the 
potentíalities of this formulation is used to solve dynamic soil-structure lnteraction problems, which 
inctude embedded foundations in inhomogeneous soil with back-fill and vibration isolation by open 
trenches. 
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Abstrad 

Tbe artic:le presents tlte numericaJ resuHa of a ooupled Fin.ite E.lement (FB) and a Boondary Blement (BB) 
scbeme (()r pt.ne sttaJp viscoeiiiStod)'Jiamk$ in thoftequcncy domain. The methQdQlouartd thé implemeiitll,iion 
~ vüidated fot bounded and unbóii:JidC!d dotnaitls. Appll<*tlons dcscnl)cd ln~ude tbedyn.amie interaction of 
enginocriog &tJuetut'CS wiLb bomogeneoua e:ad lnbomopiJCIOU$ soils. 
Keyworcm Fl.nlto Elemenl., Boundary PJemem. EIIIStodynamks. 

lntroductlon 

ln a preccding artícle (Mesquita et aJU .. 1994) the fonnula.tion for a oouplcd Finite BJemen.t (FB) 
and Boundary Ele:ment (BB) scheme to modcll $teady state (visco ~odynamiC$ was presen.ted. This 
sccond part of the article will descríbe and valida te tbe FH-HB itnplemcntati.on for bounded and 
unbountled dotn:Bins. Tbe vaHdatlon for bo11nckd domains Is given by lhe freqocoéy response functlon 
(FRF) of a si:mple bat. For onboúnded domains the compliaru» matrlx of a rtgld bidtmensiooal surfa.oe 
foundatlon lntc.racting with lhe soU (modclled as a viscoelastic half-space),wlli be fumlshed anél 
compareci to valrdatcd res\Jits of a BJl..only lólplementation. AO nofi-zero elements of the compUance 
matrix are presentcd. 

Tbe appUcatlons cbosco lo iiluslnle 1M potenUalitiesof the FE-BB $CbeiM 818 rel:a:led to dynamic 
soll·stn1Ct\ire in~notion (DSSl) probleól~ Rlgid surface fou:nda tion& lntenoti:úg with rtOn
bomopeous soils, embedded fouoclations rcstlng on homogeoeous md DOD-homogeneous solls as 
weU u the soU vibralion screening effidency of open trencbes WJ'lt be addreS$Cd. Du~;~ to limitations ln. 
the available software tbe FB-domain wtD bc dlsaretized witb J1neá.r cltmenls wbe1'CàS 1M BE-clom<rin 
wi D bo modelled by conslanl elements. AIJ lmplementatioos are in tbe ftequency domain (steady s.tate 
response) an.d for lhe plaoe.sttain caso. 

Valldatlon 

Bounded Domalna 

'l'bo Yélidàtion for bo1111ded domlins wlll be aocomplisbed by lhe PRF of a vi.scoelastio ba.r 
cla:mped at one cnd and interacting wltb a rlgid but IDllSSless structure atlho otber e~ty, wlúch ilr 
tum ts .,_dttd by a:n axial force Fx. "tbis immgçmeut wbfeb may reproduce lhe dynamio bebviow ~ 
a onc dlmensíonal rod (bar) wilh Jcoown analytlcal elgenfrequencles :and eigenmodes (lUohatt et alft~ 
1970) Is sbown.ln Plg. 1. ln th:is tigur~ tl:te S"U)')Of&Qripts (B), (F), and (R) rcfet to a Jm.mesh ora~ 
mesh or to tbc rigid body, respecttvoly. Thc subscrlpts {t), (U). (R) and (I) are r:cla.ted to boliJldariés 

Manusalpt recelved: Miln::h 1B94. Tedlnlcsl Editor. Agenor dG Toletdo FteufY 
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where tractions (t), displacements (U) or rigrd body·{n:} compatibiJlty condltidns are presçrib.ed.w ·s.till 
to a FE-BB Interface (I)• Figure 2 shows a detall of the (constant) BE and (lin~ar) FB interface 
dlscretization. Further details may be found ln Sousa (1992). 

H=2a 

B F 

r; r; 
B 4---~-+--+-~--~--+--+---

r. 

L 

Ag. 1 Rod modelled by cot.rpied FE and BE domalns 
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Ag. 2 Detall of tt. BE-FE lnterf-. dlecrettzatlon 

F x; 
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X 

Figure 3 presenl$ thti magnitude of the rod's FRF, Ux ( A<r) , for a FE-only ( Lp/ L - 1.0), fo1' á 
' BE-only (Lp/ L ... 0.0) and for other three coupled discretizations (LFJ' L - 0.77; 0.50; 0.231. "Çhe 

I 
dimensionless frequency A 0 is defined as A0 - roa/ c,, being (J) ·the circular trequency, Cs tbe,s~eal 
wa v e velocity of tbe elastic rontinuum with the sa:me physicaJ properties of the bar-and-a .. B/ 2 •. rt'lle 
value of the internai (rnat:erJ.aJ) dampin:g aoeffioient is 111 .. 0.1. Tbe El}isson ra.lio is v .... O.~ .an·d 
shear modulus G "' O.l for ali coosidered cases. Tbe lsolated points in!iiçatc thç, !lffillytical v~ue'(lf 
:the eigenfrequenales of the one dimensional elastic rod.lt CaJ\ be se.e11 tbat there .is an·exc~U~fiL. 
agreement betw~en the response of .all eonfiguxations and the analy.tical value in.tbe.lower.fteqá.CJ:I'éy 
range. For hlgber ftequenote.s tbore ·is a sm.all sbífl of lhe numenaa.l resotts to the le.ft:. 11hís ·i~~xpectel'l 

nce materiaJ damping and nuroeficaJ disct~tizatieo tend to procluce a< stiifêr aontinuum. át hfghc:r
Pfrequencies. ln this example the ro.d heigth was diSf:r'C:tized by 5 constaol BEs an:d 4 lin.ear ;F.ES. J'he 



total numbe.r of fhútc (NBU'F) ell:d boundaty ctments (NELTB}used fn cadh configumfion :is given in 
l'ablc 1. lt Is worth notlcing fhal ln Fig. 3 no W'llVO ndlection al the fB.<BB i.atedace lakes plac:e in spite 
of thc talbw com;e discretit.alton. 
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Rg. 3 Fr.queftCy ~•pmu flmcúonor c:ol~P*S F&BE ~ rod. 
Pvametere.: L/H • lS,G • l.O,v ... 0.25,1) • 0..1 

Table1 NJ.Imber ol tlefMnt. u.d ln tacb ~ratlzatton 

Lp{L 1.0 0.77 0.50 0.23 0.0 

NEL'rf• 120 92 60 28 o 
NETB- o 2.4 40 56 70 

NTOT• 120 116 100 84 70 

Figure 4 shows a o:nnparison of the flrstlbree oigen.modes (eigentuncdo.os) obtaincd numerlcafly 
(displaccmcnts al lhe outer boundary} for L,JL • 0.5 with tbe corrfSpollding analyücal ~xpression of 
the elastic rod (Ricbart. 1970). Tbe an$lydcal and ~ nlPllmcal fun<;tions wero nOT'OiaJ!zed by fbe 
ma1imum disploc:e:ment amplitudél of e.ach mode at lhe (:Qffesponding el.genfrcqucncy. Itcan be seen 
that lhe agreement between tbe coupied BB.FB ~ and 'the anaJytiaa) rW!Jts is vOty good. It is 
considered that Figs. 3 and 4 validate the presenl implementation for bounded domalns. 

Unbounded Domalns 

Tbc polenlial:IUes of a ooupi"Od FE-BE schcme can be best observcd ln dynamlo probletl~S 
contalnl:ttg unbotl:llded dornalns lfke dyll.amlc sofl...uueturc l:nteraotion (DSSl) analysis. Figure 5 shoWá 
a rigid surfacc fôundation lntt:racting witb lhe soU. Thc soil nea,r..:field is modellcd with FEs and tb,eo 
rar·flold. lncludlng the Sommerfeld radlatioo oorutition, l.s descnbetJ uslng lms (Wotf, 1985). ~ 
coupling procednre wfll be validáted by comparlngthe elements of lhe dynamlo compliapee malrix ó 
of a r:lgid md massless:surface foundation bonded to lhe· soU and'Obtained by .a :BI).Qnly modelliri:~ iif 
lhe hom-ogeneous soU (MesqttJr:a and Pontes. 1992). see l'lf. 6.. The CO.Ií:tj)llanee rnmx. .C te1ates the 
lteéfOT ot ex:ttmlll excitadons acting on lhe fou:ndaUon.F · with its :rigid body degtecs·offreedom 
(DOP) !:fR., ( 1/l!:G) • ~R • ~R (r.()ntCS1 1-992). -
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Fig. 5 Rlgld foundatlon lnt.racttng Wfth tht aoll · naar flald modallad·by FEa anci tar flelçl by BEa -~eftnltl_ol)f 
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LBES (NBES ) 

••• - •:;!> 

X 

z 

,_,.2 a.onwery Md t t.merd dita ot fio. s 

CAse l.sl• Lm:.sl• Lwl• H.-sJa NBES Nm NFBX NJiEZ Nror 
1 22 9.-8 2...4 0 :4 49 20 24 4 226 

2 22 9.8 2.4 OA 4"9 40 48 4 346 

,...,.. ~ a.otnetry llld t~nt dilUI ot Fig. e 

Cas8 Lemfa LeESfa NuEi ~BS Ntrror 
B 2 10(2lt) 104 40(2X) 1-84 

Fi:gum 7a)-d) sfiow real and únatfnary pans. :respeçtively. of lhe vertical (Cwz), boJizotn.at (Cu.x). 
rocking (<;t.t) and horwntaJ.rockin~upllng (C+XJ ~ cemplimce flmctfons of lhe surfa~ 
fou.ndation restlng on ihe balf~spaec. ln this case tbe balf-space -is oonsldcred hornogeneo.us and botl\ 
FB- and BB-domains preseAt the same properties (v • 0.25, TI • 0.20). Three sei of resul'ts a:rê 
plotted in Fig. 7. 1\vo set of results were obtaiocd usi ng two diff'er-ent FB-mesbes for the neu :field. Thc. 
.mesb geometry (L. H) and the number of elements (N) for these two cases (1, 2) tnay be found 
oonelating definitions of Fig . .5 with data to Table 2. The otber set of rtsults WáS obtain:ed using a BE. 
only (B) implementatlon. which bas already been validated by Pont~s (1992). Thc g.eometry an!f 
nurn1:>er ot elctnents of lhe BE-onJy m~b may bo found relating :fig. 6 Wíth Table 3, ln the Legeml ot. 
tbesc figures tbe :real and imagin8l)' parts of each case are designafed respeettvely by R and l. So tJlí: 
curve CwzR.l is lhe real part (R) of lhe compllance fnnction Cwz det.ermined wilh lhe 6JSt (1) FB-BD't 
mesb. Analogously, <;wJB is lhe lmaginary part (I) of the function <;M obtained witb Qte BB-only (BJ 
mesb. The:re is a very good agreement bel~en the rosults of the two rttet:hodologies. lt is considetéCJ 
tbatlhls complete sei <>f surfaoe foundation complianoe functions validates lhe prescmt FB-B.B 
lmplemeniation for unbounded domains. 
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Fig. 7 c) Rocklnt~ ·compllance fl.lnctlon C+ M 
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Fig·. 7 cl) Horlzontal-rocklng compllano• .fune11on C+x • C uM 

This section explores some of tbe potential applications of tbe colJipled FB-BE sche:me. Tb~ 
enormous versatllity of this methodoJogy to treat dynamic soU-structu.re lnteraction problems w.i( 

become apparent. 
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SUrface Foundatton on lnhomogeneous SoO 

Freqllently thc soil near tho follndafion, which bas been ~:xeevatcd end f:Uicd haelt p1:es~ts 
propertí~s whicb are distinct from those of tbe orfgin:aJ geolog,icaJ fonnatio~. 1''he c:ftect: of dlis 
"bacldllf' can bo oasily inv~sligated by ebangirtg lhe ptoperties of tllc oontinuum dlscretlzcd ~y lhe 
FR. The influencc of sucb rm lnhomog,enelly on tbe vertical complianoo fanetlon of a surlace 
foundatlon ~ be seen ln Fi$· 8. The sarne mesb &f11lngement of case 2,sbown ln Fig. S, was used. Tll:e 
ratlo À • CsFg/Csaa. of the shear waw veloelty af the near field modeUed by FBs. (<;p.E) andO'! tbe 
faT fieJ.d modelled by BEs (Cssa) 8SSUJ1lCS tho followlng vlllue&t "- .. ~.O; 0.7:5; 0.50. lt enn be seen 
tha-t tbe bac:kflll inhomogeneity strongl~ offeóta both, teâJ anEl imâginary pntts of the oomp:Jiance 
function Cwz, ebanpg thus the {oundaflon dynamic behaviour. Other lnhoJDogenei(Jes present to the 
soil Jíb loctusions or olher burfed struetures oould bé> casfly includéd in the anaJysis by assignmg to 
the FE mesh thdr physicat properties. 

N 
3 
u 

2 

1.5 

1 

0.5 

CWzR l.<l 
Cw~R O. 75 
CWZR 0.50 O 

-Cwzi 1. O 
- cwzi 0.75 
- Cwzl 0.50 + 

o L-----L-----~----~==~~====d 
o 0.5 l 1.5 2 2.5 

Ao 

Embedd•d Foundatlons: Homogeneous Sofl 

Bmbedmont of rigid or flex.ib1o fOllodalióna liko tbe arrangement $hown in Ftg. i} oan be 
immedíately lnoorpol'a!ed and analysed in the proposed coupled FB-BB scbeme. FiFe lla}d) shows 
lhe elements of lhb dynamlo compliance mattilt C of a rígíd and massless ftlundation embedded in an 
nomogeoe0\1$ so11 (CsFsl Cs:tni .. 1.0) modell;<t as a half..~ce. Two di:ffereru F.BrBB mesties wec.re 
implementod nnd tbe resufts cornpared to a B'B-o.nly Lmplementat.ion. The geomctty (L,H} and lhe 
number or clements (N) af tbe F.&.BE mesllos may be obtalned correloling Pig. 9 :1\J\d bh.e 
correspondlng <lata given i o Table 4. For the case of tho BE-only implementalion Fig. tO and table 5 
furnish the necessary lnformation. 
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··· ··~ 

z ' v 
Ag. 8 Embedded dgld tOU11dCion • ~ MW ~ld mod.elled by I'& lnd far fteld by 8& • detlnftiona 

1 

2a (N RBX ) L QS (N BES ) 

..... ,. 

zv 
Ag. 10 EmlMdded l'lgld foundatlcm- 1t01l near ftfld and tar llald rnodeDad by ~BEa • deflnlllona 

,..bla4 Data ror the fE-BE mHl't glvan,ln Fig. t 

Case LsJa Lsssta 4.sfa Hf61'a NBBS N.FEX NPBZ 
f 22 9 4 3 36 16 12 
2 22 9 . ..5 s 2.5 38 24 2D 



Table 5 Data for th• BE-only me• h glven ln Fig. 11l 

B/a 
10 2 32 40 

FigUTo lla)-d) flltOishos the eotn,pliane» functions ·for 6 rigid cmbedded :foundation. Te> 8S.st$s tlíé 
effed of the foundation flexibilHy it would only be ~essnry to chango tbe ~topertíes of the FB mcsh 
in thc rc.gjon wbere the flexibte foundatlon is posed. Another posslbllity offered by J:he arrangcment io 
Fig. 9 Is to lnclude soU inhomogencity due to bacJdill. This will be treatcd nen 

'

Embedded Foundatlon: lnhomogeneaus Sort 

Tbe effect of an lnbomogene:tty du.e to escavation bacldíll on tb.e elements of t.llc oompllance 
matrix of an embeddcd &>nndatíon (shown ln Fig. 9) can be ~n in Fig. Ua)..d). Li.kc in lhe case of a 
surface foundation tbc son backfilJ properdes are m ilcd to lhe properties of tbe origjnal geological 
.fonnarlon by tbó tatlo ). - CsP.a!Cs~ta• wliicb as$UtneS lhe foflowing value~ ). - l.O; 0.7S; 0.50. 
These >.-vaJues a~ tefetted Íil ~ legcnds of Fig, 12 as cases 1, 2 11nd 3, respeetively. 1'1\e data of the 
BB-onl y lmplementation (À. .. 1.0) already gíven in Fig. 3·1 are also-pJotted for com;padsoo p:urpo~s, 
Thblo 6 furoishes lhe remainlng data ,perta.inl.ng Fig. 1l. [t c.an be notioed that the soil backfill ha~ a.n 
eoormous influence on ail elemenls of thc compllaoce matrix. Tbis fact is very imponaot s1oce 

~ CSC8V8tiOO witb lateT ml-io ts CUlJ~Dl practice in foundation cngineering. Figure 121ndfoatcs lJ1a1 ~ 
dynamlc bebaviOll"t of a foundatton aàbnot bo propetly -prediated wí1bou:t eonsidoring tlit soU 
iollomogeneities introdueed by esaavatlon and I ater refilllng. To tbe best of the authon' kn~>wfedge 
sucb ao analysls of IID embedcJed foundatloQ with soil inho.mngenelty by &coupled FE-SB aehome has 
not been previously pubHshed. ln principie it would be poss'ible to model lhese inhomogeneous soils 
with BE-onJy fonnulations but tlrls would require tbe introductíon of subdomains and I&Ubstrudturiog 
teolmlques (Abmad., t988, Isratl, 1989). for lhe couplcd FE-BE arràllgclil&nt it wo~ltl bo e'l!sily 
posaible to set different material -pTOperties for ea.ch flojte elemeo.t.. d-esetibing ~ a (ahnost) 
oontlnuous variation Qf tbe soil propcrtles. 
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Fig. 12 d) Horlzontal•rocklng-compllanc:e functlon C41 x .. CuM 

Table6 Data for the FE•BE mesh glven ln Figa, St a.nd 12 

À. LJa 4msfa LpWa Hrnfa N'BES NFBX Nro;.z 
1.0 22 9.5 3 2.5 38 24 20 

0.75 22 9.5 3 2.5 38 24 20 
0.50 22 9.5 3 2.5 38 24 ·2ó 

Tabla 7 Data for tha BE'-only mn h-glvan ln Ffgs. 10 and 12 

E/a Nass 
10 16 16 

Vlbration lsolatlon wlth Trenches 

A:; the last application exarnple of thc éóupJed FB-l3E scheme consider thc sojl vibratiQn isolation 
by means of trenches. An ana:n.geme.nt colislsttns of a ttgld fo11ndation, a .nea.t .field modelléd by F& 
anda far field modelled by BEs ís shown fn Fig. 13. The trencb itself is wirhtn tbe FB mesn. B}> 
changing the propel'ries of Ute FEs ín the t:Jench region (modulus of etasticity 0 1 and densi~ pt) tt is 
possible lO &mui ale an open trench ((I! ... :; .. 0·, Pt = 0), a tl.gid trench ( oj =C> QO. Pt ~ 00) or i ftexíbl.e 
one (O< G1 <oo, O< p1 .;oo). 

To validate the prcsent implementation tbe vertica1 (W?). and horizontal (Ui) components of the 
displacement field at tbe soil sorfaoe for tho FE-BB scheme (FEJ3E) of Fig. 13 and f<>r a BB-otrly {Be) 
implomentation are given in Fig. l4a)-b). ln rbe legend, R and I mean Teal -ánd imaginar)' parts,, 
Tespectiv.ely. The results were obtained, ex-em:pJary, for lhe following set of p.arameters; A0 ~ 1.9~ 

v "' 0.25, r) .. 0.20. Mesh geornetry aod element data may be fouod in Thble S. Tbe abcisS!l Í'S glven 
·t'>y a diménslonless dlstance !; • x/a. 
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The foondation positian is talher evident wblle lhe trencb posilion is lltlli:ked by two v,ertical tlnea. 
Th.e system is excitcd by a unit -vertical fore& aetiog of the geometrlcu:enter of the rlgid and massle&s 
foundatlon. 1m can be seen that veJtical and horizonta1 dispJacemclll c:omponcnts ofbotliJ séhemes ate 
alrnost ideo.Ucal. lt shoutd also be notJ:oed that dne td &ymmeby ln lhe system con:fiauration lhe 
horizontal foundatlon displace.ment due to an vertical extemaJ force is zer~. 
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Data for tb.e FE-BE mes.b glven ln Fig, 13 

Lsf3ia Lttfa LF{a H/a HFE 
7.4 4 0 .8 4.4 0.4 

Nox NFX NHz NFBZ 
40 8 44 4 

d/a 

2 

FEBE O 
BE 

Lrfa 
0.4 

Nnc 
4 

10 

H-p'a 

4 

Nn 
40 

A measure of tbe trench vibration isolation, soreening effielency, is ,glYen by the reduction of the 
soil vibí11.tion amplitude dueto the presence of tbe trench. Figures 15a and 15b slloyv tbe vertical {Wt;t) 
and horizontal (UZT) components oftbe displacemenl field lo lhe presenoe o.f an open trench (01 =;:..O, 
p1 = 0). Tbe results are normalized by the vertical component of the field without tbe trenob (Wz:,0). 
A comparable sol of results were obtaJned by Beskos (1986), Ahmad (1991) aod Pontes (1993) .. Tbe 
soreening effect is very noticeal>le állhe soil surface rig"ht to the trench. It can be see-n that the price to 
be pai.d for lhis isolati.on erfect i:> an increase in the so.il vibralion amplitude at lboe left side of the 
trench. 

ln lhe present artide Lhe screening effect is restricted to the efficiency of ao ope.n trench. But with 
thc proposed scheme it is possible to investiga te the influence of a series of paramete'rs. For instance 
thc intluence of the trench 's etastic, inertia and dissipa tive properties on lhe screening efficiency may 
be pa:r.ametrical.ly stodied i o a Talher direct manncr. Also soil non-homogenelties d11e to escavatioo and 
backfill may be easily a.ddrcssed. Further studies of this matter are presenlly belng oonducted and will 
be published in a near future. 



Coupling 01 Rril& Bemant end BotJndary Element PmoedUtes tlt 8\eady state Bastodynan'IICs • Part 11 t76 

COnoludlng Remarks 

A cóuplcd FB-BB metbodology to describe lhe dynamic behaviour of bidimensional (plne stràín) 
viscoclasti.c: oontinuum ln the frequency doma ln waa implementtd and vaUdated. .8oth, bo\lllded and 
unbounded donmios ~N consfdered. 1be articlc showec;l that a FE-BE soheme ls a vety efficient too! 
to model lhe dynamic lnteraction of surface and cmbcdcled engi.lleering struc1u~s wrlb bomogcneous 
and inhomogeneous soíls. 
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Abstrac1 

Tbi& papem sbows a study on lhe hydrodynamic dev1:Lopment of a laminar .now of two imml3Cible .fluids ln 
ctrcut.f cylindrical tube~, IIS$Uill(ng lbat thcrmodynamlo md rrallspoJt propcrt1« of flo:kls uÇ ÇQIISb:n:t. The 
modél eoosiden that. lho interfaces stteam bappens wttbout penlllty o( its form. that is, 1't Is Sllpposed tbat (h~ 
ill:tenectioos of 1M lntetfa~ with lransvm;o pllutes alwa)'l yicld Ollllllmltrlc cltdcs.Jong lhe U:1s of ~etty of 
1bc lube. This model [$ applled to lhe allJ)ym éftwo th;IJd mlnú:tcs, on (nucJeu.s)/wakr (film} and wa.te1' 
{nucleus)/keroseno (rilm). llbc maln p-utpose of lh1s worlc:· is to ua.fyse lhe region of thc h}'drodynamic 
devetopmem o{ lhe Dow, .nnd evaloala lhe profile oftbc axial vclocity, tbe prcssu.re lost a:nd lh.e posltion of lhe 
lnlelfac:e al·ong lhe tubo. 
Ktywonh: AnnulaT Flow.,. l:mm:lseible Uqulds Raw, Slra.ijhl Ducts, Hjdtodynaltlic Development :Reglon 

Resumo 

Ntato trablllho, estuda·so o desonvolvlmonto do esooamonto laminar anuln do doi$ Hc:t,W<!t:ls lntitclviii&, liO 
intarlor de segmentos retos de tubol!, 81lpondo cor1sta.n~ liS pwprl:ed.lldes teti'I!O<ijnâmica$ c de tr~sporte de 
ambos os Hquldos. No delineamento do modelo, cons.ldcra-.sc q@ o movimootoda inti:dac:e ooom sem 'Pfejufzo 
de $UB foi"JJIA, ou seja, 6 supostQ que a intciseçio da ~pctfTc:ie :inteT4CUI com o plâno ~-t da scçio 
oti&Jna. kmptt. clrcu.Jos eenlndos 110 etltO de simetria d• tubulaçio. Para efeito d.e análise do mod~ 
os.tahoJeeJdo, <Ü-Be &ftfuc 11. duas mmurn óleo (núdeo)/6gua (filme.) C j,&ll11 (núcJeo){QOW0$4;tiC (filme). Ó 
objetlvo .prlnci:pal deste trabalho 6 analisar a. região ele desenvolvimento b'dtodfnâmlco do tliCOBment~;>, c 
dc:tenninar os perfis do velocidade ax:lal,.a perda de carga o a posição da Jntcrfa.ce .ao longo da tubulação. 
PalAvras· chave: Escopme111o Anol!u, E11coa.mento de; L{qpldos lm[soivois, Tubos Ret()$, Reg~ão dl: 
Desenvolvimento 

Introdução 

O escoamento simultâneo de fluidos ímisclveis ó encontrado em diversos sistemas c equipamentos 
industtlais. Bm Ctlldelras, evapotado.l'éS e condensadores, os fluidos são fos.es d:lstintas de uma mesma 
s.ubstãocia. Em trooadores de calor por con.tato dlreto c cm tubulações. tais como oleodutos. os fluidos 
rio fases dis1int.as {lfqwdo e gú) ou iguais {Uquidoe llqu.ido) de substlncia.s diferentes. 

O conbeclmenlc das condições dlntmlcas desse tlpo de escoamento, tais como velocidades dos 
fluidos e espessura do filme, é de fundamental lmportância para UllUI série de apUcaçõcs. Por exemplo: 
Oould, Tek e Kll.lz (1974) salientam a sua relevfincla para o p:tojeto e operaçio do instalaç6_e$ 
produtoras e armazenadoras de óleo. Nos processos cm que ocorre transferência de calor, o coJapso da 
peHcuJa ou a redução acentuada de sua cspessun podem ocasionar supera:quecime.nto da parede ou 
outros efeitos indesejáveis. Oams et ai.. {1984) enfatizam a importAnclts dó escoamento peThmlat de um 
fluido pouco viscoso no bombeamento de 6leos andto viscosos. evitando-se o .aquecimento dçstc~ 
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Nogueira (1988) o Lcl'b. rink .e Hasson (1971) refcrem~Sé à utilização de um fUme d~ querosene·® 
bombeamento de igua. com a .finalidade dD se evitar problemas de incrostaç6es 6 do corrosiona 
parede do tubo. 

Bseoamentos de -fluidos imiscfveis em canats ou tubos lendem a S6 estratlfiC8t devido â diferença 
de de'nsidades. P6rom. .Everago (1971) analisou o esc::oamento estrali:ficado em tubos e concluiu qoeldo 
ponto de vl:sta energético, a ~llfigu:ra9io de escoatn~to anular é preferellGlal quando o fluido do 
meom: viscosidade ocupa as regiões próxlmas lls paredes. 

Neste trabalho, considera-se como primeira aproximação ao, escoamento tteal, oorrentes 
conc!ntrlcas. Do acordo com Oams et ai. (198'4). que malisou o escoaínonlo hldrodlnarnicatne-nte 
desenvolvido de óleo/água. sendo o 61:co o fluido interno. este tipo de escoamento pode ser pbt,idó, pois 
variações de press5o na camada de igua ex.etee urtltl foJça no fluido &~DO oa diteção verti~a.qual 
conlrabalança o empuxo oo fluido interno, posslbllliando uma configmaçfio anulu cstaaionána. 

Para o escoamento anuJJIJ' de dois fluidos imisclwis. a lltcratura peSquisadá uata tiiOLlleli.to da regrão 
onde o escoamento 6 plenamente de$envolv1do. Os rcsulllldos obtidos não são villdos paraapTicações 
onde os comprimentos dos segmentos rc.tos nio sio sofiaie.at~mentó lod,,os, pua o ple'nQ 
desenvolvimento do OSClQatnento. 

Uma outra caracterfstica ctos traballlos encontrados na literatura é uma malor oóooentração de 
trabalhos sobre escoamento gás--trquido do que o escoamento lfquido~líqoido. Bata ól(lrna situação, 
segundo Basson, Orei e Fink (1974), não po:dc ser trotada como um caso patticulat da prttneira, pois a 
Interface apresenta oom.pottamento bem dlstinto qua11do a massa espea!fiea ·dQ ntieleO> é de~pfe~~etl 
comparada àquela do fluido do filme. 

O deSBt~volvlmeoto do campo de velooldades a partir de uma forma circular da intetfaoe e a per& 
de carga ao longo da ruoulaçio são obtidos numericamente, ncslc trabalho, pelo "M6tódo de ~lúm'es 
Finitos"', conforme dcscrlto por Patankar (1980). 

Modelo Descritivo 

A configuração gçométrlca do sistema está representada na Fig. 1, onde o tubo tem seção c[roular 
de diâmetro d. No sistema de coordenadas adotado, r, e o z representam, respectivamente., as dlteções 
radiaJ, angular e axial. 
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d 

e 

al 

('' 

I ' '-' 
,.., 
I 

' I -

NÚCLEO (Pi • ti~ I 
FtUlE lfe , Pe ) 

b) 

Rg. t Esq~.~erna 'lhldl'allvo do alatema de coordenada:& utmzada 

Como se sabe, o escoamento de wn fluido tem um caráter e lfptlct), 01.1 seja, ooorrênçía~ em 
qualquer ponto do campo de esco~mcnto podem ln:f:luenciar o comportámcnto cm qualquer '0-utr.O 
ponto. A propagação desta inflllêncla se faz, prlncipa·lmeote, por difusAo e por .melo d'c ori~ de;: 



pressão. Numa sJ wação em que estes dois. 6Jtimos rnecanismus pédem ser desprezados em relaçâo a& 
primelm. ainda quo apenas numa dada ~eçio. diz-se qll6 o escoamento li:SStlm.a ~ c:anite11 parabólico 
nessa dlrcçio (Alrne~ 1989, Patankat e Spaldin3 ,19'na e Raíthby c Shnelé:lct, 1919), 

Na região de clesenvoMmento de um escoamento no interior :do um tubo, ~gundo Patankaf e 
Spaldlng (1972b), pode-se identificar a m.at!ncia de UlllJ. dlreção rpreferenelal, 4enomb;l~a. então, 
direçio principal ou pan\bóli~ ao longo da quDl O$ efelt9s dífuslvos são de$pr~veis, se comparados 
aos efeitos convectivos, 

-o (1) 

Pod~se supor, port8Iito, que. nesR tipó de ·escoamento. as i.tifonnaçóes são transmitidas, db 
mot11ante para jusante por conveação. Supõe.se, ainda ~gundo Patl(nkar e Spllfdfng (1972b). que a 
pressão p seja expressa em termos de um valor m6d'io, p, na seção ttansversal, ao qual se S11perp~ 
uma flutuação p •• , .ou seja, 

p(r, 8,t) .. p(t) +p""(r, 9,z) (2) 

onde Z 6 a ooordenada axial, coincidente com a direçlo prindpaJ do CSCOàiiiCliló, e T e 0 tepiesenttm. 
respectivamente, as átreç6es radial e angular, no plano da seção. Uma segunda oposição é, então, 
intro<htti4a. qual seja. a flutuação dâ pressão tende a $e1' incfepeudente da posiçio axial, ou seja, 

ôp.. ôp --«-
~z. ôz 

(2) 

As equações de conservação resultantes sã:o do tipo "oatnada fimite" e o solução do sistema de 
equaç&s representativo desse tipo do escoamento pode ser obtid'a numericamente. marobanckrSe ao 
longo da dlreçio parab6Jica, uma \rCZ «r~ as propriedades de w:na detefllliD•da scção do tubo 
indepéndem das propriedades das seç6ós à jusante, 

p" • p•· +pgrsene (4) 

Idcntlflcando·se a existeocia da simetria do escoamento na dlrc·ção a:ngular, tem·se qu.e o 
wmpone:ote ang-ular da velocidade, u, e os te-rmos de variação a;ngular são nu,l'os. Por cQl1v~niêncla, 
pode-se deBnlr uma pressão modificada, a qual Inclui os ereil~ gravitaciooais. 

Supondo-se, então, a \lalidade das hjpóteses tntroduzidas e considt!ran®-se, ainda, a situação dó 
regime perrnanente, as propriedades flsicas de valores constantes e a pressão modil'ICllda, as equa~ 
da oont11Uli~~ e de qr.rantida:de de movtmea10, el'l't C(JOrd(màda$ cllfndriQLS, WU!Jle,m as seguintes 
formas adlmensionais: 

equaf&> da conJilluidade 

(5). 



equações de corrservaylio áA quanJidade de movimento 

direção axial (r) 

1 a • . a • W) dP 1 a ( • ~w) --(p RVW) + -(p W • - +-- · RIA - ·-
R aR az dZ R aR aR 

dinçôo radial (r) 

1 a • . a • aP 1 a ( • a v) ...,. v 
--(p RVV) + -(p VW) • -- +-- R14- --
R BR az aR R aR clR ~ 

Nestas equaçõea, as variáveis adimensfonais introduzidas foram definidas como 

r 
R .. -· d ' 

W - _w_. 
' 

z 
1:- --; 

p Rein 

p·~p. 
P· --; 

. .... " --; 
~ 

~r 

1110 

(6) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Os valores dos partmetros adimenslonais p • c ~ •, representativos da massa cspcéf.fica e da 
viscosldade din:Am:l:ca, res~ctivamcntc, são funções da região ocupada por cada fb:lldo, ou seJa, 
dependem da posição da inteJfacc. 6. Logo: 

paraO:s:R<ô; I!. - 1; 

• Pr 
p" - p- -. 

Pi 
(12) 
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Çi? ~mpo de velocl.dade pode ser obtido resolvendo-se-· as equações acima para cadll fluido., 
lm_pouo0-se uma condição inicial na etitTada do duto, condição de não des!:lzamento nas. paredes, e 
c:quaç&s de oompatibiUdade na interface entre os dois fluidos. 

A$· condições inicial e de contorno do problema são descritas abaixo. 

Na entrada do tubo ( Z - O; O< R< 0,5 ), adotou•se como condição inicial um perfil de 
ve1ooidade axial uniforme e velocidade radial nula, logo.: 

w- 1, v-o (13) 

Nas paredes d{) tubo (Z2:0; R .. 0,5), considerando-se duas condições de contorno: não 
deslizamento entre o lfquido externo e o contorno sólido, -e· impermeabilidade, tem-se, 

W.., O, v"' o (14) 

No eixo do tubo, (R - O; Z ~ 0), supõe-se simetria radial no campo de escoamento e a 
inexistência de fluxo mássico radiaL Desta fol'ma; 

v .. o, aw 
aR "'o (15) 

Finalmente, considera-se na interface, superfície de contato entre os dois fluidos (Z 01: O; R .. ô), 
continuidade da velocidade e tensão clsalhante, ou ~ja, 

(16) 

éJWj • ~· :;J r' 
.ôR f 

éJVI . avi - -~-
élR . élR r 

1 

(17) 

Note-se que o gradiente de pressão axial dP/dZ e a posição da interface ô, entre as fases, são 
desconhecidos. Para completar o conjutrto de eq~ções são neCeSsárias àS eq~ções de conservação de 
maSSa global (duas fases) e de uma das fases, como sugerido por lssa (1988). 

A vazão m~ssica total ~ na tubulação é a soma da vazão mássica de cada fluido escoando pa 
região interna M1 e externa Mr, ou seja. 

se: 

m M----
- nd2 

P·Wi -1 n 4 

(18) 

Como, na entrada, o perfil de velocidades 6 considetado uniforme (condíção' inici-al, Eq. 13), tem~ 



0,5 

Mr - p (1 - 4ôtn) - 8p J WRdR 
b 

e obviamente, 

a,s 
M • 46~n(l-p) +p- 8Jp"WRdR 

~ 

onde Ôlfl representa o a dimensional do raio da Interface, na entrada do tubo. 

(19) 

(20) 

(21) 

Para se completar a especificação daS cond~s fnicíaís é, também, n1:CléSSltrio conhecer a regíão 
do domínio ocupada par cada um dos fluidos, na enJtada da tubulação, isto é, o raio da interface tniclal 
(ô;.J. 

Jntrod!Uiodo-se ft razão entre as vazões mAssJcas de cada fluido, m" 1 como UJn novo parfunétfo, 
dado por 

.. 
m •- •- (22) 

pode-se determinar a posição da interface inicial para um perfil plano de velocidades, utilizando-se as 
Eqs. (19) e (20). 

(23) 

• Substituindo-se 11 equação acima na Eq. (21), obt.Sm-sc a vazão mbsl:ca total em função de ..o• e 
p: 

.. 
l+ m 

.M----- (24) 
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À medida que os perfis de velocidade se desenvot·vem, a área ocupada por cada um <los fluidos 
pode se alterar, de forma a se garantir a conservação de massa dos mesmos, Eqs. (19) e (20). Note que 
isso implica e:m deslocamento da posição da interface ao longo da direçáo axial, ou seja, 

ô .. ô(Z) (25) 

Por outro lado, quando a condição de escoamento p-lenamente desenvolvido é atingida, a interface 
permanece fixa ao longo da direçáo principal, pois o perfil de velocidade também permanece 
con.stante. 

Observe-se que o número de Reynolds não é um parâmetro exeticito da formuJação. Com a 
adlmensiorlalização adotada, os parãmetros do problema são ró •, p e f..L· 

Para se avaliar o efeito da utilização de um filme externo na redução da perda de carga do 
escoamento é interessante examinar a variação <lo gradiente de pressão com a vazão rnássica. Para 
tanto, introduz-se o fator de atrito f, da seguinte manei111: 

f .. 

d"P 
--d 

dZ 
---2 
pw /2 

resultando, no adimensional, 

-

fRe • (-dP) 2~ 
dZ w !L 

Sendo o número de Reynolds, em uma seção transversal, definido por 

pwd 
Re •-=-

!L 

(26) 

(27) 

(:28) 

onde p e f.L representam a massa especffica e a viscosidade médias na seçáo transversal, ponderadas 
pela área de cada fluido, dadas por 

(29) 

(30) 



Deve-se observar que a utiHzaçAo das grandezas Rc, p e. ii-> varláveiSeom as posições da i'ntctfacé, 
ô, foi seledonada por ~-se que> são grandozu mais tepteserrtaüvas da perda de carga -ao longo 
da di"'Çáo prillCfpaJ do escoamento. · 

Para o esooamenro bldrodinamicamente desenvolvido (v - O e iJw/àz- O), tem-~e um 
problema ullióimeDSional, facilmente resot6vct. que fornece os seguintes per& i:le vetóerdadé ~·iat 
para os Guldos externo e interno 

( dP) 1 (1 2) Wr, du • -- ----:; --R 
dZ du4Jl 4 

wl,det- ( dP) 1 [( 1 l) :z :z • ] -- --;; - - R + (R - 64.,) ( 1 - J1} . 
dZ du4!.1 · 4 

Cnlculaodo-se as velocidades .médlas, obtém-sc1 

WC.dcs .. 

e fazendo-se 

resulta 

.n· 
- (2-ii}+l 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(lS) 

onde Ate A1 sllo as áreas .()e·domínlo ocupadas pelos fluidos ·eXtel\no e interno, respeetivnmente, e t>41:$ 

representa a poslção da interface na região plenamente desenvolvida. 
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Desta forma,{) fator IZ a1rllo para escoamento desen\IOJvido·é dado por. 

(37) 

Método Numérico 

O método numérico selecionado para a solução das equaç6es de conservação da massa e da 
quantidado de movimento foí ·O m6todo de diferenças. finHas com formlllação em volumes de controle~ 
e o esquema de interpolação foi o "Powe1 Law", desenvolvido por Patankar (1980). 

As equaç6:s de conservação formam um sistema não linear de equaçfies dlferencfais pardais do 1! 
ordem. Sendo patabóllea a equação do deslocameoto 01 diteção mal, 6 possrvet resol~r este. conjunto 
de eqva~ juntamente com as condições de contorno, plano a pli:llo, rrulrchando-se ao longo dá 
direçio príncipaJ. As equações de conservaçlo são resolvidas para cada plano transversal formado 
pelos eixos r e 9. Elas sfio elfptlcas em relaçlío às direções desse plano e foram resolvidas pelo 
algoiitmo SIMPLE de Pntankar e Spalding (1912b) que resolve o_acoplameQto velocidade e pressão 
·p·. Já o acoplàmento velocidade w /gr.tdiente de pressão axial dp/ dz foi tesolvido, utilizando-se o 
balanço global de massa, com um algoritmo análoto ao SIMPLB, também sugerido por Pahlnkar e 
Spaldlng (l972b). 

As equações dlseretimdas serão resolvidas de forma itetadva para um mesmo passo na direçio 
panbóllca. ató que o ~ul!ado convirja. Portanto, faz~ necessário um oritério pan1 determinar que o 
programa marebe nessa direç!o. Utiliza-se para Isso, o resJduo l()eaJ de mas1l3 e o resJduo global. 

Os valores dos resrduos de massa local o global utilizados neste trabalho foram 5xlo-7 e 0,1 %, 
respectivamente. 

O sistema de equações de conservação discretlzadas será resolvido usandQ;,se o ·algorítmo iterativo 
TOMA llnbll por linha, alternando--se o sentido e a diteçã:o de 'VarttdW'B no dorntnio. Patankar (1980). 
UtiUzou-sc ainda o algoritmo do correção por bloeo, Almeida (1989), para aumentar a velocidade de 
converg&neia. 

Dertn:iu~c um modelo circular e conoênltlco para a Lnterface do escoamento. Desta formllt a razão 
entte as lfreas do dom rolo oc:upadas por cada fluido pode ser calculada a partir da razão entre suas 
vazôes mássicas·e suas massas específicas. 

Desta forma, tem-se 

Ar 
(38) 

onde W1 e Wt são as velocidades médias dos fluidos !oremo e externo, respectivamente. 

Em cada seçáo do escoamento. os perfis de velocidade são alterados e conseqüentemente os seus 
v aloJeS médios podem mudar, em função da desaceleraçlo causada peJo atrito viscoso entre a parede e 
o fl wdo e pela ação das fofças centrífuga$. A garantia da wnservaÇio da massa é alcançada pela 
variação das áreas do escoamentos Ar e ~· O modelo &dotado para a Interface ímpõc que a Bq. (38} 
seja suficiente para fQJ'necer sua posição ao longo da direçã:o principal. 

A variação da posição da Interface processa.se contínuamentce durtutte o desenvolvimento 
ltidrodlnâmloo. No entAAtQ. torno o domfnio de. oálculo ~,~sado neste trabalho é discreto e as faets do 
volume de contrate devem colneldir com as descontinulda~ das propriedades. a interface .caminha 
aos sallos de uma fàce para outra. na dire!jão ndlal. 
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A posição dá lnterfaoe ê obtida ap6s a determinação do perfi] de velocldade, de forma a re!>pelt:ar a 
equaçlio de conservação de .massa do fluído interno. A posição da inter~ é então ajustada de mod'o a 
ootncidir com a face do volume de oomtole. 

A distribuição de pontos nodais nas ttts direções dO domínio foi (eUa, eutomatic:ame~~tet via. lei de 
po~ I.JS8.tldo..sc a Eq. (38). SJ.Igerida 1M»' A.ltneidll (1989). Aplicada à direção axial, llml-se 

( 
1-2 )t 

Zj- L-
NCV 

pa111 todo 2 :s. i s N CV . Nesta equa9fio tem,. se: 

t, posição dal6sima face do vol\lale de controle 

NCV númeto tOIJII de pontos nodais 

L comprimento do domfruo 

Ç npoen:to de não uniformidade da malha 

(39) 

Observa~se que se Ç • 1, t~m-se uma distribu!çllo unff'Omte; se ~ < 1, as mallias do final IA'> 
donúnlo slo maiores que no início e, sa s > t 1 a sl1ua9io t inveJtidlL 

O numerador 6 subtraido de dois, pois .a primeira face <lOTresponde ao segundo ponto nodal 
principaL 

Análise de Resultados 

"Para cada c::omizlnaçio de fluido$ selecionada para anáfise, examinou-se a intluêllcla da variação .da 
~o de vazão, m , no perfil de velocidade, na perda de a~rga e na poslção da l(iterface. A pritneúa 
CQmbioação considerada foi água/querosene, com .a água escoando no nócleo e o, quer~seoe na fortn;t 
~um filme. Os parOmetros físicos slio 

p- 1,{)4 e ~-2,245 (40) 

A segu"nda combinação estudada, óleo/água, o óJeo eSCo<~ lritemamen&e e a ~3ua C"Xlername:-nte. 
N~ste caso, os partlmetros físicos são os seguintes: 

p - 1,11 e ti - 2.0 x10-2 (41) 

l'Artt a sohtçlio numérica deste problema foram realizados diversos testes de malhas. Com base 
1e~ teStes; uso~$6 uma malha náO· tmlforme de 30 pomos na direção radial e 690 na diteçlio axial, 
( Ç .. 1 ,4 ). O expoente t ll a distribuição dos 30 pontos nodais da di~EHalfiaJ. estio ~plicitados t;llí 
1àbCla 1.· 

.As Figs. 2 e 3 apresentam os result;~do$. di,} dois testes de malhas realizados, variando-se o númuo 
de p oioS nodais tadiaís para as duas ntisturas &elecfona1fas. A fig, 2 cottçspcncle à mis~~ .água! 
querosene o a Fig. 3 à mistura 6Lco,lágu:a. Em ambos os casos. utilizou-c raio de vaz6cs m • 0;5 . 
Notá-~ uma excelm!e concordância entre os tesllltados 110 primeiro C3SQ e pequeM 4\$crep~a no 
a gun(.b. 
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E~ AnUlar da Ootl Fl\jdos lm180MIIt em Tubos Ratos f88 

A malha intermediária de 30 pontos nodais foi seleotonada por fornecer resultados basta11te 
razoáveis. 

Tibebl, ~ *•malbututad.lla 

Número do Pontos Nodais 
13xpoente de (direção radial) 

Mistura Cataoteffstícas nãP 
Região do Região da Ro:glliodo uniformidade 

núcleo interface filme 

m" - t><to-
2 07 06 07 0,649 

ôd - 0,4649 10 09 11 0,626 

ô1n • 0,4976 13 13 14 0,626 

.. 
- ~5 07 06 07 0,103 m 

Água/ ôd - 0,3086 11 09 10 0,527 
Querosene 

ô1n • 0,4109 15 12 13 0,827 

.. 
m .. 10 03 06 11 0,733 

ôd - 0,1084 05 08 17 0,185 

Ôtn • 0,1535 07 12 21 0,193 

.. 
m • I 

ôa • 0,2982 12 06 12 0,3482 

Ôln • 0)3627 
óteo!Água .. 

• 0,5 08 04 08 0,20641 m 

ô-d - ().3617 12 06 12 0.23662 

61n • 0~4JS2 16 08 08 0,25152 

Velocidade Axta1 

Na Fig. 4, estão representados perfis de velocidade axial, W, em funçlio da posição axta1, Z, pam 
diversas po~:~ições 'n!diais, R, e razão de vaüo másslca, til" - 0,5 de uma m"iswra águ11/qucrosene. 
Seleclonou-se analisar a vad~á:o da velocidade em poslções pr6xjmos à parede e ~o centro do duto. 

Nà entrada. o petfll dóvelooidade 6 pfano ~.portento. W .. 1. Note-se que o fluido prónmo à 

região central (menores valores de R) 6 acelerado sempre, at6 atingir. assintotlcamen~. a condjção de 
escoamento desenvolvido. Esta aceleração ocotrc de fo rma a s;arJUtllr o oonservaçá() de massa. 

Observe-se junto à parede (R .. <J,S) forte desaceleração em virtude dó atrito viscoso. 

Observa-se que o escoamento na posição radial R • 0,337 6. lnicjalmentc, ocel~rado, mas o 

ofei to viscoso é rapidamente propagado em cfueção à rogiãó central. dcsac:elerando o escoarn~to nesta. 

posição radiaL Pode·so observar. tambtm. que o d~volvimento do ~;~mento (l(X)TTC próximo .à 
pos!çlio-axial Z • 6x10-1 . 
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Fig. 5 Perfis de velocidade axial ao longo·do escoamento am trla ·pontos do doinfnlo, 
m. .. 0,5 ' ·mlatll.m 6lto/jgl.la.. 



O comportamento da velocidade axial na região central e próximo à.farede, ao longo da tubulação. 
~ an!Jogo nas três xazões de vazões estudadas. Para raz6es de vazões ria muito baixas ou mufto altas, 
~m dos fluidos predomina na tubulação c o seu desenvolvimento ocorre mais pr6xfmo da entrada 
z • 4lt10-2). 

A variação da velocidade axial ao longo do duto para • místura óleo/água ~apresentada na Fig. S. 
lãmbém para razão de vatõós ài • .. o,s . ObsetVa-se um colitpQtt.e.mcn:to a:Jiilogo a:o eSCXJamento da 
)nfstura q~rosene/igua. No entanto, devido à. alta vi!lCOSidade- do óleo, que 6 o·m'icleo desta mi~ 
)'lâo OOOfft~ vma forté ao:elettçio do esçoamonto Da regiio cenual (R ... 0), :reSI!Itando em wn 
retardamento do desenvolvimento ·em rela.çio à mistura águal.querosene. Para as duas~.do vaz&s 

tudadas (0,5 e l,o), o desenvolvimento ocorro cm torno da posJção axlid. Z • 2Sx:to2 . 

O desenvolvimento do perfil de velocidade ula:l pode ser analisado através das Figs. 6 para água/ 
querosene e 7 pata óleo/âgua, ~$peCtivaD1ente.. A variação do petfi1 de velocidade axial com a posiçjo 
~al t apresentada em seis postps uiaia õlfcteotcs~ em cinto~ pr6xilna$ ~ ~trllda do tubo, 
:onde as variações dos perfis de velocidade são mais signmeativas. e na regUio em que o esco.amcnto 
enc:ontra-se hidrodiuamicamente désemolvtdo.. 

DUT8Dte o desenwJvfmento do e.scoam~ ~&à tgualquerosene, oomo jj o.b$ervádo na Fig. 4, o 
tJuido na regiio central (l,gaa) 4 continuamerúe acelerado, enquanto que o querosene, próximo à 
patede, é desacelerado devido à ação viscosa. Note-se que, como a .ra2ão entre as visc:osidadcs 
dinâmicas dos dols fluJdos ·~ pr6:xlma da u.nidade, a descontinuidade na <leTiv·ada do perfil de 
"'Jocldade .não 6 muito aotntuada. 

Na Pig. 6, pode-se obscrvv ainda o deslocamento da posição da tntcJI'aQo ~m direção à região 
central, como esperado, pois. devido às altas velocidades no centro.. a rc.gfão ocupada pelo fllrldo 
l:ritetno deve diminuir, de foona a se garantir a conservaçto de musa de gada fluido-

No desenvolvimento do escoamento da mlstum óleo/água, Fig. 7, pode-se notll:r uma semelltança 
tJI:O desenvolvimento do escoantC(\to na fase água (fluido externo) oom o ocorrido em um duto .anular, 
ottdc o "tubo interior" se move com ve!QCidadé constante. &ta analogia 6 possrve1, potq.ue o perfiJ de 
velocidade do óleo é pudcameote uniforme, apresentando aceleração muito peq\l~a. dada sua 
vtseosidade mutto maior que a da lgua. Observ&-6Cl q~ o deslocamento da interface em dfreção l 
r~gj:to ce.ntraJ lambém 4 peqliCDo. O perfil de velocidade da fase água 6 praticamente linear, e o da Case 
óleo 6 pradcameote constante, api'CS8tl12ndo f«te descontinuidade na derivada da velocidade, na 
\Dtcrfaoc. 

.. 4 
o.so ' 

- ., ., • 01 0:: o o C? o - ' 00,28 
I .. ' ... w .., 

~ -- ij o .... 
C( .r • lll a: .. .., 

h " ' .. .. 
·N N N N 

0,00 

VELOCIDADE {W) 
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Observe-se que as posiç{)es axiais selecionadas para apresentação dos perfis de velocidade não são 
iguais para as duas mi.stutas. um11 vez que o desenvolvimento da mistu{a óleo/água pcorre bem mais 
lentamente do que a da. mistura água/querosene. 



Comportamento da Interface 

A va.ril!Ção da posição da interface c o efeito da razio do 't!8z6es àO longo da mbuláçãó podem ser 
analisados peia Fig. 8, para os esooartJeótos dás duas misturas coõs:lderadas. A e:spessura do filme 
dlminui, à medida que a razAo de vazões diminui, já que, para altas vazões do fluido intetno, 6 
ncoessirlo ocupar UJM ~glão maior do domfnio. 

Devido à dhnJnuição da velocidade na região pr6xtma à parede~ a seção ocupada pelo fluJdo 
externo .deve aumentar, de forma a .se garantir a rooservação de massa. Por is$0, a lntc:rfaoe entro .as 
fases se desloca sempre em direção à linha de centro. Esse fato já havia sido observado ao se analisar o 
perfil de velocidade axial. 

Note-se IJ1lól para altas e babt.u razões de Vúôes, o desloaame!lto da i'n,1:.etfacrc 6 muito peq11eno, 
uma vet que uma das fases predomina no duto, o que acarreta no descnvolvtmento do .escoamento ~m 
dislânclas Z menótes. Observe-se, tamb6m, que para a mistura óleo/água (Jl • 0,02) exi-ste u.m 
movimento bem menor da lnter:Caoe do que para a mistura água/querosene (JÍ. • 2,245 ). Deve...sc 
mencionar que u razões ~ massas- espeetfCus das ml.st\ltas estudadll$ úo próximas da unidade 
(p - 1,04 e :P • l,ll ), influenciando rnullQ po\liXI no prooesso. 

A Tabela 2 apreselll.a a posição ela inmrfacc, detcrmtnada ananticamon.te, na entmda e na rc:glão 
desenvolvida. pan cada mistura c tazão de vazões, indicando. tambfm. a varlaçfio entre ás duas 
posições em di~ção A regiáa oentral. 

'nlbelfll 2 Pe~aiÇio da ll'lttlrtace 

.. 'RegiãO dó aegUo Varlaçio (%) m entrada desenvolvida 

1 ><10-2 0,497!1 0,4637 6,84 

Sxl0-1 0,4109 0,3065 25,42 

lx101 O,t612 0,1082 32,29 

Óleo/Água 
Sxlo-1 0,4152 0,3617 H!,B7 

lxJdl 0,3627 0,2982 17,78 

~ator de Atrito 

A variação do fator de atrito ao longo da direção prlneipaJ do esooameoto, em Cunçlo <lan~ de 
v~s, pode 51Cr a~ta.llsada na Fig. 9. Para a mistura água/querosene, o fator de àtrrto eol brb:Sc3menle; 
u!Jl.a vez q,ue, dada a rápída propag~çã~ do efeito ~i~oso para dentro da tubula-ção"' o fluido dó ma~~r 
vJSCQS:idade escoa externamente. almgindo a oondiçao ~ C$00amento ctesenvolvldo em Z ... 6x:t0 • 
oli~ossim, para a nüstura ólcol(su.-a, o fltrldo l'ltm vis<:oso escoa in:teroamef!te ~ portanto, observa.se 
u diminuição mais $U8VO do fetor de atrito, indicando uma ptopagaçfo lenta do etaito. v:tscoso em 
di~o ao centro da tubuJaçiio. Neste caso, a condição de escoamento desenvolvido só é ar:inglda cm 
2)',;,'2Sxl0-2• O e(cito da razão de vazões no .falpr de atrito é muito pequenoA para a mJ:stuTB água/ 
quc:toscne.., da ordem de S%. Sendo mais pronunciado. porém. da ordem de 20%, na mlstu:ra óleo/'.gua. 

Pl:nalnr(lont~ pode-se oon~J uir que a utiHza~io de 'gua eseoando n:a fotntll de filme,, no 
borhbeament() de óleo, reduz slsnJfiçatiwmente o lator de attrto, $m relação à situação de ·eso.oamen:to 
ma~ofásii:O de 61co na ~ubulnçãet, para o mesmo número de Reynolds. Tal não ! aplicável para a 
mis\Ura água/q11erosene~ pois 8$ vlscosJdades $lo de mC$!J\a ordem de grandeza. 
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Região de Eseoamentó DesenvolVIdo 

Na Fig. 10, apresentam-se os perfis de velocidade a'1tial nas r egj6es de escoa~ento 
bjdrodlnanrlcamente desenvoMdo. A linha cheia representa os resultados obtidos através do progama 
desenvolvido e os pontos representam os resuJtados anaHti:cos. A conoorc:tância e11t:te os doJs é 
excelente e o maior erro, em geral, no ponto mais próximo da parede, não ultrapassa 0,1%. 

A posição da interface deterntinada numericamente, para a re.gião de escoamento desenvolvido, foi 
comparada com a solução exata. A concordância entre as soluções é excelente, pata ambaS as •misturas 
analisadas, e o erro é desprezível. 

Vale ressaltar, no entanto, que a concentração de pontos nodais radiais na região de deslocamento 
da interface, suavizou este movimento, minimizando-se sensivelmente os erros introdu2idGS p.efa 
variação, e.m degraus, da posição da interface. · 

O fator de atrilo calculado numericamente, pata o escoameMo na região desenvolvida, foi 
comparado com os valores analfticos e os resultados estão apresentadoS na Taj)ela 3. ObServa-se,.Jiíai.s 
uma vez, excelente conootdância entre os resultados. 

A conclusão geral, a que se pode chegar, é que o modelo proposto e o método de solução adotado 
descrevem o desenvolvimento do escoamento de uma forma tal que os valore:s ássintóücos 

Nomenclatura 

d Diâmetro do tubo (m) equa~o de momento l.t = Àazâo ele ,vtsoos.ldades 

f F~tor de atrito 
(JL"'/R dinâmieas'dO filme e do 

v o c ·omponente radial da Aú'cloo (J4" 11~ 
g = Aceleração da gravidade velocidade adimenslonal • = Razão entre a!j (m/s2} (pivcVI.t;) J.l, 

viscosidades dinâmicas 
L Comfnrímento do v = Componente radial da <w~> dom nio (m) velocidade dimensional 

M Vazão mássica (m) ; e. Coefident~ de não 
adimensional do w ... Componente axial da 

unifofmidade da malha 

escoamento velocidade adlmensional p Mas~ esped:fioa 'média (4mtpr'w~d~ (W/Winl (kg/m ) 
ni "' Vazão méssica w = Componente axial da 

Massa espedfica dimensional (kg/s) veloCidade dimensional p ... 
= Pre~ dimensional (m) (k9fm3

) 
p 

(kg/m w 1n .. Velocidad~ média na 
. 

Razão entre as massas p "' 
p =- Pressão média na entrada do tubo (m/s) específicas (pfp~ 

seção transversal a~ w Ln :: Velocid~de na entrada . 
Razão de massas escoamento (kg/ms do tubo (mfs) 

p 
especificas do ~lme e do .. 

"' Flutu~ão de pressão p z = Coordenada núol eo (Pf/'<Pl) 
(kg/m · ) adimensional na dlreçáo 

• Pressão modificada axial (2/dRBJnl p 
(kgfms2) z .. Coordenadadimenslonal fndíC!'JS 

ri Raio da Interface (m) na dlreção axlaf (m) 

r = Coordenada dimensional & = Posição adimensional da i = Reglão dO nacleo do 
na direção radial (m) interface (rJid) escoamento 

R = Coordenada e " Coordenada r ... Região do filme do 
adimensional na direção adimenslonal na direção escoamento 
radial (r/d) angular 

R e = Adlmensional de 1.1. "' Viscosidade dinâmica in .. ·Entrada do tubo 
Reynolds (kg/ms) 

d .. Região deseóvoM.éla 
Spv "' Termo de fonte da 1.1. = Viscosidade dinâmica 

AegiãOo desenv.ol'licia componente radial da média (kg/ms) des "" 



cc:urespondem aos valores exatos da soluqlo anaHtlca para o tséOamento plenamente desenvolvido, 
&lN ·resultados demonstram a adequação do modelo aqui proposto. 

,..,..., 
F-rct.~ 

Mistura 
.. 

Solução enta Solução Bao percentual m 
nutnétlca 

1 xto~z 6$,6813 68,0301 1,022 

5xllr1 68,72.41 68.5302 0,2385 
A~ 

Querosene 

1xlo1 65.5317 65,-3086 0,3404 

Óleo/~ 
Sxlo-1 3,2833 8.2829 0,01122 

hcld> 3,9646 3,9631 0,0395 

Conclusões 

Na regilo de escoamento plenamente desenvolvido, ~-se uma comparação dos rest1ltados obtidos 
com a soluçio analítica. O desvio percetuuaJ resultante nunca ultrapássou á 1,0%, Na Tegião de 
desenvolvimento. os resultados apresentados, referentes a perfls de velocidade axial, perda de carga e 
posJçlo dll lntertace. constituem contribuiçõ~s deáte trabalho ao ostado da arte. Com base nos 
resultados obtidos ootl<lfui-.se qu~ 

para altas e baixlls razões de vu6es (lO e 0.01). o escoamento é dominado por um dos líquídos 
da mistura e o ~u desenvolvtmc:nto ~ mais próxinlo .,. entrada do wbo. em oompanção 
aos C&sos do razões de vaz&s moderadJJS (m· - 0,5); 

alta viscosidade do núcleo da m.istllla Implica em fraca aceleração do escoamento na região 
central, o que retarda o desenvotvhn~to do escoamento, quando comparado a uma outra 
mistura que apresente 11ma mllo de viscosidades mais próxima da unidad~; 

para situaçóes onde o núcleo é muito mais viSéóso que o fllrl'le., o délsemrolvimento deste último 
6 semelhante ao desenvolvimento do escoamento em um doto anula:r1 onde o tubo de dentro 'SO 

move a velocidade constante; 

como o núcleo dO escoamento 6 &empt& aceletado, a espessura do filme aontenb\ ao longo da 
<llreção princfpal, garantindo-se, desta fOrma. a conservação de massa; 

a espessura: do filme dimlnui com a dhninu1ção da razão de vaz~ uma v~ qoe, par1a altas 
vazões dO Jrquido interno 6 ~-a \111).8. reglio maior do domínio; 

o movimento da interface para a m~tura ág)la/querosene (ti • ~) 6 bem llllÚor do que a 
corresponderue misttml ó leo/águ4 (~ .. O,Ó2 }; 

para uma mistura em que ti> 11 o fttot de atrito cai bruscamente à maior propagação dos 
efeitos vlsoosos para o interior da tubulação, e 
a utillzaçilo de água como filme externo no bombeamento de óleo reduz FortcJ'llente a .perda (16· 

carga. em relação à sHuação de escoamento monofásico de 6leo. dada a significativamente. 
menor visooslda:de da llgua em eontato com as superfícies sólidas, em relaçáo à viscosfdade do 
óleo. 
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Abstract 

The researchers have been oonceroed abou.t findíng parametets that allowsan evaluation ofthe real t:ondítions of 
lhe manufacturing systcm. Thls paper intends to introduce thc conccpt and th.c model of tho eharactedstlo tàetot 
of the manufacturlng system and tlte resulls Cif its applioation in thc industry. lt can beoome an important too! to· 
lhe manufacturing managers in the analysis a11d estimatio.n of llte mano:facturing system. 
Keywordsl Manufaoturlng Systems, Characteti.stic factor Model, Flexible Automation, Manufacturing CycJc 

Resumo 

Uma preocupação que tem sido constante entre os pesquisadores é a busca de parâmetros que permitam avaliar 
as reais condições do sistema de manufatura, de ma:neita que decisões possam ser tomadas, pennitindo aumento 
nos níveis de produtivtdade, cornpetitlvidade c quali.tfade dos produtos. Este trabalho pretende apre.se.nlar a 
eonceituação e o modelo do Iatot característico do sistema de manufatura, além de resultados de sua aplicação 
numa empresa, colocando a disposição dos g.erentes de ma:nufatora uma ferramenta iinpoTtante para análdse e 
avaliação do sistema de manufatura. 
PalaVTOS·cbave: Sistemas de Manufalura, Automação Flexível, Automação Rígida, Modelo do Fator 
Característico, Ciclo de Fabricação 

Introdução 

Os emprendlmentos industriais têm buscado constantemente, ao longo d'os anos, a melhoria da 
produtivjdade, de maneira a racionalizar os recursos investidos. Há uma série de fatores externos que 
provocam mudanças no perfil fabril, através da introdução de novas técnicas e inovações tecnológicas. 
Esses fatores são: necessidade do mercado, competição enlre fornecedores, açáo da soc)edade e 
exigência do cliente (Eversheim, Brachtendorf e Koch, 1986). Dessa maneira, esses fatores sugeTertl 
ações internas, para que sejam produ~idos bens que satisfaçam as necessidades mercadológicas, 
através da diversificação de produtos e diminuição do ciclo de vida destes. Uma vez explicitadas essas 
duas condições, o sistema de manufatura de vetá responder às .reais necessidades do mcrçado, 11ob pena. 
de desaparecer frente aos seus concorrente.s. A resposta deverá vir através de adoção de novas técnicas .. 
de gerenciarnento e de inovações tecnológicas, que propiciem melhoria da produtividade e possaln 
fornecer resposta rápida do sis~ma prtJdutivo. 

À luz do contexto ex:posto, verifica-se a importância de se discutir alguns parâmetros, tais como a 
flexibilidade e aut<>mação e suas influê ncias na produtividade do sistema fabril . As condições 
mercadológicas, refetida.s anteriormente, requerem facilídades do sistema de manufatura e, uma 
condição necessária e capaz de responder a esta questão, é a fle.Jdbllidade. Por outTo lado, o parque de 
máquinas instalado, baseado na automação rfgida, tornou-se extremamente ~nadequano para atender à 
nova tendência mercadológica, já que esses sistemas produtivos foram projetados para trabalharem 
com alta taxa de produção. Em função do aumento na diversificação e redução no tama.nbo dos lotes, 
esses sistemas demonstraram baixa flexibilidade, provocando queda nos níveis de produtividade. 
Como conseqüência, tem-se um elevado custQ do produto. comparativamente a outros s.istemas, qUC1' 
conseguem responder rapidamente aos estímulos mercadoiógicos. através de uma alta fl(}xibllidade, 
via a aut~mação flexfv.el. 

Mamlsaipt recélved: June 1S93. Technicat Editor: Walter L. Weinga!frtner 
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Uma preocupação que tem sido constante entre os pesquisadores é a busca de parâmetros· que 
permitam avafiar as reais condições do sistema de manufatura, de maneira que'decisões poss,am ser 
tomadas, permitindo allllWnto nos níveis de produtividade, competitividade e qualidade dos produt"O~. 
Bste ttahalho pretende apresenl~ a oonce.iluação e o modelo do fator cara<;tetistico do sistema ·de 
manufalura, a1ém de resultados de sua aplicação numa empresa, colocando à disposição dos gerentes 
de manufatura uma ferramenta importante para análise e avaliação do sistema de manufatura. 

Conceitos Básicos 

A automação é um Lermo multo utilizado atualmente, devido ao impacto que provoca no contex·to 
social e industrial. lntezessa-nos, neste partícula~, o estudo da automação no contexto fabrih devido aos 
reflexos de sua utilização ca organizaçãQ industrial, através das profundas alterações nos dtVIHS,os 
setores que constitui a empresa. 

A automação pode ser conceituada da seguinte forma: "é a tecnologi-a que diz respeito à aplicação 
de mecanismos complexos, eletrônica e sistemas baseados em computadores, na operação e controle 
da produção" (Groover~1980). A partir desta conc~itua~o de automação, algumas indicações que 
caracterizam a tecnologia automação podem ser descritas: máquinas-ferramenta programáveis, 
sistemas automatizados de manuseio $ rl'lltteriais, postos de trabalhos automat~·ados para montagem 
de componentes e produtos, processo com fluxo cont!nuo, sistema oom retroalímerltaçáo '("feedback"), 
sistema computacional para controle de proce~o. sfstem.a computa:dorizado para aqu~s.ição de dados, 
planejamento e suporte para decisões das ativídades de manufatur.a. Além dl5so, pode-se apresentat as 
pmicipais ca{actetfstiaas básicas da automação rígida e flexível (Groover, 1980). 

Automação Rígida 

Ela ocorre quando a seqUência de execução das OpCTaçôes no sistema é 6xada pelit configuração do 
equipamento. As características tfpicas desse aistema são: eleyado ínvestimento incial; al.ta tax~ de 
produção, adequndo para demaoda de alto volutne; as ope:cações, em sua seqüê'ncia, são gera~men!e 
simples; a integração e coordenação de muitas operações numa única peça no e.quipartiêntó,, fa;~; oor:n 
que o sistema seja complexo; baixa flexibilidade - mudanças no processo para adequai mudança .no 
produto são difíceis e o nerosas; exemplos de automação rígjda: linhas de transferê.neta, linhas 
'llU!Omálicas .cJe montagem (11ão programáveis). 

'Automação Rexível 

O equipamento de prOdl!Ção é projetado para ser llexível (programável). As caractedstipas désse 
tipo de sistema s~o: a-lto investimento, mas não tão alto como a automação rígida; eàpa.ctdade de 
absorver mudanças na seqUência de operações e adaptação para diferentes configurações do produto. A 
~qüência de operações é controlada a[Tavés de programa (instruções); o sistema é reprogra~vel para 
mudar a sequência de operações; grande flexibili:dadc - faz o sístema set adequado para pequena 
quantidade de produção de diferentes produtos; pequena taxa de produção comparatival}l~.t.e a,;o 
sistema de automação rfgida; exemplos de automação fledvel: máquinas CNC e DNC, robôs, (~éfu.tas 
rf:Jexíveis de ~nul'a~uta (CF'M) e SistemaS Flexfveís de Manufarura (SF.M). 

Há estudos de análi;;e de custo compa.ra.tivo entre 11 automação rígida e a flexível. ern [unção do 
~olume de produção, afirmando que a condJção alto volume de produção e baliltA divetslflcaç%-o de 
ptodutos é adequada para o emprego da "hard automation" (Edwaldz, 1986). 

Outro trabalho c:-.nf~ pr.ímeír$mente a autumação tfgida (~mechanieal autpm:atto.n~) .. ond(l· fa.z 
epnsiderações sobre os princípios da mesma, as linhas de prodllção automatiZadas e ümttações dess-e 
t,Stema numa avaliação das vantagens desse tipo de automação; em se.gun:do lugar, expõe os ·prinçfpíos 
d~ ·automaçã.o programável (''progra:mmabte automation"'), expondo 3:$ van.~geD$ .. desse .sistem~, os. 
eJOpós:itos do desenvolvimento da automação p.rogramável e os ofeitos desse tipo ·de automação; e 
fipalmenle, os requesito:s necessários 1'ara a maJs ,ráp-Ida di1\Jsão da automação piÇ!gramávei 
(6'old,1986). 
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Em função do exposto, pelos diversos autores citados, reveste-se de grande bn:pacrtãncia.este 
trabalho. que pretende definh um parâmetra par.a aná'lise do·comportamento do sistema de manufatu:ra, 
tanto no aspecto organizacional como tecno)flglco. lsto será feito no próximo item1 através do 
desenvolvlmenlo do modeto do fatot caracteristico do sistema de manufatura. 

Desenvolvimento do Fator Caracterfstico 

Embasamen1o Teórico 

Pretende-se, no C(lntexto da manufatura ("shop flooi"), a definição de um parâmetro para análise e 
avaliação do desempenho do nível organizaclon31 e tecnológico do parque fabril de empresa!~ metal
m~nioa. Esse parâmetro será denominlado de fator caracterfstico do sistema de manufatura (Cs). 

Far-se-á uma análise das ativirlades envolvidas na manufatura, que posslbiHta:rão a definição do 
fator característico C.s. As atividades consideradas são: 

Atividade de transformação; é a qpera~o de obtenção dà peça, pode.ndo ser usinagem ou 
qualquer outra, desde que propicie mudança geométrica na peça bruta; a ela estará associada 
um determinado tempo, denominado de tempo de processamento básico (tpr). 

Atividade de carga e descarga: é a opetação de pegar, colocar e fixar (e v ice-versa) a peça no 
dispositivo da máquiita; a ela estará associado um detenninado tempo, chamado de tempo de 
carga e descarga {!cd). 

Atividade de transporte; é a operação de transportar a peça bruta do almoxatffado de> matéria 
prima até a estação de trabalho e, depois de processada, até o retor de montagem ou estoca gero. 
Associa-se a essa operação um determinado tempo, chamado de tempo de transporte (ttr). O 
tempo de transporte poderá ser subdividido em tempo de transporte externo (ttre) e tempo de 
transporte interno (ttri); essa situação se encoatra, por exemplo, qli.ando têm-se v. árias células 
de manufatuta) ocorrendo transporte externo às célotas e transporte interno às mesmas. O 
tempo total do transporte setá a somatória dos tempos externO$ e internos. 

Atividade de estocagem e montage-m: estocasem é a operação de arrnazeoamenlo da peça 
pronta no almoxarifa-do até o momento de sua utilização; montagem é a ,operação de união de 
diversas peças prontas, obtendo-se subconjuntos, conjuntos e pFodutos. Em ambos os casos, 
associa-se determinado tempo, chamado de tempo de estocagem (te) e tempo 'de montagem 
(tm). 

Atividades suporte: as atividades suporte consideradas são reiadvas à preparação da máqujna 
(setup) e às de ajusLe e trocas de fetramenta.o;.; a primeira considera o tempo de preparação (tsi) 
e, a segunda, o tempo de ajuste e troca (taj). Agregada à preparação da máquina está a 
freqüência de reparação (Zi), qoe é fundamental pa1a a manutenção -dos níveis de flexlbillda!ie 
e produtividade do equipamento. 

Outras considerações lmpottaotes a serem discutidas, estão retacJooadas às questões 
organizacional e tecnológica, que irão baliza1 o conceito do fator caracteristíco do sistema de 
manuialura. 

Questão organizacionat: essas questões estão relacionadas cqm o nivel de organização do chão 
de fábrica da empresa, detectadas em problemas de fluxo, quebra de má~uina, falta de 
operador, falta de matéria prlma, falia de ferramentas e de dl·spositivos, fa1ta de energia 
eléttica, problemas de ftla (carga de máquina e seqüenciamento), pr<>blemas de manutenção e 
flutuações de demanda. 

Questão tecnológica; essas questÕes estão :relacionadas com 0 tipo de lecnoiGgia utilizada nas 
atividades de transformação (tnclusive o sistema de trocas de ferramentas), carga e descarga,. 
lransporte, e.stocagcm e montagem. Como exemplo, n·a transformação têm-se máquinas 
universais, automáticas e a comando numértco e; um stste:ma de ttoca de feuamenta.s, q:uc. 
poderá ser manual, automática indexável e programável. Quanto à carga e descarga, têm~se 
manual, braço mecânico, pallcts e robôs. Qaan1o ao transporte., têm-se manual, oorJie.ias 
transp();tadoras, pallcts, ponte rotante, empilhad.eira e agv '("automated gQide vehicu:les''). 



Quamo à esmcagem, t!rn-sc .manlllll. JU1om(tlco e sistemu automtticos de armazenamento 
(programá'Vel) ~ a montagem poderá ser tei'ta manllatmento. com emprego- de flemmcntas 
automáticas e emprego de robôs. A tecnologia envolvida nesses sistemas os~! vinculada aos 
guua de liberdade do equipamento, o qual determina o qljanto o cq!Jipamento 6 flufvel 
(programável) ou não. 

Modelo do Fator Caraotertatlco 

O fator característico do sis~ma de manufa1ura (Cs) 4 definido como: •a relação entre asomatórla 
dos tempos de carga e descarga, tnnsporte, s~tup e improdutivos <te um determhtado siatcma de 
manufatma e o período (k) correspondente à obtenção dos dados" (Batocchio. 1991). O perfodo (k) é 
normalmente medido em dias, s<m'UlmlS, meses ou ano. O Cs é ealcutado pela seguinte equação: 

onde: 

111: quantidade de peças do lote; 

n: número de tipos de~ 

r. número de vezes que Iiii! prepar.~ a máquina para a exeé;UÇão do lote, e 

1i1: te~ improd~o~tlvos do sistema de mtmufat\lnl. 

A somatória dupla 6 ·relativa à ooorrênoia da atividade do lote de ,peças m (ou r pata· preparnçlo)e 
ao niÍmero de tipos de peças n. Já a somatóda simples para a atividade de trallsporte é reTatlvÍl ao 
uanspotto total. ~ndo-so que serão utiliadas caixas para transpor~ e não lran$porte l:nclivJdual de 
peÇaS. 

O Cs pe~a sua compo:iiçáo é wjeito à intl~ncUI do número de tipos de -peças (n). p. que tQda$ as 
p:areela.s que compõem o fator c:attclerl'stico s5o funções de n. Al.rav6s da determinação <lo fator 
caraot~r.lstico (Cs}, conheooosc, a qualquer momento, o estado do lriswnia de mlUlufatu:ra. ·Conv6m 
.ressaltar que o f11tor caracterfstlco é uma m.édill} obdda num determinado pcrfodo de tempo, portanto, 
Jrepresenta uma situação efeuveJileMe oc;ortida com o s.i.stema de manuf1ltura. A partir deste fato, é 
JlOSSfvel, fazorem-se estimativas para o sistemB de manuf.atura, mantcndo·se os mesmos n1ve1s ou 
plhomndo os parâmetros que co:rnpóem o fato( a naçtctfstico. 

ApUcação do Modelo do Fator CaraoterfstJço 

A empresa selecíonada tem como linha de prodolo a:s transmissôes avtomoLívas. tendo u1ru1 
~o<luçiio média me11Sal de 14.600 t:tansmissõe.s, pai'!! clivers.os tipos de veículos, quer sejam eles de 

sseio, de carga ou de manuseio de material. Conta com um parque lnstnlado de 1394 máquinas, 
~ndo que 54 delas são CNC c 1340 são nnivetsã.is, semJ .. ,automálicas e autonuttlcas. Po8sui 11 Uii.has 

Transfetêneia para o p~ssmneoto de Câreá~ 37 ctJutas d~ manufawra con"encionals e ~Um~ 
célula fie xfvel de procrcssamento de carcaçasj oons.titulda de quatro centros de uslnagem. 

Em funçlo dos objetivos do trabalho. decldiu..:se selecíonar dois tipos bá.sJcos de peças: péÇáS de 
r :V.o.tuçio c peças prisrMtica$. No contexto do prllnoiro gopo, seleclonaram-se as peças d~ tip~ 
engrenagens; já no segvndo grupo, peças do tipo carcaças. Para as peças de revolúçáo, deltruu.se o 
estudo para as operações de Lornerunento) pois prlmejramen.te essas operações e!am reaUtaiias n,ó 
s~ema de tnanufatura tunclonaJ (SMF), posteriormente numa célula de manufatw:a eo~veQC1onal 
(aMe) e. finalnente, num tomo .a comando num6rico (CNC}. As peçu pr"ISDiiti.ca<i. do tip<> carcaças, 
~m processadas em tr!s sbternas dlsdntõs: linha de t:r&llsfetêncla convcoclonal (CI'C), Unha 



L 

A. Batooct1la a O. L Agostinho 

composta de máqulo:as seml.automátlcas (LTS) e célula :flexível de manufatu:ra (CFM). Os dado 
utilizados no trabalho são relativos a perfedos distintos para cada srttema escolhido, obtido!! dos 
rela:t6dos da empresa. · 

Para cada um dos sistemas escolhidos. fez·se o cálculo do fator (laf&Ctcristico (Cs). obtendo-se' 
resultados que serão apresentados c discutidos na seqiiencia deste trabalho. Neste trabalho, adotarse 
k • 12, correspondente áOS ~ me$es dé dados obtidos para cada sistema. 

Cálculo de Cs para o SMF 

Cs - 5.682,4/ 12 - 473 

Cálculo de ~para CMC 

Cs • 5295,75/12 - 441 
Cálculo de~ C:S para o CNC 

Cs - 991~/12 - 83 
Cálculo de Cs para a L.TC 

es .. 231os,sn2 - 1925 
Cálculo de Cs para a LTS 

Cs • 10098/12 .. 841 

Cálculo de Cs para a CFM 

Cs • 3884/12 • 324 

Dessa maneira ~~-~ um parimetro representali~o pat:a ca4a sistema que é o útor caracrcrlstico 
Cs. Há de ressaltar que o Cs delermi nado para cada siStema é um valor U'lédio (oa verdade Cs es~ 
numa faii(a de vAlores entre um mblmo e um mínimo), portanto, contempla as variações ocorridas 
durante os diversos carregamentos, no perlodo de tempo medido. 

Conclusão e ComentáriO$ 

Os lestes do fator caracterfstfoo (Cs) para cada sistema de Dlánufatura permitem eoncJtrlt que1 
sistemas com malor :nivel de autOmação e maior nivol organizacional têm menor flrtor caracterfstloo 
Cs, tumdo este um valor médio. 

AnaJiSIUJdO·Sc a tnOuêncta de n no tator carActw(slico Cs. cooclu1-se: sistemas que têm boa 
adaptabilidade a aumooto de n tem maior nfvel de automação e tambtm orga:nlzacional, portanto, 
possuem menor latar c:amcterfstiooCs e são mais fiexíveis. 

é passivei, a partir de te~tcs mltzados, mas nlio reproduzidos nestC1l trabalho, discutir outras 
questões relativas ao tàtor caracterfstico do sistema de manufatura, tals eomo: simulação paia novos 
programas de produção, análise dos tempos de SéiUp, llDálise e eomportamento do nfvel de automação 
no chão de fábrica , relação entR Cs e o fndice de automação. ·etc. 

Bm resumo, o falor c:aractcrfsúco do sistema de rntuvfatun (Ca) permite wna análise dG 
comportamento do sistema de manufatura e pode RJ udlizado como uma ferrament.a gertmcial para 
tom.ada de deo1sôes relativas aos parAmt.1ros ·que comp6em este fator Cs. 
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I 

Tbh work. is a.bout lhe de.\teJopme.nl ol contlnu.ous densily me&Silfemcnl stla'kgie.s of liquida flowhrg :lu 
pipeUnes, tlsi113 pulsed ultnsonlo pi'Opllgation propertie$. 'JWo density ~ ~ bast:d 011 acoosfie 
preSStltO rdlection coefflcient measun;ment at lhe ifttcrfa.ce belwecn a retereru:c materW and tbe tiquid wldch 
density wm be measured wero dcvelopecL ln order to avold el'rolS due to tbe ac:oii$Üc cfil'l'h!ction eftecl, lhe Jack 
ln stabillty (ln time) o( the transduce.r and lhe usooh•ted eJcctronJcs, U was developed a double-eJemeot 
transducet wlth c:etamle emlt.ter anda PVDF rum receptor. 
Keywordst Conlinuous Measurement, Uq~rid Densíty, Puised Ultrasonl~ Propagllion 

Resumo 

Este trabalho trata do desenvolvimento de ~s do medição oo.ntútua de densidade de UqufdoS c.'ICI)Qdo 
em tubos, utlO:tando as proprledadea d4 propagação do ultrl-eom pul.$11do. Foram ch;SC!iVOlvidasduas~atas 
baseadas na medição do coeficiente de tcflexio da preSSio aclistica na in.tedaee entre um materi~ de ~Iertneia e 
o Uqoldo cuja densidade ll(lri medida. Para evitar m os devidas ao efeito dé dlft~t~o acúslic• e l falta de 
estabrlidade (no t:empc)) do tnnadutor c elelJ'ÔJilç& assocràdã. ulruza..se um ttartsdutor duplo elemento, com 
emlsiJOl cerimico e receptor de fil:me ele PVD.f (P~I:y~VInylld~o Fluorldc). 
Pala\ITI.Sochave; Mediçio Continua. ~nsidade de Uquldos, l'ropag~ do UttrHom 'PulSarlo 

Introdução 

A caracterização de materiais, por ultra~som. 6 baseada na observação de parâmetros da onda 
acústica: velocidade de propagação. fase., ampUtude, etc. Estes parllmettos sofrem a1teraç6u ao 
enconuat a interface entre materiais, e ao se propagar num destes materiais. A partir destes parimetrQs 
pode-se caJcular os coeficientes de reOexio c transmisslo entre materiais, o coc:ficlente de atenuaq&o. a 
bnped!noia acústica de um dado mater~ etc. 

McS:klmin (1964) apresen1a uma rcvisãa sobre as métodos ulllizados na medição (ie proprlc4adcs 
meclnicas de lfquidos c sólidos.. As técniC811 mais antigas de ca.taoteri~ dt mat:erlaisl.rtillDY<IPl 
ondas cootfnuas e ttandutores de quartzo. As t6cni0lis mais modernas utiliZam l.ránsdvtotts..oerlmiOQS 
excitados com pulsos estreitos (banda larga) ou .oom trem de pulsos constitufdl),'l por al.gttns Qclos ct,_e 
senólde. 

A densidade p de wn liqJ.Ú.do newtotli:a.ml6 obtida pela relação Z .. po, ,c;ndo <: a veloci4a(lt..dCI 
propagação da onda acústica no liquido~ o Z a tmpedlucla acústica cancterlstica do meto. Z 6 
caJeulado a partir da mediçio do coef!Cie.otc.dc tctlexfio ~ uma ooda plBI\3 e~ tnn meio ao~ddo c 
o lfquido em questão. A ~loeidade de propagaçlo no meio é facilmento medida com um• boa 
predsão. Por outro Jado, os m61odos disponívels para a medição de inJpedincia acústica .esJão sujeit9f 
:fi etrOa tals como: influBncta da a~wação no tnclo,.cfello ~ difração ac.ústlça. fa1:ta4e ~stllbtHdl!do do 
.. bansdutor (omissão e recepçlio), acoplllúlcmto acústico do tt~ns:dütor, etc. Além dis~o ... eistc_s mt:tod~s 
(lio &ão adequados à medição de propriedades acúsliC<~.s e mednicas de. Hquidos cm movimento nUIT)a 
1ttbulaçio. 

Pt""IIBO. lhe \2lh A8CM ~ EnginBet(ng ~- ar.slllil. DF. Dllc:en!berNO, i993 
TectlnkW fdilor. Ageot:x de Tot.do Retay 
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Neste trabalhopropOe·se a lldliza~ <1e dois nt6todo! para a medição do oooticiente.-~ tefl~:x@, 
'IIIIbos i:mplement11dos com um transdutor duplo elemento. emissor e receptor sepâmdos. Fo.riiiD: 
desenvol\'idas ctJula:s de medi~s para ffquiclos em Tepou$0 e ltquldos em moYfmen'to. Os .struüs sâo 
adquiridos ctigltalmente c processados pos1erlotmente para obtenção da densidade do Üquldo. 

Medlçio do Coeficiente de Reflexão 

Quando uma onda acústica, com pressli.o p1• se pr"()paga em um meio I (com densidade p1 c 
vclocídade de propagação cJ e encontra a Interface com o:m outro m~lo 2 (com donst~ p2 o 
velocidade de propagaçlo ~ parte desta onda é reflefida. oom pressão p., e parte é trJDSJDHlda. oom 
pressão Pt> como mostrado na Fig. 1. A análise dest» fenômeno é bastante simplificada quando assume.. 
se a lncidência de um onda plana1 numa interface plana entre dois meios ftujdos, homo!êne-os. Quando 
um dos meJos 6 sólidO o fenômeno 6 maia complicado, <levidl> aos dois tipQ$. de o11das, longitudinal e 
de cisalbamento, que se propagam em sólidos. No caso do incid!ncla normal, que será utillza!lo oeste 
trabalho, a grande maioria dos s6Hdos obedece as mesmas leis para os fluidos (KinsJet, 1982). 

P,~, PJ~f 

,, 
:;;.. 

< '· 
'· ~ 

x•o 

Fig. 1 Ptó~açlo na lnterfiCe a. dota meloa 

O coeficiente de reflexio de pressão é dado pela CJ~: 

~-Zl 
R·--

Z,+Zl 
(1) 

onde~ h Impedância acústica caJactenstica do meio 1 e~ é a impe,ctância a:CÚ$tiea característica do 
meío2. 

O eoeflolente de reflexão de pressão acústica é definido .pela relação entre a pressão refletida e a 
pressão incidente. Devido à dificuldade de se medit diretamentc á presslio incidente, utilizam-se 
métodos baseadoS' e~ múltiplas r~flexóes que permitem, atrads de manipulações algtbricas, o 
caneelarnbnto da amplitude incidente. Atrav6s desses mttodos pode-se cancelar ~mo efeito oo 
acoplamento do transdutor com o meio, a atenuação acústica no meio, etc. 

O métódo analisado por Papadalds (1990b), p;:~Tá medição de propriedades acústicas de sólido&j é 
baseado em múltiplas reflexões onde o coeficiente de reflC"iio 6 medido eom a finalidade d'e se 
determinar o coefkiente de atenuação. Nesse método utfliz.-se um melo que funciona como uma :linha 
de retardo entre o transdutor e a amostra, cujas proprlédades ao6sticas serão medi008. A amostra floa 
entre a Lintla de retardo e um melo re:fletor (hnpedância aolÍStica muito djfe:~ente da amostra:). A Fig. 2 
mOStta um de~ho esqucmátioo do Método dos múttrplos ecos. O transdutor cmiW um pulso (oo um 
trem.de pwsos) com amplltudc A1 que se pT.opaga peta Hn.ha do n:tndo (m-cio 1) e. ao éllOOotrát a 
interface ·com a amostra (meto "2) parte·do ;pul~o ê ttnnsmfHda e ·parte é tefletida e se ptopaga de volta 
até atbtglr o 11'ânsdutor, com amplitude Ao. A pote ttansmilidá qu& se propaga peta amostro é reflelfda. 
pclo Te.fletor (meio 3) o volta para a lnterface amostra/linba de retardo, .sencb que parte 6 tnmsmltida o 
captada pelo transdutot, com amplitude A1t parte 6 roflctida e 6ill p!Vpaga na amostrll tú~ atingir o 
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refletor; sendo qtte patte ~ste eco chegará ao transdutor com amplitude Az. O material da lhi'Jia de 
retardo tem coeficiente de atenuação o 1, e o da amostra tem coeflcien,te de atW'Daçâo <li· As. 
expressões (2, 3; e 4) relacio~Wt~-as sunplitudes dos ecos cotn a emplitu1fe incidente, alta"~$ d~ 
coeficientes de reflexão, trllllSIIrlsslio e atenuação. 

(3) 

(4) 

onde: 

Rmn coeficiente de reflexão da onde se ·propagando no meio m (m • 1, 2, 3) ao atingir o mlSfo 
n (n • 1, 2,3); 

T mn coeficiente de transmissáo do melo m para o meio o; 

I djstlncia percorrida llll linha de retardo, e 
L dJst!ncia percorrida na amostra. 

Fia. 2 M6todo dq, rn(lltlplu renex6.t 

Consjderando R • R12 cbega·se à seguinte telaçlo: 

(5) 

Os valores das amplitudes~. A1 e~ devem ser acompanhados dos respectivos stnais (+ou-), de 
acordo com a fase do eco recebido. 

Devido à di.cnensio finlta do transdutor, o !'clxe vai abrindo ao se propagar. Este tttrlto é eorihecldo 
Ç(JJJl() dlfraçáo liClVstica o deve $Cr corrigido matematicamente. A com:çio depende dB velocitJàck, de 
propagação da onda acústica no meio e das camcterlsticas do transdutor. 

Um ootto méto~o. proposto por MeCJe~mentS (1991} tem um arnnjo fisioo semelhantó ao do 
"!Jl!todo das míiltlplas reflexOes. A a:moslra 6 colocada entre uma .linha de retardo e um :r,efletor. O 
~etor s6 é utilizado pata detC"rmlnar o coct.ciente dó ttenwçfio dO meio, e a veJo(lWádó dr> 
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propagação da onda acústi<:a na amostra. O coeficiente de reflexão R é determinado ~la relaÇáo entre 
a amplitude Ao do eco reiletldo da lnterface e:.Qlre a Unha de retardo e a amostra. d;ida pela expresSão 
(2), e a amplitude AaT do eco refleti,do da interface linha de retardo ·e o ar (r~t:letor· peneito), dado pela 
expressão: 

(6) 

Como R. 1 a • 1, considerando R • R12, tem-se que: 

R"' (7) 

O arranjo deste método é mais simples que o das múltiplas reflexões, porém menos robusto, pois R 
depen~e de medidas num refletor perfeito, no caso o at, que-funciona como referência. É necessário 
efetuar correções devido à variação de temperatura, e a ·excitação deve ser constante, pojs. tem um 
efeito direto na amplitude Ao do eco. 

Medição da Velocidade de Propagação 

Existem vários métodos para medir a velocidade baseados l1ll medição <lo intervalo de tempo entre 
ecos. Revisões desses métodos são apresentadas por Papada.kis (1990a) e Breazele (1981). O tempo de 
propagaçâo no meio é ob.tido~avés de um cronômetro que é disparado na emissão do pulso e travado 
na recepção do eco de uma superf'tcle a uma distância conhecida. A precisão da medida de velocidade 
está relacionada com a dis.tância peroouida e com a detecção dó inicio e fim do intervalo de tempo. O 
gatiJhamento do início e f1m do intervalo é fel to através de um circuito de detecção de nível <lu de um 
detector de cruzamento por zero. Essas técnicas exigem circuitos eletrônicos. rápidos e precisos. 

Atualmente os sistemas wgita.is de aquisição de sinais estão bastante avançados e as técnicas de 
processamento digital de si:na:is fornecem bons resultadOS' na determina:ção'do intervalo de tempo entre 
ecos, com a aplicação de com:Jação cruzada (Fostef, 1984). 

A Fig. 3 mostra dois ecos de uma mesma Interface. O primeiro eco A1(t) serve como ponto de 
referência para medição do tempo. Depois do intervalo de tempo T chega um segundo eco A2(t). A 
função de correlação entre os dois ecos é definida por: 

C('t') .. jA1(t)A2 (t+'t)dl (8) 
..,.. 

Os dois ecos têm a mesma forma de onda, porém o segundo eco está atrasado em relação ao 
primeiro pelo iotervaJo de tempo T, isto é, A2 • A 1 (t- T) , assim, 

(9) 

-ao 
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onde C11 ( 1:- T) 6 a função autocorrelação de A1(t) que 6 máxima quando 1: .. T •. Assim, o máXimo 
da função correlação ocorre no tempo T. 

O método de oouelaçâ.o cruzada é muito co~ve.niente quando se trabatlla com o sinal digitaüza:do. 
Os resultados são influenciados pela taxa de amostragem, e pela forma de onda dos ecos. N'J) oás<> de 
e.cos de inferfaoos planas e paralelas o resultado é ·muito preciso. 

Ag. 3 Função correlação C ("C) do primeiro eco A 1 (t) com o segundo eco A2 ( t) 

Transd·utor Duplo Elemento 

Para minimizar os efeitos da difta·Çá·O f(!i desenv~lv!do um uansdutor, constituído p0f dois 
elementos plezoelétricos: um para emissão e outro para recepção, separados por um sólido bomogêneo 
(Adamowski, 1993). O emissor pode ser mn transdutor utllizadú em imagem médica por oUra-som ou 
em ensaios não âestrutivos (END) e o receptor um filme fioo·(membrana") de P-VDF, metalizado ém 
ambas us faces, com um grande ctiârtu:~tro (comparado ao ditinetro do emissor). · 

Para aplicações em líquidos, objetivo deste tra.baJho, o material da linha de r-etardo deve ser 
preferencialmente um plástico, para que as amplitudes A.0• A 1 e A2 não tenham valores. multo 
dif.11reote8 entre si. O plástico escolhido foJ o polimetil-metacrilato, que apresenta .uma baixa atenuaçãó 
acústica em relação aos demais plásticos. A membrana de PVDF com espessura de.52~tnt érne.taliz.a<la 
com uma fina camada Q.e alu.mínio (ou alumínio-níquel) em ambas as faces formando os elettodos do 
transdutor (receptor). AS fae>ês das 1lrthas de retardo devem ser bém paralelas, A Fig. 4 mostta um 
desenho esquemáticO do transdutor duplo. 

Ag. 4 Desenho eaquem6tlco do nnadl40r duplo 
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Célula de Medlçio de Densidade 

A c6lula de med:lção de de.o.sidadc, mostradA na Pl&· S, funciona b;lsicamente segundo os dois 
m.éiOdos utilizados pata ·dcterm.inaçllo do coeficiente de reflexão n:a interface entre dois aielO$. O 
transdutor emissor f excllado com um pulso estrelm ou com ciclos de senóide (um ou :llllÚ5dclos), por 
um circuito de pol!ncia.. O ttansdutor emite uma onda quo se propaga no sólido da printeifa linha de 
rewoo até ating1r a superfície do receptor. Este é sensibilizado (mede a onda de p.ressão transmitidà 
Ar) e deixa passar praticamente toda a onda incidente, devido ao bom casamento de ~mpedâncla 
acústica e à pequena espessura da membrana de PVDF. A onda de pTeSSil>tr.msmitida segue até atingft 
a ltttwCace entre a segttn:da linha de retardo e o l{quido (a.mostta), onde parte da onda 6 refleti da 
retornando ao receptor com amplitvdc Ao, e pam 6 ttansmilida patll o lfqttido. te:tletida pelo rc&tor 
retornando para o receptor com amplliude A1• O segundo eco Az da lnterface amoslnl/refietar l:ambém 
6 recebido pelo receptor. · 

Com este arranjo tem-se o sinal da onda ttllllsmltida Ã)) que é utilizadD para determinar a 
ve-locidade de propagação na linha de retardo, c também para co.rrigir o erro devido às nriações do 
tT81l$dutor emissor !lve ocorre no m6te>do que utiliza oomo refet!ncla o c;:oeficic.nte de reflexão da 
inletfBoe linha de retard~ar. A velocidade de propagação na tinha de tetardo 6 utilizada para conigit a 
vatlação da impedância acústica com a temperatura. pois o material da Unha de retardo~ a referência 
para o cálculo da impedância ac6stia do lfquldo. 

O método ~e detetmioa.ção do coeficiente de r~fleno regtdo p~la Bq. (7) pode se.r rnelho.rado, 
Introduzindo-se uma normalização em relação ao slnaJ transmilido Ar que, como os .stnais A., e Ao. 
varia no tempo. Consldetando-se que A.r e Ao varl.am proporcionalmente a Ao a Eq. (7) pode ser 
tratada como: 

[Ao/ AT] 11 

R· ----
(A.,IAT]la 

(11) 

onde, os [ndiccs to e t 1 significam que as relações A8-/Ar e Ar}hp foram calculadas com valores do 
amplitudes obtidas em momentos diferentes. 

Fig. 11 Co1'111 tranavetul ela c"uta de mec$l9'o de densldaellt (lfqllldo em movimento) 

A velocidade de propagação da on~ acÍISlica no ma.ttrial da linha d4 telardoé determinada a partir 
da JT\C.diç.ão do kmlpo do trânsito enf.Rl o sinal Ar e o .sinaJ ~. pelo m6todo de corr:elaçlo ctuzada, c do 
comprimento da llnba de retardo, que é oonhecido. 



As ~ (5) c (11), utilit.adas para calcular o coofictiente d6 rcfl.exâo ~vem ser aplicadas em 
valoru do picos du ampUtudes (Ao, A1, A21 o Au) obtidos numa mesma freqüência, po~que os 
OQC:ftclentes de atenuaç&:s dependom da ttoq\i~cia, e foram cancelados supondo que as amplltndes 
referem-se a uma única frcqüêncía No caso de oxcitaçáo com ciclos de senóidc os picos de amplitudes 
podem ser obtidos diretatnente dos sinais, por6m Clliando se tta\)alba com pulsos de banda larga devem 
ser obtidos os respectivos espectros em frcqOencla dos sinais para extrair as componentes numa mesma 
freqUência. 

Sistema de Medição 

O sistema eletrônlco utilizado na lmplementaçlio dos métodos de medlção de dens•dade de lfquídos 
por ultni·Sblll é mostrado no diagrama de blOOO$ da Fig. 6. 

-oc-

Fig. s Equtpamtntoa •latrilnlc:Qa utfllzadóa no txpetlmeniDI 

A aqu1s:tç8o de slnaís 6 feita attavés de Ull1 osoiloscópio digital programável com tua de aqoisiçlo 
de 400 Ms;unplell/$ (liP 541120), rnunldo de interface de comunicação GPm, Bste osciloscópio tem 
resolução de 8 blts (em modo repetitivo de amostragem) na medição de amplitude de um smat Os 
atrasos enhl! shulís são programáveis. Os sloals toram adquhidos attaV:és da m6dia de 64 amostras. O 
osciloscópio e~ ligado a um microcomputador tipo PC486 atriiVés da lnte:rt'aoe OPIB. 

Resultados Experimentais 

Foram realízadas experiências de medição de densidade de alguns Uquidos (água, gasoUna e t?l~~ 
diesel). Utilizov-se Iun. transdutoi omlssor do l,Ó MRz excitlldo com 11m oleio ele senóide. A Wg, 7 
mostra os sinais típicos de uma medição. Os intervalos de tempo At1 e 6.12 foJant medldO$ através da 
técnlca de correiRÇão cruzada. 

Para executar as medições com o llquldo em movimento fol construída uma linba bidriulkm com 
vazão regulável de O a 20 litros/Segundo {Bufocbl, 1992). 

Nas medições com o lrquido em movimento foi utilízada apenas ágoa. ~ri6«>u-sc: que: o vlilor da 
densldade mdependc da vazão do líquido, mCSIJ\Q ClODI um elevado gr:aD de turbulência, desde que não 
ocott8 o.vitaçlo. 

Os resultadas experimentais foram com:plU'ItdOs com os res.peclivos valores da densidade ®cada 
lfquido (moéfidos com pien.Ometto) e os <lesvlos ficaram. 11a faixa de ~ 1%. 
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Conclusões 

Foram avaliadas duas estratégias pan a medição de densidade de Hqúldos. Urna baseada no 
método dê reflexão relatiVll e outra no m6to4o de múltiplas reflexões. As duas estrat6gias são 
apll~veis tanto à medição de líquidos em repouso, quanto à medição de líquidos escoando em tubos. 
A estra16gia. b~a no método de múltipJas mftc.xôe:s é menos sensfvcl às variações no acoplamento 
do transdutor com a linha de retardo, ponm não 6 multo apropriada para aplicações em tubulações 
com grandes dilmettos, devido aos efeitos de dlftação. A estrat6gia baseada no método de rcflexio 
relativa 6 menos senslve1 ao problema de difraçio, portm depende da esrabUid11de (aelongo do tempo) 
do emissor, do receptor 'e da eletrônica analó&ica associada. O desenvolvimento do transdutor duplo 
elemento possibilitou a efu'n.ínação do efeito de <llfração (para cutw distànci11.s) e o problema de 
estabilidade dos componentes do sistema de medição. 

O sístema de medição. constitufdo poJa ctlula c a eletrônica associada posslbllítou a obtenção de 
rcsuJ~dos com grande repetibilídnde. Os resultados experimentais da medição de densidade de 
lfqwdos ('gua. gasolina e diesel) em repouso apresenblram .IeStJltados com desvio máximo da ordem 
de ± 14. A mcdlção de amplitude 6 o pc>nto mais ·críll:oo dos métodos de detetml.naçio do ooeficlentc 
de ~c:xio. 
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Abstract 

lt is analyzed ln t:his work the bnt 1111d flow fo 1 vqtícal tube filled with li porous medlum and lhi$ tohe WQtks ~ 
a capiJJary pump. Thc mathematioal model is l7~edonmass, mom_entu:m and energy equations along with l.he 
emphioal con:elatlon af Darcy. Tho solutton Is oblaided by a nPmerioal procedure, uslog lhe finjte volume 
tecbn:lo due to Pãta.ókár wíth l.be po-w«-laW tnethod. Radial and n iaJ "'tloclties profiles .are presenteei aod lhe 
temperature profile as well, for d~ot condltlons of opet'llto111. The pu:mpfJl8 mass is calculeted and compared 
wi1h the experimental data. 
Koywords: Porous Medi um, CapiUary Pümp, Mnthematical MQdel, Pumplng Mass Flow Rate 

Resuma 

No presente tnbalbo é apte5et~~ado e analisado o escoamento e o transporte de energia em um dllto recheado com 
uma estrutu:ra poi0$8.. O modelo matem,tico 6 baseado nas equações de conservação do mma. m~Jmento o 
energia. além do modelo empfrieo de Daroy. A soluçáo numtrioa é obtida pelo m6todo dos volumes finitos 
proposto pOT Patank:at, usando-&e o concello de Dl11lha deslocada e a técnica do powcr-law. Os resultados em 
forma de perfis d.a velocidade radJal e 8;ldal c tcmperÃra pan várias oondlçOes da opelllÇjo do~ c 
discutidos. A massa bom~da 6 ca.loulada.e comparada com ouesultados experimentais. 
Palavras-dua•e1 Melo PCIJ'QSII), Bamba Capilllft Análise NUlJibioa 

introdução 

A ~ência de calor e massa, além do escoamento de gases e lfquldOs .através de wn meto 
poroso, tem atrai® a atenção de um grande número do pesquisadores. 

O crescimento destes estudos pode ser creditado a dois fatores em especial; prirnetro-, tnclhO'tar o 
rendimento dos slstemas t6tmicos existentes que utilizam materiais porosos; o segundo fatór seria 
gerar novas id!ias e exploru novos caminhos com relação ao u:so de Ql1Uer iai:s porosos em ma:, em 
que a sua utflizaçâo é restrita, ou, não 6 economicamente vantajosa no ..~ru>mento. 

Vafai e Tien (1982), utilizando o ·modelo empírico de Oarcy junto com os termos çonvectivos e 
aplicando o prh'tcfpio da m6dlo volumétrica local às equações de quantidade de movimento c ertoTgia, 
desenvolveram um modelo matemátic::e para a análise de escoamentos cm metos porosos. 

Outros trabalhos nesta área que mcR.cem destaque são os de Lebner (1979), propondo uma nova 
formulação matemática para as equações de um fluído v iscoso escoando lentamente atra ... és de UJn 
meio poroso e, os da Renken e Poulikakos (1987), levando em conta os efeitos de inércia, porosidade 
variável e do atrito de Brinkman. ' 

Na área de convecção natural em tneros porosos destacam-se os trabalbQ5 de Prasad et ai. (198.5), 
Kavlany et a L (1985), Yocel (1990) e o de NHseo e Storcslctten (1990). 

O presente traba.Jbo oonsisu~ na comprovação exporlmentál e num6rica de uma bomba capJtllr aujo 
model1> anaHUco fol apresentado por Miranda (1991). Neste estudo, são oonsidentdos os efeitos .de 
empuxo e ele va.pori:tação na borda &up6tior da bomba. As equaçõe$ governanteJ 5io obti~ -atravé~ 
das equações de QOnseTvaçio da otaSSat movin'lcnto o eoergi.a jniltó oom a ~laçào empftl~ & Daroy_ B 
;inalisado mmb6m, o comportamento da bomba além da ,comparação experimentd e te.óríce da-massa 
l>ombeada em díferentes ooodlções de ,funcionamento da bomba. 

,Ptuented atthe 12th ABCM Moctw\leal Ellllil'lllllringCOóférence ~ Braslrw. DF, Dtloêmbef1·10, tê9S 
Tectdc:al Edilot: cados ~ oatrasco Allilmant 
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Formulação Matemática 

A geometria da bomba é mostrada na Fig. 1. Consiste de um cHindro·verticaJ, recheado com um 
meio poroso tr.ndo sua éxtremidade .inferior mergulhada em água. Quando a bOmba está imersa, ocorre 
uma elevação do Hqtrido até uma certa altura devido ao efeifo dç capjlatidade, formando um menisco 
na interface entre o Jrquido e o ar existente dentro do meio poroso. O aquecimento das paredes da 
bomba faz cóm que O lfquido em seu interior vaporize. Conforme este vapor se desloca através do 
meio poroso acaba se condensando e saturando o meio, com o lfquido atingindo a borda dà superfl'cie 
do tubo e daí, vaporizando para o meio ambiente. 

O aquecimento lateral é suficiente apenas para a promoção do deslocamen_to do liquido, sendo a 
vaporização processada na bord'a superior da bomba por difusão. 

RESERVATÓRIO 

Fig. 1 Raprasantaç:io asquemllltlca da bomba capilar em estudo 

ConsldeTa-se que o meio 6 isotrópico, o fluido incompressível, com as paredes do tubo na 
temperatura Tp e a extremidade superior em contato com o meio ambiente à temperatura To e pressão 
Po, as equações governantes para este problema são: 

Equação da continuidade: 

V <V> • 0 {1} 

Equação do movimento: 

llr s2 f.A.r 2 
Pf<V>. V <V> • -sV <P> --<V> - PrF-- +-V <V> + Pr8~ ('r- To) (Z) 

K Kl/2 s 

Equação lia energia: 

Ke 2 
<V>. V <T> - --V <V> 

PfCps 
(3) 

Como os valores obtidos experimentalmente das velocidades do fluido através do meio pOtósó são 
pequenas, pode-se desprezar o termo de segunda o.rdem da equação de Darcy. Adotando as se.guintes 
variáveis adímensionais: · 



U • Vr/Ul 

Z • z/L 

W • VvUi 
2P 

p" 

e <JS seguintes parâmetros adlmensiooal.s: 

PrUlD 
Re • -- Da • K/D2 

ll 

g~nJ (Tp- To) 
Gr • Pe - P:rRe 

v2 

R- r/ Rt 
T-To e---
Tp-To 

CpfJ.f 
Pr .. -

Ke 

(5) 

(6) 

Considerando que o problema em estudo é bi-dimensional com geomotrla cilfndrica e simetria em 
e, as equações governantes adltnenslonaJs são escritas da segtJinte tnan.eira: 

- Equação de contí11uidade: 

au u R" ~w 
-+-+~- .. o 
âR R L az 

Equação de movimento na direção radial: 

- Equnção de movimento na direção axial: 

uaw • Rtwaw _ -~RtdP" +~(alw .2.~- Rt2alw) -
aR L az 2 L d2 Re aRz R aR L2 az2 

eW gR 
--+--9 

2RcDa 2Re2 

Equação da energia: 

Eslas equações estão sujeitas ls seguintes condlçOes de oontotno: 

(7) 

tU 
2ReDa 

(8) 

(9) 

(10) 
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Na pan:.de do tubo: 

U • O (condição de contorno sólido) 
W • O (condlçio de não escottegame.nto) 

e - 1 (11) 

Centro do tubo 

au aw ae ----aR éiR aR 
(condição de simetria) 

Na borda superior da bomba capll811 considera-se a velocidade de bombeamenlo na região de 
lfqu:ldo, devido à vaporização,, como sendo igtJal àquela encontrada na borda hifedor, que está hneraa 
na água. Portanto: 

U (R, O) - U (R; 1) - O ou W(R, O) .. W(R, 1) • Uf 

9(R, l) • O 
ou 
e(R.l)·t 

apenas a parede lateral 6 aquecida 

parede lateral e borda superior aquecidas 

e .na pArede lateral da bomba, temos 

9(1, 2) - 1 
ou 
6(1, Z) • q 

(12) 

(12a) 

Na borda inferior da bomba capilar. o fluido tem uma temperatura igual no IUI'Ibrente, então: 

6(R,O) • O (12b) 

A IUe de transferência dé massa pode ser obtida por uma expressão que 6 a função das pressões 
parciais do meio e do vapor de água, dada por: 

Sh 0,000146T2.5 (P 'D ] 
Na • --- ...s- ~Ao 

RATAI> PAB (T + 441) (13) 

J 
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Considerando que o transporto do massa na borda superior da bomba capilar ocotre como uma 
convccçio mAssica sobre UlWI placa p~ana, então pal'8 um n6mero de Scbmidt lttl1~o, tem-se qtae o 
número de Sberwood pode ser dadQ pelas seguintes re-laçóe:> empfrica$: 

Sb 
KcD 4/:5 .. o,0365Re

0 DAB 
(fluxo turbulento sobre uma plooa plana) 

KcD 
Sh • -- .. 0..366Ret12 

Dab 0 
(fluxo lamlnar sobre uma pia~ plana) (14) 

Qnn as Bqs. (14) e {13) é possí~l detcnnfnar~se Ui . 

. AnáJise e Discussão dos Resultados 

Quando a bomba é imersa cm ãgua, esta s<>ba até uma certa altura devido 11 pressão de caprtaridadc. 
O fornecimento de um fluxo de caJor na paNde da bomba, cria um pdlente de pressão que amdlla a 
ernpl:ll'rar o menisco da interface vapor-trquido até a sua borda supetlor. Conforme a água sobe através 
do melo poroso sua températura vai aume-ntando1 criandO, assim, as condições necessárias para a 51,1a 
vaporização por difusão na superfície da bomba. 

Esta tua de vaporização está relacionada ao fluxo de calor f<Jrnecldo parn o aqveo.imento das 
pa:l'Wes da bomba, o diltnetro da bontba e o dlllmotro das parl:l'culas. Port1Ulto, n!o adianta fornecer um 
flu;~to de calor muito e levado à p41réde d'8 bombli,J>Ois o sistema atingiria tempentur1ts multo 
superiores às de vaporização no ín:wrior do meio por<lSO, c:riandQ bolsões de vapor e, como o menf:;co 
lf~ido-vapor estj aàma da posição de equillbrio da Jnssio de c;apllatidadc, a bomba capilar deixa de 
funcionar como uma bomba, promovendo dar para frente a !loosfcttncia de massa por vaporização no 
interior do melo porOsO tla bomba. E, se o aquecltne:nto latêi'al pata o bomberu:nento estiver aàma da 
poslção de equilíbri<> da pressão da capilaridade, a bomba efettvamentc entrará em colapso, pojs tt 
coluna de trquido estará abaixo da coluna do aquecimento. 

D~ve-se fornecer um fluxo de calor ~ pande da bomba, em uma faixa que varie entre o mínimo 
necessário para produzir-se as condições necessárias 11. vaporiza~o do fluido na superffcie da bomba c, 
um máximo correpondente à máxima taxa de vepOri:c4lg.iiO que pode s.er conseguida na superfície da 
mesma. 

As Fig:s. 2-5 mostram os perfis teóricos obtidos na simui'I)Ção nurnmc.a da disttitluiçiG radia1 das 
velocidades axial e mdiaJ. para os dois wbos, d.ilerentes flnxos de calor aplicados no aquecimento das 
paredes da bomba, em ~lês altnras pi"Óllimas à região de wpor~o. 

Para o perfil da velocidade radial, observa-se que, na regiiia da vaporização, a sua diTeção é 
contrária àquela apresentada nas regiões próximas, levando a crer que exista urna região de 
recirculação devido no efeito de empuxo que t maior do que o efeito de vaporinçllo. 

Como o ef~ito de em puxo é menor para um número de Grashof menor, estes efeitos de reciJ:cubrÇiió 
são menores para a bomba de menor dlllmetro, como mostram os gráficos das duas bombas com ô 
mesmo fluxo de calor na parede e mesma alrura acima do nfvel da água. 

No caso do tubo de diãmetro maior, percebe-se que, conforme a proximidade da parede. há uma 
nova inversli<l na dheção da velocidade, Jcva~d().ose a acreditar qu~ h.ájR bm8 0Utf4 região de 
rcdrculaçáo. 

Pelo pcTfil ndial da velocidade llXial, ~-.se quo, próximo à re~ió 4e-vt~p~ para • 
bomba de menor dlimetro. os valores da velocidade são be:m próximos. No caso do tubo de diâmetro 
maior, cates valores vio se tomando mais próximos conforme se aproxiMam éfjl ~e do tube. Em 
certas montagens, ocorreu uma inversão nn dln:~o da veloci.dade. 

Este efeito do empuxo e da vaporiza.çio toma~se mais acentmrdo contonne aumcnlll o (luxo de 
calor na parede da bomba ocorrendo reversão do l'luxo paro as potanc:las mais altas. 
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PERFIL RADIAL DA VELOCIDADE :;:.ADJAl 
~~ ~------------------~------~ 

0,0$ 

0,04 

0,00 

~ 
~ õ -0,04 
o 
..J 

~ ·0,08 

- 0,16 +---.....-----..---.-----.-----1 
0,00 0,25 ~60 ~ 75 l,OOtAIO I 8) 

- Z•0,99- -· Z•O,IH-·-Z •O,i5 

Fig. 2 Curvas teóricas da velocidade radial para o tubo de 80 mm de dllmetro todo Imerso em igua e potincla 
de aquecimento Igual a 75 watts 

PERFil AA!ltAlOtl VElOCIDÀOE RADIAl 
0,30 .--------~--------, 

:::> 0,25 

..J 

~ 0,20 
CC 
a: 

~ 0,15 

i3 o 
~ 0,10 
> 

0,05 

0,25 0,75 RAIO(RI 1,00 
-- Z•0,99 --- Z•0,97 

Fig. 3 Curvas teórk:as da velocidade radial para o tubo de 56 mm da dllmatro todo Imerso ern 6.gt.ure potincla 
de aquecimento 1~1 a 75 watts 

A Fig. 6 m<>stra os perfis experimentais da distribuição radial da temperatura. Observa-se que, 
pelos pontos eltpe.rimentals plotados sobre as curvas teóricas, o modelo numérico descreve com boa 
precisão o experimento realizado. 
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PERFIL RA()IAl. DA VELOCIPAOE AXIAL 1,40 ..-----__;,. _____ .;,.._ ____ ...., 

i" 
1,20 

0,40 

0,20 

~0+---~~--~----~----~--~ 
o,oo o,2s o,so 0 175 J,oo RkiO(Il) 

-Z•O,i8 --2•0,8.6-.-2 •0,~4 

Fig. 4 CIA'Vas taórlcaa da velocidade .xlal para o tubo de 80 mm da dllmetro todo lmerao em égua e potêncli 
de aquecimento Igual a 75 .watts 

PERFIL RADIAL DA VEt.OCfDAOE AXIAL l ,40 ~__;_::_.:.:_..:::__:_:::......:.=-:........:.~--.:..:...~_;_ ____ ___, ----
1,20 

..J 
1,00 5 

)( 
c( 

4U o,eo o 
4( 
o 
õ 0,60 o 
..J 
w 
> Oi'fO 

0,20 

o;oo-+-----.----~-----+---..,..J 
0,00 0,30 0,60 1,00 RAIO (R) 

---- Z • o, 98 ---2 • 0,96 -·-Z • 0,94 

Fig. 5 Curv•• taórlcaa da velocidade axial para o tubo de 56 mm da dllmetro todo lmerao em !gu.a a 
pottncla Igual a 7S watt. 

Na Tabela 1 são apresentados os valores teóricos experimentais da taxa de vaporizaç.ão, pode-se 
notar que os resultados teóricoS' são menores que os. experimentais. Isto é devido ao modelo -proposto 
some-nte considerar que a difusão de massa ocorre na ~>Uperfície superior da bomba. Na realidade, esta 
difusão ocorre no interior do meio poroso, sofrendo lnflu&ncia dos efeitos da parede e de inércia. 
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I • 5610mm 

G.a 5S.O mm ............ . _........_ . ..-.-.. ----~ _........ 

• • eo.o_m_m_. --·--· _..__. 

0,2 0,4 

N 
B 

I 
I 
I .... 
• o 
I 
I 
I 
N 

;, 
~ 

J RAIO ( ftl 

Ag. e Curvas experimentais da 1amp41ratun para o tubo dt 80 • 58 Mm de cfltmetro todo lmereo em i gua t 
pottncle de .equtclmtnto Igual a 75 wett.. 

A fase gasosa dentro do meio poroso desJoca..se devido à concentmção e ao gradiente de pressão 
nesta fase. No CJlSo da Fase Uqu:lda, somada à .coaoontraçiío, existe o movimento devidQ ao gradiente de 
tco.slio superficial, em puxo, inércia, ou combinação destes fatores. 

Tabala 1 Valorat t}Q>trlmtntllll t taórlcoa da 1BX8 dt vl porl.zação 

Velocidade de Taxa ll\Õrica Taxa 
Pot~ncla 

injeção (m/S) (K.g mol/m3s) 
experimental 

(watts) (Kgmol/m~) 
Diimetro do tubo 

3,Z3 )( 10"7 0,00020 0,00031 45 82 mm com 25 cm fora da á.gua 

5,51 )( 10"7 0.00033 0,00053 75 

9,18x 10'7 0 ,00058 0,00088 110 

3,15 )( t<r7 0,00030 0,00030 75 82 mm todo imersa na água 

4,90 >~ to·7 0,00038 0,00047 110 

6,30 >c 10"7 0,00044 0,00060 150 

7,38 )t to-& O.OOOtS 0,00071 45 S7 mm com 25 fota da água 

1,14 X 10'7 0.00026 0.0001 1 75 

3,31 )C to·7 0.,00046 0,00032 110 

8,09 )C 10-8 0.00078 0,00078 75 57 mm todo lmereo na âgua 

2.27" 10"7 0.00022 0.00022 110 
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Conclusões 

Pode-se concluir que o modelo proposto pode ser utilizado para a simulação de bombas capilares, 
mas deve-se adotar um modelo mais acurado para o fenômeno de difusão de massa na supertfci.e c;la 
bomba. 

O ponto mais critico para o funcionamento da bomba capilar é a quantidadedeçalor fomecidopa:ra 
o seu aquecimento, já que este influencia êtire·tamente a taxa de vaporizac;ão e também o efeito de 
empuxo do trquido. 

Pata uma melhor compreensão do efeito de em puxo e de vaporizac;áo na superfície da bomb~~c, 
deve-se acoplar a equação de difusão de massa às condições de contorno do problema, melhorando 
assim o model~ matemático. 
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B1enc~l, E. C., Ollvefra, J. F. G. and Souza, G. F., tlHM, "(G) Ratio Optlmlzati.on of CBN 
Resln Bond Wheels by the Grindlng CondHlons", RSCM • J. of the Brn. Soe. 
Mechanlcal Sclences, Vot. 16, no. 2, pp. 94-104. 

Thi:s work sbowa experimental results oftbc wheel behavlor dwiog grindfog ora tool stee.l and a l!ardcncd stcd. 
Tbe wbeel wear pbenomc11a are studicd wilb cmpb.uls on bond wcar and gnin wcar mecbanisma, Tbc 
cquillbrium between bond TCtentian fOrce and cutting fórce per gn1n is studfcd experimental)' tbrougb grtndlng 
tcsts. The re.suhs analysls sbow lhat CBN 360 wheel wca1 can be red!lccd, lmprovlng tho (G) ratio by lh 
reduction of tbc bond wca.r. Thls bond wcar can ~ otrmízed by cbanging tb.e ~mderformed chlp geome:try. 
Keywords: Grlnding WhccJ Wur. Reduàion of lhe Bond Wear 

Martinez, G. A. S. and Button, S. T., 1994, "Study on the Wlre Drawlng Speed 
lmprovement ot Austenltlc Staloleas Steel. ASNT 304", RBCM • J. ot the Braz. Soe. 
Mechanlcal Sclences. Vol. 18, no. 2, pp. 10S.119. (ln Portugarese) 

This wort pte$e111$ a 5tUdy on lhe wirc cbwlng spced im~.ent witb diffl:m:nt dlc pometrics and twó types 
of lubriC11Ill$. 1be in[)uence o( differcnt dic geome:trics on austcoitic s1tlnless st:eel ABNT 304 wire dtawing 
force was also analy«d. DiM wtdl bell angh:s of 1 O, 14 aod. 18° aod bcaring Lengtbs of ZO, 35 and 50% of lhe 
final diamete.r were used. The. fnf]uence of high drawing specds was studied llso. The úietlon coeffieient in wite 
drawing was also evalu.alcd, 
~ Wrrc Dntwing, Stainle.ss Steel, Lnbricatlon, \Vinis 

Blttar, A., LUcCh4tSI, L.., Sales, R. M. and Uma, A. c .. 1994, "Appllcatlon of LQGY H" and 
LQGJH... Controllers to a Magnatlcally Suspended Flexlble Mec;hanlcal System", RBCM 
- J . of the Braz.. Soe. Mechanlcal Sclences. Vot. 18, no. 2, pp. 120..142. (ln Portuguesa) 

The subjec.t of tlíls worlds thc aoalysis and tbc design of controJJm applicd to a flexible mecha nicai systcm. 1be 
mecbamcal systcm considc~ Is a floxible bcam wbich Is .magneticaUy ~UIJpcnded by an electromagoeL 'I'hree 
oontrolle111 are consldmd for ao experimcntally idenlified model: LQG, B.., aod LQGIH... wbiob oontrol tbc 
Jevitatjon gap o! lbc clcctromagnct. Design prooedutcS and pcd'onnmce m;ults are presentcd in cacb CII$D. 

Keywo:rds: flluible S~ Robust Cont:rol, LQG, ~' LQO/H.,. 

Mesquita Neto, E., Pontes Junlor, B. R. and Sousa, E. A. C., 1994, "OoupiJng of Flnlte 
Element and Bounctary Etement Procedures for Steady State Elastodynamlca • Part 1: 
FormulaUon", RBCM • J. ofthe Braz. Soe. Mechantcal Sc:lences, VoL 18, no. 2, pp.143-
158. 

The preseot 11rtlcle reviews bndly thc advqotages and drawback.s of lhe Finite Blernc:nt Metbod (FEM) 
cornpared to rbc Boundary Elcmeoi Metboo (BEM) ln tb~ field of aolid mechanlca, lo particular for 
e:lutodynamk:s. A oouplmg procedure. wh.ich e1100mp8$$C$ tbe advantages of bolh mctbods in t:he &cq.uency 
domain is preseoti!d. The formulatlon f1lt the interact.ion of lhe fiE and BE meshcs wilb a rigld body b also 
detallcd. ln an aecompanylng paper tbe described metbodology is implcmcnled, valldated and applled lo 
dynamio sofl•struotu:re intenctlon problems. 
Keywords: Finlté Elcment Meth.od, Bollndary Element Method, El~odynamlcs 

Mesquita Neto, E., Pontes Junlor, B. R. end Sousa, E. A. C., 1994, •coupllng of Flntte 
Etement and Boundary Element Procedures for St.eady State Ela.stodynamlcs • Part 2: 
N1,1menca1 Resulta- Valldatlons and Appllcattona'', RBCM • J. of the Braz. Soe. 
Mechanlcal Sclences, Vol. 18, no. 2, PP• 159-178. 

The articlc pn:sents tbC nu metical resulta of a coupled Fllllte Elemeot (FB) and a Bouodary Hlemcnt (BE) 
&dlemc for planutrain viscoelastodynBIItlcs in lhe frequeney domain. The mctbodology and tbc im,plcrnenta.don 
aro validated for bounded and unboonded domaillS- AppliCiltions dcscribed fnc)ude tbe dynamic interiK!IIon of 
cn,gineerfng structures wltb bornogeneous and inhornogeneous soils. 
Kqwords: finj~ E!ement, Bounda:ry Elemenl, Elastodynamics.. 
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Zlvlanl, M., Nleckele, A. O. anel figueiredo, A. M., 1994, "Annular flow of Two 
lmmisclble Uqulds ln Stralght Ducts'', RBCM- J. of fhe Braz. Soe. Mf!chanlcal 
Sclences, Vot. 16, no. 2, pp. 1n-196. (ln Portuguese) 

220 

Tbis paper sbows a study on tbe bydrodynamlc development of a laminar flow of two immiscible fluids ln 
circuJ!I1 cylindricel tubes, assumin.g that thermodynamic and transport properties of fluids are constant. The 
model conSiders that the interfaces stream happenJJ wíthout penalty of its form, that is, it is sttpposed thal the 
intersections of tbe interface with transverse planes always yield concentrio circles along lhe aW;Qfsymmetq of 
tbe tube. This model is applied to the aMlysis of two flujd mlxtures, oil (nucleus)/water (film) md water 
(nucleus)/k.erosene (film). The main purpose of this work is to analyse the region of lhe bydrodyruunic 
development of tbc flow, an.d evaluale lhe profile of tbe axial velooíty, lhe pressure lost and the posit:ion of tbe 
interface along tbe tube. 
Keywords: Annular Flow, llilm.iscible Liqwds Aow, Stmlgbt Ducts, 1-lydrodynamlc Developmenl Region 

Batoccblo, .A. and Agostinho, O. L , 1994, "Model of the Characterlstlc Factor of the 
Manufacturlng System", RBCM- J. of the Braz. Soe. Mechal'llc.aJ Sclences, Vol. 16, no. 
2, pp. 197-201. (Jn Portuguese) 

Tbe researchers bave been concer11ed about finding parameteJS that aJJows an evaloati.on o( the real cooditions of 
the manufacturing systertJ. This paper in:tends to introduoe tbe con.cept and lhe model of lhe characleristic t'actor 
of lhe manufacturing system and lhe results of its applicatlon ln tbe indtlstry. lt ctul become ao impórtan.t too! to 
tbe lll~U~ofacturing managers in. tbe analysis and estimation of lb.e manufaoturing ~ystem. 
Keywords: Manufacturing Systems, Cbaracteristic Pactot Model, Flexible Aotomation, Manufaetoring Cyote 

Adamowskl, J. C., Moscato, L A., Simon, C. and Bulochl, F., 1994, "Uitrasonlc Denslty 
Measurement of Flowlng Uqulds", RBCM- J. ofthe Braz. Soe. Mechanrcar Sclençe$, 
Vol. 16, no. 2, pp. 202-209. (ln Portuguesa) 

This work is about tbe development of continuous densily measurement strategies of liquids flowing in 
pipe! ines, using pulsed uhrasonic propagation properties. Two density measutement strategies based on acooslic 
pressure reflection coefficient measurement ai the interface between a reference materiaJ aod tlTellquid whlcb 
density will be measured were developed. ln order tn avoid errors dueto lhe acoustic cllffraction effect, lhe lack 
ln stabilily (intime) of the transducer and lhe associated e1ectronics, it was developed a double-element 
transducer, witb ceramic emitter and a PVDF film receptor. 
Keywords: Conlinuous Measurement, Liquld Density, Pu!Sed Ultrasonic Própagatlon 

Ferreira, C. J. N., Miranda, R. F., 1994, "Numerlcal and Experimental Study of a 
Cappllary Pump", RBCM- J. ofthe Braz. Soe. Mecbanlcal Sclences, Vol. 16, no. 2, pp. 
210-218. {ln Portuguese) 

lt is analyzed ln tbis work the beat and flow in a vertical tube filled with a porous medi um and this tobe works as 
a capillary pump. The matbematical tnodel is based on mass, momentum and energy equalions along witb tbe 
empirical correlation of Darcy. Tbe soluti<>n is obtained by a numerical procedure, using lhe finite·vol·ume 
technic dueto Pa:ta.nkat wítb lhe power-law tnethod. Radial and axial velocitles profiles are presented mid tbe 
temperatore profile as well, for different condifions of operations. The pumping mass is calculated at1d compared 
with tbe experimental data. 
Keywords: Porous Medium, Capillary Pump, MathematlcaJ Model, Pumping Mass Flow Rate 
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