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Thermosensitive Resins Using 
Stereolithography Processes 
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Abstract 
lVI' prt!.\'l!nl u tlworelical und o.,,erimenwl .1/llt~\' of rltermo.wmsilive resins useci in themwl vlereolithllgraphy. ln 
usual pru('fice. stereolitlw~raphy makes u.,.,. of photo.•e11.ritin! re.~ins H'hne HcCd f0.352Jl111J laser ultral·iolet light 
mitiat~-' ''"' • urii!Ji rm•·ess. /11 1hi.f work II'C sludy lhe process 1!{ local curinx lhn•ul(h tht- tl[lplicatioll of infrart'd 
rudiati1111. "hit11 /t(l.l prtwed to he tLfPjul 111 u 111'1<' teclmique for lhe maki11g of praiNypes hy mt'tms of Sf'lt'cri• ,, 
heatin~ llilh co1 laser ( 10.6Jlln). The pre.\enltd ftli/I{Jit> C(IIISÍSIJ nf a them!O.\'I!mllll'e resin lepoxy) wilh lhe curing 
agem (tllnh_vlrm• ti'IOJ/11111') and afilie r (sillca). TI!I' ideal compusition of the tlumnoSl'/1~1/ll't' re.tins ha..• proved to be 
10 par/~ l'f'"'·'· 1.4 pwt cfirrhylent' rriamine (lht! curing a,c;c'n/) and 0.7 pari of si/ic·a powdn A plrysical theorerical 
model is applied for nmtrol of lhe purmnl'ters 11111ch lflj/UC/Il't' lhe cnnfinemt!nl of lhe curmg in tht! irradiatetl bulk. A 
mathcllutlinr/ motlel is applied too, a/lll ii o.-as tit'l'l!loped thmuflh 1he resolu1ion of 1he heat conduc/ion equation 
clt'f>t'ndml clll tinw. 111 cylindrical <'o-ordinates, wlrich enables to determine the behm•iour c>f curi11g in remu of 
irradilllion 1'0/Uiilions. An t'xpuimmtol arwlySt.l hn.1 tli'IPnninetlrhe remperature band at ll'lrich tht' curinK t•rucess 
starts antl tht• opttmum si/ira concemration for e/licient curing. The opplicalion of DijfPrential Scannrng Calorimeter 
I lJSCJ /.1 âisnt.UPt/. .fine<• tlte expaimenls aimed lo oblain the same result.l' a.1 tlro.1e ubtnintti through the themwl 
anull'.vismellwd. 
Keywords: 71rermoseltsith·e Rexin.•. Thermal Stueulilhuxruphv. J>rotol)•JIP Pmdurlwn 

lntroduction 
The great world movements in .search of optimizaúon in prototype production ba:; placed 

stereolithogra.phy as a powerful technique u~ed for obtaining tridimensional models. Usually. the 
conventionaltechnique in stereolilhography makes use of a system for application of ultravioletlight on 
photosensitivl! resins in the curing proccss, by operating a HeCd (0.3521.lm) laser for the obtainment of 
prot.otypes ( Ka.pl;lll.l990: Belforc, 1993). This work presents the study of an innovative technique of 
applicatit)n of CO, ( J0.61J.m) laser infrarcd radiation on thermoscnsitivc: resins by means of 
stereolithography (Barros, 1992). ll is believed to be a really ncw and advantageous method as 
compared wilh thc process mentioned before. ln previous works. the behavior of the influence 
parametcrs as wcll as lhe characteristics of the resins i.n lhe process of local curing were studied and 
dcfmcd (Barros, 1994). The results were satisfactory as a starúng point for the dctcrmination of a proper 
Lheoretical model (Scarparo, 1995), aiming atthe accurate determinaúon of thc local curing. ln order we 
might come to such a composition for the local curing, and a detailcd study was fulfilled considering 
the amount of silica in the process. The experimt!ntal analyses wcre carricd out in two stages, one of 
thermal characterization and anclther of optical characterizarion of the thermosensitive re.~íns. The 
results determined Lhe temperature range at wbicb the curing starts and the behavior of Lhe absorpúon 
deptb in tcnm of the l;ilica variation in thc composiúon. A mathematical modcl was applied by solving 
tbe equation for Lhe conduction of hcat dcpendence on time in the cylindrical co-ordínates. wbich 
allows to foresee the behavior of thc curing in tem1s of irradíation conditions. One of the addítional 
advantages in the use of this laser is relatcd to lhe highly restricted nnd located area i o wbich the curing 
Manuscript received: September 1997. Techmcat Editor: Leonardo Goldstein Jr. 
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occurs when thc diameter of thc beam is takcn into account. To date, stereolithography havc been 
pruuwed for a wide variety of indusLries, including automotivc, uerospacc, and consumer producls. 
Automotive and acrospace manufao.:tures, whose work involvcs complex parts ;111d as!>emblics, have 
bcen especially intere~tt:d in thc tccbnology becau:;e they typica!Jy integrate a large number of complex 
componcnts that have been designed and produced sepamtely. 

Theoretical Model 

A physical theoretical modc l (Scarparo.1996) h as becn worked out n1mmg at thc cxact 
characterizaLion of every physical phenomcnon occurred in the process of local curing. Thc model 
describes the energy 11ow deposited by the la.~er in tcrms of the control of the opcrational paramercrs 
and the bchavior of lhe rcsin, aiming at the local curing. 

Thc dctcnnination of the released encrgy distribulion is essential for obtaining the local curing. The 
modl!ls takcs into account the thcnnal and tbc optical charactcristics o f thc rcsin as weU as Lhe 
absorpLíon depth, thcrmal eonductivi ty and diffusiviLy. lnitially, in tlrder to obtain the power associaled 
to the la.~er beam. the 'dwell time' of the beam in lhe sample was detennined. The local cnriog was 
aCh1eved by scanníng a continuou.~ wave (CW) CQ! laser repcatedly over a circular trajectory on the 
srunplc's surfaee with a scan speed u. By dividing the beam diamctcr 2w by the scan speed, onc 
obtains the 'dwell time': 

(lJ 

com;eming the time o r interaetion hL,er/resin at a surface point. 

As the resin i~ h1ghly absorptive at tbe C0 1 laser wavclcngth ( I 0.6~tm). it is assumed that. during 
the 'dwell time'. ncarly ali thc bcam energy has go into the tnncr part of the sarnple ala distanec from 
the surface cquivalent to the absorption depth o . The absorption depth was deLcnnined by mcasuring 
lhe transnúttuncc of a uou-cured sarnple, having a thickuess of '6VJ.lln at the band of the CO: (l0.61.un) 
laser emission spectrum. lt was found Lo be o= 22.4~. lt is assumed that energy E has bccn absorbed 
in the small eylindrical volume V during the 'dwell time' , the volume being defmcd a.~: 

(2) 

The energy rcleased in V is the produet of thc laser power by 'dwell time·: 

E=Prd (3) 

Thc approach of t2) is rcasonable in thc cxperiment becau~e tJ1c sample absorbs ai very small 
dcpths. Energy absorption in materiais ís quite criticai conceming tbe depths they rcach. ln materiais 
whieh do not absorb the energy strongly, the absorption depth may cx..ceed the focus depth of the bcam. 
As a consequence the confinemcnt of energy at tbc surface of tbe model is not maintained. By thc mean 
energy E it is possible to deLennine the v<~riatíon of tempcrature, whjeh is proportional to the 
deposited encrgy conceroing thc specific heat CP and mass m o[ the material contained in volume V. 
according to the fo llowing equation: 

(4) 

lhe mass of Lhe hcated volume may be calculated by using the mass dcnsity of the sample 

p=!.l6glcm -~ . 
A uumcrical solution was applit:d bascd on the Fioite Differences Mctbod (MDF). developed to thc 

general equation for conduction of heat (Carslaw.J959). lf it is assumed that nearly ali lhe flow of 
cncrgy deposited by thc laser beam is absorbed evcry moment thc laser passes at a poinl on the surface 
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of the !>ample. it follows that the irradíated volume will undergo a tcmperature increase whicb is 
dctcrmmed by the expression: 

Ep Pr d t.T = --= __ .::....___ 
me,, JCOJ ~ 8 pC" 

(5) 

As Lhe laser induccs a linear heating rate, thc general equation for conductioo of heat depcndent on 
time i!. applied as follows: 

(6) 

where D stands for the therrnal diffusivity of Lhe sample. K is the Lhcnnal conductivity, and G describes 
lhe rate of energy gencr..ued by Lhe laser sourcc. ln a Gaussian pro file ($anders,1984) of intcnsity of the 
laser beam. the term of source G gcncrated by the C01 laser may be expressed by: 

(7) 

for O S t S t... S(t.,, I: 1 > t ,. S(t., = O where S('t ,, is lhe function which considers t:he tenn of source in 
the general equation. r is Lhe distance from the beam cenler. z is deplh of sample surface, 5 is the 
absorption depth, P is Lhe output power of the laser. The displacemem scan specd over the trajeetory of 
Lhe circular way resultcd in repetilion rate of thc l a~er ~ual to 3Sms, and lhe ·ctwelltime' of 377J.1l; for 
a beam focuscd to 1/e of lhe 0.3nun radius. These parameters wcrc used in lhe numcrieal ~imulation , 
thc conslant of radial thermal transient cr being defined as follows: cr = o:i!D. where D = 22x I o·~ 
cm1 .s '. tbus cr is approximately 1 us for lhe radialtransient. 

The Crank-Nickelson method or infinite diffcrences was used to solve lhe equalion for t:hc 
conduction he.at dependent on time in lhe cylindrical co-ordinates. The lhcrmal conductivity of the 
epoxy sample is K = 0.359x I O • mW/cmK, which is near t:he conductivity of ai r K = 0.24x 10 ' 
mW/cmK. As a concem ln Lhe lheoretical modcl, it was assumed that thcrmal properties K and D. as 
well as Lhe optical properties ó and rcflcctivity are ali of them indep<!ndent of tcmpcrature. The 
influencc of sílica in lhe proccss of local curing was disregarded. 

Experimental Analysis 

STAGE I 

lnitially. for Lhe them1al characterization of the thennosensitivc rcsin, it was essentialthc study of 
tho sample behavior under the influence of lhe heat aclion. For that purpose, it was decidcd to simulate 
expcrimenlally how the sample reacts when submitted lo an externa! source of heat. ln order to carry 
out tbe experimental analysis. thc appanllus shown Fig I was used, in which a small semi-liquid volume 
of lhe sample was heated al different externa! tcmperatures. Allhough lhe result of the local 
curing may also be obLained wilh polyester rcsin. Lhe decision to use lhe epoxy resio (D.E.R. 330) 
was Laken becau.se of i L' low coefficicut of lhennal diffusivity D=22x I() ' co\m1 .s ·, as well as its 
appropriate viscosity. thennosensitivy and stability in the course of lhe curing proccss. Though lhe 
epoxy re~in presents a shortcr handüng time tpot-life) than the polyester resin. it offers less risk 
conceming toxicity, and prcscnt.s greater rigidity as a final product. Tbc local curing was obtaincct with 
the use of tbc CO: laser operating continuously within the infrarcd spectral absorption band at a 
wavelcngth of 10.6J.1m. The initial aim was to detai l lhe experimental rcsulls of lhe local curing with lhe 
use of laser, since they are csscntial to the understanding of this process. However. in order that Lhe 
explanations might be cohercnl. we were lirstJy d~cidcd to characterize lhe curing proccss occuning 
in lhe bulk of the sample. Por lhat purpose, a small volume of üquid sample wa~ heated in a beaker 
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Desc:riptio11 ofEqulpments 

O HeNe laser (632,8 nm) 
8 I 00% refleet<ve mtrror 
e focusmg leru (ZnSe) I f•26un 
O beaker (diemew• IO cm, he tght• 1 ,~ cm) 
O hee.t te.pe 
0 thermoeouple 
e lceitley 17 ~ thermomeLor 

auto~V~gang mu llt meter 
e deteclor for lhe vistble I Mo dei 818 F.SL 
tl 600 MHx o•cilloseope 
• data acqwnng modullu 

Fig. 1 Experimental apparatus used for the characterization of the curlng process 

wrapped in hea1 tape. which cnablcd to contrai lhe paramcters which could bring infonnation 
conceming lhe curing process. lnitially, lhe lcmperature of lhe sample volume in terms of time was 
monitored by mean~ of a thennocouplc by applying different surrounding tcmperatures (externa!). The 
thcrmocouplc signal rccorded by the lhcrmometcr was senl to a digilal osci lloscope connccted to a dala 
acquiring modulus where the data conccrning the cvolution of Lhe samplc temperalurc were slored. 
Simultaneously, in tht: apparat\.1s lhe transminance of the sample for lhe HeNc laser w~ mcasuring by 
means of a detector. 

Tran~mittance, whach allows the obtaimcnt of Lhe depth absorption of lhe material, is a simple 
metbud to identify lhe beginning of the curing i.t1 the sample. providcd the li4uid resin is relatively 
transmissible to the visible light of the HcNc laser. hccoming opaquc whi le it cures. Through the 
corrclation between the cvolutiun of the sample intcmal t.emperat\tre and thc transmittancc record, it is 
possible to dcternúne the rate of curiog in function of the samplc Lc mperalurc. Temperatures of 3 I O K, 
J 17 K. 330 K, 338 K. 436 K and 353 K were selectcd for the analysis of lhe curiog behavior of the 
sample. 

At tcm~ratures higher tha.n 353 K, lhe curing took place quite rapidly, reaching a very high speed 
in a period of time which was fastcr lhen Lhe tim e responsc of the apparat\as, which riskcd the accuracy 
nf lhe experiment. Thc cvolution of the curing is shown tcrms of temperatures and time of curing in 
Fig 2. 

!>40 

520 • 310 K 

soo • 317 K 

• 330K 
480 9 338 K 

460 • 346 K 

+ 353 K 
~ 440 + 9 • Q.. 

~ 420 • • 
~ • w 400 v a. • E 380 + ~ 
~ 

360 

• 340 • • • • • • • • 320 

300 

400 600 800 1000 1200 1400 1600 

Time (s) 

Fig. 2 Evolutlon of lhe sample internal temperature and onset of curlng for different externa! temperature 
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The re~uiL's obtained in the graphics initially indicatc a similar behavior in the evolution process of 
lhe curing at the different temperatures applied; bowevcr, it is clcarly observed a much faster answer to 
thc cw·ing as the tcmperature increases. It is also noticed that the begining of lhe curing process occurs 
in a very narrow tempcrature band of the sample (onset the curing). Sucb a variation arises out of lhe 
difficulty in controlling stoichiomctry wben preparing the sample. 

STAGE 11 

The optical cbaractcrization of the properties of the thermosensitivc resin will depend on the sample 
composition. which in proper conditions permit thc obtainment of infurmatiou about the absorption 
depth o. Therefore, these analyses have provcd to be of great use for study of tbe sarnplcs behavior in 
tenns of the síl ica absorption of energy. since each sample wa.-; ~ubmitted to a variation in tbc amount of 
sílica in the composition. The absorption depth, a.~ defined in lhe lheoretical physical modcl, is csscntial 
for the dcfinition of the volume of Lhe cured samplc. tf the absorption dcpth determines the infra 
radi::ttion depth in the sample. it follows tl1at the amount of sílica in lhe composition may determine lhe 
dimension of the cured volume. secing lhat a~ Lhe amount of sllica changcs, thcre occurs a variation in 
lhe absorption depth. ln order to determine tbe absorption deptb in each sample, the semi-liquid sample 
wa~ inserted between two K.Br crystals (transparcnt to infrared light). 

An analytical solution - by applying Lambert-Beer Law (1, = r., e·"'~ was established. Considering 
LhaL the intensity is partly retlected and attcnuated by lhe crystals, through the analytical solution. it is 
possible to determine thc dcpth of cnergy absorption by lhe sample. The determinaLion of o is 
cstablished as foUows: 

lo 

"" I O (1 - R ) c llc Xci e- Ôa 

& 

lo(l- R i e - o.(.(xct+xc2) c-ôa 

Considering lhat, when it reaches the walls of lhe crystals, lhe intensity of initial radiation 
undergoes a sligbt retle<:tion. in lhe semi-liquid sample. Thus. by applying .Lambert-Beer Law, a 
satisfactory estimate is obtained a.s follnws: 

.r, 

/T ""lo(l - R)l. e -ac{tcJ+.lc2)e fu 

whcrc: 11/l,:: san1ple transmittance 
R = K.Br crystal retlectance 
x. = crystal lhickness 
a.. = optical absorption coefficient of the crystal 
o, = sample absorption depth 

lf õ, is dctached from equation (9),it follows: 

ô ;; 
·' 

X s 

(9) 

(10) 
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where T stand~ for transmittance. Thc.rc fore, the analytical solution was used to lind lhe depth of lhe 
sample optical uhsorption when two K.Br windows have been uscd as substcact for the sem.i-liquid 
sample. ln arder that lhe analytical solution could be applied, it was necessary to dctcrmíne the valuc~ 
of the sample transnúttance!'. Tbe cquipment used for cstimating and obtaining lhe transmíttances w~ 
an infrared spectcum analyz.er, Model IR-700. Japan Spectropbotometer, 2.0 vcrsion. ln Lhe second 
stage of cxpcriments, the trnnsmittances of lhe semi-liquid samples were dctcrrrúned lirst. and 
wnscquently the absorpüou deplh in tcrms o f lhe variation of powdered sílica in each composilion o f 
the -~•,mples. The analyscs of lhe oplical absorplion depth of the ~amples havc show how silica is 
importam in lhe calculation of the samples behavior under tl1e influcncc of infrared rad1ation. ln urder 
to facilitate lhe accompüshment of these experiments, thc proportion of the sílica in the composition 
(which pcrm.its the local curing of lhe resin) wa~ considere.d as tl1e basis, where for each samplc 
compnsitino the following proport.ton!\ were addcd in parts of the rcagems. ln Table I we consider thc 
va.riation of the amount of silica, where pereentage abovc (+) and helow (-} the local curing 
composition is showed. 

Tabte 1 Variation of slllca amount ln lhe samples for transmittance analysia 

Sllica percentage (%) 

wtthOul sihca 
-75 
-50 
-25 

local curing 
+25 
+50 
+75 

+100 

Results and Discussions 

Sample composltton (ln parts) 
OGEBA;... DETA ,. sOica 

1 o ;. 1 4 ,. 0.00 
10;... 1.4;... 0.12 
10 :.- 1.4;... 0.35 
10 )" 1.4 /"' o 54 
10,. 1 4,. o 70 
10:.-1 .41"'090 
10 , 1 4 ,. 1.10 
1 o ;. 1.4 ;,. 1 25 
10 .. 1.4,. 1.40 

The expcriment~ concem1ng samples under cxolhermic condi tions indi~.:atc lhe possibility of 
mnuencing the curing of lhe samplc through the control of factor~ wrueh affe~.:t Lhe spceds of reaclion, 
and detem1ine the momenl the rcacúoo starL~. ll1e experiment earried out in Fig. 2 suggests the 
dctcrmination of thc activation encrgy involved in reaction during lhe curing proces~. Unfortunatelly 
this rcsults do not allow to slab lish direct malhemalical rclationship betwcen thc parameters involved in 
the curing process. Thc experimental difftculties are clear along this process. wrueh does not make 
possiblt: to obtain the activation encrgy accurately. since tl1e highcst temperature point of reaction has 
not been auaincd. For tl1e sarne reason. it is not possible, quanti lalively. to define lhe rate at whi~.:h lhe 
rcaction happcns. Tlus experimeot was conclu~ivc as concern~> Lhe identification and selcctioo o f the 
ç;ont roll ing parametcrs of the sample t:uring process. 

~or example. to determine Lhe rcilclion rate more accuatcly, in funclion of temperature, lhe DSC 
(tliffercmial scanning calorimetry) should be used. The DSC process can determine. graphically. lhe 
he:ll now of a small amount of srunple, bolh for a fixed temperaturc and for a varialion in temperaturc. 
ln either ca.'c tbe now of he.at which is reqlllred Lo maintain a cenain temperature in the sample i~ 
compared with the now of non-rcactivc alumina sample used as referencc. Whlle the reaction lakes 
placc in tl1e reactive sample. il is possible to determine whelhcr the rcaction is endothermic or 
exothcrm.ic by comparing with the results of lhe experiments in qucstion. The l:Ompa.rison belween the 
heat llow emitted hy the reactive sample and non-reactive onc permits the obta.lnment of the enthalpy of 
the SVSlCJll. 

The study of tl1e sample by means of lhe DSC is being developed and aims to determine the 
con\'ersion rate of tl1e sample in the curing, in function of time as well a.s to determine the activation 
cnergy of lhe !>amplc, wruch is e~timated (Scarparo, l996) to be around E. -= 50kcallmol. Thc sirnple 
analytical solution established in tcrms of the sample transmittancc and lhicknc~s was used for the 
analysis of the behavior of absorptiun depth in semi-liquid sarnplcs with variation of silica in tl1c 
cumposition. As a matter of fact. thc transmillan~:cs of eaeh san1ple werc measured first (as show in fig . 
3 ).su tl1at the solution might be applied to tl1e l:alculation of õ. As it was foreseem. lhe experi mental 
n:suiL<> ha\'e registered a decreasc in transm.iuance as s ílica was added to lhe sample, whit:h has proved 
thc tendençy th:11 the sílica prescnts to act as the encrgy absorptive med.ium between Lhe sample 
rcagents. From thi~ experiment wc could stablish the relationsrup between lhe amount of sílica variation 
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Fig. 3 Spectrums of C02 laser lnlrared radiatlon obtained from seml·liquld samples ln 
terms of ailica var1atíon ln the composition. 
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Fig. 5 lsothermal mapping for 1/e of the highest temperatura in the sample volume 

míxture. A variation ín any of mentioned parameters may affect the proccss of local curing decisívcly 
and. of com·se. the geometry of the cured sample and lhe quality of thc final pro<luct. The experimental 
result.s obtained through thc variation of Lhe depth of optical absorptíon clearly indicare the necessity of 
comrolling the thickness of the cured part in function of the variation of sílica amount ín the sample. ln 
orclcr lhat lhe process of local curing may happen along the wbole tridimensional area, tbe energy must 
bc deposited ín a well-detined volume and the resulting heat should not bc conductcd along tbe lateral 
surroundings of the sample. The choice of thc samplc was appropriate, sioce il presenls a relatively low 
thennal conductivity and high absorption of thc CO~ laser infrared radiatiou. Both advantages made it 
possible to confine the curing Jocally. Numerical simulation has provcd successful as concems lhe 
lateral coufincmcnt and thc dcpth of the curiug as dimensioned by the laser bearn, with excellenl spacial 
resolution. and with no shrinkage (Barros, 1992) of the sample after lhe curing, to the detriment of the 
final producl. lnteresting results were obtained with the experiment related to the application of externa! 
temperature lo the sample, which affect the reaction speed of the curing. For th.is experiments it is 
concluded that. if the boundary conditions are improved. it will be possible to obtain, for example, the 
activation energy of the reaction for the sample in queslion ata low cost, in a simpler experiment, since 
the rcaction is exotermic. The application of DSC is already renewed and involves sophisticated 
equipmcnt of high cosi. However. il presents very good results for the obtainment of the acüvation 
encrgy of lhe reaclion. 
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and lhe depth nf lhe optical absorption (Fig. 4). Tt is observed. aJong the CO, band, that lhe 
transmiuancc~ of each san1plc havc dccreaso! according to lhe amount of sílica added to lhe 
compo:;ition. Although the analysis in the study may appcar to bc simple. olher etlUÍpments and 
method . .; havc becn tcsted unsuccessfully. The response among Lhe scvcraJ spectrums, with lhe local 
curing composition located in the middle band. indicates a fairly good agrel!ml!nt among them, which 
confirms the viability of the system used for the present anlysis, even with the s light variation of thc 
sílica amount (25'7o) in the c.:omposition. rrom a theoretical and experimental vicwpoint, silica plays an 
important part in controlling lhe local curing, as it hinders heat diffusion to zones which are outside of 
lhe irradia1cd area. The amount of sílica is understood to be critica] in thc proccss of local curing, sinc.:e 
if silica occurs excessively in thc composition. it restricts the curing of the rcagcnts aud absorbs ali lhe 
cncrgy. Thus. lhe curing is not complete. even if il nccurs. On thc other hand. if sílica occurs in a small 
amount. hcat may diffuse to undesirable arca);, which facilitares the c uring among the reagents and 
makcs lhe local curing imprac.:ticable. Notwithslanding. ít is possible lo control lhe thick.ness of the 
cured layers whcn lhe absorptiou deplh 1S known thmugh lhe control of the sílica amount added to the 
composition. Thus, Lhe encrgy penctratJon in lhe sarnple is defined. Thc intcrest in analyzing the 
experiment in function of thc va.riation of sílica powder is associatcd wirh the obtainment of local 
curing, ~ince it i~ Lhe amount of sílica powder lhal will determine lhe dcpth of energy entering into Lhe 
irradiated sample. and consequently lhe lhick.J1css of the cured part. Considering the importance of sí lica 
in lhe formation of the appropriate composition of thc tbcrmosensitive resin, il is necessary to analyse 
thc cffcct sinet: it is considered lo be one of thc main paran1eters in lhe physical interpctration and 
dcvelopmcnl of the process to obtain local curing. A further preoccupation wa~ to crcate a physical 
modcl with thc laser operational parameters which could determine tbe bounclary condilinns nf the laser 
application on thc sample for Lhe obtainmenl of thc local cming. A carcful control of lhese paramcter.s 
(scan speed. power oulpol. depth absorption) is essential for lhe confmemcnt of Lhe curing in lhe 
volume >peci lied in lhe r~.(2J . ln ordcr LO know the imponance of the paramctcrs which are involved. 
ao expenmental was made hy ~canning lhe beam through a circular trajectory althc san1plc surface, ata 
scan ~pccd u = 159.2cm.s-'.which result in a laser rcpetition rate of 35ms. a dwcll time of 't.o = 377J.1swas 
obtainçd. 111e laser beam wa' focused lo 1/c maximum concentration of energy of lhe 0.3 mm radius, so 
lhat by u~ing an absorpúou depth of o= 22.4, it was calculated the energy deposited by lhe laser at each 
'dwelllime· in Lhe 0.33xl0' rum ' volume. The laser being operating contiouously with P = 20W, Lhe 
dep0sited encrgy was found to be Ep = 7.6mJ approximately. 

The numerical model has shown to be quite nexible, on describing lhe complete bidimensional 
mapping of the thermal evolution in lhe samplc bulk. An impon.ant dement for lhe solution of Eq. (6) is 
term G. which rcpresents the source of hcat. ln ordcr to deal wiU1 Lhe energy absorplion, the term G is 
worked nul in fu nction of the absorption clcpth obtaincd from thc semi-liquid samplc. A particular 
inlerest is mapping out the irradiated volume by deterrnining a real contml of lhe heating generated by 
lhe la1ocr. Wilh the laser operating in the pulsed mode. and if thc paramcters anel irraclialiun conditions 
are k.J10w. it i~ possible to control local euring with rapid increases in tcmpcrature, obtained wilh lhe 
shott cxposure time of lhe laser hcam and lhe low thermal conductivily of lhe samplc. Thc distribution 
of tempcraturc at cach point of Lhe altained volume and over the sample surface was obtaincd through 
numcrit:al simulation. Fig 5 shows lhe di~trihution of temperature along areas ~ituatcd ovcr and below 
lhe sample surface wilh isothcm1al protile de.-.crihed for 1/e of rhe highest temperature reached in the 
sample. The rcsults produccd by Lhe numcrical model proveu lhe possibility of confining lhe curing 
within the sarne dimension of the la~cr bcam. Thcy are in conformity with lhe prcliminary experimental 
result~ whcrc tridimensional pieces werc built by means of lhe superposilinn of laycrs with individual 
lhickncss varying from 0.1 to 0.2 mm. 

Conclusions 
Thc results of the study in the procc:.s of local curi.ng of a semi.Jiquid sample. composed of epoxy 

resín. dicthylene u·iauúne aud powdered ~ilica. wilh the use of a CO, laser a~ ~>elecuvc sourcc ot heat, 
were prel.cnted. Thc use of infrarcd la.,er to locale lhe curing of thermosensitive resins is new. and it is 
believed lo bc an advantageous melhod a' compared with the conventionally used process. h was 
obscrved that local euring only takcs pl:lcc wilh a specific composilion of lhe ~ample. ln order lhat lhe 
<:uring ITUght occur. the sample surface was swcpt by tbe laser bearn along a circular trajectory. at an 
appmpriale ~pccd. ln order to adapt Lhe procc:.s of local curi.ng, wilh lhe use of infmrcd radialioo. for 
the ohtainmcnt of plastic pieces of unlimitcd geometry, it is ncccssary the effeclive cnntrol of thc 
paramcter~ involvcd. including laser power , ·ctwell time' or e.xposition time, speed and frequenc.:y nf 
displacement. Lhe laser bcam dimcnsion. the thennal conductivity of thc sample. and Lhe reagents 
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Abstract 
Frmn the 'e•·•mtl lml' of Themwd_,.,wmtcs. the rrmrepH 1if entropy .~eneratttm tmd trrt••·enibilitv are applied to 
cr•tmter{lm•. !''"''""'' jlow (lfu/ cm.HjTII\\' lu·<~t t•xl'iwngers. ln tlze ana(\'JÍX. the heal exdi<IIIJI('r,\ are as,,Lmu:d to be 
halun.-ed, •l'ith lll!,llligible pres.•ure drof' irrt'I'I.'I'Sihiliry. ln o halann•d heat exchan[ier. the heal nt{JtiCity rates are the 
sa•uc "" 11te '"'" sitlt:s oj tlw h.:lll trans.fer .n11j'ace. Tlu~ coun/erflmv h.t•at e.rclwngt'r i.1 nm1pared wilh fite other two 
IVP<'S ~~f l1<'tll e.rC'hlllllit'rs a11d rlw ,·,m•pari.wn indicwc•.ç which nne lws lhe minimtl//1 irreversibiliry. ln this 
C'OIIIfi<IIÚCln. <>11/y tlll' exil rempemture.< and tlw lwm fl 'on'.fá rate.\ o( the he.at e:cchan/il'fS are diflerent. Tlw otlwr 
Ctmdillmll (l'llfi'UIII I' /(' lll(Jt'ntlures, mass f7ow rates. num/Jer riflrrmsfer unit.'} wtd tlu· wor~ing j1uids are the .same in 
til<' lu·nt exdwngen. 
Keywords: /Jnlmzced Hear F..xrhangn. lrrl'n'nd•iluy. f.mropy Clenera1i011. /Jeat CapaCÍI)' Rale. 

lntroduction 
As observed by Bcjan ( 1982) and (1988). two distinct mechanisms of thcnnc>dynamic irevl!rsibility 

are presem in hcat exchangers: heat transfcr irreversibility and prcssurc drop irreversibility. ln thc 
present work. thc prcssurc drop irreversibility is assumed negligible. The cntropy gcneration, in this 
situation, i~ caw;cú only by h<!attransfcr across a finite temperature diffcrcncc. 

Costa ô.lnú Sahoya ( 1985) rcpotted an irreversibility comparison of parallel flow and counterflow 
hcar cxchanger~. ln this work, thc prcssurc drop irreversibility was also assumed negligiblc. 

Bejan ( 1996) recoguiz.cd in the wuclure of hcat exchanger irrevcrsibility an unavoidable 
irr<!versibility tbat is due solely to the flow arrangement. He named this u:rcversibility, remanent 
irrevcrsibihty or Jlow imbalance irreversibility. For halanced hcat exchangcrs, with negligible pressure 
drop trrcvcrl>ibility. the imbalance irreven;ihility is a minimum. For a balanced countertlow heat 
exchangcr lhe imbalance irreversibiliry is zero. while for a balanced parallel flow arrangemcnt it is 
fmite. ln the calculations of thc imbalam:e irrevcrsibil ity. tbe heat exchanger approachcs the ideal limit 
of infinite number of tr.msfer units anú zero prcs:.urc drop. 

Gerdov ( 1996) prcsented an analysis in which the entropy generation is minimi/.ed during the tlow 
of a lluid in circular ducts. The irreversibility mechanisms were beat transfer and pressure drop causcd 
by viscous friction. T he importancc of minimizing the irreversibility, or enlrnpy generation, is to 
minimize thc lo~t available work which is proportional to the cntropy generation. 

The purpo~c of this analysis is to apply the sccond law o f Thennodynamics to COUJlterllow, parallel 
flow and cro~~flow heat cxchangcrs. The heat exchangcrs are a~sumed to he balanccd. ln tbis situation, 
the heat capadty rates are the san1e for the working lluids of the hcat cxehangcrs. Three lypes of 
crossflow hcat cxchangers are studied: both strcams mixed. both strcams unmixed. one stream rnixed 
and the other unmixed. 

Criterion~ will be established. ba~ed on the irreversibility concept. that will indicare which onc has 
the minimum irreversibil ity when wmpared to the counterflow heat exchangcr. Although it i!> 
commonly said that the counlerllow heat cxchangcr is less irreversible than other hcat exchangers, it 
will bc shown that ~uch st.atement is not truc. 

ln ordcr lo wmparc lhe cow1tcrflow hcat cxchanger with other hcat cxcha.nger types. it will bc 
assumed th:.tl Lhey havc thc sarne entrance temperatures, the sarne mass flow rates. the sarne numbcr of 
transfcr unit~ and Lhe sa.ruc working fluids. Only the exit temperatures anú thc heat transfer rates will bc 
differenl. 

Manuscnpr rece•vod: Soptember 1997. Technical Editor: Ange/a Ourívio Niecke/e 
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Heat Exchanger Effectiveness 
An important parameter. that is used in the present invcstigation in conjunction with the 

irreversibility concept, is the heat exchanger effectiveness. The heat exchanger effectiveness €. is 
ddincd as: 

acwal heat transfer rate 

max imum possihle hear rransfer rate 
(1) 

o r 

(2) 

where the maximum possible heat trausfer rate <.lmax is givcn by: 

Omax = C min (Thi - '1~-i ) (3) 

and the heat capacity rate C is defined by: 

c =me (4) 

ln cquation (4). m is thc dischargc or mass tlow rate and c is the specific heat at constant 
pressurc. ln cquation (2), Tis the tluid temperature, lhe subscripts h and c indicate lhe hot and cold 
tluids. respectively. and lhe subscripts e and i indicate lhe exit and the inlet of the hcut cxchanger. 
respectively. The subscript min is for minimum. 

From the heat exchanger theory, is possible to write: 

wherc 

A 
c 
c 

Cmin 
Rc =--

Cmax 

Nomenclature 
' heat transfer area. m · 

heat capacity rate. W/K 
specitic heat at constant 
pressure. J/kg.K 
irreversibility rate. W 

m discharge. kg/s 
N number of transfer units. 

dimensionless 

* N = value of N for equal 

"'* 

irreversibility rates of two 
excflangers. dimensionless 

N -:: value ol N lor maxomun 
írreversibility rate of 
counlerflow exchanger. 
dimensiontess 

a 
R, 

u 

X 

w 

heal transfer rate. W 

minimum and maximun heal 

capacity rates ratio. 
dimensionless 
specific entropy. J/kg.K 
absoluta temperatura, K 

ambient absoluta 

temperatura. K 
heat exchanger overall heal 
transfer coetficient. Wim2.K 
inlel absolute temperaturas 
ratio. dimensiontess 
maximum and minimum heat 
capacity rates r alio. 
dimensionless 

(5) 

(6) 

Greek Symbols 
E heatexchanger 

effectiveness, dimensionless .. 
e vatue ot r. for maximum 

irreversibility rate, 
dimensionless 

Subscripts 
e exit of the heat exchanger 
i inlet of the heat exchanger 
h hot fluid 
c cold fluid 
min = minimum 
max = maximum 
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Thc subscript max means ma.'\1mum and N is the number of transfcr units. U is thc heat exchangcr 
ovcrall heat transfer cocflicient and A is lhe heat transfcr arca. 

lt should bc ohscrvcd that lhe function given by Eq. (5) depends on thc hcat exchangcr considered 
for analysis. Mills ( 1992) givcs the effectivcness expressions for lhe heat cxchanger typcs sludied in the 
prcscnt research. Thcy are: 

a) Gounterflow: 

1-exp(-N(l - Rc)J 

1 -~. cxp[ - N (I-Re)) 

For a balanced heat cxchanger Cmin = CmJx and Rc = I . ln rhis cal.e Eq. (8) givcs: 

N 
f=-­

N+l 

b) Parallel flow: 

f 
1-cxp[-N {l + R, )J 

l+R, 

With Rc .: I. Eq. ( lO) gives: 

l-exp(-2N) 

2 

c) Crosflow. both streams unmixed: 

lf R c =I • Eq. (12) givcs: 

f = l - cxp [-ex_,_p J.....( -_N,.,....,o ,.,...78./_) --'] 
N - 0.::!2 

(9) 

( 10) 

( 11) 

( 12) 

(13) 
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d) Crossflow, both streams mixed: 

[ 
I Rc Nl J - 1 /:.';:;: + - - + ----:-

1- cxp( --N) 1- exp( -RcN) 

\Vi th R c =I . Eq. ( l~ l givc~: 

e) Crossflow. Cmax unmixed, Cmin mixed: 

t: =l - cxr{--1 
[1 -exp(- R,. N)J} 

R,. 

When Rc = I , Eq. ( lói give~: 

€= 1-expfcxp(- N)- 1] 

f) Crosstlow. Cmax mixed, C min unmixed}: 

\lv'hcn R, =- l.Eq.(l8)givcs: 

t·= 1- cxp lexp(-N) - 1] 

lt should bc observe<.lthat Eqs. (17) and (19) are idcntical. 

Heat Exchanger lrreversibility 

( 14) 

( 15) 

116) 

( 17) 

( 18) 

(19) 

Thc irrcvcrsibility rate I of an insulatcd heat exchanger, (without heal los~ to lhe ambient) can be 
C\'a)uatcu l'rom: 

(20) 

whcrc s i~ thc spccifit; cntropy of lhe working fluid and T0 is lhe ambient ahsolute temperatUJc. 
Equation (20), assuming negligihlc prcssurc drop irrcvcrsibility. <:an be written as: 
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(21) 

By using Eqs. (2) and (4) the exit temperaturcs I re and Lhe can be eliminated frnm Eq. (21). This 
givcs: 

(22) 

Assuming C r . C h. Tci. T~z; and 70 constant pa.rameters, the only variable in Eq. (22) is the 
effectiveness e . By taking the fina and lhe second derivatives of I with respect do e , it is easy to 

show lhat the irreversibiliry rate has a maximun fM the following value of e : 

• Cmax W e= e = ---'-=.:.:.._-

Cmin+Cmax J+W 

where 

W= - J-= C ma>. 

R,. Cmin 

lf C c =C min Eq. (22) can be writlen as: 

---W tn [ t- we (1- x)l+tn[I+F.( x1 
- I )11 

1~Cmin J ~ 

lf c, =C 111111 Eq. (22) gives: 

I =Win[l+~(_!_-l )lt tn[l -c{I - X)] 
ToCmin W X U 

ln Eqs. (25) a.nd (26). X is defined as: 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

For a balanced hcat exchanger W -=I I R,. =I . ln lhis case e· =1/ 2 and Eqs. (25) and (26) are identical 

to the followiog Eq.: 

(28) 
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Equalion (28) is valid for any halanc~d hcat cxch<mger with negligible pressure drop irrevcrsibilüy 
and it gives thc dimcnsionless ireversibilily as function o r the cffcctiveness t: and temperatute ratio X. 

Sekulic ( 1986) presented results of balauced hcat exchangers with negligihle prcssurc drop 
irrcversibility. The temperatures ratio X was taken cqual to 0.5. The resulrs for the irrevcrsibility are in 
agreement with those of Eq. (28). The occurrence of a maximum in lhe irreversibility of various heat 
exchanger configuration is illustrated. 

Results 

Counterflow and Parallel Flow Heat Exchangers 

With C111ax =C min . thc efkctiveness expressions for counterllow and parallcl flow be.at exchaugers 
are given by Eqs. (9) and (11). respectively. ln this situation it is possible, by using Eq. (28) in 
conjunction with Eqs. (9) and ( li ). to e liminate F. obtaining I as function of N and X. 

Figure I is a sketch (not to scale) that shows thc irreversibility rate I as function of N for thc two 

heat exchangers under consideration. X, T0 and Cm111 =C max are constant paramctcrs. 

I 

--- COUNTER FLOW 
------- PARALLEL FLOW 

N 

Fig. 1 lrreverslblllty rate as function of the number of transfer unlts. 

ln Figure L two valucs of thc abscissa variable are in cvidcnce: N~·"' value of N for which the 

counterllow exchanger irrcvcrsibiJjty rate is a maximum~ N~ = valuc of N for which the two heat 

exchangcrs havc thc snme irreversibility rate. By seuing Eq. (9} e=e • =1/2 and solving for N= N 

rcsults N =1 . 
Thc conditioo of equal irreversibility rates o r thc two cxchangers yields: 

(29) 

The solution of Eq. (29) was obtaincd by oumerical methotls. Two roots were found, N" =0 and 
;w_ ~ :III 

N =1.1997 . Then. for W= I.O. N is independent of X and it is cqual to 1.1997. The root N =0 has 

no significam:c in lhe analysis. 
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I~ 1s clear that when N<N. the parallel llow heat exchangcr is less irreversible lhan lhe 

coumerflow. On lhe other hand, whcn N>N. lhe counterllow heaL exchanger iQ Lhe less irreversible. 

Then it is possible to write: 
lf N < 1.1997. para !lei tlow exchanger is less irreversiblc. 
lf N > 1.1997. wuntertlow exchanger is less irreversible. 

Counterflow and Crossflow with Both Streams Unmixed 

Thc cffcctivcness expressions for ~.:nunterllow and crossflow (both streams unnúxed) heat 
exchangcrs are givcn by Eq. (9) and ( 13). respcctivcly. By using Eq. (28> in conjunction with Eqs. (9) 
and ( 13) it is possible to cleminate e Ln Eq. (28). Two Eqs .. for lhe heat excbangcrs under study. are 
obtained. They givc I as function of N and X lor lhe twn hcat exchangers. 

The condition of C<JUal Lrrcversibitity rate.~ of lhe two exchangers yields: 

l ~o 78 ) l ( *o. 78 ) N • exp - N - I cxp - N -I 

( r - cxp -0"2 + exp - 02" 
* * .... * . ~ 

N +I N N 

2 

=0 (30) 

lt is ~een that Eq. (30) is indcpendent of X. Then, N• is also independent of X. The solution of Eq. 

(30) was oblained by numerical methods and lhe root with significance wa.~ found te) be N · =1.0684. 

Then it is pos~iblc to writc: 
lf N < 1.0684, c rossllow with both strc.ams unnúxcd is less irreversible 
lf N > 1.0684, countertlow is less irreversiblc 

Counterflow and Crossflow with Both Streams Mixed 
For this compRrison. Eq. (28) is used in conjunclion with Eqs. (9) and ( 15). T he effectivene.ss t: is 

clinúnated in t<.J. (2X). rcsulting in two Eqs. for the heat exchangcrs undcr considcration. Tbese two 
Eqs. give I 3S function of N and X for the two heat exchangers. 

Thc condillon of equal irreversibility rates of the two exchangers gives thc following cquation: 

l
- 2 

~· =0 
(3 L) 

The solution of Eq. (31) was found to be N • =1.0933 and it is independem of X. Then, results for 

lhe compru·ison: 
lf N < 1.0933, crossOow with botJ1 strcams mi xed is less irreversible 
lf N > 1.0933. counterOow is less irrever::.ible 

Counterflow and Crossflow with One Stream Mixed and The Other 
Unmixed 

ln order to wmparc these heat exchangers, Eqs. (28), (9) and ( 17) must be used. The effectiveness 
e is eliminated from P.q. (28). The t\vo resulting Eqs. give I as function of N and X for Lhe two heat 
exchangcrs. 

To find N .. . thc irreversibility rates of lhe two heat cxchangers are set equal. The following 

equation is obtained: 
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(32) 

" Thc: solulion of Eq. (32) was found numcrically and it is N =1.07:\7 . lt is observed that thi~ 
solution is llldependent of X. Thcn. the comparison is: 

lf N < 1.07J7, crossflow with one stream rnixcd and lhe other unmixed is less irrevcrsibk 
I r N > 1.07 J7. counlertlow is lcss irrcvcrsiblc 

Concluding Remarks 

Very simplc critcrions. based on the irreversibility concept. were e.'tablishcd. Although it is 
conunonly ~a•d that the counterflow heat exchangcr is Jess irreven.ible than other exchangers, it has 
been pnm:d that this is not aJways true. 

For balam:ed hcat exchangers. with neglig•ble prcssurc drop irrevr::r~ibility. it has been shown that 
N .. does not dcpcnd on X. Thi.~ is an intcrcstmg 11nding. 

lt can bc observed that whcn thc counterllow heat exchangcr is Jess irreversiblc than lhe parallel 
flow, it will hc lcss irreversible than ali Lhe cxchangers ofthe prcsenl invcstigation. 

On the olher hand. when the counterflow hcat cxchanger is more irrevcrs i.ble than the crossflow 
with both stream~ unmixed. it will be more irrcvcrsiblc than ali the exchangcrs studied in this work. 
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Abstract 
Truhulerrl lmmtwrl in sing/e ur11l mul!itJII:' jn jlame' in mnlual intcmoinn is srudinl 1hrough lhe unafy,is !!f' lmut .1 
propane.f7arnes ,,·ifh a Revno/ds number of20400. The experiment,ç included lhe t'ombination I~( a laser velocimeter. 
opem1ed in che hw-k.~nl/la 111.0Je. wi1i1 digiwlly-comperrsmed liu.>rmocottples and extend prePiouslv acquired 
k.nm•-ledge on 1he analy.,is ofjlami'S irt mutual irllt'raciinn. Allhough 1he "xyg••n itiSI~!Jicietu·y is 1/u~ romro/Ling 
meclumi:;m in the propagation o( iflleracting .fhtme.l'. lhe pre.,enl rexul!s lfUanlif\' lhe exlenl la which turhulent. 
lruJrs/á i., allt'red 111 lhe tlllt•raCIÍflg J1amt• ~one. Tire n •.wl!s slww IiwcJurbulew mixirr11 is af(l'cied <IS a conseqtH'fiCI' 
<~/ l'lwt~gcs i11 1/w mcon jlow choraclcrisrin , hut the wrhult•m ht!<ll.fluxn renwin quuliu.nively unaltered at the ll•vel 
1{ }/ame interaction sludied herl'. H·ith sin)ile and mulli!Jie .flam.es e)(hibiltrtJi zo11es !lf IIWt ·gradiefll tur/Julenl heul 
tnrns(cr. 
Key .. ·ords: Comlm.<~ion, Turlwlenn•. Sr11/nr Frwt.lpon, :'Vim /'rl'lnixt>d Flumc, Mulliple Flumes 

I ntrod uction 
Dcspite tuJ'bulcnt flames in mutual interaction are of grcat intcrcst in a variety of practical syste.ms. 

thcrc is slill a poor undcrsl.aJldiog of thc influcncc of thc ime.ractioo mechanism.s between lhe individual 
flamcs and thc surrouoding air flow ou flame su-ucture aod propagation. Previous studies have 
considcred full-scale systems and repon on the effects of operational parameters. such as load 
disu-ibution and distance between bumers on tbe flame length and pollutant emissions. Fricker et 
ai.( 1971 ). Payne( 1977). Althougb they pro vide important information. a better knowledge of thesc 
effects on turbulent mixing and chemical kinetics is required and experiments at the laboratory-scalc on 
simplc gcometrics are crucial to providc this fundamental knowledge. 

Prcvious laboratory expcrimenLs are sparscly reported in Lhe literature, which ioclude the natural 
g;L~ and town ga~ jct llames or Lenze et ai.( 1975) and Lhe propane lifted flames of Mennon and 
Gollahalli( 1985. 1988 ). Their res ults showed lhaL lhe interacliou maiuly ariscs from thc lack of oxygcu 
in thc initial flamc region wilh lhe conscqucnt cffects ou lhe rates of eombustiou al downstrearn 
locations. Hei ror et ai.( 1991) extendcd thc analysis to liftcd propanc flamcs in thc range 6 .3 < Rc X I 03 

< :.7.3 and 0.65 < Fr x lO J < 23.4 and rep01ted results in the absence of upward entrainmenl of cold ai r 
in lhe flame zonc.. ln general. the results have beeo limited to the flame length and time-averaged 
temperature and a major species concentration. suggesring that flame interaction is predominantly 
affected by oxygen deliciency with the degrce of interaction dependem upon the upstream boundary 
conditions. However. it has also been recognised that the increased turbulent mixing rates and induced 
buoyancy leveis which may occur in interacting flames. compete with lhe oxygen insufficiem:y and 
may alter the rates of combustion and. in general. the nature of the turbulent transpor! processes. This 
ha.' not becn considered in previous works and is the main objective of Lhe work reported here. The 
analysis is hased on mcasurcmenLs of mean and lluctualing velocity and ternperarure complemented by 
those of gas cnmposition. together with measurements of lhe correlations associated with thc ttu·bulcnt 
transpo11 of hcat and momemum. 

Thc followi.ng scction dcscribes thc cxpcrimemal arrangcment, ihe llan1es investigated and ihe 
instrumcmacjou uscd to obcaüJ t11c results. Thc crror sourccs associated wiih ihe mcasuremenl are 
considcrcd and asscssmcnts of accuracy provided. The results ru·c prescnted ruJd discussed in Results 
and Discussion and thc maio liudings and conclusions are suuuuariscd i.n thc Conclusion section. 
Manuscripl rece,ved: February 1997 Tecllnícat Edilot: Leonardo Goldstein Jr 
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Flow Configuration and Experimental Method 

The Burner Configuration 

TI1e expcnmcms wen:: conductcd in jet names formed ou round nozzles with an exit d iameter of 
D=5mm and boundary condilions typical of a fully-developed pipe tlow. A C!1-axial Jlow of H~ was 
used to ~labilise Lhe names and to attach lhcm to tbc bumcrs, in a way simi lar to that used by 
Godoyt 1982). Conuncrcial grade propanc was used as jet nuid iJl tbc range 0.65 to 1.2g/s. rcsulting in 
"inglc jct namcs with Reynolds numhers in thc mnge 20400 up lo 37600 and Richardson numbers lrom 
1.5x I o·4 to 4.6x I o·6. The measurement~ rcported here consider, howcvcr, arrangements up to 3 Jlames 
in tine. with Re=20400 and a !>eparation distance. a. of 6 burner diamcters. As suggested by onc of the 
rel'erecs who has conm1cnt thc work, we mdudcd in Fig. I a schematic diagram of lhe burner 
dC.rxt~itivn as well as a photography of lhe 3-names arrangement. Analysis, which is not sbown here 
fnr lack of ~pace. proved that the resull\ may be considered independent of lhe Reynolds number and 
showcd time-averaged scalar characteristics in the single flames comparablc to tJ10se reported by 
Godoy( 19R2 ). 

The Experimental Techniques 

Veloc ity mcasurcments were obtaincd wilh a dual-beam la~er-Doppler velocimeter base.d on an 
argon-ion laser light source at 514.5Ml, 2W. and opernted in the backscatter mode. wilh sensitivity to 
lhe tlow direuion provided by a Bragg cell. Thc frequency shirt was sct up to 5 MHz. The lransmitting 
optics of thc veloc:imeter comprised a 300mm focal-lcngth lens and Lhe half angle between the bean1s 
was 2.39°: thc calculatt!d dirncnsions of the measuring volwne ar e<! inten~ity locations were 1.452 mm 
and 0.067 mm. 

a 

D 
Fr 

R e 
R,,, 

I a I o 

+·-··+·-# 
a) b) 

Fig. 1 a} Schematlc dlagram of a three burners conflguration 
b) Three Flames configuration photography 

Nomenclature 
d1stance between lhe centre 
of two side·by-side burners 
burner exit dfameter 
Froude number 
radial dlstance retat1ve to lhe 
centre of lhe central burner 
Reynolds number 
axial velocily lluctuations I 
temperatura fluctuations 
corralation coeHicient. 

R = " ... 
.. (~)''/ (;-;)': 

R.,. = axial vatocity fluctuations I 
rad1al velOCity fluctuations 
correlauon coefficient. -R • u' \· .. 

... (-)''(-)'" '•' I~ '• 1 '. u - v -

R,. radial velocity fluctuations l 
temperature fluctuations 
correlation coeHiciant. 

R • ' 'I . 

" (;-!)' -· (~)·~ 

I" temperatura fluctuations 
T temperatura 

u~ ax,al valocrly fluctuations 
U = axial velocity 
u"1" "' axial velocity fluctuations I 

temperature fluctuations 
correlation 

uV' = axial veloclty fluctuations I 
radial veiOCtty fluctualions 
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temperatura fluctuations 
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x runal d istance relative to the 
centre of the central bumer. 
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= Frave average 
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The propane gas was seeded wit.h :.ubmicron alumina par1icles mak.ing use of a range of cyclonc 
geoeraturs. ln addition. the entrained still rur was al&o seeded by injectmg sccdcd air below a plate 
located at Lhe burner levei in order to avoid the upward entrainmem of cold air 111 Lhe near humer tlow. 
The light scattercd hy Lhe particles was processed by a commcrcial frequency counter (DANTEC 
55L96) ínterfaced with a 16-bit microcomputer, whcrc ali tbe velocity moments up to l:he third order 
were evaJuatcd. The laser velocimetcr was located on a three-dimensionaJ traversing uni t, allowing the 
positio~ of thc mcasuring control volume wilhin ± 0.25 mm. The dist.ribution.s of l:hc Reynolds shear 
stress u" ,... wcrc obtained by traversing Lhe control volume with the laser bc<uns in the longitudinal and 
vertical pi (Ines and at ± 45•. a..~ describcd by Durst et ai.( 198 1 ). 

Temperaturc mcasurcmcnts were obtained wiLh butt-welded therrnocouples madc of Pt:Púi3%Rh 
wircs with 0.40mm. in diamctcr. T he output ()I' Lhe thcnnocouples was differentiaUy a.mplified (x lOO) 
and digiti~ed by a 12-bit analogue-to-digital converter at sampling rates up to 30KHz. The noise levei 
could be kept below 0.1% of full-scak deflect10n. corresponding to a maximum tcmperature error of 
2K . The therrnal inertia of Lhe fine-wirc thcrmocouple~ gives rise to first-order darnping of tbcir 
frt:t.Juem.:y response. for which numctic com~n~atmn wa..~ performcd. The process of compcnsatioo 
followcd the recommendations of Heitor et ai.( 19R5) and Ferrão and Heitor( 1992). Thc time constam of 
the therrnncnuplc wa<; obtain<XI from Lhe Collis ru1d Williams law (see Collis and Williams. 1959), with 
thc coefficients ohtaincd at each point wilhin thc flrunc frorn the measured mean temperatures. 
vclocittes and gas spccics concentrations. 

Major specie:-. conccntrations of CO, COz. O~. NO, <Uld unburned hydrocarbons were measured by 
gas sampling and suhscquent on-line analysis. u~oing an L-shaped, water cooled probc with an outer 
diamc.tcr of 6 mm a.ml an orifiçe of 1.5 mm in diameter. The analysis wa~ perforrneJ in a wct basis and 
Lhe resull!> were ~hown to be indcpcndent of the suction velocity. 

Simultancou~ Limc-resolved vclocity-temperaturc measurcmcnts wcn: made wiLh a systcm similar to 
that de;aibed by Ferrão and Heitor( llJ92J. a.' prcscnted in Fig. 2. implemcntcd in a 16-biL, R03g6 

Fllter Fnquency Counter 

1mm 

b) 
Fig. 2 a) Diagram of lhe experimental arrangement 

b) Photography of lhe laser anemomeler and of the 
thermocouple withln lhe fia me 
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per~cmal computer rnaking use of digttal and analogue input/output boards for the lemperilture and thc 
velocity s1gnals. respectively. Thc thcrmocouple l>Í!,'Tlals were continuously sampled through a DMA 
board and :.tored in a circular buffer mcmory. The occurrence of a velocity measuremcnt was sigoallcd 
by thc data ready output of the LDV counter. which wa.s hold until Lhe transfer of a group of 13 
temperature :,amplcs from the circular buffer to a separate storagc arca of lhe computcr memory was 
pcrformcd. This <et of temperature samples was necessary to evaluatiun lhe temperature derívativcs at 
lhat specific velocity measurement. Thc !.lata acquisition frequency could bc sct up to 100 kHz and. 
thercfore. did not present a limitation to thc joint measuring system which. ou thc othcr hand, was 
limitc!.l by thc dcterioration of the thcrmocouplc as di~cussed in lhe fnllnwing section. Thc population 
size varied with the measuremcnt pnsition, but was usually largcr than I 0000 samples for Lhe 
measurcments reported hcrc. 

The velocity and the temperalure measurernent~ conditione.d by occurrencc of the LDY signals 
correspond to Favre averuge quantitics. a~ lhe mea:.ured gaseous specics concentJ·ation. However, the 
unconditinnecl compensated tcmperaturcs correspond to w1weighted values (e.g. Heitor and Moreira. 
1993). 

Experimental Accuracy 

Thc fnregoing described the arrangcmcnL of Lhe instrumentatíon that wa.s uscd to characterise Lhe 
Oame::s analysed in this paper. Thís scction presents the results of research made into the various 
aspccts lhat poteutiaUy iuflucncc thc simultaneous velocity-tempcraturc re~;ults. The accuracy of lhe 
tcch111qucs uscd for thc othcr time-avcraged quantities reponed has bccn analyscd in the literature (cg. 
Heitor and MorciJ·a. 1993, CaldcíJa-Pires and Heitor, 1997) andare not rcportcd here. 

Thc rc~ults may bc affected by lhrce main sources of error. namely: 

i) t:rrors in lhe instantaneous compcnsated value of temperature: 
ii) spatial scparation of the measurcmcnt locations of velocity and temperaturc 
iii) deterioration of Úlc thcrmocouple bead; 
tV) frcqucm:y rcsolution 

Thc lirst typc of error is mainly duc to thc inaecuracy in the evaluation of thc thermocouple time 
constant. which is particularly mflucnced by the type of flame considcred. Here, three different 
appruachcs were tested. First. thc íntcmal heating procedure reported by Ferrüu and Heitor( 1992) was 
uscd, which is bascd on thc analysi~ of lhe time-averaged decay of thc tcmperature of lhe Úlermocouplc 
bcad aftcr thc n:moval of a direct-currcnt overheating pulse. The mcthnd was found to be unsuitablc for 
tJ1c prcscnt experimental conditions duc 10 a number of reasons. including: 

• lhe highly intermittenee of Lhe nnme front did not allow to keep úte fuU wi.rc at a constant 
tcmpcrature, thus precluding measurcmcnts oul of the central na me zoue; 

• the catalytic activity on thc thermocouple surface when the probc was loeated in fuel-rich regions 
of thc name close to the bumer outlt:t; 

• the soot accretion on thc wire limits the exposure times of lhe probe and. therefore, perturbs thc 
mcasuring proce.~s. 

A ~occond approach wa~ considered bascd on lhe melhod of Strahle and Muthukrishnan( 1976). This 
rcqum:~ that lhe signalsacquired by two differeot thermocouples were recordcd simultam:ously and 
analyse!.l in lht.: l'requency domain; thcn. lhe real and imaginary parts of thc cross-correlation functions 
of the signals wcrc uscd to cvaluatc the time eoosta.nts of e<~eh wire. as also described by Sou ct 
ai.( 1988). This mcthod was also found unsuitable for the present experimental flamc conditions 
because the spatial scparation bctwecn the two temperature measuring loc.:ations could not be controlled 
with thc fCl.Juircd precision and lhis stro ngly affccts lhe results. ln addition, ú1c tcchnique could not be 
used ín the intermittent region of the tlame, as also observed by Boyer and Queiroz( 1991 ). 

An allernative method to determine lhe Lime constant of the thcrmocouple wire, and that used 
throughout this work. consists in the cvalualion of the beat transfcr eharacteristics of the wire based on 
thc law of Collis and Williams, as rcferred by Heitor et al.(l985), making use of the time-averaged 
flame pn1pcrtics ai each measuring locations. Tbc results have shown a monotooic incrcase of lhe time 
conswnt with the radial distance with valucs between 15 and 60ms, as in lhe non-premixed name of 
Rallantyne and Mus:. ( 1977 ). Thcir aceuracy is likely to be affeeted by a :.ystematic error up to about 
-5%, with Lhe largest errors occurring in highly intermittent tlame zones. 

W.:. nnw tum to the analysis of thc inOuence of the spatiaJ separation between lhe temperature aod 
the velocity mcasurement locations. which represents the largest random error affecting the accuraey of 
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The Mean and Turbulent Flow Fields 

Figure 4 shows radial distributions of tbe mean and turbulent velocity characteristics mcasured for 
the single llamc from 10 10 40 diamcters downstrearn of the burner ex.it. The resul ls show thc cxpected 
trends of a jet diffusion name in still air: turbulence intensity is maximum in the shear laycr where 
gradicnL'> of mean velocity are larger and where chemical reaction occurs. Probability density functions 
of velocity t1uctuations (nol shown hcrc due to lack of spacc) were found to be nearly Gaussian. except 
near lhe outer edgc of the jct. where thc distributions are negatively skewed due to tbe entrainment of 
externa! air. as also observcd by Driscoll et al.( l982). 
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Fig. 4 Radial distrlbutions of lhe non-<llmensional veloclty characlerlslics ln lhe single liame. 

Figure 5 shows thc radial distributions of vclocity characteristics measurcd in the multiple f1ames 
systcm by traversing the LDV control volume alonga path perpendicular to Lhe optical axis. Thc rc.sults 
showcd that the Oow i:. symmetric around lhe axis of lhe central flame and. here, only half profíles are 
prcscmed. with tht: axis of the central llame locatcd at r/0 =O in Fig. 5. and the axis or the ou ter flame 
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the turbulcnt hcat fluxes. This has also been addressed by Yanagi and Mi.mura(l98l). Tanaka and 
Y anagi< 1983 ). Heitor et al.(l985) and Ferrão and Heitor( I 992) and occurs bccause the thermocouple 
junction must lie outside of the velocimeter measuring volume, but it is difficuh to place, reliably. both 
measurement locations closer than I mm. 

Figure 3 shows a typical result of an experimental analysis performed to quanlify the effects of this 
source of inaccuracy. wh.ich was obtained by measuring thc velocity-temperature correlations with the 
velocimcter lixed at x/D = 20 and r/D = 1.6 and for various positions of thc thermocouple. The results 
show lhat thc dcpcndence of lhe velocity/tempcrature correlations on the spatiul displacement between 
the rwo mcasuring points is comparable along lhe streamwise and spanwise dircctions, witb error:> 
rcaching 2Y.*. of the maximum valuc if thc displacement becomes largcr than 1.5mm. 

r .... 
')..~ ­

.... 

b) v.,, .. 

Fig. 3 Dependence of lhe velocity-temperature correlatlon on the distance between the LDV control 
volume, at x/0 = 20, riO= 1.6. and the thermocouple. 

Othcr crrors may arise due to the dcterioration of the thennocouplc bcad by seeding particle 
accretion, e .g .. Perrão and Heitor(l992). Analysis has sbown tbat particle fluxc1. up to about 1000Hz 
re~uh in a change of lhe time consumi smaller than 10% over 10 núnutes of exposure, and th.is data rate 
was used in the prescnt work tu avoid any sigtúficant deterioration of lhe bead during the 
measuremcnts. 

Finally. it 1s important to mcntion that the accuracy of the compcnsation of Lhe output of Lhe 
thermocouplt: affects the results in terms of the highest frequency component that could be measured. 
Thc mcthnd used here comprised a Jcast-square numerical derivative apprvach, as described by 
Savitzky and Golay( 1976), and its accuracy was evaluated by comparing the frequeucy spcctra of 
uncompcnsatcd aud compensated signals. The rcsults showed thatthe energy-coutaining frcquencies of 
the flamcs analyscd are negligible above around 1.5 k.Hz, whiçh is smaller than the frcqucncy response 
of thc systcm. Compensation was, thcrcfore. performed over 2 decades, wllich is acceptable as 
discussed by Ballantyne and Moss ( 1977). 

Results and Discussion 
The mea:.uremenl~ of velocity. tempcrature. gas composition and mrbulent heat !lux obtained for 

single anu multiple flames are prescntcd in this section with the ultimate objective of discussing the 
ex tem to which the imcraction of fi ames may alter the typical transport processes of a single jet flame. 
The mean and turbulenl velocity and temperature and thc mean major gaseous specics conccntrations 
are analyscd in a first part and, then, the results of the velocity-lemperature correlations are presented 
and discusscd. 



A. C. Pires et at.: On lhe Turbulenl Transport Characteristics ol Non Premixed .. 170 

al r/D = 6. Tht: ce::ntral and lhe:: peripheral tlames can be individualised up to xiD = 20, where both 
streams begin to mcrgc. The width of lhe ouler tlame (defmed as lhe radial d.istauce between the points 
whcrc thc mcau vclocity is 5% of thc ccntreline mean velocity} is aboul 20% larger lhan that of the 
ccnu·al flamc aud compa.rison of thcse results with those of Fig. 2 shows that, at x/D = 20, the rate of 
spread of the central tlame is decreased due lo thc proxímity of lhe ouler flau1es. Also, thc locus of the 
m.in.imum axial velocity in thc rcgiou bctwccn the flan1es sbows that lhe inner shear layer of the ouier 
flow is deflected inwards. As a consequence. the interacting mixing zone established between the 
flames develops further downstream with an asymmetric shape on the r-x plane, with larger radial 
grad.ienL~ in the inncr side. and smallcr gradients in the outer side. 
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Fig. 5 Radial distributlons of the non-dimensional velocity characteristlcs in lhe multlpte flames. 

The tmbulent flow field (Figs. 5b. c anel d) is cxpected lo vary in accordance with lht: changes 
obscrved in thc mean flow. For cxample, the velocity 11ucluation~ in lhe sbear layer of the central tlan1e 
are largcr than tho~e measured in the single flame, hut smaller in the inner sbear layer of thc outcr 
flame. Simultaneously. also lhe radial gradient~ of the normal stresses are increascd, wb.ich alters 
tw·bulent diffusion funher downstream. As a result, 1.he normal stresscs mcasurc.d on lhe ax.is of tbe 
central tlame at x/D: 30 are larger lhan lhosc mcasured in thc single flame, while lhose in the axis of 
thc outcr tla.mcs are smallcr. 

Thc abovc rcsults suggcst thal the primarily aerodynam.ic effect of flames in mutual interaction is 
due to changcs in lhe radial gradients of the mean ~. which in tum change the pattern of the shear 
stress u'' v" and, consequently, the interaction of u" v" with ÕU/Õt, wb.ich is expected lo be the main 
mechanism associated with turbulent production. Th.is mechanism first feeds energy into the axial 
velocity fluctuarions. which is subsequently redistriboted among the other components and, therefore. 
the velocity fluctuations in the radial direction are more affected lhan lhose in the axial d.irection, as 
ohserved in rig. 5 c). IL must he noled lhat large radial velocity tluctuatíons were not .measured in thc 
upslream part of the interacting mixiog layer, a~ ohserved in the multijet burner studied by Heitor aud 
Moreira( 1992). suggesting lhe unlikely influence of the axial gradients of mean velocity to turbulent 
production. 

The analysis of lhe previous paragraphs suggest that the proccss of flau1c interaction may be 
importam in practical systems whcrc combustion is controlled, or strongly influcnccd, by the rates of 



171 J. o! the Braz. Soe. Mechanicaf Sciences • Vof. 20. June 1998 

1urbulen1 nlixi.ng and, thus, hy turbulent flu<.:tuations. However, this process does not act isolated, since 
lhe prcscncc of side flames also affects lhe entrainment of ambientai r and. consequently. thc amount of 
rcactants available for mixing and combustion. Tberefore, a better ínterprctation of the process requi res 
the analysis of the temperature and gas composition fields. These are shown in Figs. 6 and 7, 
respectively, in the fonn of radial distributions of rnean and nuctuating temperatures and mean mixture 
fraction as calculated from thc mcasurcd couceutrations of stahle species. 

Figure 6a shows that lhe rnaxima values of mean tempcrarure in the &ingle llame occur in tbe 
rníxing rcgion between the extemal ambient air and thc fucl jct. where. the hx..-al mixturc fra<.:tíon is close 
to thc stoichiometric value (see Figure 6c) and vclocity fluctuations are larger. Temperature tluctuarions 
are larger along the outer edge of the llame and peak valucs are associated with very Jean local mixture 
fractions. as a result of lhe concurrent proces~es of rnixing and chemical rcaçtion (e. g .. Scheffer and 
Dibhle. 1985J. 
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ln the multiplc Hamcs arrangcrucnt. thc mixing layer between the central and the outer tlames 
rorresponds to a region lacki.ng of oxygen. The nlinimum value of the míxture fraction moves outwards 
(Figure 7c). suggesting tbat tbe ambicnt air is prefercntial cntraiued ínto tbe outer llames. and resulting 
in an asymmetric distribution of the rnix.ture fraction with valuc.s io thc axis of tbe central tlame larger 
than thosc in the outer tlames up to x/0 = 30. White the Jack of oxygeo in thc mixing layer does oot 
significantly affect the temperature distributions at x/0 = 20. the mean and lhe Ouctuating tcruperatures 
further downstrcam are much smaller than those observed in the single tlame. 

Measuremcnts of spcctral cnlittcd radiation reported in a companion paper (e.g ., Heitor et al.,l994) 
show lhat lhe Jack of oxygcn in thc intcracting mixing layer i.nbibits the free-radical reactions necessary 
for the formalion of the final products of reaction further downstream. Although these reactions release 
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a small amoum of energy if they are not able to occur in the upstream part of the mixing layer. the 
decompos1tinn reaction~ wilh high activauon cnergy which shoold occur further downstream are 
inhihitcd. thu~. contributiug to a decrease of lhe fmal temperature of lhe combustion products. This. i o 
tum, rc~uh.'> in llmaller rates of hcat relcased by combuslion. whi<.:h mainly comributes to dccrease thc 
tluctuations of temperature:: in the interactiog mixing layer. as observed by c<lmparing Figs. 6b and 7b. 

lt must noted hcre that a subsequent effect of lhe rate of heat release wouJd be to decrcasc the 
dilatatwn cffccts. which wo.l!!Q_,contribute to increase lhe turbulent velocity fluctuations, as discussed 
B ilger( 19R9). Thc fact that v"' is decreased in lhe shcar layer of lhe jet diffusion fla.me due to lhe 
presence of a sidc tlamc. suggests that lhe shear-induccd mechanisms dominare ovcr lhe combustion­
i.nduccd mcchanisms of turbulence gencralion. Therefore, the turbulcnt llow field in the interacting 
flamcs is likcly to be more intluenced by uerodynwnic effects, ratJ1er lhan by chemical effects dueto the 
lack of cntraincd ambientai r. 
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The Turbulent Fluxes 
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Thc main quc.~t ion addressed in tJ1c prcscnt papcr is how lhe effects on thc mixing pattems due to 
llamc intcraction intluence turbulent transport and. thus. the structure and lhe mechanisms of tlame 
pr_opagatinn. Tu achicve lhese objectives. Fig. 8 shows the measured vcctors nf turbulent heal !lux, 
u, t . superimposed on thc radial profilcs or mean axial velocity and tcmperature. These quantities 
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rcpresentlhe !Urbulcnl heat transfcr rate. and are responsible for lhe phenomenon of flame stabilisation 
at the burncr nozzle liild for the downstream llame propagation. Thc results show that thc turbulent hcat 
lluxes tend to be rcstricted to the mixing layers where larger lcmperaturc gradient occur, and exhibit a 
large component directed along the isothcrms. Table I sbows Lhat thc magnitude of the measured 
value~ is comparable to that reported in the literature for othcr jet llames. ln addition, the results follow 
similar qualitative trends for single and multiple names, altbougb the details are affected by the 
interacting process. as considered in the following paragr.tphs. 

Table 1 Summary of Velocíty-Temperature Correlation Measurements ln Jet Flames 

Reference 

Presenl work 

Günther and 
Wittmer (1980) 

Yanagiand 
Mrmura(1981 ); 
Tanaka and 
Yanagi( 1 983) 

Stãrner( 1983) 

Flame characteristics 

Non-premixed jet liame 
O=Smm: 
Re=20400 

Free jet non-premrxed 
fiam e 
0 =8mm; 
Re=37000 

Open bumer premrxed 
liame 

0=8. 10mm: 

Re=3200 

H2 non-premixed flarne in 
co-llowing stream 

0 =7 6mm; 

Re=11200 

u" t" (Cm/s) 

·134@ r/0=1.4 
x/0=20: 

·40 @ r/0=0.0 
x/0: 10: 

40@ x/0=50 

r/0=0.0 

-30 @ x/0: 2.5 

r/0=35; 

(reaction zone) 

v"t" (Cmts) 

22@ xfD=10; 
r/O:o 1.0 

-25 @ x/0=20; 
r/0 =1.8 

30@ x/0=2.5 

r/0: 4; 

(reaction zone) 

96@ x/0: 80: 

Comments 

Zones of non­
gradient 
diHusion 

R." >0 for 
oT/ 

/ ,)x>Ú 

not explained 

Counter· 
gradient heat 
flux only wlthin 
reaction and 
mixing zones 

Gradient 
diffusion of 
scafar 
charactenstrcs 
over ali lhe 
liame 

For...!!!s single namc. it shuuld be noted thal in Lhe region of lhe shear layer where combu~Lion 
occurs...JD" is directed in the upposite d irection of Lhe axial gradicnt of meõ)n temperature, ()Ttox. 
whilc v"t" changes from negative Lo positive closc to thc flame front, where oT!or is sti ll positive. so 
lhat non-gradient trnnspoti is likely to occur (sec Fig. 8a). This occurs only for a limited zone of the 
shear laycr centrcd at x/D= I O and up to r/0= I. Otherwisc, lhe a~sumption that heat is transported in the 
direction of t11e radial eradient is verified throuehout ali tbt: llow. Similar observations of counter 
gradient diffusion ol' h~al in lhe viciniLy of the ~llame front has bcen reponed in other jet diffusion 
flamcs (e. g .. Yanagi and Mimura, 1981 ) and has bcen atu·ibuted to lhe occurrence of wrinkJe Oame 
front.~ (c. g .. Bílger. 1989): lhe passage of a bumed gas poekel through thc measuring point gives rise to 
a positive velocity tluclualion in the r~ direclion due to thennal expan~;ion and to a positive 
tcmperature lluctuation and, thcrefore, v"l" >0. lt is worth mcntioning that lhis interpretation is 
consistcnt with the shapc of thr: probabilily densily fum:Lions of temperarure measured throughout this 
work. which exhibil tlatness valucs far from a lypica.l Gaussian distribution in random turbulencc. 

Tbe wrhulent heal flux distributions measured for lhe mulliple flames. Fig. 8b. show trends 
qualitativcly similar to lhose analysed above for lhe single tlamc. with peak values occurring in rcgions 
nf largt: gradients of mean tempcraturt:. Although thc figures do noW!!!9w a.n accurate comparison of 
lhe variations i.n magnitude. ii is worlh nnting lhat lllc peak v alue of u"t" in lhe mixing region at xiD = 
20 is aboul I 00% largcr than thal measured in the s hcar Jayer of the single fi ame. This difference is 
rapidly attenualcd further down~tream and. at xm = 30. the pcak v alue$ of íi"P" are similar in the two 
experimcn.!!Lsondiuons uscd. Larger diffcrences are observed in the radial compooent of the lurbulent 
heat nux. v"t" . which is significantly smaller than thal meail!rcd in the single fla.me lhroughoul ali the 
mixing rcgion up 10 xiD = 30. While Lhe inilia.l incrcasc of u"t" is cousislent with lhe iniüal increase nf 
the flucluatinns of thc axial \'t:lucity. the dccrcase of v•i"" is as~ociatcd with a comparatively larger 
decrcasc of thc lluctuations of the radi:1l velocity in lhe mixing layer, as discussed prcviously. Again, 
these rcsults suggcst thal thc acrodynamic effects on the turhulcnt transpot1 of heat dominate over the 
c.: hcmical kinetic dfects induccd by the lack of oxygcn in the mixing layer where the interaction 
hctween lhe flames occurs. 
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Fig. 8 Radial distributlons of lhe turbulent heat flux vectors 
a) Single liame (superposed to the stoichiometric mixture fraction isocontour and to 
the dlgitised liame lmage) 
b) Multipte liames (superposed to the isocontour of mean temperatura) 

Figures 9 and 10 sbow radial protilcs of lhe correlatiou c.ocfficicuts, R.,, , Rv, and R .. v calculated 
from the measurements obtaincd in the si.ngle and in lhe multiple flames, respectively, and are 
important to analyse lhe relative contribution of the turbulent velocity fluctuations to lhe transpor! of 
temperature. 

For ali the cases studied. R,., is always smaller than R.,, . as observed in other jet diffusion fi ames 
(c. g .. Takagi et ai .. 1981. Yanagi and Mimura. l981) and in strongly sheared rccirculaling diffusion 
flame~ (e. g .. Fernandes et ai.. 1993). suggcsting that thc l'Urbulcnt motion~ are more effkienl in 
transpnrting hcat alnng thc axial direction than along the radial dircclion. This is in accordance wilh lhe 
interpretalion that the llame is represented hy a wrinkled name structure, in lhat lhe wrinkled sbape of 
the instamaneous flame front affects more the radial transport of heat than lhat along the streamwisc 
dire~·tion because the average flame regíon is nearly vertical. 

Thc negative valucs of R,., in thc singlc flame occur in the rich sidc of thc flamc, whiJc lhe positive 
values occur in Lhe oucr pa.rt of lhe namc wherc m.ixing with lhe a.mbicnt air occurs. In the intcracting 
shear layer of lhe multiple flamcs. negative valucs of R,, occur in thc upstream region up to x!D = 24. 
However, Lhe absolute peak values are larger in the multiple flames (around 0.5), as compared with 
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l110~c mea.~urcd in thc si~gle tlan:c ~around 0.41. Smular trend~. alll1ough w~li iTerent magnirudes. are 
ob5t:n cu lur thc corrc lauon coefttcaenL R., dcspllc ll1e observed dt:crea~e of v · Thts result suggestll1aL 
though thc rnccha•u~m~ of turhulcnt transpon are similar, ll1e contribuuou of llu~ turhulent motions to 
the tran,p\>n of hcat •~ more efficteol m Lhe mulliple tlarncs than in Lhe sing lc tlame.The corrclation 
coefficacnt for the turhulenL transpon of momentum, R,,. follows ll1e tremb uf tht: shcar stress U"V". 
with pcak \'alues around 0.5 in thc singlc tlame (Fig . 91, in an:ordam:c wi ll1 other measurcmcnts 
rcported in jct d iffusion flames (e. g .. <ilass and Bilgcr. 1978. Stamer anel Btlg.cr, 1980, 1989). Thc 
rcsult ~ 0btaincd in Lhe mult.ipk llamt:s (Fig. 10) show a similar behavior suggcsting that the interaction 
mcchan i\m~ do not gil'c risl! Lo extra mt:chanb ms of procluction and tra.n~port of momemum . 
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Conclusions 
Dctailed velocity. lemperature and major spccics concentralion measurements are presented for 

bumer-altached jet propane flames at Re=20400. Thc mcasuremenls encompass the analysis of single 
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and 3 multiplc names in mutual interaction al a distancc of 6 bumcr diameters and include lhe 
comhination of a laser velocimeter with digitally-compensated lhermocouplcs. The tccbnique has been 
successfuUy applied, making use of lhermocnuple time-constants evaluated on the basis of lhe Collis 
aud Williams law considering local llame properties. The largest error sources associaled with lhe 
measurements are due to the spatial displacement between the lwo measuring zooes, which may givc 
ri se to the undereslimalion of the velocity-lempcrature correlations by 25% of lhe maximum value if Lhe 
displacemenl becomcs la.rgcr tha.n 1.5 mm. 

The main question addressed is how the effect~ on lhe mixing patlems due to tlame interaction 
inftuc.ncc tbc turbulent transpor! and lhe process of lla.me propagation. Tbe results for the single flame 
show thai lhe lurbulent hc.al fluxcs tend to be restricted to lhe mixing layer where large temperature 
gradients occur, and lhat they ex.hibit a i<u·gcr component directed along lhe isothenns. Observations of 
non-grad.ienl d.iffusion of hcat in the vicinity of the flame fronl has been vcrifie.d as a.lready reported in 
others jet diffusion llames. 

For the multiple names. the results show qualitativcly similar treuds, wilh the process of turhulent 
11ame propagation being unaltered at lhe levei of ftamc intcraction considered in lhis paper. 

Analysis of lhe instantaneous vclocity and tcmpcrature results shows thal, in Lhe multiplc llames 
arrangcmcot. the turbulent now field appears to be more inlluenccd by aerodynamic effects lhan by 
chemical effccts dueto lhe Jack of entrained ambient air. The results fwther suggcst tbat the intcraction 
mechanisms do not give ri se to extra mechanisms of production and transport of momcntum. 

Acknowledgements 

Hnancial support has bcen provided by the BRITEJEURAM programme of the DGXII of lhe 
European Commission, undcr the conlract 0° AER2-CT920035. 

References 

B~llantync. A. ~nu Mos~. J.IL 1977. "Fine Wirc Thcrmocouples Measuremenl~ of Flu;;tuating Tempera[tlre". Comb. 
Sei Tcl'11.. 17. pp. 6~·72. 

Bilger. R. W. tl989). "Turbukm Diffu~ion Flame,". Ann. Rev. Fluid Mech .. 21, pp. JOL-lJ5. 
Bnyer. L. M and Quciw;, M .. 1991. "Temperaturc Di;;sipation Measuremenls in a Lifted Turbulent Diffusion 

Flamc". Comh . Sei . and Tech .. 79. pp. J-34 
C<tltkir~· Pires. A. aod Heitor. M. V., 1997, ·Temperature anrl related Sllttistics in turbull'm jet tlame.~". Experiments 

111 Flll11b. to appt:ar. 
Collio.. D. C .. Willi<mb, M. J.I9W. "TWI) Dimensional Convcctiun Frum Heated Wires At Low Reynolds Nurnhers" , 

J . Huid Mc.:hamc·,, h. pp. ~)7-3M. 
Dri:\roll . .1. F .. Schcl'fcr. R. W. antl Dihhle. R. W .. 1982. "Mass Fluxcs p'u' and p'v' mea,ured in turhulent non 

premixetl flame". i9ah Symp<l'Íllm llllll.l on Combu,tion. TI1e Comhustion lnstilute. Pittsburg, pp. 477 .. 485. 
Durst. 1'.. Mclling. A and Whitela\1·. J.H .. 1981. Prin,·ipks and Pmctice nf Lascr-Doppkr Ane.mumetry. Academk 

Pres> Jnc .. J\ew York. 
Fcrnandc,,, E. C .. F~rrão. P .. Hdtor, M. V. and Moreira, A. L. N., 19':14, "Vcloeity-T<'mperature Correlmions in 

Re.:ircul <i iÍng Flames with and withoul Swirl". Exp. Thcrmal and Fluid Science, to appear. 
Fcrrilo. P.M.C. ~nd Heitor. M.V .. 19':12. "Simultancou~ ML~a,urcmcnt' ur Yt:ll>t:ity and Scalar Characteristics for thc 

Ana!ysis of Turhulcnt Heal Tran,rer in Ret:irculating 1-'lows". Proc. 6th lnt. Symp . .A.ppl. Last'r Tech. tu Fluid 
Mt'chanJcs. Lishon. July 20-2:1. 

Frid;er. :-;, Van Hl'yckn. L antl Mic:helfeluc:r. S .. 1971 , "Investigmions lnto lhe Comhustion of Natural Ga~ in 
Multipk' 1:\un:tr Systt'm~·- lt'Kf. ljmuidcn. Doe. N• F35/a/5. 

Gla~s. M. and Bilger, R. W., 197!l, "The Turlmlent Jet diffusioJl l'lamc in a Co-Flowing Stream · Some Yelocity 
~kasurcmems". Comb. Sei. and Tech .. IS, pp. 165-177 . 

Güdoy. S. I 19821. "Turhulent Diffusion Flames". Ph.D. Thesi~. Lniv. or London. 
Gumher. R. and Wittme-r. V .. 1981. "TI1e Turhulenl Reat·tion Field ín a Concemric Diffusion Fi ame", I Sth Symp. 

ilntl.l o~ Comhu~tion, The C<>nlbustitm ln:>tilllte. Pittshurg. pp. 961-967. 
lleitor. M. V .. Moreira, A L. N. and Pire,. A.A.C.. 1994, "lnteriJçtÍon ot' Mulriple Jet Pmpane F-lame,". 25th Symp. 

clnu on C'omhu,tion. lrvine, Califomia. USA. July J 1-August 5. 
Heitor. M. V. ~nd Morci r<l. A. L. N .. 1992. "ün the Amdysi~ uf Turbulent Transpor! Processes in Nonreacting 

:VIullijet Rurnl"r Flow.,". Experiments 111 Fluids. 13. pp. 179-1 g9_ 
lleitor, Jltl. V. :md A.L.N. Morei ra, 1993. "Thennocouples and Sampling Prob(~,; for Comhu~tion StuJies". Prog. 

Energ,y C't>mbust. Sei .. 19. pp. 259-278. 



A. C . Pires et ai.: On the Turbulent Transport Characteristics of Non Premixed ... 178 

Heiwr. M.V .. Pires. A.C. and Simõc>. J.P. , 1991. "The Thermal Charac:teristics ufTurbulent Hydrocarbon Flames in 
:VIutual Tnteracti<m". Proc. X I 13razilian Congress on Me.chanical Engineering. São Paulo, Brasil. Dec.ember 11· 
IJ. 

Heitor, M.V .. Taylor. A.M.K.P. and Wbitelaw, J.H., 1985, "Simultaneous Yelocity and Temperature Measurements 
in a Premixetl Fi ame", Exp. in Fluids, 3. pp. 323. 

l.er11.e, R .. Milano. M.E. and Gunthcr. R .. 1975. "The Mutual Jnlluence of Multiple Je.t Diffusion Flames", Comb. 
Sei. Tech .. 11. pp. 1-8. 

lVIennon. R. and Gollahalli, S.R., 198:'i. ''Multiple Jet Gas Flames in Still Air" ln: Heat Transfer in Fire and 
Cl1mbustion Systems, ed. C.K. Lawn, L. Jaluria, W.W. Yuen. K. Miyasaka, HTD vol. 4:'i. ASME. New York. 
pp. 127- 133 

"vlennon. R. e Gollahalli. S.R .. 1988. Tomtlustion Characteristic& on lnteracting Multiple Je.ts in Cross Flow", 
Como .. Sei and Tech .. 60. pp 375-389. 

Payne. R .. 1977. "Repon o n the Multiple Burner Trials · MJ3". lrRr. Jjmuiden. Doe. N" F35/a/ll. 
Savitzky. A. and Golay, M.J.E .. 1976. "Smoothing. and Differentiaúon of Data by Simplified Least Square 

Pmcedurc'"· Anal. Chern .. 36(8). pp 1627-1639. 
Scheffer. R. W. and Dihbk. R. W .. 1985. "Simultaneous Measurements of Velocily and Density in a Turbulent 

:-.lonpremixed fl;~me". ALAA Journal. 23. No. 7. pp. 1070-1078. 
Son. S.F .. Queiroz. M. nnd Wood. C.G. , 19RR. "Digital Compen~atirm of Thermocouple for Them1al [nertia Effects". 

Westem States Section · The Combusúon Jnsútute, Fali Meeting. 
Starner. S. H .. 1983. "Joint Measurements of Radial Yelocily and Scalars in a Turbulent Diffusion Onme", Comb. 

Sei. and Tech .. 30. pp. 145- 169. 
Stamer, S. H. and Rilger. R. W .. 1980. "LDA Mcasuremcnrs in a Turbulent Diffusion Flamc with Axial Pressure 

Gradient". I Rth Symp. (hui.) on Comhustion. The Combustion lnstinne. pp. 921 -930. 
Staml.!r, S. 1-1. and 13ilger. R. W .• 1989, "Further Yelociry Mea.«urements in a Turhulent DifTusion Flame with 

Mmlerate Swirl · . Comb. Sei. and Tech .. 63, pp. 257-274. 
Strahle. W.C:. and Muthukrishnan. M., 1976, "Thermocouple Time Constanl Measurements by Cross Power 

Sp~ctra". AIAA J.. 14{ 11 ). pp 1642- 1644. 
Takagi, T.. Shin. H. D. and l~hio, A .. 1981. "A Study on the Structure of Tw·bulent Diffusion rlame: Propetties of 

Fluctualions of Velocity, Temperamre and lon Concentration". Comb. and Flame. 41 , pp. 261-271 . 
Tanaka. H. and Yanngi , T., 1983, "Cruss-Correlalion o[ Velocity and Temperature in a Premixed Turbulenl Flame", 

Comb. and 1-'lame, 51, pp. I iD- 1 'li. 
Yanagi . T. and Mimur~. Y .. 1981. "Ye locity-Temperature C'orrelation in Premixed rlame", 18th Symp. (lnll.) on 

Combustion, The Comhustion Institui., Pitl.sburg. pp. 1031-1039. 



RBCM - J. of lhe Braz .. Soe. Mecha nicai Sclences 
Vol. XX · No. 2 - 1998 · pp. !79-200 

ISSN 0100·7386 
Prinled in Brazll 

The Generalized Integral Transform Technique 
in Transient Convection-Diffusion: Theory, 
Applications and Research Needs 
Renato M. Cotta 
Marco A. Leal 
Universidade Federal do Roo de Janeoro 
COPPE- Programa de Engenharia Mecânica - CP 68503 
Laboralório de Transmissão e Tecnologia do Calor 
21945-970 Rro do Janeiro. RJ Brasil 

Abstract 
This pap<"r rt'l'il'"'' lht' .wlwion of linear and 11(1/l/in<'ar trwl.\'ienl c:onve('(ion-dif!usion prohll!mS wish applimlions tfl 
ht-at mul nwy,, trufl.-;_ji-r. The GenNali: l!d fnlegral Trani}ÍJmo Terlmiqrw ((J/TT) is lhe ba.Hc /ool hehind .Hwh 
dl.'l•e/opmerwr ojjí•Jinf( tmalylical 11r ll)hrid numc'rical·ullalytira/ ~olulums within rut'r prercribed urcuracy. A 
numbu of <'WIIIJ>In are relnted fmm the u\'uilublt' lrtl'mture lo illrHtmll' tlrt' rt'laJi>l' merih of rhi,1· nnrtd apprtKu·h. 
l<c•.,·c•tuc h m·ed' <l rl' 1hen id<'lllijied und hn<'fl.\' di.,·cll<.<ed 
Keywords: Gcnewli: rd fnlegral Tnm.'("m' Technrq,c·. Non/m,ur Fran.1te111 C"m•eclion-Di[Jimon Pmblett~' 

lntroduction 
Heat and mass transfer problcms are often modclcd by tran~it:nl convection-diffusion cquation.~. in 

which the convcnivc and diffusJvc cffccts compete lo provide lht: final solution behavior along the time 
, ·ariable. Due to Lhe variable ~:har<~~:lcr of the a~sociatcd velocity ficld, quite frequenúy in a nonlinear 
fashion. cla~sical analytical approachcs are not dircctly extcnsible to handle such equations in thc exact 
sense. Purcly numerical approachef> are thcn in general adoptcd, basically a~ variations of the fi1útc 
difft:renccs and finite elemcnts rnethods. The discrete approximalions rnay, however, experience some 
anomalou.~ behavior. duc lo eilhcr numeri~:al dispcrsion or dissipat.ron cffects. depending on the order of 
lhe spet:ifi~: numencal scheme considered. To a ccrtain extent, lhesc undesirable effects are allevialed 
lhrough eithcr ~orne sort of artificial numeri~:al viscosity and/or upwind differencing. introduced to 
t·orrcct classi~:al discretization stratcgics. Tht: availability of reliable benchmark results for differenl 
~itualioos then hccomes cnacial, for Lhe adequate inspection and calibration of the numerical scbcme 
employed. lt 1s, thereforc. of natural and immediate intcrc~l. the developmcnl of analytic-typc 
approacbc~> soa~ to cnl;~rgc lhe database of test-cascs for bem:hmark.ing purposes. madc availablt: 10 tbe 
computer simulation community. Besides. ~uch an effort may also demonstralc Lhe feasibility in 
proposing an altcrnativc ~imulat1on tool on itself. bascd on hybrid numcrical-analytical cxtcusions lo 
da.ssical analytical mclhod~. 1llis work specifically dcals W1Lh onc such possibility of a bybrid 
approach, iniLially dcvised as a hcnchmarking tool , and which h;~~ bcen progressively advanced 10 
handlc more t:omplicatc problt:m.~ . being gradually proved as a potcnlial allemativc to purely numcrical 
approachc~. 

Thc Integral Transform Mcthod [1·3) i!> here reviewed in Lhe analylical and hybrid numerical­
analytical solulion of tran:;icnt convectivt: heat and mass transfcr problems. This computational 
approach, based nn the Classical Integral Tr.lll~lonn Mcthod (4]. offers Lhe advantages of automatic 
global crror control. such as in a purcly analytical ~oluüon, and only mild increase on ovcrall 
computational ~:osts for increasing numbcr of indcpem.lent variables (spalial coordinates). sincc the 
numcrical tasks in any problem are always conccnu·ated in onc single indepcndcnt variable (Lime. for 
instance). 

Fonnal solut.rons fur general coupled nonlincar convel:lion-diffusion fomJU iatious are first 
prcsented, to illuwate thc malhcmatical fonnalism bchiod Lhis lcchnique. A test-casc is Lhen 
considered. reprcscntcd by lhe nonlincar version of the t.rausiem Burgers cquations [5,6]. to illusu-ate 
the computational pcrformance of this hybrid approach. Thc automalic error control feature and lhe 
direct cxtcndability to multidimeusional situations are also discusscd . 

Buth pcriodic and transicm regímen were examined. for bolh Laminar and turbulent tlows, and 
hybrrd solutions were provided m s uch case:.. cithc r on a complete or approximate point of view. as 
dcmonstralt:d through the amplc litcrarure availahlc [7-30]. 
Manuscrípt recetved January !997. Technica/ Editor: Angeta Ourívío Ntecke/e. 
E•tended vers10n ol mv1tod tectures ai t/le /CHMT Symposium on Trans1ont Convective Heat Transfer, Turl<ey, August 
1996, andai lhe 2'" Workshop onlntegral Transform Methods, /ME. Rio de Janeiro. November 1996. 
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The approach is here illustrated througb cxa.mplcs of eogineering simulatíons of representative 
practü:al applications in transicut ma~slhcat coovcction, such as in transient cooling of electronic 
systcms, migralion of radioactive waste in soils. and tracer injcctinn tesling nf oil reservoirs, and 
u-ansicmuatural conveclion in enclosure-~ . 

Finally, futw·c rcscarcb nccds are discussed, pointing out the dírections of additional development 
rcquiJ·cd for a more definitive establishment of the Generalized Integral Transform Technique in lhis 
class of problems. 

Solution Methodology 
We consider a sufficiently general formulation, for our purposes here, of a u·ansiem couvection­

diffusion problem of n coupled potentials (velocity. temperature or concenu-ation). defined ín the region 
V with boundary surface S. and including nnnlinear effec!S in the convective terms as follows: 

(la) 

with initial and boundary cnndilion~ given. respectively, by: 

(lb) 

(I c) 

where the equation and boundlU·y opcrators are wriuen as: 

(I d) 

(I e) 

and n denotes the muward drawn normt~l to the surface S. 
Wilhout lhe convection terms. i.e. u(x. l . 1 f ) = O. problem (I) becomes a class I Linear cliffusion 

problem according to an earlier classification [41. for which cxact analytical solutions wcrc obtaincd 
through the cla.~sical integral transform techn.iquc [4). For a non-zcro vector u , problem (I) is not a 
priori transformahle, and lhe idea.s in tJ1e gencralizcd integral transform technique [1 -3] can be utilized 
to dcvclop hyhrid nwnerical-a.nalyt.ical solutious to this class of problems. Following lhe formalism 
prevíously established for convectioo-diffusiou rs -61 and purely diffusive nonlinear problems [31], the 
appropriate auxiliary problcms are takcn as: 

Nomenclature 
A(t,y) -= coefficíents matrix in u(x.t. 7() = velocity vector in y(t) solulion vector in 

system (7) s~stem (7) 
b coefficient 1n non-linear convection terms Greek Symbo s 

convection term u(f) velocity in Burgers a.(x) boundary conditions 
d,(x) equation coefficionts in equation coefficients 

linear diss,pation terms u, coelficient in linear fJ,(x) boundary condítions 
f;(X) =initial potentials convection term coefficients 

distributions w,(x) equation coefficients in 4>x{X) boundary source 
k,jx) e~uation coefflcients in transient terms functions 

di fusion terms X posit10n veclor in v coefficient in diffusion 
P,(x.t) = equation source general system (1) tenn of Burgers 

functions X space coordinate m equation (Sa ) 
t = time variable Burgers equation (8) 
T,(x.t) = potentials distributions 
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X E ~1 (2a) 

with boundary conditions 

X E S (2h) 

where thc c tgenvalue~. Jlk;'s. and rclnted eigenfunctions, ljfk;(x)'s , are here Ulisumed lo be k:nown 

from application of also rcccntly advanced wmputational methods for Sturm-Liouvillc type problems 

[I j. Pwblcm (2) lhcn allows, lhrough the associated orthogonality property of Lhe eigenfunctions, 

definition of thc integral transform pai r:. bclow: 

transfom1s (3a) 

1J.. ( x , f) =L KJ;;(x)Tk ,i(t). invcrscs (3b) 

•= I 

where the ~ymmctric kcrnds 11. ~i t.t 1 are givcn by: 

K · ( x) = 'l'.~:.t.t·) 
kt 1/2 

NÁI 

(3c) 

and the normalization integrais as: 

Nk, = J '''k (X}Ijfk:( x)dv 
V I 

(3d) 

The integral transformation of ( I a) is now anempted by applying thc operacor J " K J..i (x}dv to yield, 

after utih:ring Lhe boundary conditions ( I c) and (2b), 

d7Á,;Ul f. . . ? - _ 
---+ Kk1(x)lu<x.t.h).V71.. (x,rl]dv+ J.l.i Tu (t) = gk;(t). i = I, 2, ... ,11 
~ p I 

1 > 0 

k. e= 1. 2 .... ,11 

(4a} 

whcrc. 

(4b) 

while the untransfom1ed term in (4a) above can bc rcwritten. after application of the inversion formula 
(3b). as: 



R. M. Cotta et ai.: The Generalized Integral Transrorm Techniquo in Transient Convection-Diffusion .. . 

"" 
LKJ.;(x)lu(x.r.Tr)'VT"{x.t)dv= L a;i)V.Tf )Tk.j(li. k,(:ol,2 .... . n 

.i= I 

wherc 

Equations (4.a) are then written more l:ompactly as 

where. 

with 

- {o. ô,, = 
. 1, 

for 

for 

i~ j 

i=) 

i= l.2, .... n 

k. P. =I. 2 .... ,n 

I> O, 
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(5a) 

(5b) 

(6a) 

(6b) 

(6c) 

The initial conditions ( l.b) are also integral transformed through Lhe operalor fv wk (x}Kk; (x}dv. 

to provide: 

(6d) 

Equations (6) forro an infinite system of coupled noo-liJlear ordinary differential equations for lhe 

transformed potcntials, ik .i' s . For computation pw-poses. system (6) is truncated at the Nth row and 

colunm, with N sufficieolly large for the required convergence. The formal aspects behind Lhe 

convcrgence lo the infinite system solution as the truncation order, N, is increased. havc bccn 

investigatcd clscwhere III. and rcpeating such analysis is herc avoide.d. The truncaled system is theo 

written in mau·ix formas: 

y'(ll + A(t,y}y(f} = g(t}. 1>0 (7a) 

y(O) = f (7b) 

whcre. 

- - - T 
y<r> = {r~.,~<n. Tu(l), ... , Tuv(t)} . k =I. 2, .... n (7c) 
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A (t.y) = {akij(t.Tr l} (7<.1 ) 

(7e) 

• • - T 
I = U~t.h2·"·•hN} (7f) 

Thc non-lincat· initiat valuc problem defined by Eqs. (7) is likdy to belong to a class of stüf 

ordinary di fferential systcms. specially for incrensing values of N. while lhe t:ransformed solutions 

Tu (l). tlccay at increasing ly different rates in L Fortunately, various special numerical integrators 

havc been dcsigned within the last two dccadcs, to this dass of systems. For instancc, subroutine 

DIVPAG from thc IMSL lihrary (J2J is an extremely reliablc stiff integrator, which implements Gear's 

mcthod of backward diffcrcntiation with variable order. at1d is widcly avrulable in most computer 

centres. 
Oncc ú1e trdJlsformcd potentials have been computed from numcricnl solution of system (7), the 

invcrsion formula (1b) i~ rcca lled to reconslrucl i o cxplicit form the original potential Tk \X , t) . 

Test-case 
Thc hybrid solutiun hcre presented is now itlu~-otratccl through con,ider.~tion of the one-dimen~ional 

nonlincar Burgers equation. which is a frequentJy employed model equation for transicnt convection­
diffusion phcnomcna, and used for dcvclo pmc nt at1d valídation of numerícaJ schemcs. The 
mathematical formulation of the problem hcrc considered is: 

() T(x.t) T CJT(x, t } a 2T(x,t) _ ....;__ + u( ) =v--"---'-;), a ( a.x2 
O<.x< l , I >Ü 

with mitial at1d boundary cundítions given. respectively, by: 

T(x.O) =I , 0 :$;x $ 1 

T(O.r) = I ; TO.r) = O . t > () 

and for Lhe prcsent application t.he non-linear function u (Tr ) is t.aken as: 

u(T} = u0 + hT 

( ~a) 

(8b) 

(lk.d) 

(Se) 

For best computalional performmce. thc boundnry conditions (8c,d} are made homngeneous 
through lhe simple transformation: 

(9a) 

wherc T..,(x) is lhe ~olution of tJ1e linear sleady-state problem: 

(9b) 
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T,.,(Ü)=I. T~ (I>=O (9c) 

For b=O (linearized Burgers equation), lhe expressions obtained in f5) are readily recovered anda 
purely analytical soJution is reached. Numerical results were obtained for typical values of tbe 
parametcrs that govem the relative importancc of convcction (linear and non-linear terrns) and 
diffusion. n.,. b, and v. Truncated systems of order NS30, with automatic ordcr control, were solved 
tlu·ough IMSL subrouline DIVPAG. with sufficient accuracy requirement in terms of relative error, in 
order to demonslrate lhe convergence characteristics of the hybrid solution. Tablc I presents lhe 
potential distrihulions. at different values of t=O.I and 0.5, for increasing values of N, but fued at each 
run. Tbc excellem convergence behavior is easily noticeable through Table I, but it is inleresting to 
note lhe bchavior with respecl to lhe goveming parameters. As usual in eigenfuncrion expansion 
techiúqucs, convergente becomes slower for decreasing t; also, as the importance of convection 
increascs, either tbrough lhe linear (u,) or non-linear (b) contributions. larger systems are requircd to 
provi de lhe sarne relativc accuracy. For instances, wilh b=0.5 and uv= 1.0. convergence to five digits is 
achieved with N::l5, while for b=5.0 and u,. = 1.0 convergence is reached for N::25. For validation 
purposes, a semi-discrcle scbeme based on lhe comhined use of spatiaJ colJocation and method of !ines 
was employed, which is readily available in subroutine DMOLCH from lhe IMSL library [32], for one­
climensional parabolic problems. Thc resuJts from tbls well-estahlished routine are in excellent 
agreement wilh lhose here presented, for 31 grid points in the spatial discretization. A fi•lly discrete 
finite differences approach was also utilizcd, based on MacCom1ack's explici t predictor-corrector 
schemc. which is a second-order accurate scheme both in time and space. Again. with 31 grid poiots in 
lhe spatial discretization. a reasonably good agreement to tJu·ec significant digils was achieved. 

h should be noted that although the numerical rcsults in Table 1 werc produced wilh a fixed number 
of ordinary differential equations for each run, in order to demonstrate the convergence behavior for 
increasíng N. the basic computational algorilhm for this approach [ 1-3 J, procceds in a more efficienl 
way. by automatically controlling the order of truncation N at each Lime step. Thc analyúcal part of lhe 
solution. r~prcscntcd by thc invcrsiou formula (3b). provides a local eno1 e:stimalor at almu~ot uo ..:ost, 
given by the maximum relative error of partia] su1ns with respect to the total sum of (3b). Therefore. 
computation is started at t=O with an initial N estimated, for instances, from a lowest order solution of 
syslem (7). when non-diagonal e1ements of lhe cocfficients matrices are complete1y neglected. By 
examining thc convergence of the inversion formu la at each subsequcnt time step. the value of N i~ 
adaptively changed. soas to satisfy lhe required accuracy and reduce computaúonaJ costs. A typicaJ run 
of this problem for a required tolerance of 1o·• (4 digits accuracy), takes about 50 sec of CPU time on a 
CYBER 180/840 mainframe computer. 

Table 1 Convergence of hybrld solutlon and comparison with numerical solulion. 

x/N 5 10 15 20 30 Numerical' 

t =O. l(u0 = 0.1; b = 0.5; v = 1.0) 

0.1 0.97611 0.97609 097609 0.97609 0.97609 097607 

0.3 0.90430 0.90428 0.90428 0 .90428 0.90428 09022 

0.5 o 76546 0.76541 0.76540 0.76540 0.76540 0.76531 

0.7 0.52682 0.52680 0.52679 0.52679 0.52679 0.52670 

0.9 0.19035 o 19038 0.19037 0.19037 0.19037 o 19033 
r =0.5(u0 =O. I; b = 0.5; v= 1.0) 

0.1 0.91932 0.91952 091949 0.91947 0.91948 0.91948 

0.3 0.74414 o 74417 0.74416 0.74415 0.74416 074415 

0.5 o 55017 0.55014 0.55013 0.55013 0.55013 0.55013 

0 .7 0.33919 0 .33926 033926 033926 0.33926 0.33926 

0.9 0.11533 0 .11528 0 .11527 0.11527 0.11527 0.11527 

xiN 5 10 15 20 30 Numericar 
I = O.l(u0 = 1.0: b = 0.5; v = 1.0) 

0.1 0.98507 0.98458 0.98461 0.98463 0.98462 098461 

0.3 0 .93240 0.93243 0.93244 0.93243 0.93243 0.93238 
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Table I (l'Onlinucdl 

0.5 081800 0 .81774 0.81772 0 .81772 0.81772 0.81764 

0.7 0 .59425 0 .59409 0.59404 0.59403 0.59403 0.59395 

0.9 0.23064 0.23110 0.23100 023097 0.23099 0.23095 

I= 0.5(u0 = 1.0: b = 0.5; v = 1.0} 

o 1 095031 095034 0.95032 095032 0.95032 0.95032 

0.3 082591 0.82594 0.82594 082593 0.82593 0 .82593 

0.5 0.66018 0.66014 0.66014 0.66014 0.66014 0.66014 

07 0.44271 0.44274 0.44273 044273 0.44273 0.44273 

09 0.16424 o 16431 0.16429 0.16428 0.16429 o 16429 

1 = O.l(u11 = 1.0: b = 5.0; v= LO) 

o 1 1.0004 0.99846 0.99849 0.99852 0.99851 0 .99851 

03 0.98887 o 98897 0.98900 0.98897 0.98897 0.98896 

0.5 0.94953 094774 0.94771 0.94770 0.94771 o 94769 

07 0.79457 0.79337 0.79330 0.79325 0.79328 0.79324 

0.9 035350 035452 0.35430 0.35420 0.35426 0.35423 

I = 0.5(u11 = 1.0: h= 5.0: V= 1.0) 

0.1 0.99799 099653 0.99655 o 99658 0.99657 0.99657 

03 o 97866 0.97903 0.97904 097901 0.97901 0.97901 

05 0.92319 0.92232 0.92226 0.92226 092227 0.92226 

07 o 75150 0.75122 0.75111 0.75108 o 75110 0.75109 

09 0.32549 0.32671 0.32649 0.32641 0.32646 032645 

• subroutllll' DMOLCH/lMSL (321 (.' I grid po1nts). 

The prcscnt approach is sufficienlly straightforward and computationalJy cfficient to offer an 
interesting a ltcrnativc to purcly numeril:al apprnachcs. specially under high accuracy requirements sul:h 
as for benchmarking purposcs. Also, appruximatc solutions at low truncation ordcrs are sufficiently 
al:curatc for most practical purposcs, and computational t:ffort is thcn kept to a minimum. Exlension of 
such computations to multidimensional si tuations readily follow from the general solution hcre 
providcd. Thc rclmed eigenvalue problem (2) is t.hen solved by );Landard approaches for Sturm-Liouvillc 
~y:.tem:. , atkr application of separation of variablcs on t.hís auxiliary partia! differential system. Also, 
lhe a~~m:iatt:d volume integrais for determination of thc ODE systern t.:OI!ITicients. are evaluated as 
multtple integr..tl-; (double of triplel. and ali of thc remainí.ng steps for Lhe one-dimcnsional case are 
essenúaJiy lhe sarne. A numbcr of multic:lime m.ional problems wcrc previou:.ly handled by lhe present 
approarh including thc computational implcmcntattOn that is practically unaffcctcd by tbe nonl int:ar 
lerms herc introduccd. h should he recogni7cd that one major advantage of this met.hod lies in the fact 
that the original potcnúal is analytil:ally cxprc~scd by the inversion fomlUia in ali but one independcnl 
variable, l. and a numcrical c:liscretization pmccdure is required onl1 for integration along this 
cnordinnte. which allows one to employ wdl-established algorithms for ODE systems wit.h automatic 
error control. widely available in subroutincs libraries, yiclding an overall robusl and reliable too!. 

Applications 

A numbcr of applicalions are now con~idcred that illustrate the performance of the integral 
transform approach in thc solution of tramient convection-diffusion problem:.. Thc ftrst onc selccted for 
illustration is related wit.h transient forced convcction in channel now, ~ubjected to periodic 
dislurbances of inlet temperature. for both laminar and turbulent regímen. A cooperative work with lhe 
lJniver~ity of Miami was initiated in 1989. towards the experimental and theorelical study of transieol 
cooling in clectronic equipment. and such rcsults are compiled ín vwious sources [II, 13, 15, 21, 24, 
27. 291. Thc. smooth walls situation was lirst considered, and an efft:4:tivc rugosity model was later 
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imroduced to '>Jmulate the presence of block-like eleccron.ic componems at one wall. The periodic 
themu1 r~ponse along thc channel to these inlet temperature fluctuations is analyzed. offering 
comparisons bctwcco cxperimeots and :.imulations, aimed at coofi.rm.ing the adopted models and at co­
validating the experimental aod coruputational techniques. The second application presented deals with 
Lhe migration of radionuclides in suils [201. Oifferent accidental siluations are analyzed, rcsulting from 
leakage~ of thc radioactive coutaminant~> Lhrough thc rcpository engineering baniers. Transieut 
convection-diffusion equaúons theo are uscd to modelthe dispersiun thrnugh the soil layer beneath Lhe 
surface repository and aloog lhe aquifcr. Such simulations are essenlial in thc liccnsing of repository 
sites and safcty analysis of radioacúve wa.~te insrallations. The third application shown is related lo 
pctroleum reservoir s imulation problcms. Por lhe success of enham:ed oil rccovery projects. the 
knnwlcdgc of thc reservoir characleristics is csscntial. For this purpose. well-to-well tracer tests are 
frequently employed, which are modeled by lransicnr convectiou-diffusion equations for t1ow through 
porous media. The two-dimensional traccr problem for the five-spot patLem ha.$ been solved by the 
gener.ilized mtcgral transform technique [25, 28]. and critically comparcd, in a wide range ofsituations, 
with altemative numerical solutions. as well as with experimental data from different sources. The 
fourth apphcatmn deals with transient natural conveclion within rwo-dimensional enclosures, modcled 
through Lhe slreamfunction-only fonnulation of the flow equatious (33.34] under Boussinesq 
approx.imation a11d the a..;sociated energy cquation [35.36]. Both, the steady-stalc and traosicnt versions 
of this classical coupled heat and lluid flow problem. were solved through integral transformation 
135.36). and compared against previou~ly reportcd numerical solutions. 

Some samplc rcsults from these four applications are now briefly reviewed. 

Perlodlc Forced Convection in Channel Flow 

We conside r unstcady forccd convection of a laminar or turbulcot, incompressible, thennally 
developing and hydrodynamically developcd Newtonian flow inside a circular 01bc or a parallel-plates 
chamu:l. suhjet:tcd tn a pen<xhca11y varymg miei temperature. The them1a1 rcsponsc of the system Lo the 
iulct pcnodic perturbatiuns is sought under a general fifth kind boundary condition (which accounts for 
Lhe cffec~ of cxtemal convection and wall hcat capacitance). after Lhe initial transients havc 
disappearcd. Axial conduction and viscous dissipation are neglected, and the physica1 properties are 
considered constam. Thc related dimensionless fnrmulation of the problem is wrirten as: 

(}(J(~~Z.r) +U(R) JOt;·:·r) = ~n :1< [clt(R)R" J(J(;~Z.r)] .in O < R < I , Z > O, t >0 

( 10a) 

wilh boundary and inlet conditions given rel>pecLivcly as: 

é)(J(R.Z.r)l =0. for Z>O, t>O 
()R H=O 

( 10b) 

JO(~.Z.r)+Bi8(R.Z,r)+ 1., dB(~.Z.r) = O. at R=1.forZ>0. t>O (IOc) 
R a r 

8(R.Z. r)= 68(R)eiQr. Z =O, O~ R ~ I, r> O 

{
o. 

n = 
I. 

for parallcl- plates 

for circular lube 

( IOd) 
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With lhts approach. the millal condition is not neccssary, stnce unly a periodic solution to lhe 
systcm of ~s. (I 0) is being sought. Funhem1ore. sine c tbe presl!nl application is concemed only wilh 
sohttion:. for largc times. i.e .. after the initial transients disappear, lhe problem admiL~ a solutinn in lhe 
fonn: 

(li ) 

Thc fLrst part or the pre~cnt sntdy was devoted to the co-validalion of the experimental and 
theoretical findings for a ~muoth parallel-plates channcl within thc periodic state. and to the analysis of 
the relative inOuence of thc governing parameters. Bi. a· and n. on U1e thcrmal response of the systcm. 

ln order 10 validatc the modeling employcd. lhe lheoretical rcsult!. were compared with the 
experimental oncs. for thermally dcveloping laminar flow situations within lhe periodic regime. The 
problcm was also solved through the fully transient formulation. wilh cxcellcnt agreement for largc 
time~. at the onset of the qua!ti-steady state. The mixed llnite differenees/integral transform approa~:h of 
Ref. [19] offers advantagcs ovcr conventional purcly numerieal approacbcs. First, lhe additional 
rc~>triction on the stability critcria. introduced by the Ltansversal coordinate discretization, is complt:tely 
eliminated. Second. analytic expre.c,sions for tcrnperature are derived. which describe the behavior of lhe 
w lutton in the transversal coordinates. 

Thc comparisons for seleeted Reynolds number. Re. and inlet frcqucneies, p, (or .Q) havc been 
listcd in (21 ]. ' llleorctical results were originally observed tu be consistently above the experimental 
Jindings for the centcrlinc temperarure amplitudes. Aftcr the analy!>is advunced in [21] and reviewcd 
hcrc. additional dfccts . .such as extemal convection, wall themwl capat:itance and non-unifonnity of 
inlet tcmpcrature prolile, Ctluld be incorporated into lhe analysis and numerical results obta.ined for the 
dimensionlcss ccmerlim: tcmpcraturc amplitudes, at prcscribcd Reynolds numhcr. inlet frequency, and 
compared with measured t:entcrlinc tcmpe.rature amplitudes along lhe ehannel. For th.is purpose, Biot 
number. Bi. and tluid-to-wallthcrmal capacitance. a'. were estima teci accorc1ing tn the available data for 
the experimental sct-up. and non-uniform variauon of periodic inlet tcmpcratme profile across lhe duct 
w~ obuuned exp!!rimenwlly. ln Figure I lhe experimental resulls for Re = 434.6. 682.6. 845.0, 964.9. 
1396.0. 2088.0 and n =O.U65 (~=D.OIHz) are prescntcd. a11d show a rcprcscntative set of sueh 
comparisons. lt is dear from Figure I, that the effecl of a non-unifomt inlet tcmperature profile is quite 
signifit:ant in bringing the thcorcticnl and experimental results to an acceptable agrcernent when an 
experimentally obtai.ned non-unifonn pcriodic inlet profile across thc duct is considered. in place of a 
theoretical uniform distribution. 

<t 
.; 
"' , 
õ. 
I! 
<:: 

10° 

ró' ~ n ne' ~34.G 

o llo • &82.6 
" Re • 945.0 
" Rt • 964:9 
• nt • ll9G.O 
o ne • 2088,0 

Pt : 0 .72 
~' 0 .01 flt 

IÜ, 0.065) 

IÓl~---L--~----~---~----~---L--.~ 
o 0.2 ~ 0.~0 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 

(x/De) (Oe/d} /(RePrl 

Fig. 1 Comparíson of theoretlcal analysís with experimental results lor periodic laminar convection ln 
thermal entrance region. 
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TI1is cooperative work followed towards the co-validaúon of tran:;ient conve<:úon inside circuJar 
tubcl>, turbulent now situaúons, different inlet tempernture disturnanccs, and wall rugosity dueto block­
like elemcnts. Figure 2 illustmtes onc adduiunal comparison of theorcúcal and experimental results for 
turbulent now within circular tubes. ~hnwing the centerline tempcraturc amplitude along the channel 
length. 

1.0 

N' O. IJ I -..:i 
~ üo.a 
~ 

::::1 

~0.7 

~ H o.e 
c 
.9 o.s 
~ 
u 

.§ 0 .4 o 

Pr - 0 .7 
Bl • 6 .0 

o - 2.232 
a• o 2.741 

0 Re = 6201.L 
e Re • 117 12.8 
V ·-- Re • 197 20.4 

0 .3 ~---------~--._ __ ._---------L-----~ 
0 . 0 0 0 .01 0 .0 2 0 .03 0 . 04 

Fig. 2 Compartson of theoreticat and experimental centerline temperatura amplitudes at n = 2.232 {turbulent 
flow; circular tube). 

As illusu·ated in thc figure above. thc amplitudes of the thermal oscillations are shown to decay 
faster along the cbam1el ru; the Reynolds number increases, with each curve cxhibiling similar 
cxponcntial trcnds in thc rate of decay with respect lo lhe axial dimcnsionle~s di~tance. For lhe range of 
Reynolds numbcrs and frequency of inlet oscillations considered. an ovcrall inspection of Fig. 2 sbows 
Úlat cxccllcnt agrcement prevails betwcen the experimcntally anel analytically detem1ioed centertine 
temperalure amplitudes for a succession of a.xia l position~ along lhe ducl. For tl1c majority of points, 
this agreement is within 1.5%. with toe maximum deviaúon b.!ing 2.3%, occurring at the lowest 
Reynolds number and inlet frequcncy. Thc excellent agreement providcs confidcnce in lhe capabilities 
of lhe analytical model and numcrical solutinn methudolugy in predicting thc lhcnnal response of the 
lluid, undcr pcriodic inlct condition~o. 

Radionuc lides Migration in Porous Media 

Thc transpor! of radionuclidcs through geologic media is a res ult of u complex combinatiíln of 
various chemical. physical and biological phenomena. The four major mcehaniSm$ are represented by 
advcct.ion, dispcrsion. adsorplion-desorplion and ion exchange, and dcgrudation. The mathematical 
fonnulatwn for this mass transfer problcm in a porous planar media was derived in [20], including thc 
radioactivc decay of one species to its daughter in thc isotope chain. ln a nne-dimensional fulite domain 
of length L. with ground water now along the 7. direction, and constant transpo1t properties. lhe 
problem formulation is writtcn as: 

m 0 < Z <L, I >0. f = I. 2, ... , n (12.a) 
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wherc N 1 ( Z. r) is the concentration of the t '" species in the radioisotope chain, K i' is the species 
retardation coefficient, D1 is the dispcrsion coefficiem of the individual species, i\ f the radioactive 
decay constant. u the ground water pore velocity, and n is the number of isotopes in lhe chain. 

Initially, the medium is frcc from a.ny radionuclide. before the mass transport through the leakage 
starts. Then. 

N I'(Z .0) = O • O$ Z $ L (12b) 

Appropriale boundary couditions are spccificd at tbc wastc package interface (Z--ü). 

<>0 ( 12c) 

which repre~ents the rate of supply o r each spc.çies in terms of a prescribed behavior in time given by 
funclion rp r( r) , and at thc biosphere or backfill-rock interface located al Z=L. 

()N, [ "" ] D1--·· +uF.N 1 =hr NI(L)-Nr (-r), r>O az (12d) 

which rcprcsents the convective ma.~s transfer at this houndary. where f is the porosity of the medium. 
h, is lhe mass transfcr cocfficient, and N'f is lhe radionuclides concentration outside the porou$ 

matrix. 
From data providcd hy thc National r.ommis~inn of Nndear F.m~rgy Rra7.i l (f:NF.Nmivisãn l'le 

Instalações Nucleares), a ser of numerical resuJts for the dimensionless conceutration distributions or 
Cs"' were obtained, for different times of interest, and <{>(r):: I for eontinuous leaching. 

Figures 3.a-b illustralc lhe convergence characteristics of the proposcd eigenfunction expansions for 
differenr dimensionlcss times r= J0-4 and lQ-.1, and provide a eomparison with the purely numerical 
schcme. based on lhe method of lines, available in subroutíne DMOLCH of lhe IMSL Library [321, 
previously employed in the solution ~>f this problem [201. Por shorter times. a larger number of terms 
are required in the expausion (N=50 for r= 10-4 ). dropping dowu as time increases and thc quasi­
steady regime is approached ( N 5, 20 for r = J0-3 ). The agreement with the results from the 
numerical approach represenled by subroutine DMOLCH is almost perfect. However, this purely 
numerical technique wa~ observed to degenerate when convcction is significantly dominant over 
diffusion, which is nevertheless accommodatcd by the generalizcd integral transform lechuique. 

~ o..eo 1'···,·.. J' • 1.0-4 ,..,; · .. 
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Fig. 3a Convergence analysis of eigenfunction expansion and comparison with numerical solution ('t=1o-'), 
for radlonuclldes mlgratlon ln sons. 
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Fig. 3b Same as Fig. 3a, for "<=10...3. 
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Figure 4 presents an example of the marked computational performance improvement fumished by 
the truncation order adaptive procedure discussed in tbe previous section. For a relalive error target of 
IO·' on ú1e fully convcrgcd concentrations. the truno.:ation order necessary to reach this prescribed 
accuracy falis down sharply along Lhe integration path in the time variable 't, significantly reducing 
computational costs. 

Aftcr this criticaJ cvaJualion, thc approach could bc cxtcndcd to handlc more involved situations 
with valiable propctties, uon-homogencous laycred media, arbitrarily sized decay chains and 
multidimensional geomellies, by incorporaling recent developmenLs in the generalized integral 
transfom1 Lechnique. 
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Fig. 4 Oecay of truncation order, N, along integratlon path ln lhe adaptive procedure. 
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Tracer Transport in a Petroleum Reservoir 

Traccr transpun in a pomus media is generally accepted Lo be subjccted to two basic phcnomena: 
convcction and hydrodynamic dispersion. This led to modeling tracer llow by the conveclion- diffusion 
equation [25. 2Rl The particular features of lhis cquation. a.~sociatcd with complex geometries involved 
in pctrolcum reservoirs. rcsult in a difficult problcm which can only be solved by the wcll k.nown 
conventional analytical methods. in very simple cases. Even for nwnerical mcthods these equalions are 
nmong lhe most difficuh to solve. sincc the behavior of thc system ranges from parabolic to almost 
hyperbolic. dcpcnding on thc ratio of convective to di1.persive contributions to tracer transpor1. 

Pressure and Velocity Fields 

The partia! differential cqualion that dcscribes the hchavior of the pressurc ficld is derived from the 
conunuily equation and Onrcy's law. For lhe prcsentassumptions and Canesian coordinatc systcm, one 
h as: 

, ... 

a- a- Jl 
__ !' + ___!!_ = __ !f. [ó(x}ó(y- d) + Ó(x - d)ó(y} - ó(x}o(y) - ó(x- d)8(y- d)], 
()x2 a/ k 11 

0 < X < d. () < y < d (I :)a) 

w1lh boundary conditions given by: 

- =- = O · - = - =O ()pi ()pi dpl dpl 
a x .r=O J x ,-=.J • a Y y=O a y , .... ti 

(13b-e) 

Darcy's law can Lhen bc applied to detenninc lhe cxpression~ for lhe vclocity components. namely, 

,._, =-k.IJ.l(()ptax) and '''" = -kl p(()p /(}y) . 

Concentratinn Field 

The lransport of thc trace r in Lhe porous media is here considered to bc govemed by lhe coovection­
·di!Tusion equation. With lhe present assumptinn and the Cartesian coordiuate system, and assuming a 
simpli fic-d diagonal tensor. onc finds: 

* C;11j [Ó(x)Ô(v- d) + 8(x - d)D(y)] - fCtlfi(x)ó(y) + Ó(x - d)Ô(y - d)]. 

Ü < X < d, Ü < y < d. l >Ü ( 14a) 

with initial and boundary conditions given, respe<:tively, by: 

Ct (.c y.O) =O (14b) 
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J CI I =()c, I =0· 
Jx x=O Jx .r-d ' 

J cl I -J c' I -o 
a .v .v=--o J .v y=d 

(14c-t) 
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whcrc C,., is the injection conccntration for t>O. lf the injection is not continuous (tracer slug}, Eq. 
( 14.a) holds until t=t;0 ,. Beyond tlüs injection time, Eq. (14.a) holds, once one sets C..,=O and 
assumes. as initial conditron, the concentration distribution previously obtaioed at t=t .• ,. 

A literature review indicates that there is no complete analytical solution yet available to thís 
problem. However. some approximate aoalytical or purely numerical solutions were identifíed. 

As a ftrst check. the diffusivity o. was reduced su.ccessively. leading the present formulation to 
approach the purely hyperbolic problem, which has a known analytical solution. Figure 5 sbows these 
successive profiles and the comparison with this asymptotic solution. The Peclet nurnber (Pe} relates 
the convcctive anel the dispersive contributions to the tracer transport and, for this problem. Pe=a!O. was 
adopted as a definition. ln Figure 5. the dimensionless concentration [Cn> = C, (O,O,t)/ 
C..,= C, (d.dJ)IC..,J is plotted against dirnensionless time (pore volume injcctcd. t., = 2qtl<l>d2h , and tbe 
GJIT results show a consistent agreement with the asymptolic solution for Pe ~ oo. 

Anolher check is tu proceed in Lhe opposite dircctioo, towards the purely diffusive problem. i.e. , 
reducing the Pe nurnber wwards a zero. The solutioo for Pc = O may be obtained through physical 
argumeots. lo this extreme case. ali tracer rnass introduced via tbe production well is immediately 
uniforruly distributed over the wbole domain, i.e., tbc concentratíon in ali points is the sarne and is only 
a function of time. Sue h comparison is shown in Pig.6 below. 
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Fig. 5 Comparison of integral transform resulta, for increasing Pectet number, against asymptotic 
solution for Pe = oo (tracer transport in petroleum reservolr). 
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Fig. 6 Comparlson of integral trensform resulta, for decreaslng Pectet number, against ssymptotic 
solutlon for Pe =O (tracer transport ln petroleum reservolr). 

Now, for comparison purpo~es wilh fmile differences solutions. two representalive schemes were 
adopted, namcly. thc nine-point exponcutial scheme and the thi.rd-order TVD scbeme wilh Sweby's 
rcgion. The calculatiuns were performcd wilh a 15 x 15 diagonal grid in bolh cases [25, 28). 

Figure 7 shows lhe behavior of lhe selected numerical schemcs against the GITf solution for 
Pc-=500 and continuous t.racer injcclion. Tbe presence of significanl numcrical di l'fusinn in the ninc­
point cxponential scheme and the good agreemcnt wilh Lhe third-order TVD scheme are clear from this 
plol. 
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Fig. 7 Comparison of integrei trsnsform resulls against finlte diHerence schemes, for Pe = 500. 
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Finally, Fig. ll compares analytical (GlTr) and numerical concentration (TVD Scheme) profiles 
along the injection well-produclion well line for a dimensionless time equivalent to 50% of pore 
volume injected and various Pe numbers. 

1.20 .,-----------------------~ 

ooooo ~r-d otmll'.k TVn POR P•e&O 
......... 3J'd ORDIR TVO POR Pes;50 
••• u 3rd ORUIA TVD FO.R P._stOO 
- INTECRAJ. tiWISP'ORW 

0.20 0.40 0.60 0.80 
DISTANCE FROtrl JNJECTIOJII WEI..l. (DJMENSIONLESS) 

Fig. 8 Comparíson of integral tranaform computed concentration distributlons, for dlfferent Pe 
numbers, agalnst the thlrd-<lrder TVO numerlcal scheme. 

1l1c ditnculty of ú1c uumerical scheme ü1 perfectJy detlning lhe wave front is noticeable in Fig. 8 
above, especially at lower Peclet numbers. 

The integral transform approach, again, opens new perspectives in the area of petroleum reservoir 
simulation. 

Transient Natural Convection in Enclosures 

Wc considera squarc air-fiJlcd enclosurc, wilb differentiaJiy heatcd lateral walls. and insulated top 
and bottom walls . Buoyancy effects are taken into account through the Boussinesq approximation. 
under laminar flow regime. Benchmark results for the steady-state situation were established tbrough 
integral transformation in (35.36], and Lhe transient behavior of the coupled heat and tluid tlow 
phenomena was also investigated [36]. for different v alues of the Rayleigh number. R a. 

Thc govcming equations are the vorticity tnmsport equation in stn:amfunction-only formulation 
[33.34 j. and lhe associated energy equation. which in dimensionless form are given by: 

O<x<l . O<y< I, t>O 

4 ar 
Pr\l IJI - Pr Ra­

dx 

O<x<l. O<y< I. t>O 

with initial and ooundary conditions: 

T(x. y.O) = IJI(x. y,O) = O: O~ x ~ l e O~ y ~I 

(15a) 

( 15b) 

( 15c,d) 
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T=l; 

T=-0: 

dljl 
VI = - =0: 

dl" 

aT a 
- =0: ljl = ::._ =0: 
dy uy 

r!T - 0· lj/=7 .. =0; 
r)y-' av 
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x=O ( 15e-g) 

x=l ( 15h-j) 

y=O ( 15k-m) 

y= I (15n·p) 

where thc Rayleigh number is dcfined a.~: 

Ra =- g f3 (T;,- T,_. 1 /.
3 

cw 
( 16) 

ano L is the cnclosure hcight and Lcngth, while Th and Tr are lhe hol and cold wall tcmperatures, 
n:spcctively. 

Table 2 illu..,tnll~s ~omc of the henctunark results obt.."lined for the steady-statc solution. in this case 
forRa= H.Y', compared against previously rcported purcly numerical solutions, as detailed in [35]. The 
agreement is indeed excellenl. reconftrming some of lhe most recent and careful bcnchmarking effons 
available in the literature. even for the slowcr converging Nusselt numhcr expansions. 

Table 2 Comparison ot steady-state benchmark results for natural convectlon ln a square cavlty. 

Ra =106 Pr= 0.71 

GITT de Vahl Davis Saitoh & Hirose [38] Hortmann et ai. [391 Le Quéré [40) 

37 

I '~-'·c I 16.39v 16.32 16.379 NA 16386 

I 'I' U A( I 16.81 16.750 NA NA 16.811 

x;y 0. 151;0.547 0.151 ;0.547 0.150;0.547 

I u ... , I 64.83 64 63 674.886 64.8367 64.83 
y 0850 0.850 0.8505 0.85036 0 .850 

I v .. " I 2206 219.36 220.47 220.461 2206 
X 0.0379 0.0379 0.03783 0.03887 0.038 

N~~q 8825 8.800 8.7956 8.82513 8825 

Nu,,, 8.825 8.799 8.7989 8.82513 8.825 

Nu0 8.826 8.8 17 8.8487 8.82513 8.825 

Nu.._.x 17.54 17.925 17 140 17.536 17.536 
y 0.0390 0.0378 0.0473 0.03902 0039 

Nu,..,.. 0.9794 0.989 1.015 NA 0.9795 
y 1 

NA • Noc A~<JiJab lc 
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Figures 9.a,b show a compruison of the transient integraltransfonn results against a finite elemcnL~ 
simulation (41] at different dimensionless times for, respectively. temperature aud vertical velocity 
wmponent distrihutions along the longitudinal coordioate, with Ra = 10'. 

Again. Lhe agreemeot is quite reasooable to thc graph scale with.in the transient region, with some 
more noticeablc deviations as the steady-state is approached. dueto some error propagation effect in lhe 
purely numerical solulion. 
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Fig. 9a Comparison of transient temperatura distributions at the cavity midplane (y=1/2) by integral 
transforms (36) and finlte elements (41], (Ra = 10\ 
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figure 10 shows lhe comparative tran~ienl behavior among lhe ovcrall Nusselt oumbers fur 
different Rayleigh oumbcrs, Ra = I CP, I()' and lO' . as obtained from fully converged integrallnlnsfoml 
r~sult!>, lo the graph scale. As lhe Rayleigh number increases, steady-state is reached after some 
oscillatory bchavior on the overall Nussclt numbers, due to internal flow waves developed at early 
tran~ienl stage. As Ra is furthcr increased, this phenomena leads to flow instabilities that rcsttict lhe 
system in rcaching a fully steady pattcm. 

Fig. 10 
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Algorithm opt imi7~1tion schemes ~hould lhcn allow for lhe ernploymcnt of the integral transform 
approach in thc analysis of unstable hcat and fluid tlow phenomena, wi th lhe quite desirable automatic 
crror control featurc. cssential for Lhe discrimination between oumerical and physical oscillations in lhe 
final solution panerns. 

Conclusions 

The major advantages of lhe pres~nted integraltransform melhod are as follows: 
• The hybrid numcrical-analytical nature. chamcteristic of this approach. collapses most of the 

numerical effort into ooc single indeptmdt:nl variable. i.e .. the numerical intcgration of an ODE 
systcm. which is nowadays a very well-establishcd task in numerical analysis, evcn for stifl' 
.systcms. including error control schemes. 

• Thc widc avai lability of ODE solvcrs aud other subroutine~ in scicnrific subroutincs packagcs, 
fur intcnncdiate computational tasks, makcs lhe computational implcmcntation of Lhe present 
approach quite simple. based on successive calls to such easily a~.:ces~iblc and simple to use 
routincs . 

• Thc automatic globaJ error control and estimation offers lhe extremely aumctive feature of 
working withtn an user prcscribed accuracy and with an almOlil opti.nuzed comput.ational etTort, 
not frequently found in numerical mcthods for PDE's. 

• Irregularly shaped domains. wtlh re!>peCt to lhe coordinates system adopted, are dircctly handled 
cithcr through description of thc boundary surfaces in cacb coordinate in terms of lhe other 
spatial variables, or when requircd, by decomposing the domain in reg1tlarly shaped regions and 
analyticillly coupling lhese solutions of cach subdomaio. 
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• Due lo lhe: hybrid nature discussed above, lhe i.ncrcasc in comput.ational efforl is not too 
significant whcn the number of independem variables in lhe PDE system is increased. 
Therdorc, onc, two and lhree-dimensional applications are handled within the sarne order of 
magni11.1de of eomputer CPU time. Numerical experiments on lhe trru1sient Burgers equation of 
tht: previous seetion, for instru1cc, conftrmcd lhis stalemenl, with an increase of about 10% on 
CPU time for tbe two-dimcnsionaJ case, and similarly for lhe three-dimensional sit11ation. This 
is e.asily undcrstOod if one remembers that the numerical work in this approach is always 
reduccd to a numerical integration of an ODE system (one single independent variable), while 
aJl the remaining indcpendenl variables are eliminated through integral trilllsformation and 
rccalled in analytic explicil form within lhe inversion formula, which is esscntially a single, 
double or triple summation. This is indeed lhe major advantage over fully discrete approaches, 
which become in many cases prohibitive for multidimensional situations. 

Research needs 
TI1is section briefly discusses ideas already under invcstigation Lowanls Lhe t:nhancement and 

further cxtension of lhe Gencralizcd Integral Transrorm Technique. The aim is to estimulatc the 
collaboration among the various rc~earchers involved in this effort, ~md poi.Jit out some research 
opponunities for newcomers. 

Al Lhe presenl sLage of dt:velopmenl, research needs cru1 be idemified on two catcgorics, namcly, 
application extensions illld algorilhm optimizatious. 

Among the dirrert:nl exLensions presemly w1der consideration, some alrcady offering very 
em:ouraging conclusive results, we may point out tlle analysis of threc dimensional flows, diffcrcntiaJ 
models of turbulence, compressiblc flows, hctcrogcncous media, allisotropic diffusion, conveclion­
di.ffusion within irregular domains, inverse problem analysis, trilllsieot illld unstable phenomena, quasi­
hyperbolic formulatioJL~. chernically rcacting flows, multidimensional moving boundary problems, 
extcmal tlows, ele. Sucb developmcnts are directly associated wilh a number of thesis works in 
progrcss at LTT'C, COPPrJUrRJ, and collaborators more closely involved from COPPE ru1d other 
institulions within Braúl. 

ln terms of algorilhm optimizations, artentíon has been dí.rected to t11e development of LocaJ­
ínstantaneous filtering, dynamic modulation of stiff ODE systems, non-classical cigcnvalue problems, 
alternative primitive variables expausions, ordcri.ng schemcs in multidimensional problems, 
vectorization and parallel compuling, eigenvaJuc problems in arbitrary regions, and dedicated adaptive 
numcrical i.Jllcgration. Such altcrnativcs of pe1formilllce enhancement are beíng tested and implemented 
wiLhin different si tuations, when required for Lhe success of each individual extension, before a 
sufficienl levei of understaJlding is achieved that shall allow for lhe desirable unification of such sparse 
ideas wilhin a single illld general optimized aJgorithm, hopehllly within lhe next few years. 

Fun1rc research needs are also very closely associated with Lhe development of mixed :;ymbolic­
numerical comput.ation [42), which ollers a very adequate developmcnl platform for hybrid numerícal­
analytical approaches. The only drawback in such class of methocL~. duc to the considerable amount of 
analytical work usually requircd. would then be eliminated lo a reasonable exlenl, and even, allow for 
automalic program gt:ncralion slrategies. Such aspects are better envísioned lhrough new books to be 
soon availahle 143. 44j. 
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Abstract 
77w molriciul {ilrmalism of lhe pl'rturhalinn tllt'ury is upf1/ied in 11 simplified PWR·IIot cllatmel moât:l to xtudy the 
senJili•·tty of .wmll' Jllllll'luul wul m·eraxe.functimw/s. 77re model i.v described hy mas,,, linl'ar trwmentum um/ energy 
t·ww'rl'<llicut t'IJIIalions und adequme heal tmnsji:r and fluid 111/'l'lwnio correlation.•. Ew:ry 11ne i.t discreti:.ed a/ong 
lhe c hwmel hei.~ III. 17termulhydrauli!' calntlalilm~ ,,., corried ou/ lmd .rtored tu use in the matricial fonnali.mL 
SeiiSI/11'11\ , oe!Ji• tnll.\ ure detnmint>d j(lf 1penjic' w.ve.v and comparisons belwet'll dtrt•rt revulu and penurlxlli•·e 
mt'llm,/ hcllt' .>111111'11 l(llt•d agreemenJ. The main atl••tmtages nf the perturballve metlwd are discussed and its 
tmtmrtcmc e 111 ·'"" firil it1· ana(•·sis is t'mplw.ri~t'J. 
Ke_fwurds: fiVR IIm Chwml'l !•Iodei. Perwbatwn Theor;.·. M(l{ril'ial Fnmralism 

Resumo 
A I Poria de perturbariio, \'ta .formali.mm matnrwl. t' l/fl/inul<l a um modelo simpl((icado de canal qt~ellle de rearores 
nuclear''·' o 11!/1111 pre.•·suri:~ula ( "Pre.nuri:.etl Watu Reartor.r", PWR) para t'.l'llulo de sr11sibilidade de fun.âonais 
[11111/tuti., ,, médio.•. () modelo e descrito pela.> l'{jllll('tk.1· tle t'Oil.W'n'ação de mas.>u, de qtumtidade de movimenlo 
lint:ar e til' 1!1/t!r,~ia. alc'm de cvrrelw;ae.t de IIWisferhlcia de c:alor e de mecânim dos .f1uidos apropriadas, todas 
díscreliwdus cw longo da alwru do wnul. Cúlr:ulos wrmol!irlráulicns são e(I!IIUido.v e armazenados para posterior 
u.r11 d11 (ommlismu matricial. t\trw·és de.W<'. n>ejicimtc., tlc sensibilicllule para casos específico.< siio dnenninndos c' 
t'OIIIfl<trupies Nlll't' rt·sultcullls oh/idos pela \'ctriaçõo direta e pelo mé!odo pe.nurhativo .•fio n'aliwda,,· ~:n..fácando us 
(lrÍiwip"" t'tllllttgl'll.' d~vle tiltimn. l'(lm,·teri:,(llldo o com11 1111w imponante fermmt'flltl pura muífi,e de sensibilidade. 
Palavm,\·dwve: Remor Nuclear a Água Pre.V.Htri~ttd<l. Modelei'''' Canal Que111~. Teoria de Penubaç<io. Fon11alünw 
Matnrwl 

Introdução 
Nn e lnboração de projeto c cdificaçao d~ centrais nucleares. a análise de segurança é indispensável 

na deteeçào das con~eqüências dirctas c indireta~ de possíveis acidentes sobre os elementos c sistemas 
<.:omponentes (bombas, geradores de vapor, etc.). bem como na averiguação da capacidade dos diversos 
níveis de segurança em minimizar, q uando ocorrer, a liberação de radiação e/ou produtos raclioativos 
para o meio ex temo. 

Esta análi~e é possível com a ajuda dos cálculos de sensibilidade etctuados mediante resultados 
obtido1-. de ~ódigos de computação: COBRA-IV (Stcwru1 et al .. 1977), RELAP (Ransom et ai., 1980), 
TRAC-PFI (Mahaffy cl ai. 1984). ele. 

O estudo de sensi bilidade é geralmente baseado na construção de s uperfícies de resposta. O 
procedimento consiste na utilização de condições não nominais implementadas nos códigos de 
computação a fim de representar situa.çi~e:. de ocorrência dentro de uma central . Os parâmetros 
tennohidráulicos romecidos como dado1. de safda dos códigos proporcionam as inronnaçõcs necessárias 
para os cálculo~ de sensibilidade. Superfícies de resposta são construídas fornecendo o comportamento 
de funcionais (temperatura máxima da vareta combustível. por exemplo) e m relação a parâmetros de 
Manuscnpl received: January 1996. Tochnicsl Edttor: Ange/a Ourívio Nieckele. 
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interesse. Assim, é possfvel obter o retrato operacional de uma central. para variações predetcrnunadas 
de seus par.imeLros, o que permite a visualização das conseqüências de tais alterações. 

Devido ao grande número de par"clllletros e à complexidade dos modelos adotados para os cálculos 
tcrmohidráuJicos, o estudo de sensibilidade fazendo uso desta metodologia é demorado e oneroso, tendo 
em vista as repetidas execuções que são necessárias e os tempos computacionais gastos. 

--- Nomenclatura 
I AJj.j+1 = matriz dos coefictentes m indiCador de rz;rda de 

(E)j ,J+1 matriz dos coeficientes do sistema de pressão loca izada em 
equações de grades com aletas do sistema de 
conservação do 

~ 
parâmetro genérico equa~s derivadas do 

modelo, associada ao pressão do ref~erante mode • associada ao 
valor de estado na em um volurr19 e vetor de estado 
posição J+1 controle, Nlm derivado na posição 

A c área de escoameqto PL termo de perda de i+ I 
do refr~eranle. m pressão localizada em 

Y;,;+1 vetor componente do 
[ BJj.j+1 = matnz os coefiCientes um ~olume de controle, 

do sistema de N/m vetor de fonte do 
equações de PLCB ~rda de pressão sistema derivado 
conservação do ocalizada ~r p massa escecrtica do 
modelo, associada ao contração rusca , N/m2 refrigeran e em um 
vetor de estado na PLEB ~rda de pressão voluflle de controle, 
posição j ocallzada ~o r Kg/m 

cg coelictente de perda de expansão rusca, N/m2 p massa especfflca 
pressão na grade com PLG l:rda de pressão média do refrigerante ale tas ocallzada na w~de em um volumé:l:fe cgs coeficiente de perda de com aletas. N m controle, Kg/m pressão na grade sem PLGS ~rda de pressão Subscritos aletas ocalizada n~r~de c refri~erante ("coolanf'), c o coeficiente de perda de sem aletas. m com ustlvel pressão por contraçào a potência térmica e entrada de um volume cedida a um volume de 

d ,;.j..-1 = vetor de termos controle, W de controle 
h hidráulico 

tndependentes do R tunc!o.nal resposta 
I indica espacial que 

sistema matricial de genenco 
define entrada de um 

equações de s vetor fonte da equação volume de controle ou 
conservação do derivada matricial índice de somatório 
modelo componentes do tenmo j+1 índloe espacial que 

oh diâmetro hrdráutlco do de fonte da equação define saida de um canal quente. m volume de controle Ex coeftciente de perda de adjunta F dividido i indioe espacial limite 

F 
pressão por expansão port.z. I :: localizada coefiCiente de alnto fl"LI,, matriz dos coeficientes 

do sistema de LCB :: localizada por 
J função de estado dada equações derivadas, contração brusca 

pelo vetor ~1 P h) r associada ao vetor de LEB localizada por 
estado na posição j+ 1 expansão brusca 

J, derivada da função de v velocrdade do LG localizada na grade 

estado com re~ão ao refrigerante em um com aleta 

parâmetro p da a pelo volume de controle. LGS localizada na grade 
m/s sem aleta 

vetor \dp/dp dP/dp /p derivada parcial de dh/dp v velocidade média do uma grandeza em 
F termo de fonte da refrigerante em um relaçao ao parâmetro p 

equação adjunta volume de controle, s saída de um volume de 
(depende do funcional m/s controle 
resposta analisado) w vazão mássica lateral Sobrescritos 

g aceleração loc~l da de refrigerante em um T transposta de um vetor 
gravidade. mls volume de controle. ou matriz 

h entalpia do refrlserante Kg/s Slmbolos Operacionais 
em um volume e y denota uma função 
controle, J/Kg característica · 1 denota matriz Inversa , entalpra média do 

coordenada espacial função ou operador 

refrigerante em um 
medida em relação a aqjunto entrada do canal, m [] representação de volume de controle. Letras Gregas 

J/Kg matriz 

H c altura de uma vareta « tração de vazios em -7 representação de vetor combustível. m um volume de controle 
K indicador de ~rda de [ ~ lj,j+1 = matriz dos coeficientes 

cujos componentes 
pressão loca rzada por são escalares 

do sistema de {} representação de vetor e~ansão equa~es derivadas do in icador de ~erda de cujos componentes 
pressão loca tzada em mode o, associada ao sãovetores 

veto r de estado grades sem ateias e derivado na posição j por contração 
llZ altura de um volume 

de coolrole. m 
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O desemolvimcmo de fonnali~m~'~ de teoria de perturbação, inicialmente aplicados na área de 
Ffsica de Reatores (Stacey, 1972) e Bhndagem, c. posteriormente, nos estudos de Termohidráulica de 
Reatorcs Nucleares (Oblow, 1978, Cacuci ct ai.. 1980, Andrdde Lima c Alvim. 1986, Gandini, 1987, 
Andr..tde Lima. 1990. Maciel. 1995 e Macicl ct ai., 1995a). vem possibilitando a simplificação de tais 
cálculos C'm vista da rapidez e eficiência com que estes estudos podem ser realizados. Em acordo com 
isto, as análises de segurança, via métodos penurbativos, têm assumido um papel importante. 
incenlivandu pesquisadores e instituições: ENEA ("Ente per le Nuuvt: Tecnologie, !'Energia e 
]"Ambiente", Itália), CAB ("'Centro Ató mico Barilochc", Argentina), VFRJ (Programa de Engenharia 
Nuclear c.la COPPE> c UFPE (Departan1ento de Energia Nuclear), por exemplo, a fazerem uso de tais 
fcnamentas. 

A fi losofia dos método~ pcrturbativos amplamente explorada por Cacuci et ai., ( 1980). Gandini 
(1987} c Andrade Lima (1990), e ntre outros, tem possibilitado obter o coeficiente de sensibilidade de 
um funcional resposta cm relação a parâmetros do sistema estudado. Tal procedimento permite urna 
grande e.:onooua de tempu t.:omputacinnal quando comparado com a metodologia de superfície de 
resposta (procedimento que consiste na execução repetidas vezes do código computaL'Íonal para cada 
variação de parâmetros do sistema a fim de obter uma distribuição do funcional resposta). O coeficiente 
de sen!.ibihdadc obtido pelos métodos penurbativos, linear na aproximação mais simples, pennite 
determinar o compot1amcnto do funcional resposta com uma única execução do programa. 

O presente trabalho tem como objelivos: aplicur o formalismo matricial de teoria de petturbação a 
um modelo simplificado do canal quente de PWR's, obtendo o sistema matricial adjunto e a expressão 
geral do coeficiente de sensibilidade: realLZ.ar cált.:ulos de sensibilidade dos seguintes funcionais: 

a Valor médio da pressão do refrigerante ao longo do canal quente; 
b Valor da pressão do refrigerante na posição axial central do canal quente: 
c Valor médio da cntalpia do refrigerante ao longo do canal quente: 
d Valor da entalpia do reftigerantc na posição axial central do canal quente; 

em relação ao~ seguintes parâmetros: veloctdade do refrigerante na entrada do canal quente. massa 
espccffica do refrigerante na entrada do t.:<mal quente. pressão do refrigerante na entrada do canal 
quente. cntalpia do refrigerante na entrada do canal quente e diâmetro hidráulico do canal quente: e. 
finalmente. c,·idenciar a boa representatividade do fomtalismo matricial em relação à descrição do 
sistema pcnurbado, bem como suas facilidades e limitações. 

Modelo Termohidráulico do Canal Quente 

Modelo 

O modelo adotado para an:íli!<e de sensibilidade simula o compot1amcnto termohidráulicn do canal 
quente do núcleo de um úpico PWR. 

Ele fornece as grandezas tennohidr.íulicas do refrigerante no canal quente c a distribuição de 
temperatura na~ varetas combuMfveis constituintes (Belém, 1993). No presente trabalho, somente 
variáveis re lativa:. ao canal de escoamento 1.erão w nsideradas para efeito de análise de sensibilidade . 

Na operação normal de um úpico PWR. as principais condições verificadas e adotadas no modelo 
são: 

a Condições de escoamento: 
a. J Regime de escoamento turbulento e permanente; 
a.2 Processo de trans ferência de calor por "mixing" (transferência de energia sem troca de massa 

fluida) despre,...fvcl cm relação ao processo de lransfcrência de calor por "c.:rossf1ow'" (transferência de 
energia com troca de massa Jluida). 

b Condições de gera~tãn térmiça: 
b.l Região combustfvd: geração de potência térmica volumétrica obedece a uma distribuição 

scnoidal ao longo da vareta e a transferência de calor do combustível para o espaço anular é por 
convecção natural: 

b.2 Região espaço anular: não existe gerJçãn de potência térmica no gás contido no espaço anular e 
o aquecimento é devido à propagação de calor por condução. A transferência de calor do gás para o 
reve~timentn é por convecção natural ; 

h.3 Regiiio revestimento: não existe geração de potência ténnica e o aquecimento é devido à 
propagação de calor por condução. A transferência de calor do revestimento para o refrigerante é por 
con vecçãu forçada. 
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O modelo admite ainda as seguinte~ h.ipóteses: (i) Potência tém1ica nominal: (Ü) Barras de controle 
retiradas e (iii) Ausência de venenos (xenônio e índio, por exemplo). 

Metodologia de Simulação 

O modelo divide o canal quente em volumes de controle ao longo de todo o comprimento de uma 
vareta combustível (Figura I). O sentido da posição axial crescente de cada elemento de volume 
corresponde ao sentido de escoamento do refrigerante no canal. Através das condições iniciais do 
refrigerante na entrada do reator e das equações de conservação da massa, da quantidade de movimento 
linear e da energia, são detcrm.inadas as condições de saída de cada volume de controle, as quais 
definem as condições de entrada do volume. subseqüente. O processo é repetido até o topo da vareta. 

-----7 
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Fig. 1 lnteraçào entre dois canais adjacentes com fronteira laterais abertas 

Equações de Conservação 

As equações de conservação para cada volume de controle são: 
a)Lei da conservaç.âo da massa: 

h)l.ei da conservação da quantidade de movimento linear: 

(I) 

(2) 

onde, P1. e w representam, respeçtivamcnte, a perda de pressão localizada c a vazão mássica lateral 
("crossflow'') c a barm horizontal sobre qualquer grandeza, doravante, significa a média aritmética 
entre os valores de entrada e saída no volume de controle desta grandeza. 

c)Lci da conservação da energia: 

(3) 

Os valores de PL c w obtidos de Belém ( 1993). são: 
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e, 

., 
PLCIJ =(m)p,,v; /2 

w= PovoAc - -
( 

I I ) 
1+0.653Sa., 1+0.6535aJ 
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(4) 

(5) 

cm que p0 c v0 são. rt!Spcctivamente. a massa específica c a velocidade do refrigerante nn entrada do 
canal c as constantes da Eq. (5) tiveram valores determinados a partir do sistema internacional (Sl). 

Para realização dos cálculos, siío admitidas algumas hipóteses simplificadoras: 
H I Na Eq.(2), o tcnno w v I A, é considerado desprezível cm relação aos demais; 
H2 Na P..q. (3), o termo wh é considerado desprezível em relação aos demais; 
H3 As grandezas tcrmohidráulicas do refrigerante cm um volume de controle são calculadas a 

partir da entalpia na safd<~ em virtude de ser um parâmetro de maior faci lidade de obtenção: 
para isso, na Eq. {3), são consideradas a massa específica e a velocidade na saida iguais a 
massa específica e velocidade na entrada; 

H4 Os fenômenos de convecção natural do combustível para o gás contido no espaço anular e 
deste pam o revestimentn. além dos fenômenos de propaga~iio de calor por condução e 
imtdiação no gás, são levados em consideração pelo uso do coeficiente global de transferênda 
de calor no espaço anular (Belém. 1993 ); 

H5 Os parâmetros coeficiente glohal de transferência de calor no espaço anular e condutividade do 
revestimento são considerados constantes. 

Diante destas hipóteses, o programa T ERMHIDR (Maciel, 1995), desenvolvido em linguagem de 
programação PASCAL. haseado no modelo proposto. e fetua o cálculo das grandezas tennvhidráulicas. 

Aplicação - Formalismo Matricial 

Introdução 

O uso do formalismo matricial é adequado para sis temas discretizados. A aplicação deste ao modelo 
cm estudo tem como finalidade a determinação do coeficiente de sensibilidade par.~ um funcional 
genérico em relação a um parâmetro de interesse. 

Representação Matricial 

As funções de estado escolhidas no presente trabalho foram: massa específica, pressão c entalpia do 
rd'riger.:mte. As Eqs. (I), (2) e (3 ). com as hipóteses simplificadoras adotadas. são. então, escritas 
matricialmcnte como segue (Maciel. 1995): 

a)Conscrvação da massa: 

<attlj.1+tPj+l +(nt:!lj.j+lpj+l +(a,:~>j.j+l hj+ l + 

(/Jj 1) j .j+l Pj + (bt2l ) . .Jtl PJ+ (bt 3) ;.J+ I hj = (dt )j.j+l (6) 

cm que: 

(6a) 
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b) Conservação da quantidade de movimento linear: 

( 0 21 J,.j+l P j - 1 + ta22 l j._1+l Pi+ I + (a23}j.j+l h.i+l + 

(b21) j .}-1 P.1 + tb22 ) ;.;ti Pj + (bn) j..i+l hi = (d 2) j.j+J (7) 

em que: 
") ') 

vf+l . .ó..-: ~ "J+I ~z(g) 
lG"lJ) · 1 = - - ·- -/--(v · +v·+J)- - <k)(ex)--- --·-: 
. - ; ._1+ 2 . 16Dh 1 1 . 2 2 

(an);,,+l =-1.0: (a23 )J.i+L =0.0: 

"") ') 'l 

VJ ~;: , ) v; VJ ,1z(R) 
tb21 !J.J+ I = +-

2
· - .f 

160 
<v;+ v.i+l , - - (l)(cgs+co)--(m)(cg)-'- - - -"·-; 

h 2 2 2 

(7a) 

c)Conscrvação da energia: 

Ja~ J) j .j+ l P jH +(a 32) j.j 11 Pi r1 + (aJ.d j.j+l h j+l + 

(b31lj.j+IP1 +(b>'2lj, j+lpj + (b:u >j ,j+lhj =(d3lj,J+I (8) 

cm que: 

(8a) 

As funções características k. I c m (assumindo valores I ou 0) são introduzidas para ~ consideração 
ou não de determinada perda localizada. 

O sistema de equações conservativas pode ser agora escrito mat.ricialmente como (Maciel. 1995): 

(9) 

As mau'izes [A] e [B I são formadas pelos coefi cientes a,1 e b,1 das Eqs. ( 6a). (7a) e (8a). A F.Á1uaçâo 
(9) permite obter os valores das grandezas na safda do volume de controle a partir daqueles já 
determinados na entrada do mesmo. 

Diferencial Total 

O comportamento do sistema cm relação a um parâmetro arbitrário p é avaliado mediante o cálculo 
da diferencial total em relação a este. Apó~ esta operação, é possível escrever o seguinte sistema 
(Macicl. I 995 ): 

( 10) 

em que /; f' é a derivada de f wm relação ao parâmel.J.'o p e [.d.i.J+I é formada pelos elementos: 
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,2 2 
' J+l t..z 2 vJ+i ê.z(g) 

(é, I) · ·· I =---- J - -(v ·+v· J) -(k)(t'X)-----; 
~ J .J 2 16Dtz .I .f+ 2 2 

(!Oa) 

e fft) 1· i+i por: 

(/Jiilj.j+l =vj; (/3J2)j.j+i =0,0; (fJJ 3 lj.j-tl =0,0; 

2 .2 2 
"J ÔZ 2 Vj Vj L\.;(g) (/3...,,) · 1 = +--/--(v· +v '+J) - (l)(cKs+co)--(m)(cg) - - -·-

- ;.;~ 2 l6D11 1 1 2 2 2 

<1322 ) J.j+l = 1,0: ( IOb) 

Os termos <rm) j.j+i do vetor Yj.j+i dependem dos parâmetros a serem considerados na análise 

(Maciel. 1995). A Equação (10) pode ser escri ta de uma forma mais compacta supondo que o vetor 

<!r 17 )o seja conhecido. Para cadaj é válido o seguinte desenvolvimt:nto: 

Logo. admitindo o termo [/3 )0_1 <.ft P )o agrupado no segundo membro da equação para j = O. é 

possível escrever a seguinte equação matricial : 

[r l J.J+t t <],,) J+t} = { (S) J.J ... t l . (II) 

com lT ]
1

. !+i sendo a matriz dos coeficientes, { <f1 P) j+l} o vetor de estado derivado e { (S) j.j+l} o 

vetor de fonte da equação derivada matricial (Maciel, 1995). 
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Sistema Adjunto 

O sistema adju11to é obtido pela multiplicação matricial do sistema derivado, Eq. ( 11 ), pela 

transposta do vetor coluna adjunto. { (j*)~·+l }T. (Macicl. L995). Ou seja, 

(12) 

em que: 

{(j*)j+1l =Vt J; ... J~} éovetorlinhaadjwlto. (12a) 

Em seguida, a Eq. ( 12) é transposta resultando cm (Maciel. 1995): 

(l3) 

O produto [T~.j+l{(/)j+ J} é por defmição o vctor de fonte {(i))+J} (ou {(S+)j+J}) do 

sistema adjunto. A equação adjunta a ser resolvida é definida. então, por: 

l Ir -* -
T . _1((j >,tJ}={<F>JtJl .j=O .. J-1 j.J ~ . 

(14) 

cm que: 

F;} é o vetor coluna de fonte da adjunta. dcfwida pelo funcional 

resposta. Esta última equação depende apenas do funcional em estudo. 
A Equaçi.io ( 13) pode ser reescrita como: 

(15) 

A Eq. (14) conduz ao seguinte desenvolvimento: 

para j variando de O até J-2, que pode ser escrita na forma matricial como: 

(16) 

com j variando de O até J-2. 

-* -A f..quação ( 16). com a imposição da condição final f )+I = O'r:/j ~ (J - I) . fornece: 

-* r 1-1 - 11-1 l 1 - * f j+l = ê.Jj.)+l F;+l- ê.JJ.}+I f3 )+1.)+2/ )+2 (17) 
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Coeficiente de Sensibilidade 

A expressão geral do coeficiente de sensibilidade é obtida a partir da defiuição do funcional. 
Sendo um funcional R representado por: 

R = ±~Ut)xflj+t(f2i)xf2j+ .. ·+t(f11j)Xj~1.i~ ou R= ± (i")j(f)j , (18) 

j=O j=O 

cm que: 

( 18a) 

t<ftjl. t(h;), .... e r(f111 ) associados às respectivas componentes do vctor de estado, definidos 

pelo Lipo de funcional resposta. 
A sensibilidade da resposta é avaliada pela derivação da Eq. (18) em relação a um parâmetro 

genérico p. Logo, 

O segundo termo do membro direi. to da Eq. ( 19) pode ser escrito como: 

.I 

L (F>). Cft 1,>.i = { <i}j .. , { { <]; P) J+I> +<h~ <ft P )o 

j=O 

(19) 

(19a) 

É possível obter uma expressão mais simples para o coeficiente de sensibilidade seguindo os 
seguintes passos: 

a Efetuar a transposta ~obre a Eq. ( 15)i 
b Substituir a transposta da Eq. ( 15) no segundo membro da Eq. (19a): 
c Substituir a equação resultante do item .!2 no segundo membro da Eq. ( 19). 

Após estas operações, a expressão genérica do coeficiente de sensibilidade é (Maciel, 1995): 

J 

: = {(/ * 1~+1 { {(.~) J.i+l )+ L<Ft p >~ (j)i +<h{; (f; p >o 
j=l) 

ou ainda. 

cm que todos os termo~ são conhecidos. 

Exemplo de Simulação 

(20) 

(20a) 

O exemplo estudado oa ~plicação do modelo foi a simulação do canal quente do núcleo do reator da 
Central Nuclear Almirante Alvaro AJberto, wlidade Angra- I, descrito no Relatório Final de Análise de 
Segurança r'l::inal S.afety _ànalysis Ecport''- PSAR). citado por Belém ( 1993}. 
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As características de projeto da unidade Angra-! utilizadas na simulação do canal quente são 
fornecidas na Tabela I . Apenas os símbolos das variáveis que aparecem no presente trabalho são 
exibidos wm o intuito de simplificar o texto. 

Para completar os dados necessários à execução do programa TERMHIDR, são introduzidos os 
parâmetros ffsi<.:os e genmétri<.:ns gerais do sistema. Estes são entendidos como todos os dados físicos 
complementares que não fazem parle diretamente dos dados de projeto da unidade Anb'Ta- I. Assim, 
dados como entalpia de liquido saturado e de vapor saturado do refrigerante são parâmetros do sistema 
necessários à descrição de fenômenos admitidos no modelo e que não são característicos da Tabela I. 

Tabela 1 Dados de projeto do núcleo da unidade Angra-1 

Parâmetro de projeto Valor 
Altura das varetas combustrveis (Hei (m] 3.60 
Área de escoamento do refrigerante (Acl. [m2

) 0,0000809 
Coeficiente de perda de pressão nas grades aletadas (cg) 2,276 
Coeficiente de perda de pressão nas grades sem aJetas (cgs) 1,029 
Coeficiente de perda de pressão por contração brusca (co) 0,4 
Coeficiente de perda de pressão por expansão brusca (ex) 1 
Coeficiente global de transferência de calor (W/(m2 .°C)] 8000 
Condutividade térmica do revestimento de Zlrcaloy (W/(m0 .C)} 13,0 
Constante de difusão do combustível (U02l [m] 0,00352 
Diâmetro hidráulico do canal quente (Oh) [m] 0,01085 
Espessura do revestimento. m 0,0005715 
Fator de efeito de fiuxo não uniforme 1.07 
~~~~~00~ ~ 

Fator de efeito de parede não aquecida 1.0 
Fator de pico axial de potência 1.55 
Fato r de pico radial de potência 1.55 
Fator multiplicativo corretivo do DNBR 0.81 
Fluxo mássico do refrigerante na entrada do canal quente [Kg/(m2.s)l 3512.3 
Fluxo térmico médio na supertlcie extema da vareta [W/m21 590226,0 
Perímetro molhado do canal quente (Pm), [m] 0.03 

7 
Pressão do refrigerante na entrada do canal quente (Pol [Nim21 1,573x10 _

3 
Ra1o da pastilha combustível [m] 4,09575x1o_

3 
Ra1o externo do revestimento [mi 4,83235x10 
Seção de chO(Iue macroscópica de absorção do combustívellm·'i 55.4 
Temperatura do refrigerante na entrada do canal quente [C] 287.5 
Velocidade do refrigerante na entrada do c~!!.~J!nle.~.l!:!)~.---------4'-',7, ___ _ 

Desta forma. os dados relativos aos parâmetms físicos e geométricos gerais são fornecidos na 
Tabela 2. 

Tabela 2 Parâmetros físicos e geométricos gerais 

Parâmetro físico 
Aceleração local da gravidade (g) [mls' ] 
Calor especffico do refrigerante à pressão constante (J/(Kg°C)] 
Coeficiente de difusão térmica da grade espaçadora 
Condutividade térmica do refrigerante na entrada do canal [W/(m°C)) 
Entalpia do líquido saturado [JfKg] 
Entatpia do refrigerante na entrada do canal (hol [J/Kg] 
Entatpia do vapor saturado [J/Kgj 

Massa específica do refrigerante na entrada do canal <Pol [Kglm3
] 

Número de volumes de controle entre duas grades espaçadoras 

Passo axial de simulação (flz) [mJ 
Viscosidade do refrigerante na entrada do canal IKg/(s.m)] 
Volume especifico do líquido saturado [m3/Kg[ 
Volume específico do vapor saturado [m3/Kgl 

Valor 
9,8 

5782,0 
0.038 
0.5778 

1616084 
1278144 
2605086 

747,3 

5 
0.1 

0,000098 
0,001663 
0,01024 
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Finalmcme. a vareta combuslivcl foi dividida em 36 volumes de controle c a origem do sistema de 
co<1rdcnadas axial foi adotada na entrada do canal quente. 

Casos para Análise de Sensibilidade 

Funcionais Estudados 

As re.~po~ta~ csrudac.las nn presente trabalho, na tentativa de explorar funcionais médios e pontuais, 
foram: 

1 )Valor da pressão média <10 longo do canal quente: 

(21) 

Para esta definição do valor da pressão média, o termo de fome do sistema adjunto e. por 
.::onseqüência. das Eqs. ( 14 ), ( 17) e (20a) é: 

j 0.0 ) 
F1 = k.t llc 

0.0 

2)Valor da prc~~ão na posição axial central do canal quente: 

Da mesma forma. 

F = r lo. o) 
.I (;,() 

com y ~atisfazendo: 

e, 

{
·o v z::~; Hc /2 

y = J v < = 1-lc/2 

3 )Valor da cntalpia média ao longo du t:anal quente: 

./-I ~ JPJll h = -~ {o.o o. o ô: 1 H c}x 
1 
=~ 

(21a) 

(22) 

(22a) 

(22b) 

(23} 
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l 0.0 l 
F i:: 0.0 

. &tHcJ 
(23a) 

4)Valor da entalpia na posição axial central do canal quente: 

hz = t l{o,o o. o .v}x j ~~ ll 
;-0 h · J 

(24) 

e. 

(24a) 

com y satisfazendo o critério da Eq. (22b). 

Parâmetros de Interesse 

Os parâJ.11etros para cálculos de sensibilidade foram: 

• Po. massa e!;pecfl'ica do refrigerante na entrada do canal; 

• Po. pressão do refrigerante na entrada do canal; 

• ho . entalpia do refrigerante na entrada do canal; 

• vo. velocidade do refrigerante na entrada do canal; 

• Dh, diâmetro hidráulico do canal. 

Sistema Derivado e Cálculos de Sensibilidade 

Veto r de Estado Derivado na Posição j =o 
O vctor (/tI' )o , necessário ao cálculo do coeficiente de sensibilidade, é obtido pela derivação do 

vetor de estado na posiç.'io j = O cm relação a um parâmetro p. Do exposto, pelos parâmetros definidos 

anteriormente: 
a)Para p * p 0 1\ p "' r 0 1\ p * 110 : 

~ft r )o Y = {o.o o,o o.oY (25) 

bWara p = Po: 

(26) 
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c )Para p = ro: 

{ .fJ {I)() r = {0.0 1.0 o.of (27) 

d)Para p = no : 

~ft ,, >o Y = {u.o o.o r.oY (28) 

Vetores YJ.J+I 

Para a obtenção do vctor de fonte do sistema derivado ( S j.j+l) é necessário o cálculo dos vetares 

componentes j j . j+l . Através da operação de diferenciação total reaJiL.ada anteriormente e verificação 

do" tc::nnos remanescentes. é possível escrever: 

a) Para p = p0 : 

Wj,j+l 

AcPO 

r J.J+' = o.o 
<Y3 ) j,j+l 

com: 

l Qn.t - - -,. 
(YJ ) j.j+ l"' AcPci 

0,0. 

h)Para p = P0 : 

··T 1 }T y J.j+ l = \0.0 0.0 0.0 

r~ 1 .,. 1 ={o.o o.o o.of 

d}Para p = v0 : 

j =O 

-T L 
Yi, _, , , =p, lj.j +l (Y2 ) j. j + l 

em que: 

(29) 

(29a) 

(30) 

(31) 

(32) 
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---po. 
Acvo l
wll.l 

(YI ) , '+I = 11 w . . I 
~ 

A,.. v0 • 

i=O 

214 

(32a) 

. -jf tv. (v0 + v1)p1 +[(l)(cgs+co)vo+(m)(cg)vo - vo+f 6.z (vo+v1>]Po· j=O 
(Y2 >J.J+I- 8D17 8D11 

o.o. j ~o 

c 

{
h0 - h1. 

(y_., )j.j +l = 0,0. 
j =O 

j;tO 

e )Para p = Dh : 

4w}.J+I 

2 
Pm<Dfl) 

ji j, j +l = 
J),z 2 

-J --·-:;· (v +v +I ) (p +p·+l) 
16(D,)~ .I .I 1 1 

4Qj.j+l 

em yue Pm é o perímetro molhado do canal quente. m. 

Cálculos de Sensibilidade 

(32b) 

(32c) 

(33) 

Com o vetor de estado derivado cm j =O c. os vetores Yj,j+l determinados, lembrando que o vetor 

de fonte adjunto derivado segue os mesmos passos das Eqs. (25), (26), (27) e (28), todos os termos 

constituintes do coeficiente de sensibilidade (Eq. (20a)) estão agora com expressões definidas. 
O dlculo dos coeficientes de sensibilidade para cada funcional e parâmetro descritos. bem como o 

dkulo dos valores perturbados dos funcionais resposta, são feitos por uma subrotina CSFM (Maciel, 
1995). em linguagem de programação PASCAL, acoplada ao programa principal TERMHIDR. Tanto o 
programa principal como a subrotina são executados em um microcomputador PC AT-386. 

O tempo computacional gasto pelo programa principal, em modo executável, é em torno de 20 
segundos c pela subrotiua, considerando um funcional c um parâmetro, em torno de 50 segundos. Este 
último le.va cm conta o tempo de intcração com o usuário nas etapas de cscoll1a de funcionais e 
parâ1_11e.tros, além do que das perturbações desejadas para estudo. 

E importante salientar que a eficiência e a rapidez dos fonualismos de perturbação são mais 
significativas para códigos em que o programa principal, simulador do comportamento de um sistema, 
apresenta um tempo computacional de execução maior que o tempo computacional associado aos 
cálculos de sensibilidade, como acontece nos utilizados para análise de segurança em reatores 
nucleares. nos quais modelos os mais gerais possíveis são utilizados. Estes sistemas apresentam um 
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nümero grande de panlmetro~ para estudo e tal análise. pela perturbação direw nestes códigos (alteração 
dos dados de cnLraúa). tomar iam os gastos excessivos. 

No presente trabalho est;J vantagem não é caracteri~tica cm virtude do modelo considerado ser uma 
:-.impliticação da situação n:al encontrada no núcleo de PWR's. No entanto, o tempo computacional 
total gasto (TERMHIDR c CSFM) para os casos escolhidos levou em torno de 20 minutos. o que pode 
ser considerado pequeno. Além disso, a necessidade de várias execuções do programa principal (vinte 
vetes por variação perccmual) foi eliminada, o que constitui outra vantagem. 

Resultados e Análises 

Os coeficientes de scn~ibilidade calculados por CSFM são exibidos na Tabela 3. 
Tabela 3 Coeficientes de sensibilidade 

Funcionais 

Entalpia média Pressão média Entalpia Z Pressão Z 
p h (J/Kg] P (N/m2

) hz IJ/KgJ Pz (N/m~) 
p0 (K!Ym1 · 1,70 -5,80 -1.70 ·5.90 

Po (Nim'J 0 ,00 1.00 0.00 1,00 
ho [JIKgl 1,00 0.00 1,00 0,00 
vo [m/s) · 135,00 -1679.20 ·138.90 ·1727,20 
Dblm] ·156Q.~42.80 1501329.10 -15793361,40 1556794,60 

/ rtroc'tnll~ a ~'K~ctkn.:KI.l "'P~U.t:ll dcl ("~nh• ml',hu ,j.,~.:anal l4u"n~c 

É importante notar, no ~nt.anto, que a Tabela 3 exibe valores relativo~ dos coeficientes de 
sensibilidade (coeficientes dunensionais). Em outras palavras, não são possfveis de serem comparados 
cm escala absoluta. 

No intuito de uma ~:omparaçâo real entre vários parâmetros. a fim de expor as variações 
paramétricas mais críticas de um determin:~do sistema (um dos objctivos da análise de sensibilidade), é 
ro~sívcl definir o coeficiente de scnsibiliilildc absoluto como: 

(,
5
. dR I R REI- _ (}R p lU~ I: 

· A85 :: - - X--
dpl PREF dp RRI·J 

em que; 

CSt\1-.\S é O cocficiclllc de sensibilidade absoluto; 

: é o codic.:tente de sensibilidade relativo: 

RREF é o valor do funcional em estudo não perturbado; 

PRI:F é o valor do par.:imctro em estudo não perturbado. 

(34) 

Ü$ valores não perturbados de funcionais e parâmetros são obtidos pelo c.:onjunto de dados de 
entrada (Tabelas I e 2) sem perturbação no sistema. Eles são exibidos na Tabela 4 a seguir. 

Tabela 4 Valores n lio perturbados 

Grandezas de Interesse 
Entafpia média (J/Kg) 
Pressão média (Nfm~ 

Entalpia em Z [J/Kg] 

Pressão em Z (N/m~ 
p •. (Kglm'] 
P0 (Nim') 
h, (J/Kg] 
v~ [m/s] 
o. (m] 

Valores nlio perturbados 
1493838.60 

16061339,50 
1450508,10 

15630348,30 

747,3 
7 

1.573x10 
1278144 

4.7 
0,01085 
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Através da Eq. (34) e dos resultados da Tabela 4 é possível agora determinar os coeficientes de 
sensibilidade absolutos. Os resultados são c.xibidos na Tabela 5 a seguir. 

Tabela 5 Coeficientes de sensibilidade absolutos 

Funcionais 

Entalpia média Pressão média Entalpia Pressão 

p [J/Kg] [N/m2
] (J/Kg] [N/m~) 

Po [Kgtm3) -0.00085 -0,00027 ·0.000876 -0.00028 

P0 (NJm1 0,00000 0,97900 0,00000 1,01000 
ho [J/KgJ 0,85600 0.00000 0,88100 0,00000 
v0 [m/s] -0.00043 -0.00049 -0.00045 -0.00052 
Db[m] ·0,11300 0,00101 -0.11800 0,00108 

Pela análise da Tabela 5 é verificado que os parâmetros Po e h. são os que mais afelam os funcionais 
escolhidos. havendo. é claro. a restrição para o caso de funcionais que caracterizam funções de estado 
independentes do parâmetro cm estudo (ho e.m relação aos funcionais de pressão e Po em relação aos 
funcionais de entalpia). A maior sensibilidade indicada pelo método perturbativo a estes parâmetros é 
esperada levando cm consideração o fato de terem influência direta no valor do funcional. 

Pela Tabela 5 é também verificado que os parâmetros v. e Pu são os que menos influenciam o 
sistema e o fazem na mesma ordem de grandeza. Uma justificativa para tal comportamento é o fato dos 
termos de ' 'crossflow" serem desprezados nas Eqs. (2) e (3). conduzindo a uma sensibilidade menor do 
sistema (w depende díretamente destes parâmetros). Além disso, ainda pelas hipóteses Hl e H2, o 
sistema é, aparentemente, pouco sensfvel a estes devido às pequenas contribuições que fornecem às 
equações de conservação. 

Por fim , o parâmetro Oh tem razoável influência sobre o sistema, apresentando, no entanto, uma 
ação perturbativa maior com relação aos fimcionais ligados a entalpia. Isto é aceitável em virtude deste 
parámetro ser utilizado em um bom número de correlações. utilizadas pelo modelo, de determinação de 
grande7.a$ referentes à transferência de calor no sistema (coeficiente de transferência de calor entre 
revestimento e refrigerante. por exemplo). O falo de sua presença no cálculo dos coeficientes de atrito 
isotérmico e não isotérmico e a lemhrança que os termos de perda de pressão desta natureza. em um 
sistema, representam parcelas significativas, conduzem a uma coerência dos resultados oblidos. 

Os resultados perturbados provindos do formalismo matricial e da variação direta no modelo são 
exibidos nas Tabelas 6 e 7 a seguir. 

Tabela 6 Dados dos funcionais relativos à entalpia 

Funcional [J/Kg] Funcional (J/Kg] 

p Õp/p~ PD FM Erro PD FM Erro 

(x100) (x1o·' l (x10 3) (%) (x10 3 ) (x10'') (%) 

PO· +10% ·0.06 ·0,13 0.01 ·0.06 -0.13 0.01 
-1 0% 0,07 0,13 < 0.01 0.07 0,13 < O,Q1 

(Kg/m3
J 

Po +10%. -0.90 0.00 0,06 ·0,80 0,00 0,06 

(Ni rn') -10% 0,96 0.00 0,06 1,05 0,00 0.07 

h o +10'%. 136.69 127.81 0.54 132.08 127.81 0 ,27 

(J/Kg] -10% -134,69 -127.81 0,51 · 128,62 ·127.81 0,06 

v o +10~0 -0.06 -0,06 0.00 -0,06 ·0,07 <0,01 

[m!s) -10% 0,07 0.06 < 0.01 0,07 0,07 0 ,00 

oh +10% ·17,71 ·16,93 0,05 -16.65 -17.14 0.03 

(m) · 10% 19.94 16,93 0,12 18.75 17.14 0.11 

ÔPIPo. Vartaç-ão relanva percenLual 
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Tabela 7 Dados dos funcionais relativos à pressão 

Funcional jN/m21 Funcional [N/m2) 

Õptpo pq4 F~4 Erro PD-4 F~4 Erro p 
(x100) (X10 ) (x10 ) (%) (x10 ) (x10 ) (%) 

Po· +10% -1.06 .0,04 0,06 ·1.00 ·0.04 0,06 

(Kgtm'J ·10% 1.06 0.04 0,06 1.00 0,04 0.06 

Po +10'%, 161 .62 157.30 0,25 157,27 157.30 0.00 

(Nim2
) ·10% ·161 ,58 ·157.30 0,30 -157,18 ·157,30 

0,01 

h o +10% ·0,10 0.00 0,01 ·0,21 0,00 0,01 

(J/Kg] ·10% 0.15 0.00 0,01 0,28 0.00 
0.02 

v o +10'l'o -1.10 ·0,08 0.06 ·1,04 ·0,08 0,06 

lmis] ·10% 1,09 0.08 0.06 1,03 0 ,08 
0.06 

oh +10% 0.20 0,16 <0,01 0.20 0 .17 <0.01 

[mJ ·10% -0,23 ·0,16 <001 -0.24 -o 17 < 0.01 

A Tabela 6 exibe o~ resultados obtidos para os funcionais associados à entalpia do fluido 
refrigerante. As coluna.~ referenciadas como " PD'' exibem as diferenças entre o valor obtido pela 
simulação direta no modelo e o valor de referência do funcional respo!>ta. As coluna~ referenciadas 
como ''FM" exibem as diferenças entre o valor obtido pelo formalismo matricial e o mesmo valor de 
referência do funcional respo~la. Finalmente, para uma análise do c1ro relativo entre o valor perturbado 
via formali~mo matricial e u valor perturbado via alteração dircta no modelo. tendo este último como 
valor padrão. são exjbidas as colunas referenciadas como "ERRO" a fun de evidenciar a precisão do 
método pemtrbativo. 

Na Tabela 7 são realizados os mesmos cákulos da Tabela 6. envolvendo agora os funcionais 
relativos à pressão do refrigerante. 

No:-. resultados das Tabelas 6 c 7, são mostrados m; ~ina is resultantes das variações estudada.~. Isto 
visa fornecer informações qualitativas a respeito do acréscimo ou do decréscimo do funcional 
perturbado cm relação ao seu valor de referência e. as~im, possibilitar a anál ise do formalismo matricial 
quamo a ~ua repre.~entatividade do comportamento do funcional. 

Pela anál ise das Tabelas 6 c 7, o formaljsmo matricial fornece os seguintes resultados relativos ao 
sistema pctturbado: 

a Erros relativos baixos (no geral inferiores a I% ), indicando boa precisão: 

b Descrição correta (ver sinais ) do comportamento dos funcionais. evidenciando, a priori. boas 
caraclcrfsticas de representatividade; 

c Funcionais relativos à prt::-.são com maior sensibi lidade a P. c os funcionais relativos a entalpia 
com maior sensibiüdade a h0• como esperado. Para estes ca~os. também são detectadas as 
maiores variações absolutas do estudo. indicando, assim. que P. c b., representam parâmetros 
críticos do sistema; 

d Funcionais relativos à prc~são apresenlam erros perccnruais em relação à Po e v. maiores que a 
Dh· Novan1entc é plausível aceitar a nllo consideração do termo de ''crossflow" como 
responsável por taJ discrepância. No entanto. os erros decorrentes de lal hipótese não 
rcprrsentam valores expressivos no ãmhitv geral: 

e As variações decorrentes de v, e P• apresentam valores pequenos e na mesma ordem de grandeza 
para um dado funcional, ratificando a análise feita a respeito da Tabela 5: 

f O parâmetro D,, ratilica sua contribuição mais significante do 4ue os parâmetros v, e p0 para os 
funcionais a~sociados à cntalpia do refrigeramc. isto conduz a uma m<lior aceitação da hipótese 
I 12. 
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Conclusões 
As principai!> conclusões do trabalho ~ão: 

a) A determinação do coeficiente de sensibi lidade absoluto constitui uma importante etapa na 
identificação dos parâmetros de maior relevância no valor de um fw1cional perturbado; 

b) Os rc~ultados ohtidos demonstraram o formalismo matricial de teoria de perturbação com boa 
representatividade para a maioria dos casos estudados; 

c) Em alguns casos a exatidão dos n:sultados foi muita boa e na maioria o fonnal.ismo apresentou 
hua precisão e exatidão: 

d) Os parâmetros mais relevantes para os funcionais escolhidos foram P. e h.: 

e) Uma desvantagem do método ficou evidenciada na Limitação deste em descrever sistemas não 
bem comportados devido as suas caracterfsticas de linearização. Teorias de perturbação de 
ordens superiores podem atenuar tal discrepância. 
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Abstract 
1/w beluJI"ior •if Ctc/llt'IIIIS po/_Hu rtlmnidr wlu1ion.1 ( lqapol PA 1 in 1/w reduclíon of viscous fr~r ·rimo ;,, lurhulem pipe 

Jln" '" e.tperinwnllllly anallw·J. /Jtw /olhe polwner addiuon, 11 r(liucrion of 30~· can he. verific>d in lhe Darcy f riction 
}iwtor /for I'Oitu'.' of rlw Neynr•lds number armmd Rt·~5.Jd wul c:nncentralirms <C~) hi}(hn than 70 ppm (up UJ 110 
ppm/. An equorim1 ;,, pre.1enred for/ as a funclion o( rhe Rewwlds number (llrd lhe conceruratinn. 1ijffáing from 
erpenmt'ntal rew!JS 7- 9%111 m ·emgt' 
·1 "o e.rpression.s of ti li' litl' rurure are n •a/uated: rhe Vnrrin.1~ayo ',,. equatton wtd the 'li1m ·., xenero/ corrl.'lalum. A 
good agreenw111 h'llh the Vortms~aya ·.r equallrut "'~~·'· Clbtamed. wilh dijjàencr·s ufa/mui 10% in 1/w ranfif •11' lhe 
e.rprttllll'nls r·arried 0111. 1/owc\'1'1' lhe 'Jiun ' 1 J,'lmeral corri'IOIIflll dot'.1· no/ apply for Jl1e r·,m<fililms cif lhe prescnl 
III/di'. 

Kq"wurds: Dru.~ R"ducli11n. Turbulence. Veiof'IIV f'rojile~. Polwnu Solwion.1. 

Resumo 
:\'e.1ll' traballw uno/iso-se t'.tfJI'Timentalmentl' u 11tj7ut'ncia do U\f' de soluçá<'·' poliméricas (rJ~:ua e po/iac:rilmmda} de 
lqapal PA 11u reli.•·thrcia hidrtluliw i/e um escuamenro wrbttlento ntl Htbulu(·iie.,. De~·ido a w:liçào dr• fiiJifmeros 
1 "' ificu ·se unw dimimuriio do nnjit Íl'lrle de perda de carga tNÚI't'rSal f da ordem de .W'*- pum .-a/ores dt• Re = 
5. /lt e CC>m.:entra< 1i n I C. i mui~~res do que 70 ppm (ati 110 ppm). Apresenw-se 1111111 t'quação para detl!nninar f 
1'/llllr) (tm\·üu Jo JI/UIIt'T(I de Rt-wrC>Id.s e da <OII('t'fllm('tio ('/IIII di{uenças mrdin\ IIII faixa de 7 -9% ('1)/11 rp/açãu (/()' 
re.\11/tad<>S experim<'llllll.<. 
Vu11.1 r·xpres.Hk.' tia lileratura suo m·aliadas: a r•quaçnC> de \lortinsJ.nya e a cnrrt•lnçào gertrl dt• Tam, nbt('Jido-se boa 
nHww·dán.-iu ""cuJa da utifi:.tt\fi" da equação de Vortin.<kayu. rom diferenças da ordem i/(' ln°k. puro a .faixa dos 
nperimentos l'(eruudo.~. Todm·w. •·t•ri.fica-se <JIIl' " rorre/rJriio geral de Tum náo .1e opliro p<lra as condiç1Je.ç do 
rrre~ente t'SIIIllfl. 
Palavras-chaY~: Redrcràr> de :Irmo, Furhul~nno. Pufis dt• Vc•lrwidade. Solurrief l'olimlrica.f. 

Introdução 
A adição de polímeros a um cscoamcnto turbulento provoca diminuições do coeficiente de perda de 

carga unive~al. f. tomando tecnologicamente atrativa sua aplicação nos escoamentos hidráulicos em 
condutos forçados. Os polímeros. quando adicionados a água. permitem acréscimos significativos das 
vazões volumétricas, em comparação com as vazões dos escoamentos hidráuljcos turbulentos (água 
pura L para o~ mc:.mos f,rrddicntes de pressão. 

Embora a bibliogmfia rcnita de forma ampla a:. aplicações práticas da adição de polímeros. que 
inclui diversas áreas tecnológicas. tais como: tran~portc de sólidos a longa distãncia, biomedicina. 
agri<.:ultura. indúslria de minério.~ c de petróleo, escoamento e tratamento de esgotos etc, os mecanismos 
que governam o processo de redução de atrito por adição dc polímeros, ainda hoje, não est.'io totalmente 
esclarecidos. Existem duas abordagens fundamentais para v estudo do problema: a abordagem 
molecular e a abordagem da dinâmica dos Ou idos (considerados estes como meios conúnuos). 

No esrudo da teoria da camada lim1tc. normalmente é importante definir a força de arra.~to, Fr> , que 
atua sobre as fronteiras sólidas imersas cm uma corrente fluida c consequentemente o respectivo 
coefi (·icnte de arntsto, C .. Apesar do termo "drag reduction" (literalmente traduzido como reduc.:ão de 
arrasto) relacionar-se. em ~:!r!dpio. com a diminuição do coeficiente Cn. ao longo da bibliografia 
Manuscript recewed. April 1996. Technical Edítor Angeta Ourívro Nieclcele. 
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con~ultada encontramos que este tenno e:.tá muito mais associado à redução do coeficiente de perda de 
carga f e do coeficiente de atrito. C:. coelic1enteq estes de maior interesse na análise de escoamentos 
turbulentos em condutos forçados. Portanto. neste trabalho, utili7.ar-sc-á. indiferentemente. o termo 
Redução de Arrasto ou Redução de Au·ito (R.A.). significando portanto. a redução do coeficiente de 
perda de carga universal . .f. 

F.~tc trabalho tem por objetivo estudar a~ caractcrfsticas redutoras de atrito da poliacrilamida lqapol 
PA para es(;oamentos turbulentos em condutos forçados. assím como apresentar uma comparação dos 
resultados obtidos com aquele.s disponíveis na literatura consultada. 

O estudo experimental foi feito através da determinação da relação t1p vs Q e dos perfis de 
velocidade. Esta é a forma de análise mais comum registrada na literarura , já que estas medições são 
relativamente simples de serem obtidas, embora não oferecendo informaçõe~ detalhadas, necess<írias 
para a de'\Criçiío do complexo comportamento dos escoamentos turbulento~ nas proximidades das 
parede~ da tubulação. 

O Fenômeno da Redução de Atrito: Uma Visão Geral 
A e~-;ência da definição de redução de atrito por adição de polímeros pode ser explicada da seguinte 

forma: em cert<.~~ condições. um escoamento turbulcmo de soluçõ.:s soluto-solvente precisa de uma 
mcuor energia quando comparado com o escoamento turbulento do solvente puro. Desta fom1a. a R.A. 
pode ser definida (;(Jmo qualquer modificação cm um escoamento qu.: resulte numa modificação da t.axa 
de perda de energia. 

Sabe-se que a R.A. é um fenômeno que ocon·c na região de parede (O<Y'" < I 00) . Todavia, devido à 
pequena cspcs~ura desta região, as pesquisas experimentais sobre as nmdifk<tçõcs nas escalas de 
turbull:ncia que ocorrem no~ escoamentos turbulentos. provocadas pela adição de polfmeros, necessitam 
de instrumcmo~ de medição de velocidade instantânea (média c flutuações), cuja res(llução permita 
mediçõe:-. precil.al> na camada limite do escoamento. Em termos práticos. i!>to resulta em algumas 
limitações no uso de medidores de velocidade convencionais, privilegiando o uso do~ Sistemas de 
Anemometria Laser. 

As primeiras noções sobre este fenômeno foram registradas no final da década de 40, quando foram 
publicados os resul tados de Toms ( 194R) demonstrando que o escoamento de soluções poliméricas 
(:-.oluçõ(:s diluída~ de polimetilmctacrilato em monnclorobenzeno como solvente) cm conduto1> forçado~ 
precisam de menor energia por unidade de vazão vvlumét.rica que o solvente puro. Outros estudos 
posteriores Cl1DI1rmararn este fenômeno. que ficou wnhecido na literatura como "efeito Toms". 

Desde então um sério esforço investigativo tem sido dispcndido, no sentido de tentar obter uma 
generalização dll estudo deste fenômeno. tendo cm vista a utiliz.ação cada vez maior de substâncias 
redutoras de atrito na indústria. 

-- Nomenclatura 
A Coefterente nas relações 11 K Coelrciente nas relações 11 f3c "- CoefiCrente nas relações 16 

e 12 · e 13- e 18 -
A, DesviOs aleatórios · L Compnmento da seção de ô Declividade do perlil de 
B, Dosv10s sistemáticos - teslo, m veloc adimens10nalizado -
c Constante adlmensional o Vazãovolumétnca, m3/s f Coeficiente na relação 21 · 

definida na equação 5 - R e Numero de Re~nolds - '{I Coeficiente de Eficiência da 
C c: Coehcrente de arrasto - T Constante na eterminação Redução de Arrasto -
C, Coefterento de atnto · 

U' 
de 11..1..0.2 ) · r Pes9 específico do ftuido 

C v Concentração volumélrica. Velocrdade local Nlm 
% ad1mensionalisada (u/ u·) - I' Viscosidade cinemática do 

Cw Concentração em peso. ppm u Velocidade média do fluido, m Is o Diâmetro rnterno da escoamento, m/s rw Tens&o de c!sathamento de 
lubula~ão. m U· Velocidade de alríto m/s parede, N/m o ... Díãme ro eletivo da molécula u " Velocidade média local axial ilp Queda de pressão. N/m2 
em solução, m m/s l.IH Perda de carga, m e Rugosidade absoluta da u' Componente Flutuante da 
tubulação. m velocidade u, m/s í Coeficiente nas relações 16, 

19 e 20-
I CoeiiC•ente de perda de v' Componente Flutuante da 

Sobrescritos carga • velocidade v, m/s 
= Relativo ao ln feio da Fo Fo; de a11asto, N y Drstãncia da parede m 

Redução de Atrito g Ac eraçào da gravrdade Numero de Reynolds de 
Atrito (y u·/vJ · + = Relatrvo às coordenadas de 

ITVS parede /, Incertezas na determinação w· Número de ondé\s no 1nício Subscntos 
de ( - do R A (u.J\o). m· s Relativo ao solvente 

11.. Número de onda d•ssipativo u CoefiCiente nas relações 16 p Relativo ao polfmero 
(T. u-lv). m' e 17 · w Na parede 
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Confonne mencionado anteriormente. existem duas abordagens básicas para o estudo deste 
fenômeno: a abordagem molecular c a abordagem da dinâmica dos meios contínuos. Embora os estudos 
de interpretação fenomenológica da R.A. tenham se iniciado na década de 60, pesquisas especfficas 
relativas aos aspectos químicos, mecânicos c hidrodinâmicor- asst>ciados ao fenômeno e 
consequentemente a resp<~ctiva interpretação da dimi.nuição da resistência hidráulica necessitam ser 
aprimoradas. 

Em um trabalho mais recente Stupin (1990) retoma a discussão das abordagens para a análise da 
R.A. Apoiado na abordagem da dinâmica dos meios contínuos, destaca a utilir.ação das equações 
constitutivas do escoamento niio-Ne>w1oniano. enfatizando. no entanto. a necessidade de um modelo 
reológico não-linear que possa descrever adequadamente o comportamento das soluções poliméricas. 
Por outro lado. Stupin 0990) destaca que a análise teórica da R.A. pode seguir um caminho que ele 
denomina de "via estrutural''. que se baseia na amílise da interação entre micropartfculas individuais 
(moléculas) com as perturbações turbulentas do escoamento. A principal dificuldade desta via de 
análise é a descrição do mccanjsmo de interação do movimento molecular com as pt!rturbações 
turbulcni.Zis, além da necessidade de se utilizar equações constitutivas não-lineares . 

A análise da literatura mostra que existt!m, basic.:amente, dois modelos, a partir dos quais. tenta-se 
explic.:ar. fenomenologicamente. a R.A.: o Modelo de Expansão Molecular (Lumley 1977) e o Modelo 
da Sub-Camada Elástica (Virk 1971 ). 

No Modelo de E!lpansão Molecular de Lumlcy ( 1977) busca-se uma e!lplicação através da relação 
entre a ta!la de deformação e a vorticidade oas três regiões da c.:amada limite (a subcamada viscosa. a 
subcamada elástic.:a c o núc leo turbulento), considerando o efeito da inlluência da expansão molecular 
na variação da viscosidade da-5 soluções poliméricas. 

Esta análise está ba.~euda no fato que no núcleo turbulento de um c~c.:oamento sujeito a altos valores 
de números de Reynolds a vort icidade e a taxa de deformação não estão correlacionadas uma com a 
outra. podendo ocorrer virtualmente qualquer combinação entre elas. Amba~ apresentam uma 
distribuição de probabilidades para os extremos ("long tail''), não ocorrendo portanto uma distribuição 
Gaussiana. Deste modo, há uma possibilidade de se encontrar regiões em que ocorrem altas taxas de 
dcrormaçào com baixa vorucidade. sendo e~ta a condição que pennitc a expansão da molécula. Na 
subcamada viscosa, no entanto. os valores da taxa de deformação e da vorticidadc são da mesma ordem 
dt: grandez.n. sendo que não é de se esperar neSUI região a ocorrência de uma expansão molecular 
signifi~.:ativa. 

Quando a molécula de polímero se expande. a viscosidade da solução se incrementa 
Essencialmente este incremento depende do campo de velocidade no redor da molécula. Como a 
mol~cula pode-se expandir por um fator de subunidades moleculares da ordem de 10', o incremento na 
viscosidade pode ser signiticativamente alto. Isto significa que a viscosidade no núcleo turbulento do 
nuido ~c incrementa mas não na subcamada viscosa. E.~te efeito provoca a supressão da vorticidade e 
c.:onsequcntemente das tensões de Reynolds na suhcamada intermediaria, provocando um incremento da 
cspes~ura d.esta subcamada e portanto a redução de arrasto. Hoje, esta teoria é apontada como uma das 
mais ~atisfatórias para explicar, molecularmente. a R.A. 

É importante frizar que. quando proposta. esta teoria estava ba~eada no que "presumivclmcnte 
acomece" sem que existisse uma comprovação real da mesma. 

O Modelo da Sub-Camada Elástica (S.C.E.) de Virk (I 971) destaca que o efeito dos polimeros pode 
ser ob~crvado pela fonnac;iio de uma região entre a sub-carnada viscosa e o núcleo turbulento, 
denominada Sub-Camada Elá.~tica. As características desta sub-camada dependem do tipo de polímero e 
de 5ua concentração na solução polimérica. A espessura da S.C.E. é um fndice do efeito redutor de 
atritct de um polímero determinado e pode aumentar até ocupar toda a scção da tubulação para a 
condição de máxima redução de atrito. 

O comportamento de uma solução polimérica pode ser analisado a partir da Fig. I, onde podem ser 
observadas regiões características que abrangem os cinco regimes de escoamento (Virk 1975). 

Na 1--"igura L o a região onde Re<l 04
• independentemente dos parâmetros poliméricos, não existe 

efeito redutor de arrasto das soluções poliméricas. Nesta região ocorrem os seguintes regimes: 
• Regime Laminar (Re<2300): Aqui, tanto as soluções poliméricas quanto o solvente, seguem a 

mesma lei (Lei de Poiseuille) para tubulações lisas e rugosa~. não ex.istindo redução de atrito. 
O valor do coelicicnle de perda de carga. f, pode ser calculado pela relação 

. 64 
J =­

Re 
(l) 
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• Regime de transição do escoamento laminar para turbulento: Neste regime o solvente e as 
soluções poliméricas devem seguir o mesmo comportamento tanto para tubulações lisas quanto 
para as rugosas, embora não se conheça uma lei matemática que caracterize este 
comportamento. 

• Regime turbulento sem redução de atrito: Até a faixa de Re.,l04 (ponto A na Fig. I), as 
soluções poliméricas e o soluto obedecem à mesma relação pal'a o fator de perda de carga, f, 
com I=/(Re), sendo válida a eqnação para regime turbulento hidrauli.camente liso: 

H= 2logRe.,fj - 0,8 (2) 

A partir do ponto A, início da redução de atrito, as curvas das soluções poliméricas começam a se 
afastar da curva de Prandti-Kármán, entrando o escoamento em uma região polimérica que está 
caracterizada pelos seguintes regimes: 

• Regime turbulento com redução de atrito: O comportamento das soluções polimérica~ depende 
de parâmetros, tais como: concentração, peso molecular e solvatização (associação molecular 
soluto-solvente). A influência destes parâmetros pode ser vista pelo in<-'Temento na declividade 
(o) do perfil de velocidades adimensionalisado das soluções poliméricas com respeito ao do 
solvente e pela variação das características da tensão de cisalbamento de início de R.A. na 
parede. r~ (ou equivalentemente, do número de ondas no início da R.A .. w·). A relação que 
representa este regime. confom1e Yirk ( 1975), está dada por: 

I I 

('~ ri =(4,0+o)logRc( ~ y - 0,4 - ologfi.Dw" (3) 

Para as mesmas condições de escoamento, o coeficiente de perda de carga pode diminuir em até 
70%. sendo que os valores médios estão nas faixa de 30-40%. 

• Regime polimérico com redução de atrito, independentemente dos parâmetros poliméricos: 
Quando o escoamento alcança o ponto B (Fig. I). o fenômeno em estudo é limitado por um 
valor que é independente dos parâmetros poliméricos, ou seja, incrementos dos valores da 
concentração não conseguem mais melhorar o desempenho dos polímeros, valendo a equação: 

I 

( ~ r2 = 19,0IogR{ ~ r2-32,4 (4) 

Este limite é conhecido na literatura como Assíntota de Máxima Redução de Atrito (A.M.R.A.) 
obtida por Yirk et ai .. ( 1967). 

I , . ~":I fj!l 
-=4-r-:~ :~ -. i ! '; 

o. •~~- ,~~~• ' ::!!l 
~9;.-=~~~:: 1-)i ~gl-id. Liso ::! 
. - 'i""''~"' .. 

1 · •• 11 Zooafllirrélica 

o.ol ~ - ! ! : ~ :! P ÀÃ:k,_. . .. ~--
: ! . . :i I ; e ---.. . .:c:_;:: 

! . :. 1 
0.00 1 . 

I.OOE.OO 1,00['+()4 R e 1,006>()5 

Fig. 1 Regiões típicas de um escoamento de soluções poliméricas redutoras de atrito. 



223 J. ollhe Btaz. Soe Mechamcal Sciences- Vol. 20. June 1998 

O Início da Redução de Atrito 

Do ponto de:: vi~ta do estudo c da compreensão do fenômeno da R.A. é importante a análise dos 
aspc::ctos relacionado~ com o início do efei to dos polfmeros sobre os escoamentos turbulentos. Três 
critérios cstiio hoje estabelecidos para caracterizar o proct:sso de infcio de R.A. : 

Como primeiro critério. Virk et ai., ( 196 7). a partir da forma bru~ca como se inicia a R.A., destacam 
que deve cxisrir uma condit;ão que explicitamente relacione a molécula de polímero com as 
caracrerfsti<.:as rmbulenras do escoamento. e que deve ser salisfeita para a ocorrência da R.A. 

Considerando as caracterfsticas energéticas da R.A. os autores definem o parâmetro k,. número de 
onda dissiparivo. para caractcriz.ar a turbulência. E:-tc valor é obtido a partir do espectro de energia 
rurbuJenta na região próxima da parede e definido com<l o número de onda onde a dissipação é maior. 
Desta fonna. k., está associado a uma medida das menores escalas de turbulência para as quais ocorre a 
di:>sipação de energia rurbulenta. Considerando estes a.~pectos. os autores propu.~eram uma hipótese de 
início de arrasto, que é uma tentativa de relacionar o diâmetro molecular com a escala dissipativa da 
rurbulêneia durante o início da R.A. Esta hipótese estabelece que a R.A. se inicia para um valor 
constante do produto DM k,/ , que é uma relação entre as dimensões moleculares e as menores escalas 
de turbulência: 

(5) 

onde: C é uma wnstante adimensional que inclepende do polímero e da concentração. 
Um scgundu critério está associado a inlluência da sub-eamada viscosa no início da R.A. Utili7.ando 

um método de visualização de escoamentos Tiedennan er a/., (1985) e Luchik e Tiederman ( 19!58) 
cone lu iram que os ercitos dos polfmeros são ~enlidos na sub-camada viscosa (r' <5). sendo que a causa 
da redução de atrito é a inibição da format;ãn da estrutura de estrias típica nesta região. Istu ocorre 
devido à capacidade das soluções polimérica~> de resisrir ao fenômeno de esticamento de vórtices. Por 
outrn lado, resultados experimentais (Spangler 1969. Virk 1971 , Usui 1990 c Wei e Willmarth 1992) 
te m demonstrado que os polímeros atuam na Região lntermediória ( lO<r <70). A ação dos polímeros 
nesta região provoca mudança.~ no balanço de energia (produção e dissipação), sendo que o principal 
efeito é um incremento da comp<1nente flutuante da velocidade na direção axial. u' e uma redução da 
componente flutuante na direção nomml I' '. 

Finalmente. como um terceiro critério, Virk ( 1975) faz uma extensa análise para determinar a 
relação entre a tensão de cisalhamemo de parede no início da R.A. (r~ ) como função do diâmetro da 
tubulação. da concentração das soluções polimérica~ e da viscosidade do ~ulvente. Os resultado~ da 
análise de Virk estão apresentados. resumidamente. a seguir: 

• Diâmetro da tubulação: depois de analisar um conjunto de resultados experimentais mostra que 
r ~,. é e~sencialmente independente do diâmetro. Resultados mais recentes, todavia. tem 

de monstrado que existe dependência deste parâmetro. Hoyt ( J 991) obteve que para maiores 
diâmetros da tuhulaçào (para um mesmo polfmcro e concentração) n início da R.A. se verifica 
para um valor do número de Reynolds mais aJto. 

• Concentrat;ão do polímero (C~ ): os resultados de Paterson e Abemathy (1970) e de Hansen e 
l.inle ( 1971) [apud Virk 19751 mostram que r r,. diminui com o incremento de c ... Por outro 
lado Ciarke (1971) e Virk (1966) [apud Virk 19751. obtiveram como result.ado que r~,. é 
indepcndentt: de Cw com valores r~. = H,O N/m' e 20<C.,.<i000. Como conclusão desta análise, 
a.~sinala-se que não existe uma dependência precisa de Tr.. e C •.. 

• VIscosidade do solvente: não existe efeito significativo da viscosidade do solvente sobre r~ .. 

Procedimento Experimental 

Bancada experimental e processamento de dados 

A instalaçàt' experimental usada neste estudo é apresentada na Fig. 2. Nakae (1994). 
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Os principais equipamentos da bancada são os seguintes: 
• M.E Motor Elétrico; 
• V.E Variador Eletromagnético de Rotação; 
• B.C Bomba Centrifuga: 
• T.P Tomada de Pres~ão: 
• T.D Transdutor Diferencial de Pressão; 
• T.T Tubo de Pitot: 
• M.V Medidor Electromagnético de vazão; 
• T.M Termómetro: 
• S.T Sensor do termómetro. 
Também faz parte da bancada experimental um microcomputador que recebe os sinais enviados 

pelos instntmentos de medição (transdutores de pressão diferencial, medidor eletromagnético de vazão 
e termômetro). Estes sinais após passarem por uma placa de conversão de sinais analógicos em digitais, 
sào analisados por um programa denominado AQUB (fundação Centro Tecnológico de Hidráulica, 
r.CT.H.). calculando-se a vazão (Q). a queda de pressão (,1p) e a velocidade média local (u). A leitura 
dos dados é feita num período de tempo de 100 segundos, com 20 pontos por segundo. sendo portanto 
aquisitados 2000 pontos por ensaio. 

p v.c 

\'r;::::...,. =====~~ 

A críli=· ~c o::___--+ 

Seção 2--+ 

T.M 

T.T 

T.P Seção 1 I 
....____ I 
~ 

P.V.C 

~-V.E M.E 

Fíg. 2 Esquema da bancada experimental. 

A instalação oferece a possibilidade de trabalhar com vazões de 8 a 40 lls, ou seja, velocidades 
médias entre I e 4,8 m/s. Consequentemente, os valores de número de Reynolds cobrem a faixa de 10~ a 
5.10' . Através da análise da bibliografia não se encontrou nenhum trabalho no qual a faixa de número 
de Reynolds fosse tão alta. Geralmente as instalações experimentais estão projetadas para trabalhar com 
R e:: I 0'. valor tfpico para a ocorrência do fenômeno de início da redução de atrito. 

O perfil de velocidade média local foi medido com tubo de Pilot. Hoyt (1972) faz referência às 
limitações do tubo de Pitot para medições de velocidade em escoamentos de soluções poliméricas. 
destacando a necessidade que seu uso estivesse restrito às aplicações onde pudesse ser feita uma 
calibração precisa sob as condições de uso. No presente trabalho. a existência de um medidor 
eletromagnético para determinar a vazão no sistema, eliminou qualquer limitação. pois toda vez que o 
tubo de Pitot foi utilizado na obtenção do perfil de velocidade, determinou-se a constante do aparelho 
(C) para os ajustes de cálculo (Nakae. 1994 e Vilalro. 1995). 

A instalação experimenwl está constituída por duas seções de testes. cujas característica~ são 
apresentadas a seguir: 
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Tabela 1 Características das seções de testes. 

Seção 

2 

Dimensão jm) 
L=3.00 m 
0=0.10295 m 
L=2,00 m 
D=0.100m 

Soluções Poliméricas 

Material da tubulação 
P.V.C. 

Acrlhco 

Medições feitas Resultados obtidos 
Queda de Relação f vs. Re 
pressão 

Velocidade média Perfil de velocidade 
local 

A solução polimérica foi preparada como solução-mãe a uma concentração de 1%. A adição do 
polímero à água foi lenlil e gradual incidindo diretamente no vórtice formado pela agitação a fim de 
evitar grumo e má dis~olução. A agitação máxima não ultrapassou a 450 rpm de modo a evitar a quebra 
das cadeias poliméricas. Depois do preparo desta solução-mãe esperou-se aproximadamente 4 horas 
para que se completasse a hidrólise das soluções. A água util i ~ada tunto na preparação da solução mãe 
quanto na realizaçãt) dos ensaios era proveniente da re.de púhlica. 

Análise de Incertezas 

O coeficiente de perda de c;arga f foi determinado aplicando a equação da energia entre as dua.~ 
seçiíes de teste. obtendo-se: 

J 
= 2gD6p = 2glJMI 

., 1 
}LU - LU-

(6) 

Ncstu equat,:ão ns termos de perda de carga (.dp/";!=tJ./1). comprimento (L) e diâmetro (D) foram 

medidos diretamentc na instalal,:âo experimental, enquanto que a velocidade (l.l) foi detenninada 

indirclamente utr;1vés da equação da continuidade . .sendo que os desvios sistemáticos destes parâmetros 

foram 8 v.=±O.O 15;\. fl,=:W.OO I. 8,.=±0,00005. 8,.=±0,0057. respectivamente. 
As incertezas na determinação de f for.1m calculadas pela relação: 

J ., 1 I r= Bj.+A( (7) 

Como, durante: a n:alização do~ ensaios, cada ponto foi medido uma única vez, o tenno dos desvios 
aleatórios !Ar) não fo• con~iderado. Devido a i~to a incerteza de f foi calculada como função, apenas, 
dn!- desvios gistcmálicos (8f l. de modo que a relação (7) pode ser simplificada: 

r:2 ' (8! )2 J ' t =v"J = L li·q ó.xr (8) 

Considerando-se as Eqs. (6) e (8), tem-se que: 

(9) 

Determinando-se 11 para cada ponto da relação f vs Re (tanto para o solvente quanto para as 
soluções poliméricas a diferentes concentrações), obtém-se que o vaklr da incerteza oa dctenninação de 
fé ±0.00054, ou seja. uma incerteza relativa de 3,70% (com um intervalo de confiança de 95%). 

Análise dos Resultados 
Para uma melhor compree1t~âo dos resultados obtidos é importante dest.acar alguns aspectos que 

caracterizam o presente trabalho. 
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Primeiramente é necessário apontar o fato que a tubulação utilizada para estudar a perda de carga é 
considerada lisa (e=-0). Portanto os resultados estão restritos ao regime hidraulicamente liso. Um outro 
aspecto a considerar é que, pelo próprio projeto da instalação, a faixa de número de Reynolds está entre 
101 a 5.10' . não permitindo a análise direta do processo de início da R.A. Numa tentativa de solucionar 
esta dificuldade, o estudo da faixa Re<= 104 foi feito por extrapolação gráfica. 

Por último é importante salientar o fato que na realização dos cálculos as propriedades físicas das 
soluções poliméricas foram consideradas com idênticos valores ao da água para as condições do 
escoamento. Isto é possível, tendo em vista que a solução polimérica utilizada é perfeitamente diluída e 
que os valores de concentração utilizados nos ensaios são baixos (C ... :> IIOppm) . 

Análise da Degradação Mecânica por Cisalhamento 

Do ponto de vista prático é importante a determinação das características relativas à degradação 
mecânica por cisalharnento da solução polimérica, já que esta determinação dá uma idéia da perda do 
efeito redutor de atrito no tempo. A degradação mecânica é definida como a perda da capacidade 
redutora de arrasto. a qual pode ocorrer. principalmente, pelo intenso cisalhamento no interior das 
bomb<~s centrífugas. Outra cau~a que poue provocar este fenômeno é o envelhecimento das soluç.ões 
polirnéricas. 

A análise da degradação mecânica foi feita a partir da deternúnação do pcrfLI de velocidade 
adimensional lr vs Y" e da comparação dos perfis do solvente e das soluções poliméricas para 
diferentes concentrações e tempos (tempo de circulação das soluções poliméricas na instalação depois 
de começados os ensaios). A avaliação foi feita para dois valores de vazões (20 e 30 lls) e quatro 
concentrações ( 1 O, 50. 70 e 11 O ppm). 

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos para vazão de 20 J/s e C.=50 ppm (Fig. (3a)) e para 30 
Vs e C.=50 ppm (Fig. (3b)). Nestas ftguras observa-se que a tendência dos perfis é de coincidir com o 
da água com o passar do tempo. Para o tempo máxin1o de ensaio (duas horas) é possível observar 
variações da ordem de 5% com respeito à solução fresca (t = 0). No caso da Fig. (3b), a tendência à 
coincidência é maior já que o incremento da vazão favorece as condições turbulentas, o que implica em 
uma perda mais rápida da capacidade redutora de atrito do Iqapol PA. 
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Fig. 3 Perfil de velocidade adimensional para a análise da degradação mecânica: 
(a) 20 Vs e c-so ppm, (b) 30 Vs e c,...so ppm_ 

Como os ensaios foram feitos no período de 30-40 minutos após o início de operação da bomba 
centrifuga, nota-se que os resultados caem na faixa entre as curvas dos perfis de velocidade para t=O e 
t=2 h. com ligeira tendência a coincidir com o perfil da solução fresca (!=0). Portanto pode-se concluir 
neste caso que a degradação mecânica não é relevante e que os resultados experimentais não estão 
afetados por este efeito. 

Determinação do Gráfico f vs Re 

A diminuição do coeficiente de perda de carga f é uma conseqüência do efeito provocado pela 
adição de substância~ redutoras de arrasto a um escoamento turbulento. Con::;titui portanto um dos 
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objctivus deste trabalho quantificar a magnitude da diminução de f. ,a:ssim como sua dependência com 
relação à concentração das soluções poliméricas. 

A f igura 4 representa o gráfico do coeficiente de perda de carga f versus o número de Reynolds 
(em escala logarítmica) onde aparecem os resul tados para as 'soluções poliméricas de lqapol PA a 
diferentes concentrações. 

· 1.7 

·1.8 

log 1 

· 1 ,9 

·2 

·2,1 

4.9 5.1 

--eq. Pl'andtl 
--agua. exp . i 
--10 ppm 
--50ppm 
--110ppm 

~.3 5.5 5.7 
log Ae 

Fig. 4 Variação do coeficiente de perda de carga f, como função do número de Reynolds e da 
concentração das soluções pollmérlcas de IOAPOL PA. 

lnicíalmcnte pode-se destacar que a cuJ·va da ág1ta adere-se bem à equação de PrandU enquanto que 
para as soluções poliméricas existe um afastamento da curva du regime hidraulicamente liso, tendendo­
se para o regime polimérico. onde o comportamento e a magnitude da redução de atrito dependem da 
concenl.raçào. Esta dependência signilíca que com o aumento da concentração. para um mesmo valor de 
Re. os v<~lores de f ~ão menores até atingir a região da A.M.R.A. 

A magnitude da diminuição do coeficiente f, é medida a partir da definição da Eficiência da 
Redução de Arrasto((/)), qt•e pode ser determinada como: 

( !0) 

É possível observar. da Fig. 5. 4ue para as concentrações menores e números de Re=2.105 nãn 
existe um efeito importante na redução de atrito, ficando esta na ordem de 10%. Só para concentrações 
maiores (>70 ppm) e valores de Re"'4.10' é que a adição de polímero resulta em valores significativos 
do coefi ciente (/). 
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Fig. 5 Relação entre a Eficiência da Redução de Arrasto ('I') e a concentração para diferentes 
valores de número de Reynolds. 
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A partir dos resultados obtidos determim1u-se uma equação para o cálculo do cueCiciente de perda 
de carga, f, como função do número de Reynolds (R c) e da concentração (C.). Ajustando a~ curvas (j 
vs Rr) segundo uma Função logarítmica e buscando a re lação entre os coeficientes da mesma com a 
concentraç.'io tem-se que: 

.f =-A log Re+ K (I I) 

sendo A e K coeficientes que dependem da concentraçiin (em ppm) e podem ser determinados pelas 
relações: 

9 .., o-7 2 -4 69 o-3 A =- .-.1 c ... +I.I5.JO c.,.+ .. I ( 12) 

( 13) 

Os coclicicntes de correlação no ajuste da função f=/(Re), foram sempre maiores que 0.99 e para o 
ajuste do~ coeficientes A c K estão na f:Ux.a de 0,92-0,93, sendo que o ajuste polinomial (o escolhido) 
oferece melhores resultados que os outros ajustes po~sívcis neste caso (exponencial ou linear). 

Para estudar o início da redução de an·asto foi feita a extrapolação gráfica dos resultados 
experimentais (ver Fig. 6). As curvas apresentadas nesta figu ra, para Re< 10'. correspondem à aplicação 
da Eq. ( I 1'1. 
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Fig. 6 Diagrama que mostra o Inicio da R.A. por extrapolação gráfica. 

Da análise desta figura é possfvel observar que a solução polimérica mostra o comportamento 
característico associado ao efeito Toms em tubulações lisas. Note-se, confonne estabelecido pela teoria 
de Virk ~·1 ai .. ( 1967), que o inicio da R.A. corresponde à faixa de número de Reynolds da ordem de 10'. 
Duas regiões rípicas do escoamento são identificadas. Para Re<IO', há uma tendência no sentido de que 
a solução polimérica e o solvente apresentam mesmo comportamento descrito pela equação de Prandtl 
( par.1 tubulações lisas), sem que exista R.A. Para Re> I O', a chamada região polimérica, existe R.A. cuja 
magnitude vai depender da concentração, do regime do escoamento (R e) e do polímero utilizado. 

Avaliação dos Resultados 
Com o intui ln de se tentar uma generalização dos resultados obtidos. estes foram comparados com 

duas relações importantes da literatura. 
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A primeira relação. devido a Vortinskaya <apud Rabinovich 1987), pemlitc o cálculo de f a partir 
de diferentes parãmeU'os: cnncentraçào volumétrica (C~., em %). velocidade de atrito (u. ), velocidade 
média do csc<lamento (lfJ c rugosidade relariva (dD). Esta relação tem a forma: 

- ·-- = - 21oo -- --- -t --1 [r 2,811• ] 5~5 [ 2,51 e l] 
fi e ufi Refi 3.70 

( 14) 

sendo que /3 é o Lermo que depende da concentração e pode ser determinado por: 

/3 =tO 'cv ( 15) 

Esta equação é válida para 0,0005<Cv<0,012. Verifica-se que para cscoamenw de água (Cv==O. /3=0> 
a Eq. ( 14) rc:,uha na ClJUa\=ão de Colebrook-Whitc. 

As Tabelas 2 c 3 mO$lr.lm a comparação dos resultado.s de f obtidos por três vias: utilizando os 
pClntos experimentais. utili.1ando a equação propo~ta neste trabalho (li) e utilizando a relação de 

Tabela 2 Resultados da comparação do coeficiente f para 50 ppm 

R e fexp. fproposto J Vortlnskaya %diferença %diferença 
exp vs proposto exp. vs Vortlnskaya 

1.57E+05 0,0153 0 ,0158 0,0153 3.3 o 
2.31E+05 0.0137 0.0141 0.0137 2,0 o 
3.09E+OS 0.0127 0.0126 0.0127 0,6 o 
3,79E+OS 0.0117 0.0119 0,0124 1,7 5,9 
4,36E+05 0.0112 0.0112 0,0121 o 8.0 
4,78E+05 0.0104 0,0108 0,0118 3,8 13,4 

Vortinskaya (14), para doi~ valores diferentes de concentração das .~oluções poliméricas (50 e 70 ppm) 
respectivamente. Estes valores foram escolhidos por estarem na faixa de validade da equação de 
Yortinskaya. 

Tabela 3 Resultados da comparaçAo do coefíclente J pata 70 ppm 

R e Jexp. f proposto f Voninskaya "lo diferença %diferença 
exp. vs proposto exp. vs Vortlnskaya 

1.38E+05 0.0153 0.0159 0 .0153 3.9 o 
2.50E+05 0.0116 0.0132 0.0120 13.8 3.4 
3,14E+05 0.0106 0 .0123 0,0115 16.0 8.5 
3.74E+05 0,0099 0.0114 0,0106 15.1 7,1 

4.33E+05 0.0092 0.0107 0,0101 16.30 9,8 

4.52E+05 0.0091 0.0100 0,0100 9,9 9,9 

A análise dos resultados das Tabelas 2 c 3 permite estabelece-r a validade dos resultados 
experimentais e das Eqs. (li) e ( 141 tendo em vista a magnitude das diferenças ohtidas entre estes 
valores. Verifica-se, via de regra, que estas diferenças aumentam fundamentalmente para os maiores 
valores de número de Reynolds. lslo ocorre devido a problemas operucionais existentes para os maiores 
valores de va1.ões e que impedem uma maior precisão nos resultados. 

A segunda relaçào imponante da lileratura é a correlação geral proposta porTam et ar .. ( 1992) para 
descrever o perfil de velocidade das soluçõe.~ poliméricas. Esta correlação foi obtida a partir do modelo 
de mistura de Prandtl. 

A correlação obtida tem a forma: 

(16) 

onde os parâmetros a. f3c e r podem ser determinados pelas relações seguintes: 
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CX = -2.864+ l05,5E -654,4e 2 (17) 

f3.- = 24,9R - 679.9t:+4140e 2 (18) 

para e<0,05 (19) 

r= 2.2 para e>0,05 (20) 

O mérito da l:iq. (16) é que permite a determinação do perfil de velocidade a partir do coeficiente de 
perda de carga. f. pela relação: 

(21) 

Ao estabelecer a validade da Eq ( 16). Tam el ai.. ( 1992) compararam os seus resultados 
experimentais com os obtidos aplicando a correlaç.'io, comprovando portanto a boa concordância dos 
resultados. Todavia nas conclusões do trabalho de Tarn existem dois pontos conflitaotes. Em um ponto 
estabelecem que a Eq ( 16) permite determinar, com precisão, o perfil de velocidades para "qualquer 
solução polimérica". mas em outro ponto fixam que os testes estíio restritos somente a quatro polúneros, 
para uma faixa de concentração entre 20 e 200 ppm e valores do número de Reynolds entre 4000 c 
15000. 

A Figura 7 apresenta os resultados comparativos para concentrações de 50 ppm (Fig. ?a) e 110 ppm 
(Fig. 7b) respecrivamente, observando-se que. para as condições de ensaio do trabalho aqur 
apresentado, a aplir.:ação da correlação de Tam não conduz a bons resultados. 

1.0!B04 

Y' 

(a) (b) 

, __ ....., 
....,.110 PI>!\ O><P. 11 
_-:r- liÓ fVI\~(16) 1 

Fig. 7 Comparação dos resultados experimentais com a correlação de Tam para Re=105 {do presente 
trabalho); Resultados de Tam et a/., (1992), (a) C..=SO ppm, (b) C,.::110 ppm 

Acredita-se que isto deva-se ao fato desta correlação ter sido obtida para condições muito 
específicas, ficando difícil de se generalizar os resultados de um fenômeno tão complexo, onde 
intervém diversas variáveis e onde, ainda, não existem bases sólidas para definir relações universais que 
expliquem o fenômeno da R.A. 

A Tabela 4 mostTa uma comparação das principais caracterfsticas do trabalho ele Tam et al., (I 992) 
r.:om o presente trabalho. 

Tabela 4 Caracterfstlcas gerais do trabalho de Tam et ai. (1992) e do presente trabalho. 

Itens 
Material da tubulação 
Diâmetro intemo [mm[ 
Faixa do numero de Reynolds 
Faixa de concentração [ppml 
Instrumento de medição da 
velocidade média 

Tam et ai., (1992) 

Vidro 

9 
4 .103 a 1,5 .105 

20 a200 
Anemômetro Laser 

Presente trabalho 
Acrílico e PVC 

100 
105 a 5.105 

5 a 110 
Tubo de Pitot 
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Conclusões 
No trabalho aqui apresentado, determinou-se o coeficiente de perda de carga universal , f, para 

escoamentos turbulentos em tubulações com e sem a adição do polímero lqapol PA. 
Os resultados experimentais mostram que f diminui com a adição de polímeros até os limites de 

concentração estudados, sem ter-se alcançado a Assfntota de Máxima Redução de Atrito. Os melhores 
resultados foram obtidos para valores de Re=4.1<Y e C~.> 50 ppm, onde a redução do coeficiente fé da 
ordem de 30%. Para aplicações industriais deve-se tomar especial cuidado no que se refere à 
degradação mecânica das soluções poliméricas. 

A aplicação da equação obtida neste trabalho oferece bons resultados quando comparados com os 
resultados experimentais na sua faixa de validade. Neste sentido destaca-se a boa concordância ao 
comparar os resultados experimentais com a equação de Vortinskaya o que não acontece com a 
correlação geral de Tam, que não pode ser considerada como geral e aplicável a "qualquer solução 
polimérica" (Taro et ai .. 1992). 

É necessário aprofundar o estudo do mecanismo físico da R.A., de modo a se obter maior 
consistência na análise teórica-experimental deste fascinante fenômeno. 
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Abstract 
The 1"'''-~t'nl f'"f'l'r cleals with tht• theort•tiral calt•tdotitllt t~f' steady aerodwwmic /oatls and momenls 1111 nonplanar 
l!fiin).{ su~{aces. The stead.1· 1 <111111Nparr of tire drmhlel lu /I ice method 1.1 u.lt'd tn tlte ww/_vsis. Sneml /Utlllerical 
re.wlls are pre.w·merl mui the.>l' a ri' mmpared lt'ÍIIt e.rprrimnua/ findings. li ;,, .vhr•"'" that lhe Sll'llll) c·mmtt'q)(lrl o{ 
thc• ,Jollhlt'l lallit·e mnhod. "hift· bt'mg cxrremdy co,,l t:J]ir·ienl in temts of rnmpwmum l't'(/Uiremenl,,, ran predict 
~<H h a higlt de!!,ree of prt:CÍ.\11111 thc· uirloarls amlthe at'mdwramtr coe.ffict.-n/J Jár lltlttplmwr liftin.~ config~traltons. 
1\eywords: Nollf>lanar/Jjtm.~ Sllr}llt'l'f, A ir Loads. Aerotl,\lltlllttr· (oeffit'ielll.<. 

lntroduction 

Mullhopp i.n 1950 was lhe first lo inlroducc an accurate numerical method for the calculation of 
acro<lynamic load dislribulions on wings of various shapes in low speed tlows. The mcthod uses the 
potential flow thcory to relatt: Lhe pressure difference across Lhe wing to the downwash ticld oo the 
wing surface. The mctho<l was then modified for complex planforms. lll> wcU as adapted in a fonn 
l.Uitablc for high speed compuratiun by Lamnr in 1968. The MuJthopp method is applicable to a wing 
alnnc and therefore cannot predid aerodynamic loads on general configurations such as bodies. wing­
bodies nr nonplanar lifting surfaccs. ln 1966, lless and Smith presentcd for the first time a method for 
the cakulation of pressure disu-ibutions on general slender nonlifting bodies for incomprcssible tlows, 
approximating the integral equation of the soun.:e distribution by a set of discrel source~ distributed on 
thc surface of Lhe body. Applying thc l'ondilion of tangency of the flow oo Lhe body. a set of algebraic 
linear equations are obtained and their solulion providcs the values of thc source intensily, from whlch 
Lhe vclocity and prcssure di ~lributions can be calculated. The Hess and Smith mcthod was the precursor 
o f panei mcthods. nowadays e:xtensively uscd in aenxlynamic computations. Laler on. Hess and Smith 
( 1972). extended lhe appltcation lo lifting cases by superposing lo lhe surface source disuibuúons a 
~ystem of vortex distribution. Tbe inclusiun nf compressibility effects was then treated in the review 
paper uf Hess in 1975. The main disadva.ntage o f thc use of the vortex metbod over finile span lifting 
surfacl! is lhe requiremenl of the vortcx extension as a trailing vortex shcct in the wakc. Another 
limitation o f the mcthod is that it is no! directly applicable for the supcrsonic ca~c. Further 
dcvclopments using the 1\0urce disuibutions superposed to a vortcx systcrn resulted in severa! 
opcrational program~ . Among these. one can cite Margason and Lamar code ( 1971) and t.be Woodward 
code:. puplished in 1 96~. 1973 and 1980. lo 198 1 Carmichael and trickson presented t.bc PAN AIR 
program, wbich is pussibly thc most advanced program for geneml three dimensional subsonic and 
supersonic flows ovcr arbitr.~.ry configurations. The PAN AIR program is documented in lhe NASA 
reports CR 325 1 to CR 3254 published in 1980. The PAN AlR program uses a superposition of linear 
sf.lurccs a.nd quadratic doublet distributions in ordcr to attain a higher degrec of precision and ensure 
convcrgcnce for general arbitrary configurations. The PAN AlR program, while probably the most 
eflicicnt panei method computer program, has the disadvamages of rcquiremenls of high hardware 
capabilities and being an opcrationaly costly program. The doublet lattice mcthod originally proposed 
by Albano and Rodden in 1969 for Lhe calculation of incremental nonstationary airload~ on general 
nonplanar configurations is nowadays widcly used in aeroelastic numerical computations for subsonic 
stab1liry and responsc problems. This met.bod has proved to be versatile. can treat nonplanar surfaccs 
and can be applied to problems with conlro l surfaccs wilhoul dífficulties. ln the doublct laltice method 
lhe li fli ng surfaces are divided inlo panei segments. Eacb panei is c~>nstntcted such tha.l Lhe two side 
edges <U'C parallel to lhe unperturbed flow, which in turn is assumed to be in the x-direction of the 
coordinatc system. At the quarter mean cho rd position of each elemcnt an acceleralion doublet of 
unknown intensity is as~umed to be positioned . The bouudary couditiuns are applied m lhe 3/4 position 
of the mean cbord of eaeh element, resulting in a sel of linear algebraic equations. T he solulion 
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pro vides the values of tbe doublet intensities. from whicb tbe velocity and pressure distributions can be 
cakulated. ln the presenL paper the steady state counterpart of the doublet lattice method is used for the 
calculation of aerodynamic load distributions on general nonplanar lifting surfaces. SeveraJ numericaJ 
results are presented and these are compared with experimental fmdings. 11 is shown that the steady 
state counterpart of the doublet lattice method, while being extremely cost efficient in terms of 
computation requirements. can predict wíth a reasonable degree of accuracy the airloads and the 
aerodynami<.: coefficients for nonplanar lifting <.:onfigurations. 

Problem Formulation 

The integral equalion relating the pressure and the normalwash distribulion in (unsteady or steady) 
potential (subsonic or supersonic) three dimensional flows was first derived by Küssner in 1940 and can 
be •Nrillen as 

(1) 

where w(x.y.z) is the normalwash velo<.:i.ty at point x.y.z: U is the free stream velocity of the unperturbed 
now assumed in lhe x-direction, t.p (Ç7],Ç) is Lhe aerodynarnic pressure difference at point ;.1].(. The 
free stream dynamic pressure is denoted by q and is equal to pU'/2 where p is lhe free strearn air 
density, and K is the Kemel function of the integral and is a fum:tion of the relative position, lhe (ree 
stream Mach number M. and the reduced frequency k=úXIU, where w is the lifting surface oscillation 
frcqucocy and c is any refereucc Iength (usually takeu as tllc mean aerodynamic chord of the main 
lifting surfacc) used for nondimensionalizing the reduced frequency. For the steady state counterpart of 
thc doublct lattice mctbod w = O, and therefore k = O. The Kernel function of the integraJ Eq. (I) for 
three dimensional problems can be writteu as 

·tmx~ 

K=eu 

where T, and r~ are geomelric relations, and are given by 

where 

xo·Yo·zo=x-Ç.y- l),z -t;, 

(2) 

(3) 

(4) 

The subscripts r and s stand for lhe receiving and the sending points respectively. The functions K, 
and K: werc cvaluatcd by Landahl in 1967. as well as Albano and Rodden ín 1969, andare given by 
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(5) 

where 

(Mr- xu) 
U= 2 

{3 r 

(6) 

<o.) .;J.;v 

N .m= J --~dv. 
J 1 +v·) 

Sincc Küssner ( 1940) introduced lhe integral equation relating lhe pressure and lhe normalwasb 
djstribution in unsteady potential thrcc dimensional flows, many aulhors invesligated his integral 
equation i o order to reduce it to a fom1 suitable for djbrital computation. The main cootributions are due 
lo Watkins, Ruyan and Woolston (1955), Laschka (1963), Landahl (1967), Albano and Rodden (1969). 
Dat aod Malfois (1970), Dem.arais ( 19&2) und Bismarck-Nasr ( 1991 a,b,c and 1994). ln lhe doublet 
latticc melhod, a constant sLreoglh acceleration doublet with unknowo intensity is assumed to be 
positioncd at lhe quarter meao chord locatioo of each clement. The bouodary conditions are applied at 
the 3/4 position of Lhe mean chord of cacb element. Thus, at lhe control point r we can write for the 
conlribution of ali the c lcments 

" F 
w(x,y,z) _" .___!.i__ J. K dp , 

u ~4rrpu2 IJ 
j :/ 

(7) 

wberef, is Lhe intensity of lhe doublet of lhe element j, l, is lhe spao of Lhe clementj and thc intcgration 
is performed along lhe spao of the element j. The aerodynamic pressure difference for lhe clement j can 
be written as 

force fi 11 p = --
) elemcnt arca a j · (8) 

whcre a, is the area of the elemcnt j. lJsing Eqs. (7) and (8), lhe integral Eq. (1) is transformed to an 
algebraic equation given by 

{~} : {D]{ p } . 
V PU 2 12 

(9) 
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The elements of matrix [D] are given by 

I a j • 
D .. =--) KLiJ..L. 

,, 81C l j lj (lO) 

Finally, matrix fDj is inverted and we obtain a relation between the pressure difference vector and 
lhe downwash vector in lhe form 

{ ~ }=[A]{~} . 
PU" 12 U ( J I) 

where fA] = [D]·'. The matrix relation (I l) relates lhe pressure difference to lhe norrnalwash 
distribution. ln order to evaluate numerically the aerodynamic influence coefficient matrix. we write for 
the integral of Eq. (7) a quadratic approximation in the forro 

wbcrc e= I, cos Â, 12 . Â, is the local sweep angle of the elementj, and 

''1o=fy,· yr, lcos rs+lzr· zsmlsin r., • 

(12) 

(13) 

Tbe subscripts i.m and o indicate values at lhe innermost extreme point, middle point and outermost 
point of the line doublet, and tbe coordinates 11 and Ç are given by 

t] = y cos r .• + z sin r .• . 

t;=·y .sin Y;+Z cos r_, . 
We can thus perfom1 the integration analytically and the result reads 

[ ' 2 ] l I 2e I Ç o I 
/!;= (% · Ç0 )A+ry0 B+C IÇ0 1 tan· - 2- 1-+ 

r1 · e 

where r, = ( ry(?+ Ç0' ) '"' and for lhe case of planar cood.ition. i.e. , (o~ O, tbe Ílltegral reads 

lij=I1JbA+TJ0 B+C 1[-
1
---

1
- ]+ 

1Jo·e IJo+e 

TI ·e 
[0.58 +Tio A/ ln - 0- + 2eA 

1/o+ e 

( 14) 

(15) 

(16) 
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ln ordcr Lo compute the constants A.B and C, Lhe Kemel function K must be calculated al the three 
points i,m and o. ~or steady now tbese functions are dircctly obwined in ao explicil form using the 
exact solution of Bisman:k-Nasr ( 1991 a.b,c and 19<)4). 

Analysis 
Two cases have bccn treatcd. The tirst case is the model tested in wind tunnel by Clevenson and 

Lcadbctter in 1958. whert: acrodynamic mcasuremcnls of forces and moments were madc for a 
~implifícd T-tail coufigur.Jtion. The T-tail model cunsisted of a 12" (0.305 m) span, 12" (0.305 m) 
chord vertical tail and a 12" (0.305 m) chord. 12" (0.305 m) span horizontaltail mounled at the fin tip. 
Thc root chorei of the lin was mountcd on Lhe tunncl wall. Aerodynamk forces and moments due Lo 
yawing were rneasure.d. This mudei is unalyzed in lhe present work using thc "doublet lattice method" 
and Lhe aerodynamic coefficicnts as dcfioed in the original papcr. Ln lhe analytical model a system 
imagc was matlc in order to simulate Lhe tunncl wall effecl. Eight spanwise elements and tive chordwise 
elcmems werc u~ed in Lhe model f\lr the horizontal lail whi I e four spanwisc elements and tive 
chordwise clemcnts were u!.cd for the lin. This results in a total nf 120 elemeots including the image 
sy~tem. Figures I and 2 show thc dirncnsions of the rnodel, lhe sign convention used and the 
idealizatioo made. The pressure distribution was calculated for a yaw angle of 0.1745 radians (=I 0°}. 
The load acting on eaçh e lemcnt was then considered to act at thc midspan and 1/4 chord position nf lhe 
clement with a uniform prcssure distribulion over the clement arca. These loads were lhen integrated in 
order to produce forces and moments. Acrodynamic cocfficienLs wcre then calculated using thc sarne 
dclinitions as made by Clevcnson and Lcadbeuer in 195S. Narnely, thc side force coefficient. thc rolling 
moment coeffictcnt due to yaw, and Lhe yawing moment coefficicot due to yaw were calculated. The 
3nalysis wa~ madc for incomprcssible now. t.c .. M was taken equal to zero. The sccond case trcatcd is 
t11a1 of R.i1cy ( 1953). where a wind tunnel investigation has been conducted on a vertical tail with a stub 
fu~clagc in combination with various horiz.ontal tails dimcnsions and posilions. Thc dimensions of the 
models testcd are shown m Fig. 3. For this modcl four t:hordwise elements w~:~n: wnsidered. togcther 
with sixteen spanwise elcmcnL~ for the horizontal tail and four spanwise elements for Lhe verticaltail for 
Lhe numerical calculations pcrformetl in the present papcr. The maio objective of lhe present analyses is 
to calculaLc:: Lhe rolling momcnt coeflictent dueto sidcsüp of Lhe horizontal tail. ln Lhe pre.~ent analysis 
the stub fuselage was not considcred. Thc analyse~ werc pcrfonnetl for a Mach number equal LO 0.131, 
which corresponds to the testcd wind tunnel condition. 

M 
I 

v 

r 
y 

Fig. 1 Slmptified T·tall model, slgn convention and notations. 
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Fig. 2 Aerodynamlc ldeallzation of the simplifled T·tall model. 
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Fig. 3 T· tall wlth a stub fuselage modal, dimensions and geometry. 
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Numericaf Resufts and Comparison with Experimental Findings 
Re~ults of the prcssun: coefficient distribution for thc first cx.ample consi<.lered are given in Table I. 

Table 1 Local Cp dlstrlbution dueto a 10° angle otattack on the vertical tail ol the simpllfled 
T-tall model of Fig. 1. 

Element c, Element c, Element Cp 

-0.2199 21 0.4451 81 ·1.5793 

2 -o 1163 22 0.2157 82 -0.5736 

3 -0.0801 23 0.1243 83 ·0.3450 

4 ·0.0525 24 0.0764 84 -0.2164 

5 -00298 25 00409 85 -0.1213 

6 .{)3362 26 0.4321 86 ·1.7296 

7 -0.1858 27 0.2360 87 .06263 

8 ..0.1216 28 0.1446 88 -0.3815 

9 ·O.On1 29 0.0893 89 .0.2418 

lO -0.0423 30 0.0478 90 -0. 1377 

11 -0.4321 31 0.3362 91 -1.8060 

12 ·0.2360 32 0.1858 92 ·0.6575 

13 .0.1446 33 0.1216 93 ·0.4030 

14 -0.0893 34 0.0771 94 .0.2574 

15 .0.0478 35 00423 95 ·O 1478 

16 -0.4451 36 0.2199 96 -1.8407 

17 ..0.2157 37 0.1163 97 ·0.6728 

18 .{) 1243 38 0.0801 98 -Q.4137 

19 ·0.0764 39 00525 99 ·0.2651 

20 -0.0409 40 0.0298 100 ·0.1528 

rrom lhesc pn:ssurc coefficienL~ the following have been calcu lated: 
a- Side force F, . Thc s.idc forct: F, <·an be writtt:n as 

F, =q L a: c1,, (17) 

wherc a is lhe clemem arca,<":- is lhe corrcsponding pressurc coefficicnt and q is lhe dynamic pressurc. 
Cleven~on and Leadbeua ( 1958) defincd the side force coefficiem c .• as 

F, 
C,.v,=--. 

IU/Sijl 

( 18) 

whL~re s is Lhe fin area and tp is lhe yaw anglt: in radians. Using Eqs. ll7) and (18) we obtain for the 
side force cocfficient C.~ a numt:rical value cquals to 1.146. The experimental value measured by 
Clcvensnn and Lcadbetter ( 1958) is 1.2. 

b- Rnl/ing moment rfue 10 yuw. The rolling roomenl dueto yaw M I/I was measured by Clevenson and 
Le<tdbettcr (1958) aboul an ax.is six. inçhcs inboard of Lhe root fin. Thc rolling momc nl can be wriucn as 
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(19) 

where the first summation is made over the fin and the second summation is made over the horizontal 
tail. The coordinates Z, and Y, are mca.sured from Lhe point where the corresponding Cr; coefficieut acts 
to the a.xis of Lhe rolling moment. The roUing rnomcnt cocfficient due to yaw, C:v was defined by 
Clevenson and Leadbetter ( 1958) a~ 

Mm 
C:v,= ---=~ 

. l!qSIJic/2 
(20) 

where r· is the fin chord. Using Eqs. ( 19) and (20) we obtain c,. as 2.381. The experimental value 
mcasured by Clevcnson and Leadbetter {1958) is 2.5. 

~.;. Yawing moment. The yawing moment M0 was measured by Clevenson and Leadbetter (1958) 
about the midchord axís. The yawing moment can be written as 

Thc yawiug momcnt cocfficicnt duc to yaw C,,'lf is defmed as 

Mv, 
Cn.IJI=--'--

1UJSI/fd2 

(21) 

(22) 

Using now the pressure cocfficients of Table. I, we obtain C., as 0.638. The experimental value 
mcasured by Clevenson and Leadbetter ( 1958) is 0.61. 

Results of the pressure coefficient distribution for the second example considered are given in Table 
2. Three sets of calculations have beeo made. The first case was calculated for a horizontal tail span of 
ten inches. ln the second case, a twenty inch span for the horizontal tail wa~ considered. ln lhe lhird 
case the horizontal tail span was taken equal to forty inches. from the results shown in Table 2, Lhe 
roUing momeut cocfficieut duc to yaw of the horizontal lail has been calculated using the sarne 
proccdurc described in the fu·st example analyzed. Riley ( 1953) defines this coefficient as 

and 

L' 
CJ=--. 

qs,./J,. 

(23) 

(24) 

where L' is the rolling moment, q is lhe dynamic pressure, s,. is the vertical tail arca, b,. is thc vertical tail 
span and f3 is the side slip angle in degrees. The results obtai.ned are shown i.n Fig. 4 and are comparcd 
with the experimental result~ of Riley (1953). Tbe smaU djscrepancy bctwcen lhe result here obtained 
aud the experimental v alue for the case of a 40" span wouJd bc due to the fuselage effect, whlch bas not 
bcen considcrcd iu thc present a.nalysis. Tb.is can bc conftrmcd from the experimental results of Riley 
( 1953). whcre it is clcarly obscrvcd that thc cffect of the fuselage is negligible for the cases of a span of 
1 o·· and 20". 
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Table 2 Local Cp dlstrlbution due to a 1 o• angle of attack on lhe vertical ta ii of the slmplifíed 
T-taíl model of Fig. 3. 

a- Horizontal ta i I s pan I O iu. 

Element CQ Elemen1 C a Elemenl Cp 
1 -0.1404 17 ~.3386 65 -1 7375 
2 -0.0715 18 ·0.1744 66 -0.5295 
3 ~-0435 19 ~.0949 67 ~.3037 

4 ~.0231 20 .0.0475 68 ·0.1636 
5 .0.2114 21 ~.3389 69 .0.7896 
6 -01097 22 .0.1715 70 -0.5171 
7 -0.0650 23 -0.0906 71 ·0.3025 
8 ~.0339 24 ·0.0405 72 .().1684 
9 .0.2652 25 -02589 73 -1.7128 
10 .() 1338 26 .() 1337 74 .0.4740 
11 ·0.0800 27 ~.0679 75 ~.2721 
12 -0.0411 28 .()0334 76 -01509 
13 ..().3085 29 ·0.0297 77 · 1.4027 
14 ~.1611 30 -0.0371 78 .0.3320 
15 .0.0903 31 -0 .0148 79 ~-1841 
16 .0.0456 32 ~-0063 80 -0.1018 

b- Horizontal tail s pan 20 in. 

Element Cp Element C e Element c. 
1 ..(). 1248 17 ~3519 65 -1 .8880 
2 -0.0617 18 ~.1959 66 .0.6187 
3 ·0.0430 19 ~.1241 67 -03672 
4 -00262 20 -0.0673 68 -02008 
5 ..(),1910 21 ~.4022 69 -1 .8900 
6 ~-0996 22 -0 .2225 70 ~.5674 

7 ·0.0680 23 .0.1343 71 .0.3406 
8 -00402 24 .0.0707 72 ·O 1929 
9 ·02465 25 ~.4254 73 ·1.7724 
10 ~.1330 26 ~.2276 74 ·0.5012 
11 ~.0892 27 ·0 .1294 75 ~-2926 
12 ~.0513 28 -0.0665 76 {).1645 
13 .()2993 29 ~2085 77 -1.4346 
14 -0 1649 30 .().121 1 78 ~.3453 
15 -0.1081 31 .0.0624 79 ·O 1940 
16 -0.0604 32 -0.0311 80 -0.1085 

t:· Horizontal ta ii span 40 in. 

Element CQ Element c~ Element C e 
1 -0.0891 17 ~.3282 65 -2.2773 
2 -0.0400 18 .() 1739 66 ~-8922 

3 ~-0283 19 ~1219 67 ~.5466 

4 -0.0183 20 -0.0736 68 .0.3018 
5 -0 1415 21 ~.4224 69 -2.1223 
6 -00684 22 .().2302 70 -0.6830 
7 ~-0480 23 ~.1576 71 -0.4259 
8 ~-0302 24 ·0.0917 72 ~.2467 

9 ~.1939 25 .().5457 73 -1.9081 
10 ~0971 26 -0.3043 74 ~-5623 
11 ·0.0685 27 -0.1953 75 ~3381 

12 -00427 28 ~. 1073 76 ~.1945 

13 ~.2542 29 ~.6559 n -1.5091 
14 ~-1309 30 ~.3455 78 .0.3757 
15 .0.0924 31 ·0.1986 79 ~.2165 

16 ~.0570 32 ·0.1041 80 ~.1237 
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I. Elements I to 32 represem lhe left horizontaltail. 
2. Elements 32 to 64 r~present the right horizontaltail, and are antisymmetric to the e lements 1 to 

32. 
3. E lcmcnt~ 65 to 80 rcprcsent the verticaltail. 

c, 
~ ' 

U 12 

U 11 

• 
l.tN 

.... 

I .H-4 

I ,H 2 

1. 21 

Fig. 4 Varialion of C,~., with lhe horiz:ontaltall span and comparlson with the wind tunnel results 
of Riley (1953), for the T·tail wHh a atub luselage models. 

Conclusions and Final Comments 
Thc steady st.ate coumcrpart of lhe doublct latt ice melhod has bcen used for lhe calculation of 

aerodynamic load distributions on nonplanar lifting surfaces. Severa! numerical rcsults have been 
presented and these havc bcen compared with cxperiml!lltal flndings. lt has been shown that lhe steady 
state cuunterpart of thc doublet lattice method, whilc being extremely cosr efticient in terms of 
computaüon rcquireruents, ean predict with a high degrce of preeision the airloads and the acrodynamic 
codticicntli for nonplanar lifting conligurations. 

References 
A lhano. E. and RPdrlen. W.P .. 11,169. • A doubkt-latticc method for calculating lift distribut.ion on oscillating surfaces 

in 'uh"mic llows', AIAA Jnumal. Vol. 7. No. 2, pp. 279-2!\5. 



243 J. of lhe Braz. Soe. Mechanical Sciences- Vol. 20, June 1998 

H•~mar~k-Na~r • .\1.N .. 1991. "Kr:mel funclion occuring in ~~~b~onic unsteady potemial fiow". AIAA .loumol. Vol. 29. 
No. 6. pp. 871\-l\79. 

B"man:k-NaM. M.N .. I991. "On thc: Kerncl fum:tion occuring in 'upersonic unMeady p01ent1al flow". AfAA Journal, 
Vol ~9. Nl). 11. pp. 2006-2007 

B1smarck-!\asr. M.N .. 1991. "On ~orne integral rcpresentation of the Kemel funl·tion occuring in unsteady ~uh>unic 
potcnlial Oow", ./oumal oftht• /Jrazilwn Soft<'ly ofMechanica/ Sciences. VtJI. XIII. No. 46, pp. 361-371 . 

Hi~mnrck-Nasr. YI.N .. 1994. "l'Mne.:lions betwcen the unsteady polcntial Kernel function and lhe exponential anel 
tngononlt'tri.: integral function~". fntemallonal ./ou mal for é'nJ:ineering Ana(vJÜ arrd DC'SÍJ:rr. Vol. I. No. 4. pp. 
17.\-_n:-~ 

Carm•chael. R.L .. anJ Erickson. L.L., 1981. "PAN AIR- A high order panei mclhud for predicung 5ubsonic and 
~upersonic hnear potentiallaws about arhitn~ry c:ontlgur~tions·. AlA A Paper 81- 1225. 

Clcvcnson. S.A .• and Leaelbcth:r. S.A., 195R, ''Me<lSuremenL~ ofaerodynamic forces and morm:nls at subsonic speeds 
nn a ~implitied T-tail oscillating in yaw aboutrhe fin midchón.J". NACA TN 4402. 

Dat. R .• and Malfui,.J.P .• 1970, "Sur le rakul du noyau de l'équ;uion imcgmle de la surface portante en ~coulement 

,ub~onique in~t~tionaire·, La Rrt·hncht' Airo.•raliale, Vol. 5. pp. 251-259. 
D~rnarais. R.N .. 19!\2. "An ;1ccurnte and eftiriem mcthod for evaluating the Kcrnel tlf lhe integral equation rclating 

pressure w nc.lflnalwtt'h in un~teady pote111inl llow'. AfAA l'aper 82-06R7. 
H"''· J.L.. and Smith. A.M.O .. 1966. "Calculation nf potcntial llow about arhitrary l>odics•, in Progress of 

Ac:ronautical Science~. Vol 8. pp. 1-138. 
Hcs-. J.L.. l<l72. "C'alculation of j'l<llcnual flo" abuut arbitrar} three din~en,lonal lifting bodie,·. McDonald-Duuglas 

Co., Repm1 .'lo. MDC 156 79-0 I. AD 7:'í5 480. 
He". J.L.. 197.~. "Review of lhe integral equation ted1oique for solving pn1enrial Oow problems with emphasis on 

the surfacc ~c)urc.: method". Compwer Me1iuJtiJ in At•plied Mecfranics und f'ltgi11eerinx. VtJI. 5. pp. 145- 196. 
1\.li,,nc::r. H.G .. 1940. "Allgemc:itK' Traglachentheone". Luftfahrtjor~chung. Vol. 17. Nn. 11-12. pp. 370-379, see also, 

Kii,sner. H.G .. 1941. 'General Airfoil Tl~~:ury", NACA TM 979. 
Lamar. J.F. .. 1%!1. "A modilíed Multhnpp appruach for predicxting lifting prc,~ure and camber ~hape for compo~ite 

planform' 111 ) llh.<.onic Oow·. ~ASA TN D-4427. 
L;mdahl. M.T .. 191'17, "Kerncl func:tion for nonplanar oscillnting surfaces in ~uhsonk flow" . MAA .!oumal. Vol. 5. 

No. 5. pp. I 045 .. 1 046. 
La.~ch~a. 1:! .• 1\163, ·zur Theone lkr Harmonisch Schwmgc:ntlen Tragcndt:n Rache bei !lnterschallan,t.romung•. 

l.t'll.lt'ltnf/fur Flugwisst'ttfdltlflm. Vol. 11. No. 7. pp. 265 -292. 
Margason. R.J.. and Lunar. J.E., 1971. "Vor<ex lmrice l'ortf'lln program for csrimating. subsonic aerndynamics 

characteristics M çomplex J)lunfoJms".I'\ASA TN O 6 142. 
M111thopp. H .. 1950. "Meth<l<.L' to r calc:ulaling lhe lift distribtnion o r wing~ !Subsonic: lifting-surfac:c lht:ory)'. Brilish 

M'H H&l'vf No :!884. 
"PAN AIR - A COIHJ)U!er program for predicung suhsonic ~nd supei'Soniclinear pot.ential flows abuut arbitraT)' 

,·vnliguration' u~ing higher orde-r panei method". Vol. I - Thl:'ory Oocument. NASA ('R - 3251. 1980. Vol. U -
lJ,er's M;mual. NASA CR · .1-:!52. 19l!O. Vol. III · C'a>c Manutl l. NASA CR - 3253, 1980. Vol. IV -
Maintenance Manual. NASA CR • 3254, IQR(l 

KiiC) . D.R .. 1953. "F.Ilc::c1 of hllri1ontal-1ail ~pan and venil'al lot:at.ion on thc aerodynamic l·haracleristic~ of an 
un,wcpl ta ii asscmhly in 'tdeshp". NACA Report I 171. 

Wat~im. C.c .. Ruyan. II.L .. and Wool,ton. D.S .. 1955. •on thc Kemel luncw~n uf lhe integral equation relating t.he 
lift anel lhe <lownwash diwibution of Lhe ll>Cillating linite wings in suhsnnic flows". NACA Repon 12]4. 

W(,odw:LTd. F.A .. 1968. "Analy,is anel design of wing-hody <:ombioalion~ at subsonic and ~upersonic: speeds" . 
./numa/ t{ Airatl{i. Vol. 5. N<.). 6. pp. 5'28-5.)4. 

Woc'Miward. I". A . 1973. • An 1mprmed mclhod for che acrnd~namic analy"s of wing-body-tail conliguraliuns in 
'uhsnnic and 'UJ'l<:rsonic Oow". Pru1 I - Thcory and Applicntinn. NASA CR 2228. 

Wo()dward. F.A .. ltJ80. "USSAERO computer program developmcnl. Version H and C". NASA CR J227. 



ABCM • J . of the Braz. Soe. Mecha nicai Sciences 
Vo/ XX · No 2 · 1998 · pp. 244·262 

Análise Não-Linear de Mancais 
Hidrodinâmicas Montados em um Rotor 
Vertical 

ISSN 0100·7386 
Pnnted in Brazil 

Non-Linear Analysis of Hydrodynamícal Bearings in a 
Vertical Shaft 
Katia Lucchesi Cavalca 
Everton Nogueira Uma 
Universidade Estadual de Campinas 
Faculdade de Engenharia Mecânica 
Departamento de Projeto Mecânico 
13083-970 Campinas. SP Bras11 

Abstract 
ln u rmmin,l( rotor. ht'nrings tlrt' of fwuh.tmt•ntal imporumn· in defining its t/ynmnic· bt:lull'iour. l'hl'sically. the oil 
film i'Ísc·tms.f1m•· caused hv the rdotil·e motinn bt'tu·e<•n tlr<· shaft and the hearin11 internal pari build.s upa pres.,ure 
di.,·trihttti<lfl 1111 tlu· rotor Wtjar·,•. yieldin.~ to tum·lineur h.Himdynamicforces w/ti('h are t>o.vition. and.fluid ('()ndition 
dependenl. in )ou mal bt·aring.r. Tfll·' knnll'ledge of r !tese .fár('e,, /.1· 1>( fundamPnWI importance in rhe analy.,;,, of rhe 
\'thrtttfll:\' monon rtl mechanit·al eqttÍf'ment.<. Thi.< work c'IIII.\Ísts in the pre.1·entation wulrlw applit:alion o( non-linear 
nwtlc,·mtllwul modc/s rhal can rt'pre>enl hydrodynnmtc for('e.\ e.urted by rhe (li/ jilm in bearings. wllirh <upporl a 
l'ertical fl<'xihle 'hafr ;, mtoting maclrmes. These non-lillt'<U forcl!s arl! mrnlyuca/1)• t'l'aluated fm.,ed on rhe rc•Jor 
,/wjt orhtrcd posuion in lhe hHimd\·nctmtcal bearmg.1. 171t'St' lt.~drodmamicf/lrce.>. ti.S Wl'/1 a.< 1hose resulredfrom any 
t'<CI:'IIIIIt wt/1(//um:e. un• rhe i'(/emal exciraricm souru •s lltduded 111 1he nstt'm eqrwlion cif mc>ltnn. 11 purlicular 
dwrcwtai,tic 11/ rltis metlwd t.\ tlw easy de1erminuti11n <'./ tltc mm-lineurforce.s through an indired solurhm ji1r rhe 
pr<'S.>IIrt! dtsrrrlmti/ln inle}{ration. 7 he dynmnic:al belra1•tnur of the sysrem. âuc• 111 e.xtt•rnal tmba/ancing .fitrce,,, is 
t111ali.l"c·J hy lllc!i /IIS oflhl' or!Jirs. J{I'CI!iltica/ly ploul!ti jiJI' some imeresting runnirt): crmditions. From lhe 111/merica/ 
cuwly.,;,, I"<'St'lll<'d. the oil .film 11'/tip phenumetw a., 11 c'// <IS a limu cycle iii cylindricul bearirt}{S j(>r th<' orhit., ar 
differem rorutional .rpeed-' f (/// h<• ""'"'1·ed. Stron}{ nOil· finearilie.< nm be obsen•nl inthe Ji{Jing-pad bearings due to 
11' ''"riaiJ!c· geomelrr. analvJin.~ lh<' til/ Cltr!lle of 1lw pud.,. The tilrinfl·pad bearinJ(Ir11:h srabiliry ra11 ln· noticed by rhe 
roror fr<'Cfltt'llf'." re.,pon.,·e and 11.1 orbir cmrplitudt's in tlti., t.'i"' of beurings. 
Key.,.·ord.l: flydmd.mamrml Bearifl~tl. Prr.'iSIIft' Oi.wrilmrion. V.:rtiml fto:,b/t! Slwfr. Non-Lmear Mudei 

Introdução 
O conhecimento dos fenômenos de vibração cm rotores possibilitou a concepção da Dinâmica de 

Rotorcs como sCntese de dua~ impor!Mltes áreas de pesquisa: Vibrações em Estruturds c Análise de 
Mancais Hidrodinâmicos. E~te fato ocupa uma posição de destaque na Engenharia, por ser, atualmente, 
um procedi mento indispensável na fase que antecede ao projeto de equipamentos rotativos. Assim. o 
conhecJmcnto do comportamento dinâmico dos s istemas rotativos através do emprego de mcxlelos 
matemáticos elaborados ames do projeto definitivo permitem ao analista a "prediçào" de possíveis 
problema.' de operação. principalmente em re lação aos níveis admissfveis de amplitudes dos 
deslocamentos devidos ao movimento vibratório do rotor e, especialmente, quando da passagem por 
alguma de ;.uas velocidades críticas no caminho p<~ra a velocidade de operação. 

Para analisar o compon·amento de um sistema dinâmico com estas características, simulações 
numéricas para mancais do tipo cilfndrico foram apresentadas por Capone G .. 19R6, 1991 c Dcdini F.G. 
et ai.. 1994, obtendo as órbitas de~critas pelo movimento do centro do rotnr com relação a um sistema 
de referência fixo no centro do maocal. Nestes trabalhos, algum~ condições de operação para um 
modelo proposto de rotor ~ão :-.imuladas. Outro problema especificameme abordado na literatura refere· 
se à modelagem de mancais hidrodinâmicos do tipo segmentada (Cavalca K.L. el ai., 1994 e Cavalc.;a 
K.L. , Lima E.N .. 1997). Neste ca.o;o, a dedução do m~xlelo emprega um sistema de referência fíllo ao 
mancai. estabelecendo-se funções que definem as clistrib ui~rões de pressões geradas no fi lme de óleo. 
Também c~te modelo rem sido uti lizado na verificação da procedimento matemático apresentado por 
C.avalca K.L. et aL 1994 para representar as forças tluidodinâmica.o; não-lineares resultantes do campo 

Manuscript received: June 1996. Techmcal Editor: Agenor de Toledo Fleury. 
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de pre6sâo pr~.sentc em mancai~ hidrodinâmicos do tipo segmentado, presentes em um rotor vertical 
nex.ívd. 

Um dos primeiros tipos de manl:ais a ser desenvolvido c a ter sua patente requerida foi o ma.m:a.l do 
1ipo segmentado, ~:oncebido no inicio de!>te século por Kingsbury e Michcll. Seu emprego em grande 
escala, enu·ctanto, :-;6 ocorreu após a constatação da presença de instabilidades nos mancais de 
geomelria fixa. devidas a~ condições mais severas de carga aplicada ou velocidades de operação 
impostas pelo advento do.s rurbo-rotores. Com o desenvolvimento dos rotores que operam cm alla 
rota~tâo. c objetivtmdo melhorar as suas condições de operação, o projeto destes equipamentos passou a 
utilizar n dependência da~ características dinâmicas do sistema sobre a folga radial. chegando-se a 
concepção dos mancais segmentado~. 

Desta fonna. os man~.:ais segmentados são projetados para melhorar as caracterfsticas de 
cstabilitbdc pelo aumento da folga radial em operação. ou do setor carregado do mancai. Este tipo de 
arranjo reduz o problema da instabilidade nu., rotores pela minimi7.açào dos termos de acoplamento da 
rigidez. por exemplo K., c K" . nos mancais t:ilíndricos. Neste tipo de mancai existem segmentos· 
pivotados internamente, que oscilam em torno do pont() de pivotamento. Esta condição pos~ibilita um 
ajuste da geometria do man~:al à distribuição da pressão interna no filme de óleo e ntre o rotor e a 
§Upe1fíc1e do segmento. Não existe limite para o número de segmentos a ser utilitado no projeto de 
um mancai. As u~inas hidroclétricas. por exemplo, apresentam mancais com 12 ou ate 16 segmentos. de 
awrdo com as necessidade:; de projeto. 

No inkio do movimento. o flux.o de óleo lubrificante gerado pela difertnça de pressões interna faz 
com que o ~cgmt.!nto se incline de um certo àngulo ao redor de seu ponto de pivotamento. O mesmo 
fenômeno ocorre em Lodos os segmentos do mancai, porém cada uma terá um ângulo de giro próprio. A 
força hidrodinâmica sobre o rotor é resultante das componentes cartesianas da força desenvolvida cm 
cada scg.mento isoladamente. 

Modelo Matemático 

Modelo Matemático do Rotor 

Para um sistema dinâmico, composto por um eixo rotativo vertical, a equaçã() diferencial que 
descreve seu movimento é dada pela expressão: 

[M yj(t )+[C k(t )+ [K }J(t )= {Jt' }+ {JII} (I) 

onde: 

IJ\11 Matriz de ma:.sa do t:ix.o e elementos associados 

[Cl Mau·iz de amortecimento do eixo, que inclui a matriz giroscópica 

I K I = ~alriz de rig idez do eixo 

{ f, } Vctor forças externas 

{ f. } Vetor forç~ do filme de óleo 

{ íj I = Vctor aceleração das coordenadas do centro do cix.o 

{ q 1 Yt.!tor velocidade das coordenadas do centro do dxo 

{ q } Vetor deslocamento das coordenadas do ~.:entro do eix.o 

Na Equação ( 1) o vetor forças ex. ternas {f,} pode ag1r em qualquer uma das coordenadas do t.istcma. 
Neste estudo, ~ forças externas agem apenas na mesma se<;ão do Disco Rigido e são devidas à 
excentricidade dt: massa. que causa um desbulanceamento oo rotor. O vetor (f.} representa as forças 
lluido-dinâmicas exen:idas pelo filme de óleo, e contém as força~ não-lineares, dependentes dn posição 
e da velocidade do ~:entro do rotor com relação ao centro do mancai hidrodinâmico. Consideram-se 
assim os efeitos da não-linearidade envolvida no movimento. 
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Modelo Matemático para Mancais Cilíndricos 

O m<mcal cilíndrico plano é o tipo mais simples e também o mais usado entre ns mancais 
hidrodinâmico~. na ausência de altas velocidade~ de rotação ou elevadas carga~ aplicadas. Os 
parâmetros dinâmicos equivalentes são o amor1ecimcnto e a rigidez. 

O movimento relativo entre as superfícies do rotor e do mancai, na presença do filme de óleo e 
devido às variações de atrito do lubrificante. provoca uma variação na distribuição da pressão intema. A 
Figura I mos1ra o sistema de referência em um mancai cilíndrico plano. Devido ao efeito cunha 
(divergente e convergemc). o fluido situado entre o rotor e a superffcie do manca] é forçado a escoar 
pelo movimento do rotor. tendo sua pressão aumentada. Formando assim um fluxo de lubrificante no 
sentido da região convergente para a divergente do mancai. A pressão varia devido ao atrito viscoso do 
luhrificame. A djstribuição da pressão hidrodinâmica atuante no rotor é equivalente a uma força que 
reage à carga aplicada. A não-linearidade inerente aos manca.is rudrodinâmkos depende do movimento 
relativo do eixo no filme de óleo (Caponc G., 1986, 1991). No caso de máquinas rotativas com 
po~icionamento vertical, este movimento é relativamente grande. poi.~ a força gravitacional que age 
sobre o rotor não possui componente horizontal. Esta força é a responsável pela ocorrência de um 
ponto de operação nos mancais em máquinas de posicionamento horizontal. O problema básico na 
análi~e de mancais hidrodinâmi~:os é o da determinação da distribuição da pressão no filme de óleo para 
dada geometria de mancai. Esta distribuição de pressão é. ne.~te trabalho. estimada pela solução da 
equação diferencial de Reynolds. 

Na Figura I representa-se o esquema de um cone na seção transversal de um rotor horizontal c do 
mancai com um sistema cartesiano de referência (Oxyz) fixo ao seu centro. A carga W, ou peso 
próprio. é aplicada sobre o cen1ro do rotor na direção do eixo cartesiano x, porém com senti.do oposto a 
e~te. O centro O do sistema de referência é coincidente com o centro O .. do mancai e o eixo Oz é 
coinctdente wm u eixo cctl!ral do mancai e a direçao do vetor oo. Oe é o centro geométrico do eixo, h é 
:t espcssur.1 do filme de óleo c C é a folga radial do mancal. As características geométricas deste mancai 
são dada.~ pela relação entre o rajo R=D/2 e o comprimento L. Não são considerados o!. efeitos de 
nutra.~ força;;, a não ser aquelas descritas na equação de movimento ( I ). 

C= R- r 
,~,x 

IA .... 
' .... ,, D=2 R 

Om 
~ 
/ 

O e z 

I"'' ... 
...t .... 
~ ,.. 

L 

Fig. 1 Mancai cilíndrico: principais carater(sllcaa geométricas 

A t-:..qu<.u;ãu (21 descreve como a pressão se dt!sl!nvolvc no interior de um man~:al rudrodinâmico 
c ilindri.:o plano. cm função da espessura do ftlme de óleo, considerando-se os gradientes 
t:ircunfcren~·ial \<p) e axial (Z) devidos ao movimt:ntO do Ouido lubrificante. 

(2) 
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onde: 

Po = 6pw( ~r 

p 

R 

espessura do fi lme de ó leo 

pressão 

raio do manca] 

raio do rotor 

Jl viscosidade do lubrificante 

z . rJ coordenadas polares 

w velocidade de rotação do eixo. 
O método desenvolvido considera 3 hipótese de mancais curtos, onde o gradiente de pressão na 

direçào cin:unfcrencial pode .ser desprezado em relação ao !,'Tadiente na direção axial. Nestes mancai!>, a 
relação K=R!L é maior que I. A~si.m, a Eq. (2) reduz-se a: 

K - -:-· h · - =-.- +2h ~ ()( ~dp) ah . 
d: (}: cJt9 

(3) 

Considerando-se a configuração geomélTica apresentada à Ftg. 3, a espessura do filme de óleo, em 
sua forma admens.ionalizada, pode ser obtida: 

h=!:_= 1- rcostJ - >•sent1 c (4) 

A condição de contorno impõe pressão nula nas extremidades do manca!. Assim. integrando-se a 
Eq. (3) ~ujeita a es tas condiçôe~ para -112 S z $ 1/2. obtém-se: 

( 
o I ( L 'J~[ (x- 2 i• )sc111? - (y + 2.i-)cos v]{. 2 1) p IT,~} = - - . ' 1_4Z -

2 D (1- xcostJ - yscntJ) 
(5) 

Esw equação representa o modelo matemático da distribuição de pressão em função das 
coordenadas po lares. para um 013Jlcal hidrodinâmico curto do úpo cilíndrico plano. 

A força hidrodinâmica não-linear é obtida da integração da Eq. (5) ao longo da área de contato. A 
força total é. portanto. a soma vetorial das componentes nas dircções x e y. Estas componentes são 
obtidas pda integração da expre~são (5) na forma: 

F =-J- r.di. 
;\ 

(6) 

onde a :.uperfície A é dadu por: 

A = RdtH.d:, (7) 
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A pressão p pode ser substintfda na expressão (6) corno sendo o produto dos tennos p0 c p, 
definidos para a Eq. (2): 

J (L f.'( 

fo = - J J PoPRdtJLd: (8) 
I rt 

onde: 

( r+2X) n (y+"x) n a=arctg -· --. --sign ----. J- - sign(v+2.r}(CaponeG.,I 986) 
x -2y 2 x-2y . 2 

Tern-se, portanto: 

O número de Sonuncrfeld modificado. para mam:a.is curtos, é definido por: 

(LO) 

A força hidrodinâmica não-linear é. portanto, definida pela integral dupla ( 11 ): 

.f =...!_ = _3 J' CtJ+:r [(x- 2j;)sent1-(y+2..i:}co5t?]{costJ}(4 z2 - l~t?dz 
aW (1 - xcosO- ysen 0) 1 scn tJ 

_ 1 a 

( li ) 

~ 

Integrando-se. inicialmente ao longo da coordenada z. a Eq. ( li ) torna-se: 

f = ~ = 2 ar [ (x- 2,V )sen tJ - (y+ 2i)cost9]{C()S [} }dO 
aW ( 1- xcos t9 - v .~en 1?)·

1 scn 0 
(( . 

( 12) 

Que pode ser re~crita wmo: 

I 
a+ll a+ll 2 

(x- 2)·) scnt~cosO dt:J- - (v+ 2.i) cos tJ dtJ 
· J (1 - x c os tJ - v senO J · J (l - x c os tJ - y sen ô }l 

I = 2 u.~n , . a~1r 

l(x+2j•) J scn - t? ?dt?- (y+2i) J 
(I- xcos t9- vseo tJ 

(l • (1. 

sen !?cosO dtJ 

{1 - xcos tJ - yscn tJ r 

(13) 
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1\o. expressões acima fornecem a.~ componentes das forças não-lineares exercidas nas direçõcs x e y, 
do sistelllil de referência fixado ao centro do mancai, pelo filme de óleo sobre o rotor. Para obtê-las é 
n~ces~ário resolver as integrais abaixo: 

1-. = 
fZ ~1f 

J scn~ v d .n 

1 tJe 

(1-xcoS?1- yscn~) 
lt ( 14} 

CH/f 

I _ J sent~col't'1 
1

, 
I- 1 11 

a {1 - xcost:i- yscnrJ)' 

Para se evitar a.s integrações na Eq. (13). propõe-se uma ~olução do tipo indireta empregando a 
definição cL1 integral: 

(X+If 

G(x. ,._a)= J ( dt1 ) 
· I - x cos t? - y scn r? 

l.l 

( 15) 

A função vlx. y,aJ é definida como: 

'•( ) ![ G x.y.a = J 
1-x2

- / 

(16) 

/\s~im, as componente!> da força hidrodinâmjca cm x e y resultam cm: 

( 17) 

O aperfeiçoamento deste procedimento para obtenção das componentes da força hidrodinâmica não­
linear cm mancais cilfndrieos plano:. leva a derivação parcial de primeira ordem uma nova função 
analít ica V(x,y,a). A~sim. a força hidrodinâmica passa a ser obtida pela soma vetorial de sua1; 
componentes n;c; dircções x c y : 

r(x,y,a)) 
(18) 

onde a função V(x. y,cr) ~dada pela expressão: 

(x,y,a) 
( 19) 

No entanto, com o intuito de ainda simplificar a avaliação da força hidrodinâmica. evitando-se o 
processo de derivação da função V(x. y.cr). esta operação pode ser substituída pela introdução de uma 
nova função, r (x. y.aJ. que combinada a.~ funções v(x. y.a) e V(x. y.a J. definidas em ( 16) c (19). 
p::ts~a a fornecer a força hidrodinâmica pelo sis1cma de equações: 
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)/ 

.f = {!'} =- (x-2)·f +
1

(y+2.t-[ 2 {3.xV(.t,y,a)-sen a.G(.\",)',a)- 2~:osa.F(x.y.a}1 
!_~ 1- x·- v 2 3yV(x.y,a)+cosa.G(x.y,a)- 2sena.F(x,y.a)J 

(20) 

onde: 

F( . )- (xcosa+ ysena) 
.x. y.a - G l ' ) -x - y· 

Como visto no sistema de Eqs. (20), este novo procedimento dispensa a necessidade de derivações 
na avaliação da força hidrodinâmica não-Linear, o que agiliza em muito as operações numéricas. 

Modelo Matemático para Mancais Segmentados 

A Figura 2 mostra a geometria de um manca! hidrodinâmico tipo !>egmentado. 

-õ2 

Fig. 2. Esquema representativo de Mancai Segmentado e sua geometria. 

A pressão desenvolvida no segmento é obtida em funç.'io da altura mfnima do fLI.mc de óleo da 
solução da equação diferencial de Reynolds (2) (Cavalca K.L. et al..l 994). 

Para este tipo de mancai. a hipótese de mancai curto também é utilizadll, o que signífica que K=R/L 

é maior que I. Sua integração dependerá das rrlaçõcs trigonométricas nas pás do mancai. Se o centro 

O, du rotor se desloca de x e :V do centro O. do manca!, a espessura do filme de óleo, é dada pela 

cxprc!>sào: 

, = ~ = I- xcos a- ,vscn ~~- 'l'lfJSen(t? - I{! o) (21) 

sendo: 
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A L:onúição de contorno, impõe pressão nuln nas extremidades do mancai. onde - J/2 ~ ~ :S 1/ 2 . 
As~im. a expressão 4ue fornece a pressão hidrodinfi mica exercida pelo filme de óleo é dada por: 

p(t'J, :) = .!.(~ )~[l<x -11')'11 )- 2(.i: + tti.ru )hcn I? - ((_v+ Vf.lo) + 2(x ~ vi)·11 )jcost1 ]<4 z2 _ I) 
2 D (l-(x -VI}·11 )t:ost~ - (y+tp0)senr? l 

(22) 

A força hidrodinâmica não-linear será obtida pela integração da Eq. (22) que sobre a área de 

contato. compreendida entre o ângulo injciaJ rJ, c o ângulo final ~ de cada segmento. A força total 

sobre o eixo é obúda da soma vctorial das componentes nas ilireções x e y em todos os segmentos. 
A~o componentes Fx e Fy da força hidrodinâmica dependem da espe~sura h do fume de óleo e de 

~ua vari:u;ão ao longo da coordenada angular O do :-.egmento: 

(23) 

Integrando-se (23) em z. \cm· 

,; , ·~ 2 

l( ). 2( . . \1 J sen Ocos!? d ·" [.( ) z(. . )l j cos v d·" x - ljly0 - y + 'I'Xo JJ ~ u - y + lf'Yo - x - V'Yo 1 --1 - u 
h k 

/
. _ ., r1) t~ 

. -~ ~ ~ 

[( ) ( . . )Jj-sen
2

1?d·" ~( ) z(· . )l J sen Ocosl?d·" 
.t -lJIYn - 2 Y + 'Po ~ u- L' Y + lf'Yo - x- 'I'Yo 'J h3 v 

~ ~ 

(24) 

As expressões acima fornecem as componentes das forças não-lineares exercidas na~ dircçõcs x e y, 
do s tstema de referência fixado ao centro do mancai. pelo filme de óleo de um segmento ~obre o rotor. 
Para ohtê-las é necessirio resolver as integrais ahai xn: 

(25) 

(26) 

(27) 
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As integrais 1, •~ e l, são de difícil solução analítica. Porém, através de uma solução do tipo indireta, 
descrita por: 

(28) 

A função analítica G toma-se dependente de novos parâmetros, que consideram agora tanto a 

rotação 'I' do segmento. quanto os ângulos t9j e tJ2 , que são os ângulos inicial e final das coordenadas 

angulares que delimitam a extensão do segmento. 
A função (i(x. y.lji.O) pode. então, ser escrita como: 

~r================+ 

Jl-(x-~'Yof -(y+!poJ 

I [-"'-V7+~~~o~F=os=tJ=- =(y_+~~~o=~e=n_tJ] -- .arcrg 

J I - (x -lfl)'o r -(y r V'Xo r J I - (x -lf!Yo r -(y + V'Xo r 0t 

(29) 

A equação (29) possibilita. através das regras de derivação para uma função integral, apresentar as 
relações que envolvem a solução das integrais (25), (26) c (27). A solução destas integrais permitem a 
obtenção da!> componentes da força hidrodinâmica não-linear nas direções x e y. 

A força hidrodinámica não-linear será: 

x F axav ax 
{ 
J 

} 

l(x- 'I'Yo )- 2(j- + iftxo )? G- ({y + V'Xo )+ 2(x- VtYo )] () 
2

2 
G 

f = f,. = oW = [(x -lf!Yn )- 2(j• + iftxo )] ~:-G- [(y + V'Xo )+ 2(x- VtYo )] ~~ G 

(30) 

A força hidrodinâmica pode ser calculada pelo estabelecimento de uma função V (x, y,~, O), que 
considera a nova geometria envolvida: 

I ~: l = - J[(x - 'i('p )- 2(y +""" )f + ((y + OJAQ)- 2(X- liYo )f l ~ l (3 I) 

onde: 

V( 0 ' 1- [(x- 'I'Yo)costJ-U' + .Po)sen vlG<x.y,~ ,1?) 
x.y.~.vJ = , , 

[1 - (x -lfl)'o r -(y + V'Xo r l (32) 

e 

F( . tJ) = (x - lfl)'0 )cosv + (y + VfXo )sen I? 
x.) · 1{1, [L- (x -lfl)'0 )cosv- (y + V'Xo )seo tJ] (33) 
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assim: 

j f,} = - ~l(x- '11:\'u )- 2(v + V!xn )f + !Cv + IJ.f.\'0 )- 2(.\- + tjlyo )f 
l [, [, - (x - '11)'() r -(.y +VI.\' o r] . (34) 

J~(x_ - ll':l·.c, )!(x. Y_· ~~'· d )+ ~en O.C(x. y.ljl.t9} = cost?.F(x. Y.'llf .1~ )l 
IJ(y + Yf\u )!(x, ·' .llf ,1, )- cos O.G(x. ,Y.Ijl. o) sen v.F(x, y,llf. o )f 

Essa~ funçõeli dcfmida.~ p<~ra o mancai segmentado. devem ser avaliada~ desde o ãngulo inicial t?j 
até o ângulo final 1~:; de cada segmento. vide Fig. 2. A força hidrodinâmica total será dada peln soma 

das componentes nas direções x c y. de todas os segmentos do mancai. 

Descrição do Sistema Analisado 
Fa1.-se a descrição dns principai~ caracterfslicas ffs1cas dos modeln~ matemálicos envolvidos na 

simulação numérica de~ta representação de máquina J'Otativa de rotor flexível vertical. 

Esquema do Rotor 

No caso em estudo, propõe-se um modelo matemático que represente um rotor flexfve l vertical, 
acionado por um conjunto Motor-Acionador acoplado à sua parte superior. um disco rfgido acoplado à 
sua parte inferior. O eixo é interligado à e.strutura de montagem. consideraclli rígida, por meio de um 
mancai hidrodinâmico. 

A Figura J mostra o rotor, cm repouso, discretizado cm elemcmos de viga, d1scos rfg1dos. molas e 
amortecedores. e situado nwn ~istema cartesiano de referência Oxyz. Neste sistema de referência fixa, o 
eixo z coincide com o e ixo de rotação do rotor e tem a direção coincidente com a dn vetar velocidade de 
rntaçiio n. 

O conjunto Mntor-Acionador, conectado à estrutura de montagem por meio de molas. será 
considerado como um disco rfgido, com efeito giroscópico, acoplado ao rotor como coeficiente de 
rigidc7 e amortecimento no nó I. 

O mancai hidrodin!lmico está localizado no nó 4. Este nó está rigidamente interligado à estrutura de 
montagem para evitar influências d<1 rigidez da estrutura sobre ns efeitos de rigidez e amortecimento 
produzidos pdu filme de óleo lubrificante do mancai. O uó 7. na extremidade inferior do modelo de 
rotor. tem conel:tado um disco rígido. A inércia do disco produz efeitos giroscópicos no rotor. Entre os 
nós I e 7 existem seis elementos de viga, idênticos cm dimensões, que interligados formam o eixo. 
Cada nó do modelo pode deslocar-se nas direções dos eixos x c y, e g1mr respectivamente ao redor 
dck~ com ângulos e e <P • conferindo a cada nó da estrutura 4 graus de liberdade. 

Elemento Mancai 

As forças hidrodinâmicus não-lineares {f. ) do filme de óleo, calculadas pelos modelos matemáticos 
dos mancais. são incluídas nas equações de mo,·imemo do m<x!elo de rotor através das componentes 
nas direçõcs x e y, aplicada~ no nó 4. As forças atuam sobre o rotor, no nó do mancai, e são 
consideradas corno fonte de excitação para seu movimento llcxural. As componentes (fx.} e {fy.} 
contribuem. na cquaçâCl de movimento. com a excitação na forma: 

q" = {xl 81 yJ ~I x282 ,v2 1/12 x3 83 y3~3x4 84 y4 rp4 x585 y5rp5 x686 y61/1fl x7 87 y7f/>7f 

(35) 

{!;)}=~o o o ooooo ooo .r"' o/, .. oooooooooo o ooY (36) 

A~ forças devida~ ao desbalanceamcnto no modelo proposto para o rotor flexível são representadas 
como componentes nas dire.çõcs x e y, e incluídas no lado direito da equação matricial g lobu.l de 
movimento do ~istema completo (I). As forças agem no nô 7 do modelo e são dadas por: 
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f ,. }={fi',}= ~ {COS((X} v ,. J. M .(J) eu 
,. senlíX 

(37} 

{r,.}= pooooooooooo 000000 000000 fu o f.y o r (38) 

A Figura 4 mostra uma representação simplificada das forças do filme de óleo e seu ponto de 
atuação no rotor. Outros tipos de desbaJanccamentos, como os causados por desalinhamentos dos 
acoplamentos por exemplo. não são considerados oeste trabalho. Uma represeolllção simplificada das 
forças de desbalanceamenlo agindo sobre o rotor é mostrada na Figura 5. 

z 
n 

Fig. 3 Esquema representàlhto do modelo do Rotor por Elementos Finitos 

z 

Fig. 4 Representação do nó de Fig. 5 
atuaçio das componentes das forças do 

filme de óleo. 

'7 
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6 

f~ 
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7 

Representação do nó de atuaçio da.s 
componentes da força de 
desbalanceamento. 
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Simulação Numérica e Resultados Obtidos 
Nas simulações numéricas realizada:., o objetivo é vcriftcar-st: a amplitude dos deslocamentos no nó 

4 do modelo, já que neste nó está localizado o modelo não-linear para o mancal hidrodinãmü;o. Nesta 
s.imulaçâo são obtidas tiS trajetórias descrita~ pelo centro do eixo Or com relação ao centro do mancai 
Om . fixo no sistema de referência Oxyz. 

Veloc idade Crítica do Rotor 

O modelo de elementos finitos do rotor possui 28 graus de liberdade. Na integração, visto não haver 
o efeito da gra\•idade cm rotares verticais, admite-se que o movimento do centro do rotor Or parta do 
centro do mancal Om. As velocidades criticas dos modelos de rotares são avaliadas a partir de uma 
condição Quase-Estática, onde foram plotadas as amplitudes da~ órbitas para diferentes rotações do 
eixo. Assim foram obtidos os "mapas das amplitudes de vibração de "whirl" no mancai. causadas por 
desbalanceamentos. 

Modelo de Rotor com Mancai Cilíndrico 

Comportamento a Diversas Velocidades Partindo do Repouso 

A segu1r são mostrados os re~ultados obtidos para as .~imutações das resposta~ do rotor com mancai 
cilíndrico, em diferentes velocidades de rotação ro. partindo sempre da posição centrada e do repouso 
(w=O). A~ Figur<Js 7(n) c 7(b) mostram os deslocamentos e órbitas do rotor. com velocidade de rotação 
de 60 [rdl~) . Percebe-se um pequeno aumento na amplitude da órbita a 60 (rdls) com relação a de 30 
[rd/s](Figs. 6(a) c ll(b)). indicando o iofcio da instabilidade do lilme de tluido, que ocorre a 80 (rd/s) 
CFigs. 8(a) c 8(b)). 

y ltoll 

õ' • l'l'· 
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.... I 

'• t Is] Xtmt 

Fig. 7 (a) Deslocamento em x: tu= 60[rd/s}, (b)Orbita (nó=4; w = 60rd/s) 
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Flg1 9 (a) Deslocamento em x; ro = 100[rd/s], (b)Orbita (nó=4; w = 100rd/s) 

Efeitos "Whlp/Whlrl" do Filme de Óleo 

Mancais hidrodinâmicos estão sujeitos à uma outra forma de vibração chamada auto-excitada 
(Ehrich F.F .. l992). O movimento de vibração, neste caso, é criado e/ou controlado pelo próprio 
sistema. A amplitude da vibração deste movimento vai aumentando, até que algum efeito oão-l.i.near 
limite este crescimento. A energia que supre as vibrações é obtida de uma fonte de potência uniforme 
associada ao sistema, a qual dá infcio ao movimento. devido a algum mecanismo inerente ao sistema. 
Na vibração auto-exciLa<.la, a~ forças desestabilizadoras são criadas pelo próprio movimento e farão que. 
em certas condições, o sistema assim excitado vibrar na sua própria frequência natural , independente de 
qualquer outro estimulo externo. 

A vibração auto-excitada tem uma característica própria que é, em certos sistemas, o surgimento de 
uma força tangencial normal à detlex.ão radial do eixo em rotação. A amplitude desta força é 
proporcional à dellex.ão e em dado momento, esta força irá superar as forças estabilizadoras devidas ao 
amortecimento extemo c induzirá um movimento de "wh.irling" de amplitude sempre crescente. 
limitadas somente pelas não-linearidades na rigidez, que por sua vez, limit.am as deflexôes. 

Geralmente, os fenômenos de instabilidade nos rotorcs ocorrem acima da primeira velocidade 
crítica, muitas vezes num valor próximo ao dobro da mesma, quando a componente hidrodinâmica 
tangencial supera o amortecimento do filme de óleo. Para o caso do mancai cilmdrico em estudo, este 
fenômeno ocorre a 80 [rd/s] (Fig. 8). 
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Simulou-se a resposta dinâmica do .sistema com mancai cilíndrico plano até 160 [rd/sl: a Fig. 10 
mostra que o ~alto de amplitude próximo aRO (rd/s] permanece com o valor elevado de amplitude até o 
final da simulação. não caracterizando uma segunda frequência natural. 
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Fig. 10: {a}Amplltude do Deslocamento X Rotação {n6=4}. 

Para complementar a ;málise deste efeito, as Fig~. ll(a) e ll(bJ complementam a análise iniciada no 
item Comportamento a Diversas Velocidades Partindo do Repouso 

X [mj Y f 1 ··r ... -- -~m ------:~~;;;;:::--
,.... • •. ,. (h) 

I 
1\ I 1 

... o. L-~-----
0 c! 

a) 

• t Is 

X fml 
Fig. 11 {a) Deslocamento em x; w = 80[rd/s], (b) Orblta (n6=4; w = 80[rd/s)). 

Efeito de um Impulso Atuando Sobre o Mancai 

b) 

Finalizando a análise do manca] ci líndrico, foram estudados os efeitos de eventuais impulsos 
externos aluando no rotor nn nó do mancai. O objctivo desta análise é verificar se o impulso pode 
desestabilizar o ciclo limite! do centro do rotor no interior do mancai. ocasionando contato óireto entre 
os mesmos. 

Inicialmente. um impulso de 50 (NI foi suficiente para deslocar a órbita do eixo no interior do 
mancal à uma rotação de JO [rd/s]. As Figuras 12(a) e t2(b) exemplificam o impulso atuando na direçào 
x cm sentido negativo. As Figuras 13(a) e 13(b) exemplificam o impulso atuando na direção x em 
sentido positivo. 
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Fig. 12 (a)Orbita do centro do eixo, (b) Amplitude do Deslocamento na direção x 
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Fig. 13 (a)Orbita do centro do eixo, (b) Amplitude do Deslocamento na dlreção x 

A seguir. a mesma análise foi realizada para a rotação de 100 [rd/s]. sendo que. neste caso, foi 
necessário um impulso de 5000 [N] para deslocar o rotor de seu ciclo limite. As Figuras 14(a} e 14(b) 
exemplifi.:am o impulso atuando na direção x, sentido positho. Nota-se. nos casos simulados. que o 
ciclo-liuútc parece atrair para si o movimento oscilatório, após a atua'rão do impulso. 

Xlml 

X/mi 

Fig. 14 (a)Orbita do centro do eixo, (b) Amplitude do Deslocamento na drreção x. 
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Modelo do Rotor com Mancai Segmentado 

Comportamento a Diversas Velocidades de Rotação 

A seguir são mos1.rados os resultados obtidos para as simulações das respostas do rotor wm mancai 
Sl!gmcntado, cm diferentes velocidades de rotação !A partindo sempre da posição centrada e do repouso 
(O.l=Ü). 

São mostradas as órbitas c deslocamentos do centro do rotor. no nó 4 onde se localiza o mancai, a 
diferentes vdncidades de rotação, partindo centrado e em repouso. As Figuras 15(a) e 15(b). 16(a) e 
16(b), 17(a) e l7(b). e J8(a) e 18(b) descrevem os deslocamentos e órbitas do rotor. agora com 
velocidad~:s de rotação de 30 [rdls]. 60 [rdls[. 80 [rdlsj e 100 frdls]. respectivamente. 
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Fig. 15 (a) Deslocamento em x Veraus Tempo, (b) Órbita do centro do eixo,nó=4, w=30(rd/s] 
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Fig. 16 (a) Deslocamento em x Versus Tempo, (b) Órbita do centro do eíxo,nÓ=:4, ro=60(rdls] 
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Fig. 18 (a) Deslocamento em x Versus Tempo, (b) Órbita do centro do eixo,nó=4, CJ.)::100(rd/s] 

Resposta em Frequência 

A vibração auto-excitada a que estão submetidos os rotores que operam sobre mancais cilíndricos c 
que provoca a instabilidade do filme de óleo não ocorre no mancaJ segmentado. Este tipo de mancai 
representou uma "revolução" para a estabilidade de rotores flexíveis, já que seu projeto mi.njmiza as 
forças. ou ainda, os coeficientes cruzados e acoplados de rigidez equivalente. Os mancais segmentados 
possuem menor amortecimento a baixas velocidades se comparado aos mancais cilíndricos. entretanto 
são inerentemente estáveis e não entram em instabilidade de filme de óleo. 

A fim de verificar com maior precisão o comportamento do rotor numa faixa mais ampla de 
rotação. simulou-se a resposta dinâmica do sistema com mancai segmentado. A Fig. 19 mostra que. 
para o mancai :,egmentado, a resposta cm frequência até 250 [rdlsj não apresenta o fenômeno de 
instabilidade, podendo-se perceber o pico característico da segunda velocidade ~TÍtica do sistema com 
este tipo de mancw a 200 [rd/s). 



261 J ol the Braz. Soe. Mechanicat Sciences- Vot. 20, June 1998 

Fig. 19 Resposta em frequência, mancai segmentado, nó=4. 

Conclusões 
O trabalho realizado é uma contribui~<ão ao estudo do comportamento dinâmico de máquina.~ 

rotativas verti<:ais de rotores ncxíveis i.J1terligadas por meio de mancais hidrodinâmicas às estrururas de 
montagem. Foi introdulido e apl icado o modelo não-linear para mancais hidmdinârnicos c ilíndricos 
planos e simuladas algum<Js condições de operação. Após as simulações realizada~ pode-se afirmar que 
o modelo conftrma a previsão da teoria para modelos não-lineares para o man<:al tipo cilíndrico, onde 
ocorreu a instabilidade do tilme de óleo no dobro da primeira velocidade crítica. wmo visto nn teoria. 
No caso de projetas, o mancai cilíndrico. certamente de custo mais baixo, permite que a faixa de 
operação desta máquina e~tcja restrita entre a pnmeira velocidade critica c a velocidade na qual 
ocorrem os efeitos de instabilidade do filme de óleo, onde devido a e levada amplilUde do movimento, 
a$ forças de reaçào na estrutura tomam-se excessivas c indesejáveis. Do ponto de vista da manulenção, 
se novm critérios de produção exigem que a velocidade de operação seja aumentada, a máyuina com 
mancais cilíndricos apresentará nívei~ altíssimos de vibração devido a fenômenos que podem ser 
desconhecido~ aos engenheiros de manutenção. A simulação numérica poderá, neste caso. fornecer 
rapidamente lunda.men!o~ pard decisão sobre qual o tipo de mancai utilizar. 

O trabalho também propõe uma técnica de modelagem não-linear para mancais hidrodinâmicos 
segmentados e ~ua aplicação em um rotor vertical !lcxfvel. Após as simulações realizadas, verificou-se 
que o modelo contirma a previsão da tC()ria para efeitos não-lint!ill'cs de mancai~> ltcgmentados curtos. 
onde os níveis de vibração ltàO muiLO menores que os apresentados para o mancai cilíndrico a elevadas 
rotações. bem como , pela minimi1.ação dos termos cruzados e acoplados de rigidez, este componente 
apresenta elevada estabil idade cm rdaçiio aos mancais de gcometJ"ia fixa. O comportamento do mancai 
segmentado, fortemente não-linear e altamente estável, posiciona a faixa de operação desta "máquina" 
entre aproximadamente 50 e 200 [rd/s]. O c::mprego da modelagem matemática de sistemas dinâmicos. 
pnra o conhecimento prévio dos níveis de vibração alc;mçados pelas máqui.Jla' c suas possí\'eis faixas 
de operação, t de fundamental importância como parâmetro do decisão tanto na fase de projeto, como 
em eventuais planejamentos de manutenção. Eventuais complementações poderão ser realizadas com a 
<:onstruçâo c teste de bancadn ou máquina com os dados equivalentes dos modelos para a comprovação 
experimental. Um passo importante na continuidade dt:stes estudos é a calibração experimental do 
mndelo desenvolvido, bem cumn as comparações entre os comportamentos dinâmicos do rotor sujeito à 
ação de forças hidrodinâtruca.' de sustentação provenicmes de mancais de geometria fixa e de geometria 
móvel. 
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Abstract 
Tlu· meclumiuil J"'"l'<'rli<•s o{ f/11.' l>asc: aml of tllt! wel .,·c/d 1111:1<tls used in tU}:vhore p/atform.~ wer.- measured and LL'>ed 
lt• modd 1/u• }tlfigue propa"wion '!{III<· superficwl :.emi-ellipfh·u/ and of 1he comer tJiwrt-elliptical cm.-k.v. Bath lhe 
tri-dim<'II\Ímwl ~<'t>lllf'tn of tlw crad.s nnd tlw 111}1tJellce r•{ the .faligtu• c'r11r·A fJror•u[>lation thre.,Jwhl are expllnt/.1 
• m"idt•rPd. 1111d t/1<· r<'HIIts are imerprt!t<'dji-lml riu: de.,·ign mui {mm J!IP IIOII·ile,<lni('/ÍI'I! mspecriotJfJilinrs ofview. 
Key..-ords: Fmigue. Superficial Cra.-J •. ,. Wcr Wl'ld.1'. 

Resumo 
A• {troprierlade~ mecdmn11 dr um aro estmrural" do metal depositado por ,w/dtl};em malhada jumm medidas e 
11.111duv J>nra modelur o Jlloi>lema do proptlgaçt1o por{údixn de rritu·tl.l .wpe~ficiai.1· semi-eltpricas I! de camo quarto­
t•lti>tlras. Ttullu" comJ•h·~idade dv pmhlc'mll ,llt!lllllerrico. qu..JIIltlll in/luêrrl'ia do lu11iar de propa[!açlio da' uincos 
fl••r fa<ltgo ,(i, np/icuwllt'llle ··on"dnodaf. e o.1 rt'.\ulwdm 'ti" mrerpr<'ttldt" 'i"s fW/1/tiS de 1-ista Ju mspe~ cio nuo­
tf,.flmtim e do prty('t" t' llru/ural. 
Palm•ras-chal'e: F•tdiga, Tri11cas Supt'l:f/,·iais. Sulr/11.1 Molhadw 

Introdução 
A soldagem submarina enfrenta tantos problemas tecnológicos que a w lução usual na prática da 

e ngenharia é c:onstntir câmaras vedadas em volta do membro a ser soldado pura mante-lo seco, quundo 
qualidade e alta rcsi~tência estrutural devam ser obtidas. Este é um processo extremamente caro. o que 
toma aLrativa a solução muito mais económica da soldagem molhada (feita dentro d'água), a qual 
cntretantfl possui piores propriedades mecânicas e metallírgicas. 

Este trabalho estud<l a propagação de trincas superficiais e de canto em estrutura~ soldadas. usando 
a:. propriedades à fadiga medidas no metal de base (SAR-60 usado em plataformas de perfuração) e cm 
soldas molhad3l> feita.~ com eletrodo oxidante de baixa difusividade de H,, para evitar trincas na 1.0na 
termicamente afetada <ZTA). seguindo um proce.~so desenvolvido pda Petrobrás. 

Vale le mbrar que soldas molhadas caracterizam-se por: (i) arco instável . fi letes irregulares. e alta~ 
porosidade c concentração de inclusôes, quando comparada com a .wldagem tradicional a seco; (i i) alta 
conl·cutração de H, e O, na poça de soldagem. dcvído à dissociação da :'ígua: e (iii) alta LaJta de 
re~friamento c baixa tenacidade na ZTA. Detalhes metalúrgicos adicionais (Giassone, 1995) são 
consideradO) fura do c~copo deste trabalho. 

Trincas superficiais são freqUentemente encontrada~ em cstntturas soldada~. particulanncnte na~ 
'nldas molhadas. Para entender seu comp<~rtamento à fadiga é interessante e:.tudar como elas se 
propagam numa barra su_ieita à tração ou à ncxão pulsante. Pan1 modelar este problema seguindo uma 
metodologia de projeto à fadiga bem posta. são necessárias informações em seis áreas complementares. 
vcrFig.l <Castro ctai..I~!.J)e 1996): 
Manuscnpttecetved: Fobruary 1997 Teclmical f.d1lor Agenor de Toledo Fleury 
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INTEGRIDADE 

ESTRUTURAL 

Fig. 1 Corrente de anâ.lise da integridade estrutural 

264 

(i ) (icomelria: As três característica~ mais importanles das falhas por fadiga ~ãu: (i) iniciam-se 
em pomo:.. (ii I são progrc~sivas. e (iiiJ requerem análise ln<.: ai. Lugo. ao se quantificar as 
duncnsões das peças é indispensável medir os entalhes c. se já presentes. as trincas. Nesle 
trabalho analisam-se barras de ~oeçilo relangular de largura W e espessura t. com uma trinca 
superficial semi-elíptica de comprimento 2c c profundidade a, ou de canto (quarto de elipse) 
de traços a e c (Fig. 2). 

(ii) Cargas: Toda:; as solicitações capazes de causar danu precisam ser comabiliz.adas. Na prática 
este é freqUentemente o passo menos confiável. já que cargas reais são complexas e devem ser 
medidas. não estimadas. Entretanto, como as trincas deslé trabalho são complexas, para 
identificar seu comportamento espccilica-se um carregamento pulsante simples de amplitude 
constante, com componentes trativa ou de membrana óP. e nerura AM. 

(iü) Análise d~ Tensões: Para quantificar as solicitações nominais no caso de peças trincadas, ou 
para estudar a iniciação das trincas na~ peças não-trincadas (neste caso, como fadiga é um 
problema local. a análise deve ser feita nos ponros críticos da peça. cuja dimensão depende do 
tamanho característico da anisotropta da microestrutura do material). A análise da peça deste 
trabalho é trivial: no caso da solicitação trativa ou de membrana . .ócr~ = ó.P/Wt. e no de 
flexão. ôcr, = 6.1M/Wt'. 

(iv) Análise du Trinca: Trincas devem ser analisadas pela quantificação do seu fator de 
intensidade de tensões K,. Emretnnto. deve-se notar que nos casos aqui estudados K1 em geral 
niio é con,;lante na ponta das trincas. Devido a isto, elas não se propagam por fadiga de f~mna 
hom()loga, tendendo a mudar de forma a cada ciclo. Por isto o problema cta propagação de 
trinca.~ superficiais não pode ser modelado como uni-dimensional. 

(v) Propriedade~ Mecânicas: Para minimiz.ar as incertezas deste passo a.~ propriedades de facliga 
devem ser medidas, não estimadas. (Nore-se que analisar a partir de propriedades nominais é 
prálica usual. mas que pode gerar grandes erros nas previsões de vida). As propriedades 
usadlll> nas modelagens deste lrabalho foram experimentalmente oblidas. 

('·i) Acúmulo de Dano: Para quan111icar u deito da scqüência dos carregamentos. foram 
inregradas a:; equações ( medida~;) das taxas de propagaç.1o das trinca!>, considerando-se o 
efeito do limiar de propaga~ão J.K.. e a variação da forma das trincas a cada ciclo. 

Na seqUência primeiro descrevem-se os procedimentos experimentai~ usados para obter as 
propriedades de fadiga. <t seguir apresenta-se a mecânica das trincas clíptrca~. e coucluj -sc com o esrudo 
de uma série ck casos de inlt:'resse para a ~'ompreens<'io do comportamento da~ trinca.~ superficiais. 
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a) b) 

Fig. 2 Parâmetros geométricos das barras e trincas: a) semi~liptica, b) de canto 

Procedimentos Experimentais 
O mewl de base (MB) testado foi o aço estrutural SA R-60. fornecido na funna de placa de 25mm 

de espessura. com S, "' 620MPa. S, "' 540MPa. e, = 4l:l% (ntplura. escoamento c alongamento, 
rcspccti vamcnrc) e composição dada na tabela I. 

Tabela 1 Composição química do aço SAR-60, em peso 0/o. 

C S P Si Mn Ni Cr Mo V Cu n AI 

12 .007 .014 .0:.;:2:...:4_....:1....:.0:.:9'---.....:.::·0,::c2_......:..;· 1c;:8 _ __:_·1....:4'---.......:.'0:..:9'----'<:.:.0..:.l_....=;02::,__·:.:0..:.4_ 

As placas foram soldadas a 1m dt! profundidade em água doce. As propriedades trativa~ do metal 
depositado (MO) foram medidas de uma funna bem mais cuidadosa que a usual. usinando-se wrpos de 
prova (CPs) prismáticos de scção quadrada com IOmm de lado e com o MD na sua parte central. Nesta 
foram colados 2 srrain gagex em lados adjacentes, para: (i) medir o módulo de Young E e o 
comportamento clasto-plál;tico até cerca de I% de deformação; c (ii ) e liminar os efeitos de qualquer 
ne.xão residual (é particularmente diffcil evitar a ne.xâo dos CPs nas cargas pequenas. logo é importante 
eliminar ~eus efeitos numericamente). Um clip-gage foi usado em paralelo para medir o resto da curva 
cr·e:. Os testes foram feitos numa lnstron e letromecânica. Os três transdutores foram conectados a um 
micro via uma placa A/D. Os dados foram analisados em tempo real via um programa que lê 
scqiiencialmcnte transdutores de faixas difúentes. para estudar com precisão tanto o comportamento 
elástico quanto o plástico do material testado (Pacheco e Castro, 1989). 

34 CPs do MD foram testados (Tabela 2). e em cada um o módulo E foi medido pela média dos 2 
strain-gages. Note-se a grande dispersão dos resultados. causada pela heterogeneidade do MD, o qual 
te m uma taxa volumétrica média de defeitos da ordem de I%. 

Tabela 2 Propriedades do metal depositado (eletrodo oxidante) 

E ô(E) s. 
174 GPa 6 .84 % 390 MPa 8.31 % 463 MPa 5.77 o/o 15.5 "lo 31 .6 o/o 

(i( ) ~ deS\' i o padrf1o • 111éc.J m 

Em testes de propag;tçào de trincas por fadiga. a medida do comprimento da trinca a é a maior fonte 
de erros experimentais. Demre os métodos analógicos de medição. o da llerJbilidade é dos mais 
precisos e vcr~ãtcis (Castro. 1985). Ele baseia-se na correlação de K, com a carga P aplicada sobre o 
C P. sua espessum B. o módulo E. o coeficiente de Pois~on v, e a variação da nexibilidade C do CP com 
o incremento da trinca. dC/da: 
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(I) 

Esw equação requer que a nexibilidade do CP seja rnedic.la pelo deslocamento dos pontos de 
aplicação da carga, uma tarefa não-trivial na prática. Outras medidas de flexibilidade, como a abertura 
da boca da trinca (COD), não são diretamente correlacionadas com K,. Além disto, em testes de fadiga é 
indispensável garantir que C seja medida com 11 trinca totalmente aberta, ver Fig. 3. 

p 

Tt1nc:a completamente aberta 

Trinca parda&mente fechada 

ABT 

Fig. 3 Não linearidade Inicial cau511da pelo fechamento de trinca 

Para se minimiz.ar os erros experimentais, nos lestes deste trabalho u~ou-se a técnica da deformação 
da face traseira (Df·T). colando-se um xrrain-guge no centro da face oposta à boca da trinca num CP 
compacto de tensão (CTS). Para uma dada carga. a DFT é função do comprimento a da trinca. Esta 
técnic<J n:quer uma curva de calibração como a do COD, mas tem vantagens interessantes como haixo 
custo. si nai~ livres de histerese c mí nimos efeitos do fechamento da trinca. j(l yue a DI-I só precisa &er 

medida na carga máxima (Camarão c Castro, 1989). 
Foram u~ados CTS de 30mm. com B = 12mm. As trincas foram propagada~ na direção T-L no MD 

c na L-T no MB (ASTM E-612). para reproduzir o que ocorre na prática. Os testes foram feitos com 
R= K .• JK .... = 5%. numa servo-hidráulicn sob controle de carga (senoidal. 20Hz), primeiro decrescendo 
o D.K, inicial em passos de I 0% e ajustnndo a carga para mamer .ó.K, constante dentro de 3% em cada 
passo, até atingir .ó.K,. O crescimento da trinca era reiniciado por um pequeno incremento da carga, que 
era então mantidn constante para deixar óK, crescer com a trinca. 

As taxas da/dN de crescimento das trinca~ são bem descritas em ambos 01. materiais testados por 
uma equação tipo Elher, assumindo .ó.K, como a carga de abertura das trincas, ver Figs. 4 e 5 (unidades 
mm/ciclo c MPa..Jm): 

Metal de Base (aço SAR-60): dn = 1,7 lO 7 (M -6f 
dN 

dtl -!\ ( }1 Metal Depositado (solda molhada): -= .'i · I O · ó.K-8 
dN · 

(2) 

(3) 
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DeltaK(MPa rrt~ 

Fig. 4 Curva da/dN vs. t.K medida para o metal base 
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Fig. 5 Curva da/dN vs. óK medida para o metal de solda 
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Es1e~ rnatenrus possuem um cornpnrtamemo à fadiga interessante. po1s suas curv~ de propagação 
'~ cmLam O MO é mais ~en.~ívcl à .ó.K,. ma.-. ele pos~ui um maior limiar AI<.. que o MR. Os dados do 
matcnal !'.oldado também são scns•vdmcnte mail> dispersos do que os do a~o. bto é devido à 
microt·,trUiura heterogênea do filclc de solda molhada. onde as poro~•dade~ e mdusõcs podem cegar 
e/ou ram1ficar a ponta da trinca. e trunbém aumentar o nível do fechamento 101.hu.ido por rugosidade 
(Surcsh. 191.)\). tundonando desta forma como ob~táculo~ à propagação em haixos tJ<, part.icularruentc 
na região do limiar. A medida que o valor de 6K cresce, u efeito da redução de área causado pelos 
defe1tos ultrapassa os dos me~anismos de retardo. acelerando as raxas de propagação. Além disto. o MO 
tem uma resistência muito baixa às deformações plásticas cícli<.:as. dar o maior e~tpoente da sua curva de 
propagnção. 

A Ftgura 6 ~uporta esta ex.plicaçiin fenomenológica: na fratografia por van·edura podem ser vistas 
a~ cstJ ia~ d~ fadiga entre um ntimcro de indu~iks e/ou porosidades, bem como a presença de trincas 
~.-:cundána~ . .:ara.-tcrizando as ramificações mem;J<mal.la' acima. 

Fig. 6 Fractogratia de uma trinca da ladiga no metal de solda, Incluindo as trincas 
secundárias e inclusões mencionadas no texto 

Parn ~>C quantificar o c.:ompurtamento oligocklico do MO, foram feito:; tcMt:!'. padroniL.ados (ASTM 

F.-606) numa scrvo-llidráulica computadorizacla sob controle de defonnação. onda triangular a 0,5Hz. 

Nas Tabelns 3 1.~ 4 são apresenLados o~ rc~ultados medidos. usando-~e a notação tradicional, 

ôê /2 =(a~ I é.')( 2N )" + f'r ( 2N( . Noie-se o baixo valor do expoente c do material depositado por 

soldagc111 molhada, conseqüência da sua pé:.~• ma rc.,istência às deformações plásticas cfclicas. 

Tabela 3 VIda em número de ciclos N 

Gama de daformaç<ío t \F (o/o) 

Material 0.25 0.35 0.5 0.75 1.0 1.5 

Solda 385i300 64/54 19/17 3 
SAR·60 79~--- 1416 1068 444 

Tabela 4 Perêmetros de Coffin-Manson 

c c·, o·, n' S' 

Sokla ·1.21 034 543 0,034 400 
SAR.W -o.66 0.51 616 0.13 soo 

A!- lcnsiles t:!>tãu em MPa. e S'. é a resistência ao escoamento cíclico. Finalmente. também se 
analisou o efeno das tensões residuai~ de soldagem: CPs foram tesudo!> à fadiga após aquecido!. a 
ó.'i0°C durnntc 3 horas para alivia-las. mas não huuve melhoria significativa na dispers.'ío dos resultados 
cxpcrimcntru!>, ver Fig. 7. As tensões res1duais foram medidas ~lo método do fmo cego (ASTM E· 
8371. que rdktc o estado de tensôe$ anmntc num volume de mm3 c não apen:~s nas primeira-; camadas 
atôrnicas. c cuja precisão é da ordem de S,/20. ver Tabela 5. No estndo como soldndn as tensões 
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re~1duai .~ são trativas e longitudinais ao filete. conforme o usual (Freire ct ai.. 1994, Castro et al., 1996). 
e si.io pnralelas ao crescimento da trinca. tendo portanto pouca influência no seu comportamento. 

Tabela 5 Tensões Residuais no MO 

Estado Tensões Princtpais (MPa) 

Corno sOldado 
AliVIado 

a . : 191 n7 = 15 

o. : 37 0 2 = ·45 

Logo. pode-se concluir que a dispersão dos resultados do MD é de fato primariamente causada pela 
hcl.crog-eneidade do material, l:onformc afirmado acima. 

l 
i 
I 

comparaçao entre resultados 
"as welded" e recozido 

·10 421 

r$00Zid0. daldNc2 4X10 hK 
-1t 4At 

•as-welded". da/dN :8 4x10 IIK 

CP ~~ (recozido) 

tr CP 114 {",.._.ded) 

CP 02 r-td.cl) 
f'l CP rec2 (recozido) 

h-. ' ' . 10 

Del aK (MPa rrl~ 

Fig. 7 Curvas de propagação do metal depositado como soldado e após 
t ratamento de alivio de tensões (65().11C, 3h) 

Mecânica das Trincas 
A Mecânica das Trincas é usadõJ nas previsões da vida à fadiga de peça.~ trincadas. A prática usual é 

a~sumir trincas planas e Regra de Paris {Dowling. 1993: Broek: 1989, Barson e Rolfe; 19~7, e.g.). mas 
na maioria dos casos reais as trincas iniciais ~üo menores que a espessura da peça. Nestes casos. 
frcqüentemente a vida à fadiga é donunada pelo número de ciclos necessários para propaga-las através 
da espessura da peça. transformando as (pequenas ) trincas superficiais ou de canto (de baixo 61<. e 
grande influência de t.K,,) em trinca~ planas, o que wma a pnítica usual excessivamente cnnservativa, 
me~mo que as trincas críticas sejam grandes. 

A mecânica dõJs trincas superficinis e de canw não é trivial. Em geral t.K, e conseqüentemente 
daldN. vruiam de ponto para ponto da ponta ou frente da trinca. a qual portanto mio se propaga de 
fom1n homóloca. tendendo a mudar de forma ciclo a ciclo. 

EntretaniO~ observações fratográficas indicam que as sucessi,·as frentes das trincas superficiais c de 
canto permanecem aproximadamente elípticas. durante sua propagação por fadiga (ver. e.g .. a 
rd'erêncin ao Metais Handbook). Devido a isto, pode-se assumir que a propagação muda apenas a forma 
das trincas. (dada pela razão ale entn: os semi·cixos elfpticos. que quantifica quão alongadas são as 
trincas), mantendo a sua geometria básica. Como umu [rente elfptica é completamente definida por seus 
scmi-cixos. para se considerar o crescimento bi-dimensional das trincas. inclujndo suas mudanças de 
forma, ba:o.ta calcular a cada ciclo os comprimentos a c c, resolvendo (interativamenLe) os problemas de 
propagação da/dN c clc/dN. É claro que estas taXa.\ são função de âl(.(a) e t.K.(c) c. como a trinca está 
embutida num material cuja lei de propagação é do tipo Elher. elas se re lacionam por: 
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dai= lt':l.K 1 (a)- tlK,, )11 

de t/1K1(cl-t!.K,11 >" 

270 

(4) 

A mecfuHca das trincas serni e quarto-elípticas foi trabalhada por diversos autores, e dentre as 
soluções analíticas disponíveis destacam-se as de Newman ( 1979) c de Newman e Raju ( 19H4). Estas 
últimas estão resumidas na Fig. 8 para a $c. Esta figura foi adaptada de Andcr~on (95), onde pode-se 
encontrar também as soluções para o caso de a > c. Note-se que K1 é função de a, a/c. a/1 , c/W <! <l>, 
variando ponanto ao longn da freme da trinca, conforme já comentado acima. Note· se que em particular 
K,(c) = K,(<l>={l). e K,(a)-= K,(<l>=tt/2) . 

Semi-elíptica a<c 

K, =k rllu.)[~ F(7.;.~) 
OlltÚ; 

Q= I+ 1.464(a)"' 
c 

F=[ M, + M1(7)' +M,(;t}r,J.g 
a 

M, = l.l3 -009(;) 

0.89 
M, = -Q.54 + - - -a 

02+ 
c 

10 .( 
MJ = 0.5----

0 
+ 1"1..1 O 

065 +-
c 

/, =[(;)' cos
1
;+sen

1
; r 

g = l+[0.1+0.3{7J}- senfS)' 
H= H, +(H, - H,j{sen f! )' 
p= 0.2 + ~ +O.J ~) c , , 

tt a (a) H = 1-0.34- - 0.11- -
I I c I 

JJ, = I+G,(7 )+G1(; J 
fa) 

G, = -122 -0 121.,; 

1 )011 j )'I 
Cí, :055 - 10~.~ +04/l~ 

Canto a""..c 

K, =(a,.+ Hu,)~; F(7, ~ .~) 
()l>t:/e' 

a 
M, = 1.08 - 003(~) 

106 
M 1 = -0.44~ - -

0 
0.3- ­

c 

M,=O.S o2{:)+ t4{t.o - ;r 

(a) 
G, = -122 - 0. 1 2\~ 

J )o" J )" G,=O.S5- 10\~ +04'\.~ , 

Fig. 8 Fatores de Intensidade de tensões K1para trincas seml·elipticas a da canto 
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No caso da trinca semi-elfptica sob traçào pura (cr. = 0) e a< c. tem-se que: 

' ía [ :!] ól\ lm(Cl = óKtm(a)· v-;· 1.1 +0.35(a/t) (5) 

Deve-se comparar este resultado com o mais simples previsto por Newmnn em ( 1979): 

(6) 

do qual pode-se facilmente identificar três ca.~os: 
(i) ôK'1.,(a) S .1K •. : a tnnca não se propaga por fadiga. 
(Ü) AK'1~<c) > .11<., as trincas se propagam nas duas dircções: as trincas superficiais semicircularel' 

:-.nb tração devem fare-lo homologamente (a = c ~ .1K' .. (c) = 6K,..(a) ~ da = de). e as trinca~ 
M::mi-clipticas de a< c tendem sempre à forma semi-circular. 

(iiii 6 K',,(a) > ôK,, c ôK',,(c) < AK,.: só a parte central dn trinca cresce para dentro da barra. 
cnquanlll o traço superfici<~l da trincn permanece constame e igual a 2c até que o valor de 
ôK',"(cJ (que cresce com a) ultrapasse 6K.,. quando então a trinca passa a crescer também 
par:l os lados. 

Este caso (iii) ~ particularmeme crítico do ponto de vista da inspeção, porque a u·iJlCa pllde estru· 
ativa enquanto :o.ua medida superficial permanece constante - e este é o único valor metlido pelos 
métodos de inspeção vi suai~ como lí4uido penetrante e partículas magnéuea:o.! 

Tanto no ca~o da llexüo pura. como no caso geral da superposição das tensões de membrana às de 
nexão. <1 relação entre .:\K,.,.ta> e 6K,,,(c) prevista a partir da solução de Nc:wman e Raju é bastante 
complexo e não vale a pena explicita-la. pois ela depende não só de quão alongada é a trinca (a/c). como 
trunbém de sua profundidade relativa (a/t). É claro que quando óK,(a) e 6K,(c) forem ambos menores 
que 6K11, as trincas não se prupagam, mas os ca~os de propagação baseados naquela solução nüo podem 
ser ru1alii>ados por inspcção. como foi possível fazer acima partindo da solução mais simples expressa 
por (61. Portanto. para melhor compreender o comportamento das trincas semi e quarto-elípticas, serão 
anali~ado~ numericamente a seguir alguns casos representativos do problema. 

Estudo de Casos Representativos 

Um programa de lógica relativamente simples foi desenvolvido para este estudo. São dados m; 
carregamentos de membran<~ c de fléxão ócr~ e 6cr, . o tipo e o tamanho inicial da trinca a. e c,. a::. 
propriedades do material. c um pequeno incremento Sa (5Ü).Un, cerca do limiar de resolução dos 
métodos de medição das tJineas em tc~tes de fadiga. pode ser uma boa escolha tanto do ponto de. vista 
físico quamo numérico). Primeiro calcula-se 6K,(a,), 6K,(c,,), 6No = ()afA(6K,(a,)-.1K..)", o número de 
dei os para a lrim:a crescer de a. para a.+ba. e 6cu = AN. A(6K,(c,,)-6K.,.)•. o correspondem e incremento 
do scmr-ci-xo c. O processo iterage f::w:ndo-se 6K,(a,)"' AK,(a.+Õa}. etc. 

Usando-se a e~pessura da chapa tt:sLada, t = 25nun, arbitra-se W = 25Chnm para a sc~·ão da burra. 
Como a seçiío é constante (figura 2). nu caso do MD a~ soldas devem ser de topo e esmerühada:;. A 
cru·ga é escolhida como Acr = 92MPa. o limite à fad iga deste tipo de detalhe de ~olda, que t da cla~se 
125 segundo o IIW (Moura Brnnco et ai.. 19X6). 

Este <:ódigo é rcpresent<~tivo das filosofias modernas de projeto à fadiga de estruturas soldadas, q ue 
são basc~1d<~s cm curvas SN (Wiihl er) que dependem apenc1s da classe do detalhe da ~ulda e da faixa 6cr 
do carrcg:tmento (e não da carga média ou do tipo de aço estrutural ao C ou C-Mn). É claro que estas 
curvas foram nntrdns de testes com soldas secas. e que curvas SN não se aplicam a estruturas trincadas, 
mas r v:'l lido supor que se a barro.~ f'o%e projetada .segundo o IIW não seria provável uma falha por 
fadiga neMa carga. se não houvessem trincas na barra. Mas como trinca" podem ocorrer, é interessante 
4uantificar !'.cus efeitos na vida residual da peça. 

E::m primeiro lugar. deve-se enfatizar que nem todas as trincas causam dano estrutural, pois peç<~s 
mcsm(l trincada~ ainda podem ter vida inlinita: se 6K,(a) e 6K,(ci < 61<.., a peça tolera as trincas 
~upcrficiai~ ou de camo sem problemas. Log(l, uma primeira inft1rmação interessante para o projetista 
ou o in~pctor estnllural é como varia a maior trinca não-propagante 2c, que a estrutura pode supottar na 
('arga de !>t:rviço. em fu nção de ale. ver Figs. 9 e 10. 
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Fig. 10 Maior de canto não propagente, em função de ela 
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Contrariamente ao senso comum. o metal depositado é bem mais tolerante às pequenas trinca~ que o 
metal de base. pois seu óK,, é maior do que o do SAR-60. Esta é uma con~eqUêm:ia óbvia deste fato, 
ma~ seus potenciai:; benefícios não são normalmente apreciados na prática do projeto ou de avaliação de 
integridade estrutural. Também deve-se enfatizar que, como em ambos os meUtis es tudados as trincas se 
propag;tm seguindo Elber. um uúmcro muito maior de ciclos é necessário para o crescimento inicial das 
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trinca~ pouco m<liores que a não-propagantc do que o que seria previsto pelo (neste caso simplfstico) 
modelo de Paris. Logo. pode-se afí1mar que: 

(il Como só as trincas menores que as críticas são intrinsecamente seguras, c o MD é mais 
tolcramc que o MB, este deve ser inspecionado com maior resolução caso esteja sujeito a 
tri..ncamcnto. E como a trinca crúica depende de ale, as m~peções não podem ser apenas 
superlic.:iais para se garantir a inatividade de uma trinca. 

(ii) A prcei~ão da.~ previsões de vida residual dependem primariamente da medição acurada do 
tamanho c da forma da trinca inicial, e das propriedades de propagação do material. 
principalmente tiK.,. Isto porque a tenacidade fi fratura K. controla a máxima trinca tolerável 
no que tange à falha súbita. mas é o limiar de propagação a propriedade que controla a real 
tolerância às trinca.~. ao definir quais as que não causam dano estrutural. Além disto, nas 
peças 'ubmctidas a um controle de qualidade decente. que garanta wn pequeno tamanho para 
a maior trinca não uetectada, t~K.. também controla a vida à fadiga. Este fato tem sido menos 
apreciado do que o devido na selcção de matenais para aplicações estruturais. c os autores 
deste trabalho dc:.conhec.:em qualquer norma de projeto que apresente Lumtes mfnimos para 
.ôK,.. 

A Figura li ilustra um aspecto compor1amental das trinca~ scmi-elípticas que é particularmente 
impo1tante do ponto de vista de i.nspeçào. O traço superlicial da trinca 2c pode ficar constante durante 
milhões de ciclos, enquanto a trinca está ativa crescendo apenas para dentro da peça. Para isto hasta que 
~K,(a• > nK.. e .ôK1!c) < ó.K.,. Este ~-omportamcnto ocorre tanto para n caso de tração como para o de 
flexão. 
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Fig. 1 1 Comportamento da trinca durante a propagação. Note-se o traço de trinca na 
superfície permanec·e constante durante a maior parte da vida 

Mas como tl.K,(c) também cresce <.:om a profundidade. eventualmente quando a trinca volta a 
crescer para os lados a sua velocidade de pmp<~gação já é bastante grande. e a peça pode fraturar com 
um relativamcmc peyucno incremento no número de ciclos. Em outras palavras. trincas que pareçam 
paradas durante várias inspeções superficiais suces~iva~ podem "repentinamente" levar a peça à ruína 
antes que uma próxima in~peção tenha a chance de detectar seu crescimento. Logo, inspcções 
superficiais não podem ser us;1das para garantir a i natividade das trincas. 

Um comportamento aindu mais excitante pode oconer no caso de nexão. Como .ôK,(a) primeiro 
cre~c.:e. passa por um máximo e depois decresce a medida que a trinc<~ se aprofunda (a tensão solicitante 
diminui conforme a trinca ~c aproxima do eixo neutro), é po~~rvel que uma trinca comece se 
propagando c depois pare. bastandu para isto que ocorram as condições ilustradas na Fig. 12. Este 
cct1amente é \lm compot1amento não-trivial. e ainda não devidamente explorado em toda a sua 
potencialidade. 
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antes que t.K. atinja o limiar (trinca seml-ellptica, a<c, flexão) 
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Por exemplo, a :-.ensibitidade ao entalhe q usada para dímínuir o valor do fator de concentração d~ 
tcnsõcl> K, no projeto SN tradicional pode est<lr re lacionada com este fenômeno (em projeto usa-se um 
''fntor de mm:entração à fadiga", K, = 1 +q(K,-1 ). sendo que o valor de q tende para zero j unto com o 
raio r do entalh~: Pctcrson (1974) estima q = 1/( l+g/r) e Neubcr q = 1/[J+..J(g'/r)] . onde g e g' são 
"con~tames do material". um conceito excessivamente abstraio do ponto de vista mecân ico). Entretanto, 
.:omo entalhes com raios pequenos e grandes K. também possuem altos gradientes de tensão, é válido 
t:~>pe.:ular que as pequenas trincas eventualmente iniciadas na raíz dos entalhes mais severos poderiam 
não se propagar por um mecanismo ~i mi lar ao caso de flexão discutjdo acima. 

A Figura I J compara as vidas em nexão e tração, para uma mesma carga e geometria inicial da 
tnnca. Vidas mais longas são sistematicamente previstas no caso de flexão, o que é fisicamente 
razoável. já que em lração a tensão nominal é constante cm toda a seo,;ão da peça. 
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Fig. 13 Comparação entre as vidas ii tração e à flexão para mesmas condições iniciais, trincas semi-elíptica 
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As Figura~ 14 e 15 mostram as grandes diferença~ entre os fatores de forma ale em função da 
profuodiilitdc de trinca a. para os casos de lfação e ncxão. tanto na lfinca semi-elíptica como na de 
canto. No caso de lfaçllo da semi-clfptica a solução de Newman prevê uma tendência à forma semi­
Circular. çom uma propagaç.-'\o homóloga subseqi.iente, enquanto a de Newman-Raju depende de a/1, 
como já discutido acima (testes cstiio sendo executados para definir qual delas é a mais adequada). 

i o 
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Fig. 14 Mudança na forma da trinca durante sua propagação, trinca semi·elíptica, a<c , tração 
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Fig. 15 Fator de forma (ale) ao longo da propagação, trinca semi-elíptica, a<c, flexão 
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O l·a~o dr llexão começa com um componamento similar ao de tração (cnmo não poderia deixar de 
ser). com a tnnca crescendo mais rápido para dentro que para os lado:.. mas após uma certa 
pmfundu.Jadc .:stc comportamento se reverte. c a trinca propaga-se cada vez mai~> facilmente para os 
lados. Este comportamento é uma chave muito importante em estudos fratográficos para se identificar u 
tipo do carregamento imposto sobre a trinca. 

Também permite que se afi rme que é absolutamente impróprio usar testes de propagação sob flexão 
para simular o comportamento trativo. Novamente, esta não é uma lirnitaçl'ío usualmente reconhecida 
pe lo~; laboratórios de testes de controle de qualidade na indústria, que tendem a fuvorecer testes sob 
llexão devido à maior simplicidade do equipamento necessário, quando comparado com o problema 
trativo. 

Finalmente. as Figs. 16 a 1g ilustram suce~sivas frentes de trincas previst~ para os casos de traçào 
c flexão nas Lrincas de canto e semi-clípticas. 
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Fig. 16 Sucessivas frentes de trinca mostrando a mudança de forma durante a propagação. 
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Fig. 17 Sucessivas frentes de trinca mostrando a mudança de forma durante a propagaçào. 
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Fig. 18 Sucessivas frentes de trinca mostrando a mudança de forma durante a propagação. 
Trinca Inicial seml-eliptlca com a= 9mm e c= 16mm, tração 

Conclusões 
O comportamento à fadi ga do SAR-60 I! do MO medido indica que ouço é menos scnsfvel que a 

~olilil nas cargas altas. mas possui menor limiar de propagação de trincas. Na modelagem do problema 
da propagação das U'lncas superficiais e de camo usando-se as soluções de Newman e de Newman-Raju 
ilustraram-~<.' alguns dos comportamento~ não-u·iviais que elas podem apresentar na pr:ltica, at.ravé.~ da 
discu~são de diversos ~.:asos representativos. 
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Abstract 
The throrclit a/ analy .lis af wirr~ rot'~' is ruther comtJie;;. Tire arwlysi.• ofa rope begins with a .•tudy of the deformmion 
of o heliml wire in ti stmnd. By the defiJmwtinn r~j' ali wires in a given s trand, one determines lhe response of Lha/ 
strand. Again bv the dej'omuuion rl ali smmds in tlw mpt:, one determine., rhe rP.,pnnse nf o rape. 1his model 
produce.1 equutions highly mmlinear. '111is vmrk shtJws tire steps o{ this del'ldopmenl .lf•r a computer program 
i111ph•mentatitm to analy:e , ·umplex .,·ire rope geometries. Using this. deformalion and stress in ropes cem he 
evahwtc•d. The madel t'll/1 treat cable., . l!m•in_ç or not intt•mal-wire ·ropes rores, loaded in ali combinations of lnad. 
Results aruf comparüon ar« gil·t•njiJr Warring ton. Seale tmd f'illt>r-Wire COIIS/ructioll., hut they could he xenerated 
for otlrer cnnslructit~ns. 

Keywords: Wire R(lpe. lntema/-Wire-Rope Cnre. Cables. Cnmplex Loading 

Resumo 
A unálisl' teárica d.- cubos d.- aço é bas tam e complexa: inicia -se pela eswdo dos arames helicoidai.1 fomwdare.t das 
pernas. A rt:.,posta a dt:{ormaçüo de wrw pt•ma é de!emlinada pela defmmação dos arames que <1 consTituem. O 
camportamenw do f'abo, por sua Vt'?.. estâ relacionado tio com,.orfllmenlo de cru/a perna. Esta modelagem resulta 
,•m uma .fl•rmulartltt nrio linear. As etapas elo desenvolvimento deste modelo e de sua implementaçiio em um 
pmgruma de análise numérica siio GfHI!St'!lladtlr neste trabalho. Eslll implenumtarão podP ser utilizada na aruílise 
de colws de .~eomt'ltws complexas. possuindo ou 11t1v alma intenw. svb qtullquer tipo de cvmhinaçtlo de 
,·ar r i'J?OIIII.'/1/IJJ. Exemplos de anti/i,,e t' n1mparaçiie.1· t'll/11 outro., mtwres são aprrsrltladas pura as jiJnmt.v 
WarringttJI~ St'a/t' " Fi/ln- Wir.-. mas 11 imJ>Iementurcio {Jf.1de ser aplicada~~ qualquer .veçiio. 
l'alm·ra.,.c;hav(t: ( 'ahm de Aro. ii/ma /ntano de Caim de Aço. Cahm. Carregamentos Complexos 

Introdução 
Até meados dos anos 30, todos os trabalhos significativos sobre cabos de aço eram experimentais, 

resultados de numerosos dados de ensaios de fadiga e carga estática. Por causa do pouco conhecimento 
te.órico que se tinha. era necessário utilizar grandes fatores de segunmça para assegurar o uso 
satisfatório de cabos de aço. Em 1936 Suslov mostrou ser impossível criar um modelo matemático para 
o cálculo dos esforços cm arames c pemas de um cabo de aço. devido à grande complexidade do 
problema. Durante anos poucas tentativas foram feitas na busca por um modelo teórico para cabo~ de 
aço ( talvez devido a essa demonstração de Suslov ). Uma década depois Drucker e Taehau ( 1945) 
descrevem um método para projeto à fadiga de cabos de aço, baseado cm dados experimentais de outros 
autores. Hall (1951) publicou o primeiro modelo para previsão de tensões cm arames de cabos de aço. 
O modelo de llal\ era muito simples. pois fazia a hipótese de que o único esforço atuante nos arames 
seria a tração. Seguindo Hall. Hmska (1952. 1 953) publicou trabalhos onde as forças radiais c 
taugeneiais (entre arames e pernas). e as tensões nos arames são examinadas. iniciando os estudos sobre 
as tcusões de eontato entre arames. Leissa ( 1959) conseguiu expressar a~ forças radiais entre pernas e 
arames em função da carga aplkada e da geometria do cabo. Starkcy e Cress ( 1959) publicaram um 
trabalho considerando as tensões cr(tícas e os modos de falha de cabos de aço. Durante as décadas de 60 
e 70, alguns pesquisadores como, Bcrt c Stciu ( 1962) e Durei li et ai.( 1972) deram contribuições 
bastante significativas para a teoria de cabos de aço. O equacionamento e a solução do problema de 
Manuscript received: August 1996. T echmcal E.ditor: Agenor de Toledo Fleury. 
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cabo~ d.: açn de maneira completa foi apresentado por Phillips e Costello (1973), a partir do equilíbrio 
de uma haste delgnda. A solução do problema de um arame em forma de hé-lice, como o1> arames de 
uma perna cm um cabo de aço. foi apresentada cm uma série de publicações destes autores. sobre 
propriedades de cabos de aço de construção s imples (PhiUips e Costello, 1973 e 1977, Costello e 
Phillips, 1976. Costdlo c Sinha. 1977-a e b). Vclinsky et al. ( 1984). apresentam uma contribuição 
fundamental à tooria de cabos. linearizando as equações desenvolvidas por Costello e Phil lips ( 1976). 
cm con~truções do tipo Seale com alma interna de cabo de aço, viabilizando desta forma aplicações 
para geometrias mais complexa.~. Costello e Phillips (1985) gcneraJjzaram o método de Velinsky para 
qualquer tipo de construção que contivesse uma alma interna de cabo de aço. Esta teoria foi 
complementada por Lc C Jair e Costello ( 1988). Costello ( 1990) c Huang e Vinogradov ( 1992.1994) 
com ;1 1ntroduçâo da consideração do atrito entre os arames. Neste trabalho apresentamos um esquema 
de solução baseado no modelo de CosteiJo que permite a generaJjzação do mélodo simplificado de 
Velinsky para seções transversais de qualquer tipo. com ou sem alma interna. Este esquema é simples o 
suficiente para ser implementado, cm qualquer linguagem de computação, cm microcomputadores sem 
nenhuma sofisticação. A eficiência do método é ilustrada através de comparações com outros ln1balhos 
e exemplos ele soluçâo de cabos com geometria~ e carregamentos complexos. 

Conceitos Básicos 

Um cabo de aço consiste de 3 elementos: os arames. as pernas e a alma (Fig. 1 ). Os arames 
metálicos ("wires") con~tituem o elemento básico de um cabo de aço ("wire rope"). Enrolando 
helicoidalmemc um determinado número de aran1cs em tomo de um arame central. fom1a-sc uma perna 
("~tr:tnd"). São a-; pemns. que enroladas helicoidalmente em tomo de um núcleo. a alma ("core"), vão 
fom1<H o cabo de aço. As pernas suportam a maior parte da carga. A alma tem como função principal 
suportar as peruas cm condiçcles de llexão combinadas à tração. A alma pode ser confeccionada de 
fibra s naturais. corno o si~al. polipropileno ou de arames de aço. Ne,te último caso, a alma será na 
realidade um çabQ de aço. A alma de cabo de aço recebe a denominação de IWRC ("internal Wire Ropc 
Core"). Uma perna pode ser enrolada cm torno de uma alma no sentido horário, ''torção direita" ("right 
lay"), ou no sentido anti-horário, "torção esquerda" ("left lay"). Os arames de um cabo de aço podem 
~er fabricados de vários materiais como aço carbono. aço inoxidável, moncl ou bronze. O material mais 
utilizado é o aço com teor de carbono em diferentes graus, para atender a diferentes usos. As pernas são 
fabricadas em configurações variadas de acordo com a aplicação. O arranjo dos arames na.~ pernas é um 
dos fatores que determina as caracte-rísticas funcionais do cabQ. A Figura I mostra as construções 
bás1ca...,: pt:rna de arames homog~neos; Warrington: Sealc e Filler-Wire. A especificação do cabo é feita 
pelo ní1mero de pernas da última camada e o número de arames fom1adores das pernas da última 
camada. Por exemplo: 6 x 25 Filler-Wire. tem 6 pernas e a última camada de perna é formada por 25 
ar-.m1es. Além do tipo de arrm1jo, os cabos de aço podem ter diferentes tipos de torções em torno da 
alma. S.: o enrolamento dos arames da última camada de pernas for para o mesmo lado que o 
cnrolamt::ntu desta perna e m tomo da alma, dú.-se que a torção é do tipo ''lang"; caso contrário diz-se 
que a torção é do tipo "regular''. O tipo de torção afcta de forma significativa a resposta do cabo a 
solicitações. &pcriêncins mostram que torções do tipo ''lang" dão ao cabo maior resistência à fadiga e à 
abra,ào. Por outro lado c.~tc tipo de torção confere ao cabQ uma maior tendência ao desenrolamento. e 
ao esmagamento em roldana.~ e tambQres. Os cabQs podem ainda ter ardmcs pré-formados ou não pré­
formados. Pré-formação é um processo de confom1ação de arames para cabos. no qual o~ ar.uncs 
recebem a forma de helicóide antes de serem e nrolados para formar a ll<!ma do cabo. Este processo 
evita tensões internas uo1> arames. 
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F1g. 1. Elementos de um cabos de aço e construções mais freqüentes 



A. Conci et ai.: A Model for Analysis of W1re Rope with Complex Cross . 280 

Curvaturas e Tortuosidade de uma Haste 
Considera-se uma haste com scçilo reta circular (mostrada na Fig. 2), Seja S a linha central desta 

haste. Aplicando à haste uma torção simples, os elemento& lineares formarão entre si um ângulo t.f . 
Scodo t.S a distfmcia entre duas scçõcs, a medida da torção a que foi submetida a haste será dada por: 

1: = fim .\s •• w t.f I t.S ( I J 

Se a haste acima sofre uma flexão a determinaçãü do ângulo de torção, 1:, scrií mais complexa. 
Deveremos supor 4ue a Linha central se tornará uma curva "tortuosa'', com curvatura 1/p e torruosidade 
1/L. Tomemos um sistema de eixos fixos X,. X •• X,, no qual o eixo X. seja paralelo à linha central no 
estado não defom1ado. e os eixos X e X, sejam paralelos aos eixos principais das seçilés retas nos seus 
Ct'ntróidcs. Seja um ponto P qualquer na linha cenlral no estado oão deformado. tracemos três linhas nas 
dirc'<iles dos três eixos coordenados. Quando a barra é deformada, essas Linhas em geral não 
c(mtinuarão formando ângulos rctos {:ntre si, mas por interméditJ de uma transformação ortogonal, 
podemos construir um sistema de eixos ortogonais <x.y.z) (Fig. 2). A origem deste último sistema é o 
ponto P, (posição defonnada de P). onde o eixo zé a tangente à linha central defom1ada em P, e contém 
a linha t.raçada de P na dircção do t:ixo X .. As coordenadas de qualquer ponto da linha central entre P t: 

r ' liCrão designadas por x', y' e!.'. o plano (x',y') é o plano prim:ipal da barra. Os eixos do sistema 
consu·uído acima. para qualquer ponto da linha central deformada. :-erão chamados de "eixos principais 
de ton,:ão-nexão" da barra no ponto. O comprimento t.S, do arco P, P', da linha central deformada difere 
ligeiramente do comprimento t.S de PP'. Sendo € a extensão tia linha central em P,, tercmo~: 

,,.,~s- n t.S, I óS = 1 +E (2) 

r 

Fig. 2 Sistemas de coordenadas usado 

Sejam t , m e n os co-scnos diretores da binomlal (linha perpendicular a normal à curva no 
ponto) desta curva cm P,. Chamando de t', m' c n' <tos co-senos diretores da binormal em P'.. pode-se 
mostrar que : 

/im\sl .o Óf l.óS,= d{ /ciS1 ·mT +nk' 

lim :;;.1 , ,, t!.ml.óS,=dm/dS,-n k +t'f. (3) 

lim .~ 1 ~ ,J t. n I t, s, = d n I d s, · t k' + m k 

onde k c k' são as curvaturas da~ projeções da linha central dcfonnada nos planos (y,z) e (X,Z), como 
pode ser visto na Fig. ~. 
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n 

n- ~AS 
b - III NO AMA L A 9 
1/P - CU't\IATURA DA LINI'IA CENTRAL 

(P ESTA COf'fíiOA NO PLAHOI&.IIIIJ 
I< - C\JftVATURA DA PROJEclO 
OA LI NHA CENTRAl NO PLANO la,,) 
I( ' • CURVATVRA OA f'IIIOJEcAo 
0A LI~A CENTRAL NO PI..ANO la.,a) 

Fig. 3 Curvaturas da haste. 

A medida da tonuosidade I /:E d::t linh<~ central deformada é dada por: 

Pcb definição de k e k ', e pelas Eqs. (3) e (4) lem-~c que: 

( I f L )' ; (-r - df /dS, )' 

(4) 

{5) 

onde ran f =- k' f k. Considerando os co-scnos diretnres entre os eixos x y z c x'y'z', as expressões 
para k . k · e -r são: 

k = t , di. /dS + m. dm, /dS + n, dn, /dS (6) 

k" = t , dL /dS + m, dm, /dS + n, dn, ldS (7) 

t = t: di, /dS + m, dm. /dS + n. dn, /dS (8) 

Considerando o~ ângulos de Euler: e <ângulo entrt: os eixos z e z' ). 'V (ângulo fonnado pelos planos 
(z. ~') c ( z.x) J , t: 4> { ângulo fom1ado pelos plaJloS (x'. 7.') c (z', z') ). definidos como mostrado na Fig. 
4, e observando yue as <.:urvaturns k. k" e t são projeções de vetores equivalentes a detdS , dljl!dS e 
d(j>/d.S . teremos: 

k = sen ci> d6/dS - U/1 e cos 4> dljl/dS ( 9) 

k' = cos 11> d9/dS + sen e sen 4> d\jl/dS (LO) 

t = d lj>/dS + t·os e d\jl/dS ( I I ) 

Fig. 4 - Ângulos a , 'V e + 
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Análise de um Arame Delgado 
As equações bt.sicas para hastes delgadas derivadas por Lovc ( 1944), aplicadas aos arames dos 

cnbos pcrrnitt:m obter as equações de equilíbrio e as equações constitutivas. Como o elemento básico de 
um cabo de aço é um simples arame metálico. o primeiro passo para a análise de cabos é o equilfbrio de 
um arame individual. Considerando uma haste delgada submetida a um carregamento externo qualquer. 
a açãn de um lado da seç.'io sobre o nutro pode ser expressa por uma força e um momento agindo no 
ccntr<iide da seção. Fazendo com que n eixo z de um sistema de coordenadas coincida com a tangente à 
linha central da barra no centróide dn seçâo. e decompondo a força c o momento acima nas direções do~ 
eixo~ coordenado~ deste sistema. temos as forças T, N e N' c os momentos H. G c G'. agindu nas 
tlireções z , x e y respectivamente. Esses esforços são resultantes das tensões cr,. . t ., e 't,. atuantes 
na ;.eção. As resultantes de tensõe!) e momentos podem ser expressas como: 

( 12) 

N. : jJ t~, d , d, . (13) 

T = Jf cr, d, d~ . ( 14) 

G : JJ y cr, d, d~ . (15) 

(16) 

( 17) 

onde N e N' são componentes da tor<ra ci~alhame ; Ta componente tlc tração na direção axial do arame; 
G c G' as componente!' do momento lletor c H o momento de tor<rão agindo no arame. 

Seja um elemento infinitesimal como indicado na r ig. 2, da barra com comprimento óS. Fazendo 
com que o~ c::sfurços aplicados ao pedaço da barra entre P, e P ', sejam reduzidos a uma força e um 
momento aplicados cm P,. As componentes destes esforços em relação aos eixos x. y e z serão 
designados por (X]. I Yl e [Z] (componentes de força) e [K]. [K'] e (9) (componentes de momento). Se 
li:~crmos P, tender a P,· . ou sej:~ óS tender a zero. encontraremos us limites abaixo: 

fim .\SI ,n {Y ]/à.S =X. ( 18) 

/;m,\~i ~ o ( Y ] / àS Y . (19) 

IIm '}SI -~ 0 ( Z ]/às Z, (20) 

imo,\!>1 - l• ( K ( / àS K , (21) 

,'mr ,:\SI >CI L K'l/ àS K' I (22) 

'····.1SJ ~" 1 e I / àS e (23) 
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Desta forma X. Y, Z. K, K' e e expressam os esforços externos por unidades da comprimento de 
linha central. agindo no ponto P,. ra1.cndo o balanço entre os esforços externos aplicados à porção do 
arame entre P, e p· , . as resultantes c os conjugados de tensão internos. tem-se as equações de equilíbrio 
para a porção da barra em questão: 

dN /dS - N' -r + T k' +X= O (24) 

dG /tiS · G' t +H k'- N' + K = O (25) 

dN' fdS - T k + N t + Y = O (26) 

dG' /dS- H k +(i t + N + K '= O (27) 

dT /dS · N k. + N' k + Z =O (2!:!) 

dH /dS - G k' + G' k + e= O (29) 

Em adição a estas equações cm geral exhtirão mndições que poderão ser u~adas para determinação 
das con~t.antcs introduzidas nas integrações das equações de equilíbrio. A "teoria ordinária aproximada" 
de Love( 1944) consiste em assumir que os momentos tlexores G c G' e o momento torçor H !>ão 
dirctamentc proporcionais as curvaturas k e k' c ao ângulo de torção t. Tem-:-e equações constitutivas 
do tipo: G =A k. G' = B k' . H.: C t onde A, B c C são constantes que dependem das caracte rísticas 
el:bticas do material e da gcomet.ria da seção reta da haste. Para materiais isotrópicos, teremos A = 
Ea5: , B = Eao' '. onde E é o módulo de Young; a é a área da seção reta: õ e o' são os raio de 
giração da scção em relnçào aos eixos x e y respectivamente (eixos principais): c 

C= ).1 f f (x' + y' +X dq> I dy - y á$1 d y) dxdy 

onde !J = J:::/4( I + vÃ. } • v é o coeficiente de Poisson. Pnra o caso de uma haste circular 
êllb I Jy = ÔQICJx = O , c se fi zermos x1 + y' = À' , ficaremos com: C = ~t J J Â} d ô = 1J. I, onde I, é o 
momento de inércia da scção em relação ao eixo z. da haste. 

Até o momento as hastes considerada.~ poderiam possuir qual4ucr formato. Considerando uma haste 
wm seção reta simét.rica (A = B), curvada em tomo de um cilindro imaginário de raio r. Se o, for o 
ângulo entre a tangente a um ponto da baste e um plnno perpendicular ao eixo longirudinal do cilindro. 
A forma assumida pela haste será de uma hélice, quando a linha central apresentar curvatura e 
tOnuosidadc constantes. Fazendo e = rc/2 - a , onde e é o ângulo fonnado pelos eixos z e X1 (Fig. 5) 
: as curvatums e ângulos de torção podem ser re-escritos como: 

k "' - c os <P ( cos' a l I r : (30) 

k' = sen <1> (cos' a)/ r : e (31) 

t d<j)/dS + sen a (cosa) Ir (32) 
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Fig. 5 Ângulos de uma haste helicoidal 

A curvatura da linha central deformada ( 1 /p ) :,;erá dada por ( observando a Fig. 6) : 

( 1/p )•: k + k" = ( cos 'ai r r 
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(33) 

Ficamos então com as expressões de k. k' . -r em função dos parâmetros do helicóide a e r. 
Ob;,cnando a expressüo de -r • tem-se que a segunda parcela ( sena (cosa)lr ) se relaciona à torção da 
haste causada pela forma helicoidal assumida por ela. A primeira parcela ( dcp/dS ) representa qualquer 
torção direta imposta à haste. No estado inicial a torção é devida apenas à forma helicoidal da haste. 
Teremos então d<l>/dS "'O. logo -r= sena (cosa)/r. Observando agora as expressões de k e k', vemos que 
estas variáveis c~tão escritas cm função de <J>. Como a seção da haste é circular, qualquer direção pode 
ser tomada como principal. Podemos então fixar x e y e m uma posição tal que <1> seja nulo, já que esta 
variável não v;Ji influenciar em nada os resultados (Fig. 7). Ficamos então com as expressões das 
curvarur<Js e ilngulo de torção. para uma haste naturalmente curvada em fonnato helicoidal em função 
dos parâmetros do helicóide: k =O: k' = cos'a: 1: =sena (cosa) Ir. 

r 
cosa0 

r 
p 

ao 

Fig. 6 Relações geométricas 

Análise de um Cabo Reto 

z t 

Fig. 7 Ângulos com 0: o 

Um cabo de aço é uma coleção de pemw; helicoidalmente enroladas em torno de um núcleo. As 
pernas por sua ve7 são uma coleção de vários arames enrolados em torno de um arame central. Quando 
um cabo de aço sofre aç.'io de um carregamento F. e um momento M, ele sofrerá como conseqüência 
uma dcfom1açào t: e sua extremidade sofrerá uma rotação 't . Pode haver casos em que o cabo apresente 
rotação e momento nulo. por exemplo quando sua extremidade estiver livre. Com extremidade fixa a 
situação se inverte. ou seja, a rotação será nula. Quando um cabo reto é carregado, ocorrem as seguintes 
modificações: (I) variação dos ãngulos de hélices das pernas e arames (efeito mola): (2) variação dos 
raios de hélice$ da~ pernas e arames (conseqüência do item (I) e do efeito Poi:.son): (3) alongamento 
total do cabo t~orrut dos efeitos de elongação dos arames e do efeito mola): (4) alongamento dos 
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armncs: (5) -..ariação na& curvulllras e ângulos de wn,:íi~> das pernas e arames (cnm;eqüência dos itens (1) 
c (2); e (6) rotação da extremidade (dependendo do grau de fixação). 

A.s cquaçõe!. de equilíbrio par;~ um arame ou pcm•l em forma helicoidal para um cabo rcto derivam 
d<b equaç6es gerais para o equilíbrio de uma haste delgada com formato qualquer (Eqs. (24) a (29)). 
submetida a pequenas defonnaçôes. Assumindo que para um cabo reto sujeito a urna força axial F e um 
mornt:nto M : (I) os momeutos llexores externamente disuibuídos são nulos, ou seja: K = K · = O e (2) 
qualquer esforço interno à haste independt: de Se assim: dN/dS = dN'/dS = dT/dS = dG/dS = d<l'/dS = 
dH/dS = O (rig. !.!). Quando o cabo carrega-se. o ângulo de hélices a e o raio de hélice r sofrem 
grandes variações em geral. c cada arame assume urna nova configuração. As curvaturas e ângulos de 
torção ticam: 

k =o. !$; = cos~ g /r . (34) 

--
/ \ 

Fig. 8 Esforços em um arame helicoidal 

No estado tencionado. os momentos llexores G e G'. e n momento de torção H se correlacionam às 
curvaturas e o ângulo de ton;·iio. através de: 

0= A(!' - kl: G' = B()S' - k'); c H=C (!- 't) (35) 

Supondo que o arame possui scção reta circular, terl!mos, por simetria. que A = 8 . Os valores das 
constantes podem ser considerados: 

A= n: E R' /4: c= 1t E R' /4( l + V) 

onde R é o raio da seção circular. Para o estado tensionado. as equações de equihbrio resultam: 

dN/dS- N' t + T k' +X= O (36) 

dG/dS- G' ! + H )S' - N' + K =-O (37) 

dN'/dS- T !i + N L+ Y =O (38) 

dG'/dS- H !;, + G 1 + N + K' =O (39) 
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dT/dS - N ~ + N' ~ + Z =O (40) 

dHidS - G !s.' + G' k + 9 = O (41) 

É importante notar que as equações acima só são válidas enquanto as defonnaçôes da linha central 
(E) forem muito pequenas. Pelas hipóteses assumidas. verifica-se que vário~ termos destas equações se 
anulam. Teremos então: 

X = N' !-Tk', Y = O, Z=O, N'=O'!+ HJ&' , N = O. 9=0 (42) 

Observa-se que estas cquaçôes se referem à configuração defom1ada. sendo portanto não-lineares. 
Como as variações de 1:. k' são muito pequenas. podemos utili7..ar os seus valores iniciais sem 
comprometer demais a precisão. Outra importante observação é a de que pequenas deformações 
lineare!' (t:l não implicam necessariamente e m pequenas variações de ângulos de hélice. Para grandes 
variações de ângulos de hélice, a deformação linear do cabo. €., e o ângulo de rotação, -r. são funções 
não- lineares da carga aplicada. A deformação axial do arame ou perna será dada pela relação entre os 
comprimentos inicial e final do elemento formado (arames fonnam pernas, pernas fonnam cabo~): e= ( 
!! - h ) I h. A deformação rotacional, p, do arame ou perna será dada pela variação nos ângulo~ de 
rotação inicial e rinal do elemento fonnado (perna ou cabo): p = r ( ~ - e ) I h onde e representa o 
ângulo total de rotação inicial, e ft representa o ângulo total de rotação final. A compatibilidade 
geométrica e ntre a dcfonnaçào do e lemento formado (perna ou cabo) com as deformações dos seus 
elementos formadores (arames ou pernas. respectivamente) permite escrever: 

1:: = (I + /;) ( sen a lsen !! ) - I (43) 

onde Ç 6 a deformação de um dos e lementos formadores (arames ou pernas). A deformação rotacional, 
~ , será dada por: 

p = r /h ( b/(! ran ru -( h/(r tan a))= r/r (I +E) (l/tem ru- ( 1/tan a) (44) 

Tendo sido apresentadas a equações básicas para os elementos formadores (arames ou pernas), ou 
seja. para os elementos que efctivamente são enrolados helicoidalmente em torno de um núcleo 
qualquer. toma-se mai.~ simples utilizar uma notação indiciai, como a proposta por Phillips e 
Costello(l985). para facilitar a identificação do tipo do elemento a que determinado parâmetro ~e 
refere. Cada parâmetro pode ter um índice s ou dois índices si . O índice s designa o número de 
idcntitica<;ão da camada de pernas (cujo número de pernas pode variar de I até o no de pernas da 
c;~mada de pernas s ). O índice i designa o número de identificação da camada de arames (cujo n° de 
arames pode variar de I até o n° de arames da camada de arames i). As quantidades sem fndice fazem 
rcft:rência ao cabo, propriamente dito (Figs. 9 e 10). 

Análise de uma perna reta 
Supondo uma perna reta. composta de I arame central e 6 arames externos. conforme mostra a Fig. 

9. Considerando a perna I, desta Figura. carregada com força F c momento de torção M. Se P•: for o 
passo dos arames externos. o ângulo de hélice correspondente será dado pela expressão: 
ao: = are tan p, I (2n r,) onde r, é o raio de hélice dos arames externos. As curvaturas c ângulos de 
torção para esse arame serão dados por: 

k, . = O, k,' = t·u.ia, Ir, . e <,= sen a,. C(ls o;, I r, (45) 
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Fig. 9 Perna simples 

Como o arame central :!presenta-se relo, não existe curvatura; mas somente ângulo de torção -t11 , 

que se wnfunclc com o ângulo de torção da perna 't, . Se h, e b_, são os comprimentos inicial c final da 
perna I , rc~pcctivamente , a deformação rotacional do arame 12.j3,. é definida por 

p, = r .. ( !!. ' - e., } /h 1 (46) 

onde e" e !!, são os ângulos de rotação dos arames externos inicial c final. O ângulo de torção por 
unidade de comprimento da perna I c a deformação axial são definidas por : 

t , = ( ª'· -e,~ ) I b_, (47) 

e, = ( b_, - h, ) /h, = E, = (I + r., ) (srn g ,/sen a ,! } - I (48) 

cmde E I . ri I. E 12 são as defom1ações axiais da perna I, arame 11 e arame 12. respectivamente. Pode­
se observar que. a defonnação axial do arame central I I se confunde com a deformação axial da perna 
I. A deformação rotacional pode representada por: 

p., =r, tI = r., I [ o: (I + r,) I tan Q,o. - (I ltan a .,) (49) 

As cxpres~ões (481 c (49) são as equações de compatibilidade geométrica de deformações entre 
perna t: ar;uncs e pennitcm determinar a deformação axial da perna. Expressões similarc~ são usadas 
para relacionar deformações entre pernas e cabo. Uma diferença básica entre a teoria de calx>~ ele aço e 
a teoria de molas helicoidais é o fato de que as molas . em geral. apresentam pequenos ângulos de 
h~liccs c gramb variações de ângulos de hélice. No caso de cabos de aço os ângulos de hélice siio 
grandes cm geral. enquanto $uas variaçõe~ são muito pequenas. C hamando de óa as variações nos 
ângulos ele hélice de um arame ou perna, poderemos afirmar que: 16.al =- I!! - ai "' O .Logo 
seng = sen (<X+Ãa ) = sena + óa cosac. Esta foi uma das hipóteses simplificadoras introduzidas por 
Vclinsky et al .(l984). que permitiu a aplicação desta teoria em cabos de aço de seção complexa. 
Aplicando este processo para as Eqs. (48) e (49) obteremos: 

(50) 
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~ = r •. Ir., l <I +r, ) lrana., - ôa,~ ] - ( l i rana,;) (51) 

onde termos do tipQ (H .ó.a) foram desprez;:~dos cm comparação com os termos lim:ares. O raio de 
hélice final do arame 12, devido ao efeito de Poisson pode ser expresso por: 

r, = R" (I - v e, ) + R . ( I - v t ,,) (52) 

onde R, c R,: são os raio~ dos arames I I e 12. de modo que: 

r,_ I r '· = I +v t R .. r., + R,_ r ,. ) / r, (53) 

onde e., c r, são muito pequenos quando comparados à unidade. Com c~las simplificações todos os 
termo!> não-lineares foram desprezados. Vclinsky et al.(1984) t:h••mam a este processo de 
'' linearização". Lincari:~.antlo as variações de. curvatura .1k' . c o ângulo de torção ó-r, teremos: 

.ó. k, · = · ~a: ( 2 sctlft., a , cosa,_.) /r.,+ v( R .. €., +R, e., ) cos'a " /r ._. (54) 

.ó.t, . = ~a, (I - 2 sen'a , } Ir, +v( R, r.., +R,. F.., ) sena,.. cosau fr!,, (55) 

G'" /ER ·, = TC R,, ók' o: 14 (56) 

(57) 

N' ,, lER'., = H ,~cos'a,/(ER ', 1 r ,, )· G' ,~çena,_cosa,i(Ec,jRo~, ) (58) 

X,:fER,: : N' ,1 srn a , t·os a,J (E r,: R,: ) · T,, cos'o.,1 I ( E r., R, ) (59) 

(60) 

Projetando na dircção axial da perna I as forças e momentos agindo nos arames 12, e fazendo um 
somatório da.~ contribuições de todos os m,. arames (neste caso m,1 = 6). ficaremos com as seguintes 
exprt:s:o.ões: 

F, lER', m,J I T,_, sena,+ N' ., rosa,.[ I ( ER~, ) (6"1) 

M ,JER',: = mdH ,sena ,,+ G' .,rosa.,+ (T ,_.r, + N' .,r.:)/(R,)-I"ena.,) )/ ER',! 

onde F,, e M,.. são a força t: u momento que atuam nos arames 12. na úireçào axial da perna 1. Para o 
arame 11 ~arame central) tt:remos somente as expressões: 

F., /ER'., = n e., c M11 IER '11 = 7tl[4(1 +V} R, t,J (62) 

a força e o momento total na perna 1 serão dados por: 

F, =F, +F : M, =M ., +M , (63) 

Este prot:edimento pode ser utilizado para qualquer tipo de perna. Caso a perna possua n camadas, 
teremos que determinar a força e o momento aruantcs em cada camada de arames, e cm seguida fazer o 
somatório. A força e momento totais na perna serão dados por: 

F, = F, + F, + F,. + ......... + F,, M,: M., + M,: + M,. + ..... + M,. 
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a força e momento totais numa perna podem ser cxprcssns da seguinte forma: 

F, I<A..El = ,C, r .. + ,C. j3s (64) 

onde .C. . . C:. ,C. e .C são constantes determinadas analiticamente para uma dada perna (também 
podendo serem cakuladas para a alma ou o cabo). Podemos então definir o módulo efetivo E, como 
sendo F~ : C E. que é exatamente o módulo de elasticidade do elemento ( perna. alma ou cabo) para 13 
= O. Es~a~ constantes muepcndem de E. mas são função da geometria do elemento e coetícieote de 
Poissnn do material. Apesar do termo "constante do módulo efelivo" designar na realidade somente a 
constante C,. utilizarcmus este termo quando nos referimos a todas as constantes. Para o dlculo de ,C, 
,C. considera-se primeiramente (31 = O (nenhuma rotação) e estima-se um valor para E1. Então. C, e C, 
~crão dadas por: 

C, = f' , I (A,&, l (65) 

Para o dlculo de ,C: ,C, <.:on~idera-se E, = O (nenhuma tração) c estima-se ~ •. Enconua-se novos F, 
eM" onde 

,C;: F I (t. Ef3 ) ,C= M, I lER' p,) (66) 

Análise da Alma do Cabo de Aço (IWRC) 
Tomemos a perna I e enrolemo~ em torno dela uma perna 2, curn passo p1. Formaremos desta fom1a 

um caho de aço simples, que normalmente é usado c.:omo núcleo de cabos mais complexos. este núcleo 
é chamado de alma interna de cabo de aço (fWRC), Fig. 10. A an:ílise deste núcleo será similar à da 
perna I. sendo que a perna 2 vai se r enrolada helicoidalmente, da mesma forma que o arame 12, no caso 
anterior. A~ equações básicas de compatibilidade são: 

(67) 

f · = r !, = E!. + t.a., I 1011 o., (68) 

(69) 

(70) 

Fig. 10 Configurações de uma alma de aço (IWRC) 
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É importante notar que temos agora 4 equações de compatibilidade e não apenas 2, corno no caso da 
perna l. Além da compatibilidade a nível de alma. também foi nccessmu impor uma compatibilidade a 
nivd da perna 2. dada pelas equações acima. Para o ca~o de n camadas de arames na perna 2. seriam 
nece~~>:írios n conjuntos de equações de compallbilidade de deformação axiais e rotacionais. entre perna 
2 c cada uma das o cantadas de. arames. A variação da curvatura fica desta forma: 

(71) 

Us:1.ndo a equação anterior e a rigidez llcxural da perna 2, teremos o momento fletor Gz': 

G' . =A*, 6k,. onde A*, = (GnER,/14) (2fenet,)(2+ vcos'Ud+ 1tER1,'
1
/4 (72) 

Utilizando as constantes do módulo efeti11u da perna 2. calcularemos T, c H, tração e momento de 
torção na perna 2. 

T,/A.E = c, E: +:C: ~ .. (73) 

(74) 

Lembrar que.: A~ = ~)tR', . onde R .. é o raio dos arames individuai~ e s= 2. Estamos supondo que as 
scções dos arames são circulares c não clfpti ca~. O cortante N' ,. a força F,, e o momento torçor Ml, na 
perna 2 são dados pur: 

(75) 

M, = m. { H: se11a, + G' , cosa: + T ;t.cosa, - N,'sena, l 

Logo: 

F,..,.,., = F, + F, M,""" = M, + M: (76) 

onde r, eM, são calcuJados como descrito anteriormente. O cálculo das constantes do módulo efetivo 
para a alma é idêntico ao da perna I e perna 2. Os esforços na alma são expressos por: 

{77) 

Para o cálculo de ..... C,, "'""''C,, ,.,.C,, ..,.,.C. executa-se procedimento análogo ao utilizado para o 
cálculo das constanlcs da perna l. lern-se cnt:lo: 

'"'"·'C = F """' /( A .• ,, .. , E f '''"" ) ·I••··• C' = F ... ,../( A·""'·' E J) ...... ,) 

·"""C' = M ,,,./( ER' ••~.) (7&) 

Análise de um Cabo com Alma 
O t·abo nada mais é do que um núcleo (a alm;~) envolvida por uma outra perna (perna 3). Fazendo­

se uma analogia com os casos anteriores (perna e almaj, encontra-se os esforços f ,.,..,, e M,,,,. e 
fin<llmente :1!; constantes do módulo efclivo p<1ra o cabo: 
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(79) 

Este desenvolvimento permite resolver um ~:al:x.1 de aço e foi implementado em um programa em 
Turbo Pascal 5.0, que possibilita a análise de um cabo a partir do seu carregamento e das condições de 
contorno ( rcst.riçõc~ a deslocamentos das er.trcmidade~>, dohramentos. tOrções ao longo do caho, etc). 
Todos os passos deste programa. bem como exemplos ilu~trando as técnicas numéricas empregadas 
para lidar com cada a~pecto mais complexo da implementação. é detalhadamente comentados em Silva 
( 1992). As principais etapas desta implementação são apresentado no apêndice. 

Exemplos 

Visando mostrar a aplicabilidade do programa implementado na solução de problemas envolvendo 
~:abos de aço de geometrias complexas sob carregamentos complexos alguns exemplos usando cabos 
6x2:'i Fi llcr-Wire, 6x 19 Warringlon e Seale sob diversos carregamentos usuais são apresentados. A 
partir do carregamento e das earacterfsticas do cabo (veja apêndice) e de suas caracterfstieas elásticas 
obtém-se pelo programa os esforços. deformações. deslocamentos c forças em cada arame. perna ou cm 
Lodo o cabo. 

Como primetro exemplo, a Tabela I compara a!> constantes de módulo efetivo (Eqs. 73.74.78 e 79) 
obtidas pdo programa e as reportadas em CosLello (1990) para cabos 6xl9 Seale - IWRC. As 
con~tamcs iC, são mdependentes do módulo de elastkidade, mas funções do ângulo de hélice. das 
razões "raio do arame externo/raio do arame interno das pernas" e do coefici.entc de Poisson. Como 
pode .set verificado o maior erro encontrado foi de 5.8%. 

Tabela 1 Comparação das constantes do módulo efetivo para o cabo Seale 6 x 19. 

Constantes Costello (1990) Programa desenvolvodo Erro 
Perna I c, 0,8864 0,8864 0.0 

c, 0.1436 0,1436 0.0 
C :o 0.3189 0,3189 0,0 
c. 0.1182 0,1182 0,0 

Pema2 c, 0,9642 0.9642 0.0 
Cz 0.0853 0 ,0853 0.0 
c3 0,1928 0.1928 0.0 
c. 0,0721 0.0721 0.0 

Perna 3 c, 0.8295 0.8430 1.6% 
c2 0,1765 0.1799 1.9% 
c3 ·0,4240 ·0,4148 2.8% 
c. 0,1 480 0.1394 5,8% 

Alma c, 0,7984 0.7984 0,0 
c, 0,1799 0,1799 0.0 
c3 0,3092 0,3092 o.o 
c. 0,0840 0,0840 0.0 

Cabo c. 0,7020 0,6929 1,3% 

c2 0.1232 0,1212 1.6% 
c3 0.2060 0,2029 1,5% 
c. 0.0403 0,0403 0.0 
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O ,.,egundo exemplo, Figs. l i a 13. trata de mostrar como é a distribuição do carregamento nos 
elem.:ntu~ dos três tipos de cabos sob tenlõão ue tração. 

Como tercei ro teste analisa-se (fígs. 14 a 16) a variaçi'ío do momento dos cabos com a deformação 
axial para diferentes ângulos de torção. c m função da maneira corno a última camada é enrolada. 
Ob~crvando os gráficos de momentos normali:tados no cabo contra deformação axia l, nota-se 
principalmente que a rigicb. du cabo não varia signifi cativamente com a torção. Em Silva( 1992) é feito 
análi~e semelh:mtc considerando a força. observa-se que o módulo efelivo do cabo não se altera com a 
mudança na torção. A mudança do lado para o qual a pema é enrolada não altera significativamente a 
rigidez do cabo. O cabo Seale apresenta menor variação que os demais. 
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Fig. 11 Distribuição de carregamento em cabos Filler-Wire 
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Fig. 12 Distribuição de carregamento em cabos Warrington 
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IIAI..I ex•• 
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Fig. 13 Distribuição de carregamento em cabos Seale 

Como 4uarto tipo de exemplo, verifica-se a variação da tensão nos arames de cabos qua.ndo 
submctidol> a llexão. Simula-se o compottamento do cabo na passagem por uma roldanas ou tambor de 
<liãmcu·o D. Ao pa.-;sar por estes elementos tensõe~ de u-ação. torção c llexão são induzidas nos arames. 
Foram plotados os gráfico~ mostrados nas Figs. 16 c 17 que representam ~·s valores de a"Ax/a,0.x(D/d) 
a ., .• I E.w.,.,.onde d é o diâmetro do cabo. em cabos Fi ller (Fig. 16) e Warrington (Fig. 17). Na Figura 16 
sâo também representados os resultados reportados por Costello(1990) para a mesma seção. Em Si lva e 
Concit 1993) é apresentado comparaçôes semelhantes para seções Seale. Não encontrou-se na literatura 
análise semelhante para seções Warrington (Fig. 18). Outras análises c comparações com Phillips e 
Costcllo( 1985J podem ser cnconuadas em Cone i e Silva( 1997). 
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Fig. 18 Tensão nos arames de cabos Warrlngton em função da carga e curvatura 

Conclusão 
Foi aprcscmadu um modelo para a análise de cabo que permite uma implementação ha~tantc mais 

simples que as usuais c muito eficiente. As diversas comparações c exemplos apresentados mostram 
4uc a implementação proposta apresenta bons resultados. Os arames com maiores coeficiente~ de tração 
~ão os centrai~. Observando as distribuições da carga nos elementos dos cabos, verificou-se 4ue em 
tot.los o$ cnsos é a perna ex tem<~ que recebe a maior parte da carga (aproximadamente 80%). Percebe-se 
então. porque a função da alma de aço é principalmente servir de suporte para a camada externa de 
pernas e não para aumentar a resistência à nexão ou tração do caho. Outra observação relevante diz 
respeito ao aumento na força de tração do cabo com a aplicação de rotações no sentido de sua torção: 
4uanto mais torcido o c.:aho no sentido da torção (direita ou esquerda) maior a força totaJ do cabo. Uma 
:mge;;táo pnra o prosseguimento do trabalht) seria uma análise experimental que comprova.~se o 
processo de cálcuJo. Tomando uma amostra real de cabo após fazer um levantamento dimensional 
(diâmetro dos arames, passo do~ arnmes e pemas), eosai<Jr o cabo (vários corpos de prova) sob variadas 
condições de contomo c executar o programa com esse dados para comparar o resultado do programa 
com o obtido experimentalmente. 
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Apêndice 
Os iten$ I a .'i abaixo tle~crcvem as etapas principais da implementação do programa de análise de 

cabos desenvolvido. 

Dados de entrada 

O programa deve considerar os seguintes dados: 

a) Dado~ geométrico, 

-Tipo de constnu;ão (ver fig. I ) 
- Número de camadas de pernas 
- Número de camadas de arames cm cada perna 
- Raio dos arames 
- Passo de hélice de cada perna 
- Pas\o de hélice de cada arame 

b) Dados do material dos arames 

- Módulo de e lasticidade 
· Coeficiente de Pnisson 
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Cálculo dos parâmetros geométricos secundários 

Pará metros Geométricos Secundários são calculados a partir dos dados de entrada. 
a 1 Raios de hélice 
b) Ângulo de hélice 
c) Raios da~ pernas. alma c cabo 
d) áreas sólidas 
f) Rigidez tlcxural das pernas 

Cálculo das constantes de módulo efetivo das pemas, alma e cabo: iCj 

Utilizou-se uma rotina de geração genérica de matri7.cs c os sistema resolvidos por e liminação 
Gaussiana, fomm utilizadas as t:quações constitutivas e as equações de compatibilidade de deformação 
ax i ai c rotammal (Silva,l992). 

Cálculo de esforços nos arames e nas pernas 

Após calcular as constante!> do módulo efetivo para Lodos os elementos do cabo, utilizando 
estimativa como dados iniciais. calculamos todos os esforços agindo em cada arame c cm cada perna. 
No~amentc sào ulilizadas as equações de compatibilidade, c os diversos sistemas de equações de 
!amanhos variados são resolvidos utilizado eliminação Gaussiana. 

Cálculo dos fatores de tensão ( Silva, 1992) 

É interessante observar que o número de equações de compatibilidade geométrica varia com o 
número de camadas de arames da última camada de perna, pois cada camada de arames "s" gera duas 
equações de compatibilidade de dcforn1açõcs axiais e rotacionais. É necessário, entãn, a criação de uma 
wtina yue gere o s istema de equações para qualquer tipo de seção. tomando o programa completamente 
genérico. A montagem de uma matriz genérica eficieme de ordem 2n x 2n (n é o número de camadas de 
:uame) é descrita em Silva( 1992) bem como pequenas rotinas para cada tipo de característico de 
elemento dessa$ matrizes c da matrit. de termos fixos. 
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I OS(') i.< discus.ved . .<inn.' lht' " 'I'<"ÍIII<'IIIs ai meti tn obtai11 lhe same result.v as th<"t' ohtained tltrnufllt rhe lh<'l'mal 
r.mulyst., m<•tlttl<l. 
Keyword': lhemws.•nsui• •f• l?t:.\'111-f, 1hermal Stereolitltogrtt{lhy. f'rmorype ProdnctÍOII 

Saboya, F. E. M., and Costa, C. E. S. M., 1998, "Second Law Analysis For Balanced Heat 
Exchangers With Negliglble Pressure Drop lrreversibility", J . of the Braz. Soe. 
Mechanlcal Sciences, Vol. 20, No. 2, pp. 156-163. 
From t/1(• wamd luw o( Tlrermndrl!amic,, t/11• cmu·,•pl.\ of t'IIIWP.I' ge11eration um/ in·.,•·t•rsibility urc· upplieJ ra 
<'<ltilll<'tjlm,·. f1t1rollel jloll' wul cm.vs/Tt•w /teu/ exciWrtJ!('I'' . ln tlw unul,l'.liJ, t!te hem l!.l'chanxen arl! aS.\11111/'tf 111 br 
hnlllllC '<'d . .,·itlt m•~t.ligihle ,,,.,.,, .. \l,re•lirop irrt.'l't'rsibilir\'. ln o holwrced lwat exdumgt•r, the l!eat caparirY rales are lhe 
.wm,• 011 the !11'0 std('J (I( the l~t•at tra114i•r .noj{wt·. Til,• cotmterf1o,. heat exdumger is CIIIIIJmrPd witlt 1he mher lwn 
i-''1"'·' o.f lwm t•.nlum~as 1111tl 1/w com{>ari.wn ;,,lirwn "'""'" /Jilt' has thl' minimum irrl:'l'ersil>iliry. ln lhis 
rmnpari"'"· on/r lhe eút '''"'l"'rutures wuf the ht'm tr<m,ler rt~ft•,< of tlw lw111 I'~< hwtlll'f'S ore d(fferent. 17rt• olher 
,·ondllt(>ns lertlrullce tempemtllr<'·'· mau flow rate.\, mmrbN 1•( tran:ifer tmit.<l amltlw ><'orking jluitl< are th<• same ;, 
1/u·/rem t ' lt lwn~ers. 

Kl'ywards. IJt!lance<l Heat f,:rrltwl)!t'r, lt·rn·rnihillly. l:.mmpr Generation. Hnll ( ttf}(ICÍf\· R me 

Pires, A. C., Heitor, M. V. and Moreira, A. L. N., 1998, "On the Turbulent Transport 
Characteristics of Non Premlxed Diffuslon Flames in Mutuallnteraction", J. of the Braz. 
Soe. Mechanical Sciences, Vol. 20, No. 2, pp. 164-178. 
/urll/llt•/11 tmnvuJt·t m .lin~t.lt• <IJitl rtwllip/1' jet.f7an~t·s ;, multutl itiiPraction i.1 .H11died thmugh lhe anal\'., is o} I and 3 
pmpwre {lwne' •nth a f<eyrrttfd,· twmher •if 2().100. The t' Tpertmenl• inclutl<•ti 1lw •·omhinulion nf a laur •·eloctmeter. 
"l'l' rlllt'J tn lhe l>tJrk.w·mrn modt·. u llh digua/11 ·• ·omltl!n.wted thl'mm('(>llple• a111l t'.liend pr•·•·imt.•h <ILifUireJ 
Álloll'f,·dx~ 1111 tht' analysir nf f1wne• in mutual intemrtum. Altlwugh lhe oxy~~~~ in.\llffil'ieney is lht commlltng 
llll'l'hllfll\111 in 1ft,• propu.I(U/Íorr o{ 111/t'ractin.~ .f1ame<. thc· t•re.<t'llf re.wlts qtrtmlify tire• I!X/1.'11/ to whirh /urhule/11 
tran4er 1.1· altPred in :he irru•nu IÍng Jlmtu• ~""''· T!Je rt•.llllls JIWH' tirilf IUrbulent mt.ttng ú nJJ<'•"It•J u.v u l'muequence 
tl ,·/um.~es in i/te meun/low c/wracteri.<lin . hut llrt' turbulem lteut .f7uxes remam lltiiJiitalívely unalll·rnlal lhe le vd 
o/.flom<' 111/<'l'll•'tion .•·wdil•d ht•rt:. " 'ith sin~le and multiplt• /lwrres e.thibiting ~m11•.•· <!(tum-gradienl lllrlmlenl lteal 
rra111/(>r. 
Ktywords: Combustion. Turbulmf'e. Smlar Tmn.'l'llrl. /1/on /'remi.rrd Flume. Multiple 1-'/ames 

Cotta, R. M. and Leal, M. A., 1998, "The Generallzed Integral Transform Technique ln 
Transient Convection-Diffusion: Theory, Appllcatlons and Research Needs", J . ot the 
Braz. Soe. Mechanical Sclences, Vol. 20, No. 2, pp. 179-200. 
Thi,, pape• r ,.,.,:it>W.\' 1/re .m/111ion of linear und nonlineor /ratrsienl ctmvection-diUi1sÍon probh•ms wirlt apf)/it •l.llions in 
ht'al mui ma.u fran.<{er. 1111• Ut•m•mli~r··d lttlt'gml Tram.fiwm Teclmiq11e (Gil[) is /Ire hasic too/ hehind nl!'h 
det·I'I0(?/111'111< offering analrlil'al or lryf,rid numrricnl-mwlyti<·a/ solulions wilhtfl 111·er presaibc'd at·cura•·y. A 
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number of e.mmplt~s til'<' ,çe/ected from rhe m·ailahlt' literaltlre tr• illustrwe the re/aiit·.- mt>rit.f t?/ this nVI·el appmach 
Nc.H'urrh 11n:d.< 11re then identi(u·d und briejly tli.vnt.ued. 
Keyw11rds: Generali:.t•d lntegrul lmn.tj(.rm Tedmique. Nonlt!lear Transit•nt ( 'um·eclion-Oiffusion Pmblnn1 

Maclel, E. S. G., Lima, F. R. A. and Lira, C. A. B. O., 1998, "Sensitivlty Studies ln a 
Simpllfled PWR-Hot-Channel Model Using Perturbation Theory by Matricial 
Formallsm", J. of the Braz. Soe. Mechanical Sclences, Vol. 20, No. 2, pp. 201-218 (ln 
Portuguese). 
I he matn'cialfomwli.l'lll of tlte paturhwimt theO!)' ü applit•tl in 11 .rimJ•I!fit>d f'WR·hot tluumt'l lll<><felto ~·tud\' the 
"'" \'ÍIÍI'ÍIY of ,çoml' pzmrtual mui average .fum tz'tmals. Tlze model is described by nlll.H, lin('(lr mommtum and energy 
conren·mion <'tfiiii/ÍIIIlS and adequaw /w(l/ /rtmsfer and jluid mech{IJIÍt.v ntrrt!lations. Ew!f)' om• is di.,·creti;:.e<l alonf: 
the clwnnel hei,~ht. Tlteml(t/ltydraulic ('(1/culatums are t'ul'l1f'd oll/ 11nd stored to use in tlzP matricial jimnalism. 
Senrim·ity col!ffidt>lll\ are detennined for .>pedjic· c·ases (/tltl cnmf'(lrisons bt•tweell direr 1 rt·~ulls and palllrbmiw• 
mrthod how· .IIII""" xoad agreem<'nt. Tlw main a<lmntaxes nf rlze penurbati•·r metlzml are disCIIssed and irs 
""lwrrance lo I<'IISI/ti'Íty ann/).(1\ IJ em{!lw.,·i~t'd. 
Kl!ywurds: PWR-Hot C/wnne/ Mndl!l. Penabmirm Tlwn,-y. Matricial Formali.!m 

Ortlz, J. P., and Alonso, G. V., 1998, "Study of the Polyacrylamide lqapol PA lnfluence 
on Drag Reduction ln Turbulent Flow", J. of the Braz. Soe. Mechanical Sciences, Vol. 
20, No. 2, pp. 219-232 (ln Portuguesa). 
Tllr' lwlzavior of aqaeou.ç pof.wiC'rilmnide .10/urionf ( /qapol PI\) in 1he reducfion of viscous friction in turbulml pipe 
jlml' j( experimemally ctrll11i.,ed. Dueto the polwner ttddition. u rt'l!uclion uf 30% can bt> ... ntjled in lhe Darn frir:tiOII 
fac/Or fjiJr mlut'~ of tht' Remolds numher amwul R.-=-5. /ll and conCt•mraticm.\ (C.t lur,her thtm 70 ppm ( up to I /0 
f'fllll/. !ln equalitm i.( presemeJ for f usa junrticm uf rhe Repwlds num/)('r and the concemralinn, diffr•ring from 
<'lfJt'rimenwl result.( 7-9'*- in uvemxe. 
Two <'.I(Jrt:ssioll~ oj tht· litermure art• c:valuat<•ti: lhe Vorti11slwya 's equatirm und tlze 'J(tm 's xenera/ correlatirm. A 
,l(tlllll ugr .. emerzl u·ith the Vonimlwya·., f'</Uttlion ll'lL< obtained, witlr Ji/fert•IICl'.\ of ahout 10% i11 tllt! rangP of the 
<'lf>NimenL> carrted ou!. Hou·e'''''' lhe Tum ·s p.~nrra/ corrdutimz does no/ appl,\' for the cmuliticms t>/the present 
.1/IUfV. 

Keywords: Om;.: Rl'duction. T11rbulence. V••lnr' IIY J>ro.fi/e.\. Polymer Solutum.1. 

Bismarck-Nasr, M. N., 1998, "On Comparing Theory and Experiment of Aerodynamlc 
Forces and Moments on T-Tail Configuratlons", J_ of the Braz. Soe. Mechanical 
Sciences, Vol. 20, No. 2, pp. 233-243. 
'{ lzt• tn·l·st·nt 1"'1"'1' cleals 11•irh the thl'm'Piicul colculalion o.f steady aemdy1WifiÍ<' ltJlul.•· and momems 011 nonplanar 
l~fiing .,ut:fiu·e.\', The sf<•ady c·owlft•q)(tr/ oj ThP doublet lalll<'<' ml'flwd is usetl in the mznly.1is. Severa! numeríml 
,.,.,,,d/.1 are presemt•d ww thes<' arf' compared wuiz expaimemal jirulinJp. 11 is shown TIWI t!ze .w:ady cuunlerpan of 
the doublet lalltc'<' metlwd. "hilr being t'xtrenwl_1 cosi efficienl in terms of compuwrio/1 requirrmems, can predf('t 
"uh u higlz tlt'grt'l' of prrcisimt z/11· clirfontf, cmd tlze aerodi'IIOJIIIC ,·oeffinent.( for rwnplunar ltftmg conjigurauun~. 
Krywords: Nrmplatwr. l.ifting Surfocn·. A ir Loods. Aerodynumit· Co<'J]iârn/.1. 

Cavalca, K. L , and Lima, E. N., 1998, "Non-Linear Analysls of Hidrodynamical Bearlngs 
in a Vertical Shaft", J. of the Braz. Soe. Mecha nicai Sciences, Vol. 20, No. 2, pp. 244-262 
(ln Portuguesa). 
ln a nmtwlg rot11r, bearings tzrl' t~[.ftJJ!danwnttil imporlwu·e in de.fininJ: its dynumic !Jehaviour. f'hysically. tht• oil 
f//m vi.r.-ous jlo>t· cmued by tlw relatil'<' motion between lhe shaft and tlze ht•arinx internal pari build..> up cz prt>ssure 
d"trihution 011 tlte rotor surj<tn•. yie/dill.~ 11• nr111-linear hydrocf.Hwmic Ji•rre.< •.-lzich are pu.rition and JILúd ct>ndition 
<leptmdent. in j11urnal bt'arin).:.(. The kno•.-ledne of lhe H' fim·e.' Í( of fundamental importa/lei' i11 tht' anal\•sis of lhe 
l'ibrmory ""''""' 111 mec:hanlcal equzpm<'lll.,. '1111.1 work cmui.sr.1· 111 rhe pn•sc•ntmio11 arultht• applic:ation o.f no11-linear 
1/UJilwnwtical mmlel.r 1h01 can rr'prr·ur11 hydmdynwni<· forc,•s <'Xl'rteJ by tlt!' oil jilm in /Jearin,qs. wlzich .<upport a 
i'!'rtit al.f1exible ; /w{t in rotatin,q machines. Thi!St' rwn-lin('ur force.r are analytical/y eva/ua1ed based ur1 lhe rotor 
,,fw./1 nrbiwl pa.\ltwnll!tlu: hydrodynamical bt•ari"g'. Thes.- hydrodynamicforces, as we/1 tu llwse rt.'slllletl from any 
<'< ct•ntrzc unlmlam <'. are rhe l!\ll!mal excitottWI .w•urce.v indudt'tl in tht' sysu·m eq~«llion of nwtion. A particular 
dwrw 1<•ri~tic 11f this metltm/r, tht> r>asy delt>mrinatzon of the 1111/t·linrar juru·.• thmuglz an mdirect .wluumr fnr the 
{lft'.<.wre distrrbutum Ílll<•gr(I/ÍCm. Tlte dwranucal bl'lrnFiour of the .<y.wem, due to e.\lemal unhalancing jim·es. is 
ana/ised by mean.' of lhe orh11J. graphica/ly p/111/!'d ji~r .wme interestin.~ mnning ··onditilltl.\'. From tlte numerica/ 
analys" pre.WIIft•rl. the oil.film wlzip plwl!o!lll'll(t tt.\' ~t·e/1 as a limit cyd1· in t·y/indricul bParings for tltc orhi1s at 
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different "''CI'"''''tl -'Pt•eds t'llll he r1hw•n ·ed. S1n111g 1/tm-linearitiev cm1 ht• ob.1·er·•·ed i o rhe lilling-pad bl'arings due r o 
" ·' ··mwl>h• fit'()171t'lt) unal,1 ""li lhe tilt a11gl•· •!( the pmls. I ft,. ui/mi/ pud hearing lugh stability nw b!' wuiced by the 
m/or_fi'I''/111'1/C\' f(',\('fiiiSf cllld i/.1 Orhi/ W/l(I/1/UJ~.\' 111/IJtS /\'{>t' <'.} ht'llrtllg.\. 
Keywords: Hyt!rodymrmiml l1t·'lll'lllgS. l'res.wre /)ismhuti()n. Vcrtind Fle.lible Siri(/ I. Nmr-Linear Mude/ 

Castro, J. T. P., Giassone, A. and Kenedi , P. P., 1998, "Fatigue Propagatlon of 
Superficial Seml and Quart-EIIIptical Cracks ln Wet Welds", J. of the Braz. Soe. 
Mechanical Sciences, Vol. 20, No. 2, pp. 263-277 (ln Portuguese). 
nw mccluuuurl pmpertie.• o) tlw bitlt' nnd of thc ... ,,, •ndJ ml'tal~ ust'clln offshore platforms ll't•re mensured and usrd 
to nwci<•l rlw Jflll/ill<' propaxution l{ th•· ·'"f>eifiriu/ .wmi-t'llipllcal mu/1~( rlw coma qaart-l!llitltit·o/ l'mc/..s. 8oth the 
rn-J/memi(>!W/ gl'tll/l('try of tlu• crm·Á., and rlw in{7ttenct• 11/ '"" juriguf' cmck ftrllfJfl!latiort tlrreshold are explicitly 
con.•i•l••rt·tf. •md the rel'lllt.\ urt• tlllt•tpreu:dfmm tlw dl'•i.~n andfrom the non-dl'.lti'IICtil•e- in.•f•e•·tiun poi111s ofl'Íew. 
1\.eywurd.l: Fotigw·. Superjiciul C me~·'· w,.r Wdc/.r. 

Conci, A. and Silva W. F., 1998, "A Model for Analysls of Wire Rope wlth Complex Cross 
Section", J. of the Braz. Soe. Mechanical Sciences, Vol. 20, No. 2, pp. 278-297 (ln 
Portuguese). 
Thl! tlu•ort'tll'ul analy.vis ofwite mp,. ix wrher t·mntJ/er. 111e wralysis n{ 11 "'I'" b~gins with o ,rudy oj the deformation 
<~la hdit'ol H 'Ir<' 111 u .\lrtltld. 81 tl:e tlrjitiiiiU/ton of ali ,..;,.,, 111 a gil·en j/rttn<l. 11111' determmes the '"'fl<lttSP of tlrat 
stnnul. Again hl' thl! tlvjomwtion of oll ,vtnmtlx i11 the rr!fll'. one Ú<'ll'llllines the- re.\'f'OIIS<' oj L< rope. nli.v mode/ 
tmulun'< "'1'"1/i(JfJ.\ highll tumlilu•ar. Thi., '"'''" slww., tlw steps n/ tlris tle••elopme/U .filf u t.YIIIl(llltt•r pro~:mm 
tmplemt'nlation to <mul_r;:l' t'lltn{th•l .,.,. 1'11pe )l~omelrin. liring tlris, dejimnmiwr und stres., in ropo c·art be 
1'\Uitwtetl. The m"'ld <'tlll trt'ttt cnbles. Jw.-irtg "' rwt 1111enwl-u in--mp•'·' cori'S. lr><tded in o/1 ··ombinations <tJ lm:uJ. 
Re.<~tfl.\ """ C'OIII(IIIri.wll are gn •cn Ji•r Warringlolt , St•tdt• und Filler-Wit•t• t'Ofl.l'lntl'lloll.\ but thl',\ nm/J fJ<• generated 
(o r t1//1t'r t'O/ISII'Itl IÍtl/1.\'. 

Ke_v,.·ords: Wirt• Rop<'. lni<·mul Wire-Rntw Con·. Cubles. Cmn,,fe.l l .mtdi11g 
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